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ПРЕДИСЛОВИЕ

Теория контактного взаимодействия, учитывающая изнашивание кон-
тактирующих тел (износоконтактная задача), является эффективным
средством расчета износа узлов трения, который во многом определяет
их долговечность. К настоящему времени разработан ряд аналитиче-
ских и численных подходов к решению износоконтактной задачи, кото-
рые зачастую привлекают сложный математический аппарат и требуют
значительных вычислительных ресурсов.

Рассмотренные в данной книге постановки и методы решения из-
носоконтактной задачи отличаются простотой используемого математи-
ческого аппарата, допускающего несложную численную реализацию и,
в некоторых случаях, аналитическое описание процесса изнашивания.
Автор стремился не перегружать книгу строгими математическими вы-
кладками, заменяя их местами физически понятными пояснениями. При
всем этом, изложенные методы представляются достаточно универсаль-
ными и могут быть использованы для решения износоконтактной задачи
в более сложных постановках.

Значительное внимание в книге уделяется эффектам, обусловленным
особенностями закона изнашивания. В связи с этим автор счел целесо-
образным снабдить книгу обзором основных результатов теоретических
и экспериментальных исследований закона изнашивания.

Отмеченные обстоятельства дают основания автору надеяться, что
материал книги будет полезен для специалистов, занимающихся инже-
нерным расчетом узлов трения на износ.

Изложенные в книге результаты были получены автором во время
его работы в Институте проблем механики Российской академии на-
ук имени А.Ю. Ишлинского. Научная деятельность автора в стенах
этого института протекала под влиянием и при поддержке со сторо-
ны И. Г. Горячевой и М.Н. Добычина, за что им автор выражает свою
благодарность. При подготовке материала книги автор пользовался биб-
лиотекой И.В. Крагельского, подаренной им лаборатории трибологии
ИПМех РАН.



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

x—координата;
t—время;
p—контактное давление;
V — скорость скольжения;
W —износ;
WM —максимальный по области контакта износ;
F (p,V )—функция, определяющая скорость износа;
g —форма контртела;
a, b—размеры области контакта;
δ—внедрение контртела;
P —нагрузка;
Q—удельная нагрузка;
E —модуль Юнга;
ν—коэффициент Пуассона;
µ—коэффициент трения;
l —путь трения;
h— толщина покрытия;
h0 —начальная толщина покрытия;
B = (1 − 2ν)(1 + ν)[(1 − ν)E]−1 —коэффициент податливости покры-
тия.

Точка над символом функции означает ее частную производную по
времени, штрих— частную производную по координате.



Г Л А В А 1

ТЕОРЕТИКО-ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ОСНОВЫ
ИЗНОСОКОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ

Износоконтактная задача (контактная задача с износом) состоит в рас-
чете эволюции износа и контактного давления при изнашивании пары
трения. Решение износоконтактной задачи можно рассматривать как
решение контактной задачи в каждый момент времени для тел, фор-
ма которых изменяется вследствие износа. В качестве эволюционного
уравнения здесь выступает закон изнашивания, связывающий скорость
износа с контактными характеристиками: контактным давлением, ско-
ростью скольжения и др.

Основу износоконтактной задачи составляют теория контактного
взаимодействия деформируемых тел и область трибологии, связанная
с теоретико-экспериментальными исследованиями закономерностей из-
нашивания.

§ 1.1. Закон изнашивания как трибологический аспект
износоконтактной задачи

Под изнашиванием обычно понимается процесс постепенного удаления
материала с поверхности твердого тела и (или) увеличения его остаточ-
ной деформации при механическом воздействии на него другого тела
или среды. Изнашивание проявляется в постепенном изменении разме-
ров тела и количественно характеризуется величиной износа W , при
этом различают линейный, массовый и объемный износы [56, 80].

Важной характеристикой изнашивания является его интенсивность I,
которая определяется как скорость износа по времени: It = ∂W/∂t или
пути трения: Il = ∂W/∂l. В случае чистого скольжения со скоростью V
имеет место соотношение It = V Il. Скорость износа Il по пути трения
представляет собой естественную характеристику процесса изнашива-
ния и наиболее часто используется для его описания, поэтому в данной
главе по умолчанию под I подразумевается именно величина Il.

Многочисленные теоретические и экспериментальные исследования
показывают, что скорость износа может зависеть от различных фак-
торов процесса изнашивания, таких как физико-химические свойства
материалов взаимодействующих тел, шероховатость их поверхностей,
наличие смазки, нагрузочно-скоростной режим, температура и состав
окружающей среды и др. [56, 80]. Дальнейшее изложение будет касать-
ся главным образом зависимости скорости износа пары трения сколь-
жения от контактного давления p (далее давления) и скорости сколь-
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жения V . Такая зависимость будет называться законом изнашивания и
формально записываться как I = F (p,V ). В случае постоянной скоро-
сти скольжения или давления закон изнашивания будет представляться
в форме I = F (p) или I = F (V ) соответственно.

Основанием использования давления и скорости скольжения в каче-
стве аргументов закона изнашивания служит то, что в процессе изна-
шивания, как правило, происходит приработка, и многие его факторы
определяются значениями p и V . Например, при заданном нагрузочно-
скоростном режиме образуется равновесная шероховатость, формиру-
ются определенная структура поверхностного слоя, его температу-
ра [45, 56]. Здесь следует отметить, что влияние скорости скольжения
на скорость износа зачастую происходит не напрямую, а опосредован-
но, например, через температуру в зоне трения. Один из возможных
механизмов такого влияния описан в работе [167].

Закон изнашивания для конкретной пары трения определяется на
основе теоретических и экспериментальных исследований процесса из-
нашивания. Ниже будет дан обзор таких исследований, при этом глав-
ное внимание будет уделяться характерным особенностям зависимо-
сти I = F (p,V ) (наличие экстремумов, областей возрастания/убывания
и т. п.), которые в значительной мере определяют методы и свойства
решения износоконтактной задачи. Так, линейная зависимость I от p
позволяет получать решения износоконтактной задачи в замкнутом ви-
де [73], а в случае зависимости I = F (p,V ) с экстремумами именно
количество и тип экстремумов во многом определяют особенности ки-
нетики изнашивания (разделы 2.1.2–2.1.4).

В качестве условий испытаний на износ будут указываться, как пра-
вило, только тип изнашиваемого материала и характер трения (наличие
или отсутствие смазки). В качестве меры давления p часто будет ис-
пользоваться контактная нагрузка P , как это делается в ряде работ.
Символы c, c0, c1, . . . используются формально для обозначения пара-
метров описываемых моделей, которые в разных случаях могут быть
различными. Особое внимание при изложении материала будет уделять-
ся приоритету полученных результатов.

1.1.1. Начало изучения закономерностей изнашивания

О том, что повышение контактной нагрузки и скорости скольже-
ния увеличивает скорость износа, людям было известно давно. Так,
еще в древнем Египте сверление твердых пород камня производилось
при дополнительной нагрузке на сверло и повышенной скорости его
вращения [127].

Словесное описание закона изнашивания вида It = cpV , устанавли-
вающего пропорциональность износа работе сил трения, встречается в
работе швейцарского инженера Рейе (T. Reye; 1860) [165]. Подобный
закон изнашивания Рейе использовал для расчета давления и силы тре-
ния в приработанных опорах скольжения.
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Первый эмпирический закон изнашивания, по всей видимости, был
получен американским исследователем Велчем (A. Welch) в 1881 г. [130].
Используя данные Дудли (C. B. Dudley) об износе рельсов, Велч уста-
новил, что при прохождении одинакового тоннажа износ рельса сте-
пенным образом зависит от нагрузки P на колесо: W ∼ P γ, причем
γ = 0,6. Годом позже похожий результат аналогичным образом полу-
чил русский ученый Н.П. Петров, при этом показатель степени γ у
него оказался равным 0,5 [81]. Исходя из этих результатов, несложно
показать, что износ рельса за один проход колеса, который можно ин-
терпретировать как интенсивность изнашивания, зависит от нагрузки
на колесо следующим образом:

I = cP γ+1.

Целенаправленное изучение законов изнашивания различных мате-
риалов было положено работой Робина (F. Robin; 1910) [173], в которой
образцы из различных сортов стали истирались о наждачную бумагу. В
результате были получены графические зависимости скорости I износа
отдельно от давления p и скорости скольжения V , причем все они были
возрастающими, кроме зависимости I = F (V ) для отожженной стали,
которая имела локальный максимум. Для объяснения возрастания ско-
рости износа с ростом скорости скольжения Робин, по сути, вводит
энергетическую концепцию изнашивания, считая, что с ростом V уве-
личивается кинетическая энергия абразивного зерна и, следовательно,
производимая им работа по изнашиванию образца.

В 1917 г. инженер А.П. Малышев проводил испытания на износ ме-
таллических образцов (медь, цинк, олово, свинец) о слой песка при
различной скорости скольжения V [71]. В процессе изнашивания об-
разца глубина его внедрения в песок поддерживалась неизменной. По-
лагая, что износ образца связан с некоторой частью работы сил трения,
А.П. Малышев теоретически вывел зависимость It = cµV 3 (c—эмпи-
рический коэффициент), которую позже подтвердил экспериментально.

Энергетическая концепция изнашивания проверялась для мягких ме-
таллов (медь, свинец, висмут, магний и др.) в паре с чугуном и для уг-
леродистых сталей в паре с корундовым диском в работе Хонды и Ямады
(K. Honda, R. Yamada; 1925) [145]. Экспериментально ими была установ-
лена линейная зависимость It = cM скорости износа от мощности M
силы трения, в которой коэффициент c определяется типом изнашивае-
мого металла и свойствами трущихся поверхностей. Аналогичная зави-
симость получена в исследованиях Престона (F.W. Preston; 1927) [164].

Результаты Хонды и Ямады были подвергнуты критике Розенбергом
(S. J. Rosenberg; 1925), который в том же журнале опубликовал резуль-
таты испытаний стальных образцов на машине трения Амслера [175].
На рис. 1.1 показана зависимость скорости износа I (массовый износ
за 104 оборотов дискового образца) от нагрузки P , полученная Розен-
бергом для закаленной стали при сухом трении. Существенно немоно-
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тонный характер этой зависимости противоречит энергетической кон-
цепции изнашивания. Примечательно, что резкое падение скорости из-
носа при P ≃ 60 кгс здесь впервые объясняется сменой механизмов из-
нашивания в результате фрикционного разогрева стали.

В 1926 г. В.Д. Кузнецов вывел связь массового износа W с поверх-
ностной энергией σ изнашиваемого материала [61]. Исходя из энергети-
ческих соображений, им была получена и подтверждена испытаниями

Рис. 1.1. Зависимость скорости I износа
закаленной стали от нагрузки P [175].
Изображен график, сглаживающий ориги-
нальную кривую

на износ поликристаллов NaCl,
KCl и KI зависимость

W =
d

βσ
Fтрl,

в которой Fтр и l обозначают си-
лу и путь трения, d—плотность
изнашиваемого материала, а ко-
эффициент β зависит от степени
размельчения изнашиваемого ма-
териала.

Важной вехой в исследо-
вании закономерностей изнаши-
вания явилась работа Бонди
(W. Bondi; 1927) [122]. По резуль-
татам испытаний стальных об-
разцов в условиях сухого качения
с проскальзыванием им были по-

лучены следующие зависимости скорости износа от нагрузки и скорости
скольжения:

It =







c3P, M < M1,

c4P
2 + c5, M > M1,

, It = c1V
2 + c2. (1.1)

Первое равенство в (1.1) описывает непрерывную зависимость It от P
с переходом к более интенсивному росту скорости износа после дости-
жения мощности M силы трения критического значения M1, которое,
как было установлено Бонди, составляет 3,35 кгс·м/с. Исходя из па-
раболических зависимостей скорости износа отдельно от P и V , Бон-
ди вывел следующую формулу для скорости износа зуба шестеренки:
It = cP 2V 2.

Сузуки (M. Suzuki; 1927) испытывал на износ углеродистую сталь
при сухом трении, в результате чего им вновь была подтверждена ли-
нейная зависимость износа от работы силы трения (т. е. скорости износа
от мощности силы трения) и, кроме того, установлена асимптотически
монотонно убывающая зависимость износа за единицу этой работы от
скорости скольжения [187]. Последний результат может быть представ-
лен соотношением I = cpf(V ), где f(V )—убывающая функция.
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Изучая закономерности абразивного изнашивания резины, Фогт
(W.W. Vogt; 1928) установил, что скорость износа резины I про-
порциональна давлению и почти не зависит от скорости скольже-
ния [192]. Заслуживают внимания результаты экспериментов Циммер-
мана (E. Zimmerman; 1931), согласно которым при сухом трении о сталь
(V = 10 м/с) различных сплавов из меди, цинка и свинца, зависимость
скорости их износа от давления достигает максимума при p = 4 кгс/см2,
а затем спадает [195]. Однако если износ происходит в результате от-
деления мелких частиц, то I = cp2.

Последующие многочисленные теоретические и экспериментальные
исследования процесса изнашивания выявили разнообразные формы за-
висимости I = F (p,V ). Особый интерес для постановки и решения из-
носоконтактной задачи представляют аналитические формы закона из-
нашивания, которые получаются, в частности, путем построения теоре-
тических моделей процесса изнашивания.

1.1.2. Теоретические законы изнашивания

Степенные зависимости. Законы изнашивания со степенными зависи-
мостями I = F (p,V ) являются наиболее распространенными, и некото-
рые из них уже были упомянуты выше. К таким зависимостям приводят
многие теории изнашивания.

М.М. Хрущов и М.А. Бабичев (1941) предложили теорию абразив-
ного изнашивания, согласно которой истирание материала производит-
ся большим количеством микронеровностей в виде жестких пирамид
разной высоты, при этом локальное разрушение материала пропорцио-
нально второй степени внедрения каждой микронеровности [110]. Такие
представления приводят к следующему линейному закону изнашивания,
имеющему многочисленные экспериментальные подтверждения:

I = c1 P/H, (1.2)

где H—твердость материала, c1—некоторый коэффициент.
Зависимости типа (1.2) выводятся в работах других авторов. Так,

согласно теории Хольма (R. Holm; 1946), износ образуется в результате
отделения некоторого количества атомов с поверхности трения, причем
это количество пропорционально пути трения и площади контакта [144].
В результате для скорости объемного износа получается формула (1.2),
в которой коэффициент c1 представляет собой вероятность отделения
атома при его столкновении с другим атомом (c1 ≃ 10−5).

В работе Ханта (F.V. Hunt; 1955) [146] исследован вопрос о том, как
связь предела текучести с размером деформированного объема (мас-
штабным фактором) может влиять на скорость износа. В результате
установлено, что коэффициент c в линейной зависимости I = cP при ма-
лых нагрузках равен c1(3Yµ)−1, а при больших— скачкообразно возрас-
тает до величины c1(3Y0)

−1Ar/Aa, где c1 —вероятностный коэффициент
из теории Хольма, Yµ,Y0 —пределы микро- и макротекучести материа-
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ла (Y0 ≪ Yµ), Ar и Aa —фактическая и номинальная площади контакта,
причем Ar/Aa ≃ 0,2 ÷ 0,8.

Зависимость типа (1.2) с аддитивным отрицательным членом в пра-
вой части была получена И.В. Крагельским (1952) в предположении,
что критерием разрушения материала является некоторая предельная
деформация сжатия [53]. В полученной формуле присутствуют подат-
ливость шероховатости и параметры опорной кривой ее профиля.

К линейным законам изнашивания также приводят некоторые моде-
ли изнашивания, предполагающие упругий контакт микронеровностей.
В предположении, что износ материала происходит в результате растя-
жения и последующего разрыва его поверхности сферической микроне-
ровностью, Шалламах (A. Schallamach; 1954) получил зависимость

I = c2 P/E, (1.3)

где E —модуль упругости материала, а коэффициент c2 зависит от па-
раметров модели (в частности, c2 пропорционален радиусу кривизны
микронеровности) [179]. Немного позже, Шпур и Ньюкомб (R.T. Spurr,
T. P. Newcomb; 1957) пришли к зависимости (1.3), в которой c2 = k tgθ,
причем угол θ характеризует заостренность микронеровности [182].

Су (N.P. Suh; 1973) была предложена модель изнашивания отсла-
иванием [185]. Соответствующий закон изнашивания имеет линейный
вид I = c3Gp, причем G—модуль сдвига материала, c3 —параметр мо-
дели, зависящий, в частности, от топографии изнашиваемой поверхно-
сти. Примечательно, что здесь, в отличие от (1.3), износ прямо пропор-
ционален модулю сдвига, линейно связанному с модулем упругости E.
К линейным зависимостям I от p приводят и теории, основанные на
энергетической концепции изнашивания [56, 59, 126].

Зависимость скорости износа от давления изучалась Г.Д. Полосат-
киным (1946) на основе представлений об абразивном изнашивании пла-
стически деформируемого материала [84]. Им была установлена сте-
пенная зависимость I = c(µP )γ, в которой µ—коэффициент трения,
c и γ—параметры модели, причем на значение c влияют свойства аб-
разива, а показатель степени γ определяется только свойствами из-
нашиваемого материала. Модель изнашивания свободными частицами
абразива, разработанная В.С. Щедровым (1947), также приводит к сте-
пенному закону I = cpγ, однако здесь показатель γ зависит от свойств
абразива [115]. В работе [116] для подвижного контакта шероховатых
тел получена зависимость вида I = cpγ − c0 с показателем γ, завися-
щим от деформационных свойств контакта.

В работе Арчарда (J. F. Archard; 1952) [118] предлагается модель из-
нашивания пластического материала сферическими микронеровностями
при двух механизмах поверхностного разрушения: отделение материа-
ла частицами и послойное удаление материала. Для первого механиз-
ма объем частиц износа полагается пропорциональным a3, тогда как
для второго— пропорциональным a2, где a—радиус области контак-
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та микронеровности. Соответствующие формулы для скорости объем-
ного износа имеют вид: I = KP/(3pm) и I = KCP γ, γ ≃ 0,8, причем
pm —давление текучести, коэффициент K связан с вероятностью раз-
рушения материала, а коэффициент C зависит от некоторых параметров
модели, в том числе от pm. Позже Арчард развил предложенную мо-
дель, приняв во внимание распределение микронеровностей по высоте
и допустив для них возможность упругого контакта [119]. В результате
была получена формула I = K(P/C)γ, γ = (1 + q)/(1 + r), в которой
коэффициенты K и C определяются характером разрушения материа-
ла, модулем упругости или давлением текучести, а также радиусом
микронеровностей и их распределением по высоте, q = 1 при отделе-
нии материала частицами, q = 1/2 при послойном удалении материала,
r = 3/2 и r = 1 для упругого и пластического контакта соответственно.

Существует значительное количество публикаций, в которых приво-
дятся зависимости (1.2), (1.3) с различными выражениями для коэффи-
циентов c1, c2, отвечающих различным подходам к моделированию из-
нашивания. Так, в работе [136] вышеупомянутая модель Арчарда обоб-
щается на случай, когда влияние микронеровности на разрушение мате-
риала распространяется на расстояние L, превышающее размер области
контакта, в результате чего коэффициент c1 оказывается зависящим от
вероятностных характеристик величины L. По результатам работы [139]
коэффициенты из (1.2), (1.3) имеют вид c1,2 = c̃1,2 [1 + α2(µ − s)2]1/2,
где c̃1, c̃2, α, s—параметры модели, зависящие, в частности, от дефор-
мационных свойств материала (пластических или упругих) и геометрии
микронеровностей.

Результаты экспериментов по изнашиванию латуни о сталь (сухое
трение) позволили Стейну (R. P. Steijn; 1959) установить следующий
полуэмпирический закон изнашивания:

I = Kψ(P )
P

pm
, ψ(P ) = 1 − exp(−mP n), (1.4)

в котором K и pm —параметры модели Арчарда, m и n—эмпирические
коэффициенты, n = 4,5 ÷ 5,9 [183]. Отклонение зависимости (1.4) от
линейной при малых нагрузках объясняется существованием защитных
оксидных пленок, которые постепенно разрушаются с ростом нагрузки.

Единый подход к моделированию изнашивания на основе представ-
лений об усталостном разрушении материала, охватывающий случаи
пластического и упругого контакта микронеровностей, был предложен
И.В. Крагельским с соавторами (1959–1977). В работе [54] выводят-
ся формулы типа (1.2), (1.3) с коэффициентами c1, c2, зависящими от
характеристик шероховатости и механических свойств изнашиваемого
материала. Дальнейшее развитие усталостной теории изнашивания поз-
волило получить более общие зависимости для пластического и упру-
гого контактов имеющие, соответственно, вид

I = c1

( p

H

)
1+βτ

1−β

, I = c2

( p

E

)1+βτ

, (1.5)
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где β—параметр опорной кривой профиля шероховатости, τ—показа-
тель кривой усталости [55, 56, 58]. В частном случае равновесной ше-
роховатости вторая зависимость (1.5) становится линейной [56].

Несколько отличный от (1.5) закон изнашивания вывел М.М. Резни-
ковский (1960). Моделируя усталостное изнашивание резины о волни-
стую поверхность, он установил, что I = c(p/E)(2+τ)/3 [94]. В работе
[134] на основе теории пластической (малоцикловой) усталости моде-
лировалось изнашивание металлов при наличии смазки с абразивом и
был получен закон изнашивания I = c(p/H)5/2, подтвержденный затем
экспериментально.

Модель изнашивания, предполагающая усталостный механизм раз-
рушения материала (в том числе, малоцикловой усталости) и учитыва-
ющая вероятностные характеристики шероховатости была разработана
Холлингом (J. Halling; 1975) [138]. При гауссовом распределении высот
микронеровностей им была получена линейная зависимость типа (1.2),
тогда как при кусочно-постоянном распределении — степенная зависи-
мость I = cP γ, γ = (4 + y)/(4 + n), в которой параметры n и y опреде-
ляют закон деформирования σ ∼ εn и размер d ∼ εy частиц износа. В
своей более поздней работе [140] Холлинг ввел в показатель γ допол-
нительный параметр усталостного разрушения.

Исследования Соды и Аоки (N. Soda, A. Aoki; 1959) [180] приве-
ли к следующей зависимости для скорости объемного износа: I = cP γ,
γ = ((y − 1)/2 + m)/(m + n), при этом параметры m,n, и y определяют
число контактов микронеровностей N ∼ εm/h, закон их деформирова-
ния P ∼ εn, размер частиц износа d ∼ ay (h—расстояние между мик-
ронеровностями, ε и a—деформация и радиус области контакта микро-
неровности). Фреттинг-коррозионные испытания стали, выполненные в
этой работе, показали, что γ = 0,7.

В работе [57] теоретически изучено влияние формы шероховато-
сти контртела на показатель степени в степенном законе изнашивания
I = cpγ. Оказалось, что при пластическом контакте (микрорезание)
γ = 5/4—для сферических микронеровностей и γ = 1—для клиновид-
ных микронеровностей.

Сложные зависимости. Аппроксимируя результаты испытаний резины
на износ о наждачную бумагу рациональной функцией, С. Б. Ратнер
(1952) вывел формулу

I = c

(

µP + τ0

P + c0

)

P,

в которой c и c0 —параметры износостойкости резины, τ0 —молекуляр-
ная (адгезионная) составляющая силы трения [91]. Теория изнашивания
резины скатыванием М.М. Резниковского и Г.И. Бродского (1961) при-
водит к немонотонной зависимости вида I = P/(c1 + c2 P 4/3), в которой
c1 и c2 —положительные коэффициенты, зависящие от эластичности и
прочности резины на разрыв [95].
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Предложенная Улигом (H.H. Uhlig; 1954) теория изнашивания ме-
таллов в условиях фреттинг-коррозии исходит из того, что на следе
чистого металла, появляющегося в результате скольжения микронеров-
ности, образуется оксидная пленка, которая затем разрушается следу-
ющей микронеровностью [189, 190]. Соответствующее выражение для
износа имеет вид

W = (c1P
1/2 − c2P )n/f + c3PAn, (1.6)

где n и f —число и частота колебаний контртела, A—амплитуда про-
скальзывания, c1, c2, c3 —положительные коэффициенты, зависящие
от давления текучести металла и параметров процесса его окисле-
ния. Первое слагаемое в выражении (1.6) отвечает химическому фак-
тору изнашивания, а второе— механическому. Учитывая, что n/f = t,
An = l, V = l/t, формулу Улига можно представить в виде I =
= V −1(c1P

1/2 − c2P ) + c3P . Похожая формула была получена позже
авторами работы [68].

Процесс образования и разрушения оксидных пленок часто исполь-
зовался в качестве основы для построения моделей процесса изнаши-
вания. В работе [194] рассматриваются два механизма изнашива-
ния, первый из которых обусловлен срезом микронеровностей и опи-
сывается формулой типа (1.2), тогда как второй связан с образованием
и разрушением пленок Fe2O3 (умеренные температуры) или пле-
нок Fe3O4 (повышенные температуры), и описывается формулой I =
= c1P

1/2 − c2P . По мере увеличения нагрузки и скорости скольже-
ния упомянутые механизмы проявляются в различных сочетаниях, что
обуславливает существование нескольких экстремумов в теоретических
зависимостях I = F (P,V ).

Разработанная Куином (T. F. J. Quinn; 1962) окислительная теория
изнашивания металлов также предполагает, что на поверхности трения
при контакте микронеровностей образуется защитная оксидная плен-
ка, которая затем разрушается с образованием частиц износа, при этом
возможны два механизма образования такой пленки [167]. Она может
формироваться целиком при начале контакта двух микронеровностей
(механизм 1) или постепенно наращиваться при каждом контакте мик-
ронеровностей до некоторой критической толщины (механизм 2). Ка-
чественный анализ этих двух механизмов приводит, соответственно, к
зависимостям I1 ∼ exp(−c1/T ) и I2 ∼ V −1 exp(−c1/T ), которые с уче-
том влияния скорости скольжения V на температуру T поверхности
трения принимают у Куина вид

I1 ∼
{

exp(−c2/V ), малые V,

exp(−c3/V 1/2), большие V,

I2 ∼
{

V −1 exp(−c2/V ), малые V,

V −1 exp(−c3/V 1/2), большие V.
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Нетрудно убедиться, что зависимость I2 от V имеет экстремум в виде
локального максимума. Позже, исходя из пропорциональности износа
фактической площади контакта (закон Арчарда) и принимая второй ме-
ханизм образования оксидной пленки, Куин пришел к формуле

I = c
P

V
exp

(

− Q

RT

)

, (1.7)

где Q —энергия активации, определяющая скорость окисления,
R—универсальная газовая постоянная, коэффициент c зависит от кри-
тической толщины пленки, характерной длины контакта микронеровно-
стей и давления текучести металла [168]. Теория окислительного изна-
шивания получила дальнейшее развитие и экспериментальное подтвер-
ждение в ряде работ, обзор которых содержится в [169, 170].

Анализ влияния теплоты адсорбции на стойкость смазочной плен-
ки позволил Роуву (C.N. Rowe; 1966) получить сходную с (1.7) формулу
I = c0 (1 + 3µ2)1/2PV −1 exp(−Q/(RT )), в которой Q— теплота ад-
сорбции, а коэффициент c0 зависит, в частности, от адсорбционных
свойств смазки [176]. Эта формула была подтверждена результатами
испытаний на износ меди о сталь в смазке н-гексадекана. Позже ана-
логичная формуле Роува зависимость была установлена и проверена
экспериментально [184].

Эксперименты [178] по изнашиванию меди о сталь в условиях гра-
ничной смазки выявили существование критического значения давле-
ния p∗, ниже которого реализуется гидродинамический режим смазки
и износ почти отсутствует:

I =







0, p < p∗,

c(p − p∗), p > p∗,

причем c = c0 exp(−c1V ), p∗ = p∞∗ [1 − exp(−c2V )]. Последние две за-
висимости обуславливаются влиянием скорости скольжения V на пло-
щадь металлического контакта и адсорбционные свойства смазки.

Экспоненциальный закон изнашивания полимеров

I = I0 exp

(

− u0 − λµp

RT

)

был установлен С. Б. Ратнером с соавторами (1966) на основе
молекулярно-кинетической концепции разрушения [67, 93]. Здесь
u0 —энергия активации разрушаемых связей, λ—параметр структуры
материала, I0 — параметр модели.

Используя газо-кинетическую аналогию для описания поведения ма-
териала вблизи поверхности трения, Л. С. Цеснек (1968) предложил
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флуктуационную модель, которая в случае абразивного изнашивания
приводит к формуле

I = cµpexp

(

− p

p∗

)

, (1.8)

в которой p∗ обозначает критическое давление, характеризующее проч-
ность абразивных частиц, а коэффициент c зависит от размера и формы
частиц износа, размера и степени свободы абразивных частиц, поверх-
ностной энергии материала [112, 113]. Экспонента в (1.8) связана с ве-
роятностью разрушения (раздавливания) абразивных частиц, что при-
водит к снижению скорости износа. Здесь уместно упомянуть об экспе-
риментально установленном эффекте замедления скорости абразивного
износа, обусловленным с измельчением абразивных частиц [30, 103].

В работе [157] рассматривается случай изнашивания в результате
оплавления поверхности трения и предлагается зависимость
I = c1µP − c2/V , в которой положительные коэффициенты c1, c2 опре-
деляются теплофизическими и механическими свойствами изнашива-
емого материала. При оплавлении оксидной пленки (жесткое окисли-
тельное изнашивание) последняя формула принимает более сложный
вид I = c̃1µP − c̃2P

1/2/V .
Различные зависимости I = F (p,V ) следуют из теории саморегу-

лирования механо-химических процессов разрушения и восстановле-
ния вторичных структур [49]. В частности, эта теория приводит к ал-
гебраической зависимости I = c1P + c2P

2, в которой коэффициенты
c1, c2 определяются свойствами изнашиваемого материала и окружа-
ющей среды [47].

1.1.3. Экспериментальные законы изнашивания

Аппроксимации экспериментальных данных приводят к аналитиче-
ским представлениям закона изнашивания с эмпирическими коэффи-
циентами. Так, путем обработки результатов испытаний на износ ме-
таллической пары колодка— ролик (сухое трение), В.Ф. Лоренц (1937)
вывел следующую формулу для скорости суммарного износа пары:

I = (5,17p − 0,4V 2 + 4,3V − 10,3) мг/м,

справедливую при p = 2 ÷ 5 кгс/см2, V = 2,36 ÷ 9,5 м/мин [66].
Экспериментальные исследования, выполненные Г. С. Клитеником и

С. Б. Ратнером (1958— 1964), показали, что закономерности изнашива-
ния полимерных материалов (резина, пластмасса) хорошо описывают-
ся степенной зависимостью I = cpγ, при этом в качестве основных
механизмов изнашивания могут выступать абразивный, усталостный
и фрикционный (растяжение поверхности с последующим разрывом)
[34, 92, 108, 172]. Показатель γ определяется свойствами как самого
материала, так и истирающего контртела. Например, в случае изнаши-
вания резины абразивной шкуркой значения γ близки к 1 (аналогично
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результату (1.2)), тогда как при использовании в качестве контртела ме-
таллической сетки значения γ меняются в диапазоне от 1 до 8, причем
повышение жесткости резины и степени гладкости сетки приводит к
увеличению γ.

При абразивном изнашивании стали свободным абразивом на пока-
затель степени в зависимости I = cpγ оказывает влияние присутствие
смазки: γ 6 1— смазанный контакт, γ > 1— сухой контакт [27]. Такой
результат, в частности, означает, что в исследуемой паре трения при
малых нагрузках использование смазки усиливает износ.

По результатам испытаний на износ протекторной резины о шкурку
в работе [8] была получена зависимость It = c(µpV )γ с показателем γ,
принимающим значения из диапазона 0,95 ÷ 2,16 в зависимости от типа
резины и шкурки. Двучленный закон изнашивания It = c1pV + c2(pV )2

был установлен для бронзофторопластовой композиции в условиях сма-
занного контакта [70].

Согласно исследованиям [149], закон изнашивания меди о сталь
в условиях сухого трения при повышенных скоростях (V ≃ 100 м/с,
p/V < 0,37 · 104 Па ·с/м) имеет вид равенства It = cp/V , которое под-
тверждается анализом тепловых и нагрузочных факторов процесса из-
нашивания. В работе [161] изучалось трение ряда металлов (медь, цинк,
никель и др.) об орудийную сталь при более высоких скоростях сколь-
жения (V ≃ 300 м/с). Было установлено, что при мощности трения
µpV > 2,5 ГПа ·м/с изнашивание металлов обуславливается их поверх-
ностным оплавлением, и соответствующая скорость износа определя-
ется зависимостью вида I = AeB/Tm(µpV )2, где A и B —постоянные
коэффициенты, Tm —абсолютная температура плавления металла.

Более сложная форма закона изнашивания была получена для тита-
нового сплава при трении в различных средах (воздух, морская вода,
машинное масло) [19]. Оказалось, что при изменении давления в диа-
пазоне p = 0,3 ÷ 3 МПа и V = 0,2 м/с скорость износа меняется линей-
ным образом: I ∼ p, однако изменение скорости скольжения от 0,2 м/с
до 1 м/с при постоянном давлении p = 1 МПа приводит к экспоненци-
альному росту скорости износа: I ∼ exp(cV ).

В работе Хольма [144] на основе анализа данных об изнашивании
угольных щеток о медь при протекании через контакт электрического
тока выводится следующее эмпирическое выражение:

I = c0
ϕ1(P )

ϕ1(0,5)
· ϕ2(χ)

ϕ2(0,5)
· ϕ3(V )

ϕ3(10)
+

+ c1

(

V

10

)−α

·
(

P

0,5

)β

·
(

i

10

)γ

· ϕ4(χ)

ϕ4(0,5)
,

в котором второе слагаемое обусловлено влиянием электрического то-
ка на износ. Здесь i— сила тока в амперах, χ—относительная влаж-
ность воздуха, 0 6 χ 6 1, величины I, P , V имеют размерности см3/км,
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кгс, м/с. Для щеток марки E147 Sipla экспериментально установлено,
что c0 = 0,4 · 10−6 см3, c1 = 0,5 · 10−6 см3, α = β = 1, γ = 0,5,

ϕ1(P ) = P + 0,7P 2, ϕ2(χ) = 1,05 − χ2,

ϕ3(V ) = 1 + 0,25V, ϕ4(χ) =
√
χ + 0,05.

Монотонные зависимости скорости износа от давления и скорости
скольжения часто приводились выше как результаты теоретического
анализа процесса изнашивания. Укажем некоторые из них, полученные
опытным путем.

Проведенные В.Ф. Лоренцем (1937) испытания на износ отожжен-
ной стали о сталь в условиях сухого трения выявили монотонно воз-
растающую зависимость I от приложенной нагрузки P при скорости
скольжения V = 0,165м/с [66]. Однако, при V = 0,5м/с оказалось, что
величина I практически не изменяется с ростом P .

Рис. 1.2. Зависимость скорости износа от давления для графитового материала
АУГ–4 (сухое трение по хрому, V = 0,24 м/с) [82]

Рис. 1.3. Зависимость скорости износа электролитического хрома от давления при
различных скоростях скольжения: 1,56 м/с (1 ), 9,5 м/с (2 ) [85]

Зависимость скорости износа от давления с переменным темпом ро-
ста, изображенная на рис. 1.2, была получена Л.А. Плуталовой (1950)
для графитовых материалов [82]. Замедление темпа роста кривой
It = F (p) здесь связано с образованием на поверхностях образца и кон-
тртела защитных пленок ориентированного графита, которые при боль-
ших давлениях разрушаются, что приводит к резкому увеличению ско-
рости износа.

Закономерности изнашивания электролитического хромового покры-
тия при сухом трении, представленные на рис. 1.3, также объясняются
образованием и разрушением защитных оксидных пленок [85]. Приме-
чательно, что при малых давлениях увеличение скорости скольжения
снижает износ, тогда как при больших давлениях— увеличивает его.
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Похожие зависимости имеют место при изнашивании ряда других ма-
териалов, например, стали 45 о смазанную металлокерамику [9], алю-
миниевых сплавов о малоуглеродистую сталь (сухое трение) [148].

Исследования, выполненные Барвеллом и Стрэнгом (J. T. Burwell,
C.D. Strang; 1952), показали, что изнашивание образца из мягкой
стали о закаленную сталь (сухое трение) подчиняется линейному
закону I = cp для давлений, не превышающих значения HB/3, где
HB— твердость образца [124]. При давлениях p >HB/3 наблюдается
перенос материала образца на контртело с образованием термоупроч-
ненных выступов, что приводит к усилению износа образца и резкому
росту кривой I = F (p).

Возрастание скорости износа с ростом нагрузки было установле-
но в случае сухого трения алюминиевого образца по стали при двух
скоростях скольжения: 0,18 м/с и 12,5 м/с, при этом оказалось, что бо-
лее высокая скорость скольжения понижает величину I на несколько
порядков [141].

Результаты испытаний на износ инконикеля о закаленную сталь [147]
демонстрируют значительное влияние давления на характер зависимо-
сти I от V . При нагрузке P = 0,269кгс кривая I = F (V ) возрастает,

Рис. 1.4. Влияние давления на скорость
износа стали 40Х о резину в глинистом
растворе (1 ) и в воде (2 ), содержащих
кварцевый песок [65]

тогда как при P = 1,2 кгс— убы-
вает. По-другому влияет нагруз-
ка на износ стали 45 о твердый
сплав ВК6 в присутствии загряз-
ненного масла [10]. Здесь при ма-
лой нагрузке (P = 50кгс) кривая
I = F (V ) убывает, а при большей
нагрузке (P = 75 кгс)— возрастает,
пересекаясь с первой кривой в точ-
ке V ≃ 1м/с.

Скорость скольжения может по-
разному влиять на скорости взаим-
ного износа элементов пары тре-
ния. Так, в условиях сухого трения
стали 45 по текстолиту при увели-
чении V скорость износа текстоли-
та растет, а стали— снижается, что

обуславливается образованием защитной пленки на поверхности сталь-
ного образца [6].

Представленные на рис. 1.4 результаты работы [65] свидетельствуют
о том, что тип окружающей среды может кардинально менять характер
зависимости It = F (p). Снижение скорости износа с ростом давления
(случай 1) здесь обуславливается смазочным действием глинистого рас-
твора и затруднением доступа абразивных частиц в зону трения.

Законы изнашивания с экстремумами. На рис. 1.5 схематично изоб-
ражены распространенные виды таких законов, установленные экспе-
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риментально для различных материалов и условий трения. Подобные
кривые позволяют компактным образом описывать характерные особен-
ности зависимостей I = F (p,V ) (количество и тип экстремумов, поведе-
ние на бесконечности). В дальнейшем, ссылаясь на кривые типа а или б,
мы будем иметь в виду рис. 1.5.

Рис. 1.5. Характерные зависимости скорости износа от давления и скорости
скольжения

Снижение и возрастание скорости износа при изменении давления и
скорости скольжения в законах изнашивания с экстремумами обуслав-
ливаются возникновением благоприятных условий трения (например,
упрочнение поверхности, образование защитных пленок) и исчезнове-
нием таких условий. Неограниченный рост скорости износа при повы-
шенных значениях p и V (кривые а2, б1, б2) обычно связан с усилением

Рис. 1.6. Влияние давления на фреттинг-
коррозионный износ холоднокатаной ста-
ли за 67800 циклов [191]

процессов разрушения поверхно-
сти в результате ее фрикционного
разогрева.

Зависимости I = F (p) типа а1
встречаются в случае абразивно-
го изнашивания, при этом сниже-
ние скорости износа при больших
давлениях может быть связано с
раздавливанием абразива [30], за-
труднением его проникновения в
зону трения [72], изменением ме-
ханических свойств изнашиваемо-
го материала [102].

На рис. 1.6 изображена кри-
вая, характеризующая износ хо-
лоднокатаной стали в условиях
фреттинг-коррозии и демонстриру-
ющая снижение до нуля скорости износа при больших давлениях, что
объясняется уменьшением величины проскальзывания в зоне трения
[191]. В монографии [18] приводятся кривые I = F (p) типа а1, получен-
ные на основе фреттинг-коррозионных испытаний стали 45, а сниже-
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ние скорости износа связывается с затруднением доступа окислитель-
ной среды в зону трения.

Результаты испытаний на износ, представленные П.К. Топехой в мо-
нографии [105], свидетельствуют о наличии зависимостей I = F (V ) ти-
па а1 и а2 для некоторых сортов стали, изнашиваемых в условиях су-
хого трения. Снижение скорости износа автор объясняет протеканием
окислительных процессов на контакте.

Согласно результатам [62], зависимость I = F (V ) вида а1 имеет ме-
сто при сухом трении чугуна по стали. Возрастание I при низких скоро-
стях скольжения здесь объясняется образованием на стальной поверх-
ности твердых наростов, выполняющих функцию абразива, которые при
высоких скоростях скольжения начинают отслаиваться, что приводит к
снижению I.

Зависимости I = F (p) и I = F (V ) типа а2 были получены в работе
[132] для высокоуглеродистой стали при сухом трении, а их поведение,
по мнению авторов, связано с холодной закалкой (наклепом) поверхно-
сти трения. В работе Диса (K. Dies; 1939) [129] аналогичная зависи-
мость I от p для низкоуглеродистой стали (сухое трение) объяснялась
модификацией поверхности трения в результате химических реакций.
Изучению влияния химических реакций в зоне трения металлов на ха-
рактер закона изнашивания посвящено исследование [174], в котором
рост скорости износа при малых давлениях связывается с образованием
окисла Fe2O3, а последующее снижение скорости износа объясняется
образованием защитной пленки окисла Fe3O4.

Испытания на износ, выполненные Келем и Зибелем (B. Kehl,
E. Siebel; 1936), выявили зависимость I = F (p) вида а2 для чугуна,
изнашиваемого в присутствии смазки с абразивом при различных ско-
ростях скольжения [151]. Похожие зависимости были установлены в
работе [158], в которой исследовалось изнашивание низкоуглеродистой
стали при различных нагрузочно-скоростных режимах. В отличие от вы-
шеупомянутых результатов Келя и Зибеля, здесь значение локального
максимума кривой I = F (p) уменьшалось с ростом скорости скольже-
ния, что объяснялось авторами, в частности, снижением степени зацеп-
ления между микронеровностями трущихся поверхностей при увеличе-
нии скорости скольжения.

Закон изнашивания I = F (p) вида а2 был получен при испытани-
ях на износ алюминиевого образца в емкости с маслом, содержащем
абразивные частицы [134]. Выявленное локальное снижение скорости
износа авторы работы связывают с вытеснением абразива из зоны тре-
ния и прямым соприкосновением контактирующих тел.

Как показали испытания медесодержащих подшипниковых сплавов
на износ в смазке, содержащей частицы чугуна, зависимость I от p для
таких сплавов имеет вид кривой а2 при V = 1,31 м/с, однако увеличе-
ние скорости скольжения до величины 5,24 м/с приводит к монотонной
зависимости I от p [159]. Этот результат свидетельствует о возможно-
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сти существенного влияния скорости скольжения на характер закона
изнашивания I = F (p).

Исследования сухого трения чугуна приводят к закону изнаши-
вания I = F (V ) типа а2 при различных значениях давления [97]. В
работе [162] похожий результат был получен для чугуна, изнашивае-
мого в присутствии смазки при p = 0,2 кгс/мм2, в то время как при
p = 0,6 кгс/мм2 зависимость I = F (V ) получалась монотонно возраста-
ющей.

Переходя к описанию более сложных законов изнашивания, отметим
результат Розенберга для закаленной стали (рис. 1.1), который отвечает
зависимости I = F (p) типа а4. Зависимости I = F (p) и I = F (V ) ти-
па а3 приводятся в работах [51] и [69], для капрона (изнашивание в
вакууме) и армко-железа (сухое трение) соответственно.

Результаты исследований, изложенные в монографиях Б.И. Костец-
кого [44, 46], свидетельствуют о том, что зависимости I = F (V ), имею-
щие вид кривой а4, характерны для различных сортов стали при их из-
нашивании в условиях сухого трения. Такое поведение скорости износа
объясняется Б.И. Костецким чередованием процессов окисления и схва-
тывания, протекающих в зоне трения с ростом скорости скольжения.

В работе [121] для высокоуглеродистой стали (сухое трение) также
получена кривая I = F (V ) типа а4, при этом первое снижение скорости
износа здесь увязывается с упрочнением поверхности трения в резуль-
тате мартенситного превращения на пятнах фактического контакта.

Параболические законы изнашивания I = F (p) вида б1 характерны
для скользящих контактов, проводящих электрический ток [40, 76]. По-
добное поведение скорости износа обусловлено наличием электроэрози-
онного механизма изнашивания, который ослабевает с ростом давления
ввиду возрастания степени прилегания контактирующих поверхностей,
при этом механическое повреждение поверхности, наоборот, усилива-
ется. Аналогичным образом объясняется существование зависимости
I = F (V ) вида б1 при наличии электрического тока [128].

В работе [26] существование кривой I = F (p) вида б1 для отожжен-
ной углеродистой стали объясняется упрочнением (наклепом) и после-
дующим его снятием в результате фрикционного разогрева стали.

Параболические законы изнашивания I = F (V ) вида б1 имеют место
для некоторых материалов в условиях сухого трения, при этом умень-
шение скорости износа при малых V может обуславливаться вторич-
ной закалкой (сталь 45) [42], образованием защитных оксидных пленок
(цинк, никель) [46, 78], снижением интенсивности переноса материала
(латунь) [143], уменьшением времени контактирования микронеровно-
стей (электрокорунд) [32]. Результаты испытаний на износ стали 45
(сухое трение) также свидетельствуют о наличии параболической за-
висимости I = F (V ) при давлении 75 кгс/см2, однако уменьшение дав-
ления в 5 раз приводит к тому, что скорость скольжения практически
перестает влиять на скорость износа [17].
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Зависимость I от V с локальным минимумом типа б1 при нали-
чии монотонно возрастающей зависимости I от p была установлена
для баббита и бронзы, изнашиваемых о сталь в присутствии смазки
[25]. Согласно результатам, изложенным в монографии [17], изнашива-
ние стали 45 в атмосфере кислорода (сухое трение) при p = 75 кгс/см2

сопровождается переходом от окислительного механизма разрушения
поверхности к тепловому по мере возрастания скорости скольжения,
вследствие чего зависимость I = F (V ) имеет вид кривой б1. Однако при
пониженных контактных давлениях (5 кгс/см2) износ стали 45 целиком
обуславливается протеканием окислительных процессов на контакте и
зависимость I = F (V ) принимает вид кривой а1.

Зависимостями I = F (V ) типа б2 и б3 характеризуется изнашивание
покрытия из хрома в условиях сухого трения, случаю p = 70 кгс/см2

отвечает кривая б2, а случаю p = 15 кгс/см2 — кривая б3 [64]. Ана-
логичные законы I = F (V ) обнаружены при абразивном изнашивании
резины [137], сухом трении бронзы [154] и стали [177].

Законы изнашивания со скачками. Резкое изменение скорости износа
при некоторых значениях p и V (в критических точках) обычно связано
со сменой механизмов изнашивания: с разрушением или образованием
защитных пленок, переходом от упругого к пластическому деформиро-
ванию поверхности трения и т.п. [56].

Наличие критического давления, при котором скорость износа скач-
кообразно возрастает, установлено для различных материалов. Напри-
мер, исследования смены механизма изнашивания, приводящей к рез-
кому повышению скорости износа с ростом давления для ряда сортов
стали и чугуна, были выполнены Д.В. Конвисаровым (1938) [39]. По-
ложительный скачок зависимости I = F (p) был обнаружен Хёрстом и
Ланкастером (W. Hirst, J. K. Lancaster; 1956) в ходе испытаний на износ
латуни в присутствии смазки [142]. Резкое усиление износа авторы увя-
зывают с разрушением защитных пленок. Согласно результатам [155],
пропускание электрического тока через скользящий контакт графита с
медью устраняет скачок зависимости I = F (p) для графита.

В экспериментах [121] резкий рост скорости износа наблюдался для
полиэтилена вследствие его разогрева и размягчения по мере возраста-
ния давления. Результаты работ [89, 150] свидетельствуют о том, что
положительные скачки скорости износа дисульфида молибдена и за-
каленной стали (сухое трение) могут обуславливаться соответственно
процессами окисления и эффектом отпускной хрупкости, тогда как рез-
кое усиление износа резины при достижении некоторого давления мо-
жет быть связано с переходом от усталостного разрушения поверхности
трения резины к ее истиранию скатыванием [24].

Для определения критического давления, при котором происходит
переход от пластического оттеснения материала на контакте к микро-
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резанию, И. В. Крагельский (1968) вывел формулу [55]

pc =
cσsb

2ν+1

[

r

hmax

(

1 − 2τ

σs

)]ν

,

где c—коэффициент изменения эффективного значения предела теку-
чести σs, c ≃ 3 [56], τ—прочность на срез адгезионной связи, r —ра-
диус кривизны микронеровностей, hmax, ν, b—прочие геометрические
характеристики шероховатости. В монографии [56] условия смены ре-
жимов деформирования материала на контакте сформулированы в ви-
де соотношений между величиной δ/r (δ—деформационное сближение
поверхностей) и различными комбинациями упругих, пластических и
фрикционных характеристик материала.

О существовании критического давления с резким падением ско-
рости износа свидетельствуют представленные выше результаты Ро-
зенберга (рис. 1.1). Отрицательный скачок зависимости I = F (p) также
обнаружен при изнашивании латуни в вазелиновом масле [188]. Рез-
кое падение скорости износа здесь объясняется намазыванием латуни
на стальное контртело, что приводит к потере абразивной способности
последнего.

Ряд исследований свидетельствует о возможности существования
нескольких критических значений давления. В классических опытах
Велша (N.C. Welsh; 1958) с высокоуглеродистой сталью (сухое тре-
ние) по мере увеличения давления вначале наблюдался положительный
скачок скорости износа на два порядка, а затем— отрицательный, при
этом скачкообразное снижение скорости износа обуславливалось термо-
упрочнением поверхности трения [120, 193]. Исследования [171, 186] вы-
явили чередование положительных и отрицательных скачков зависимо-
сти I = F (p) в связи с изменением характера окислительных процессов
в зоне трения (поочередное образование оксидных пленок FeO и Fe3O4).

Существование критической скорости скольжения, при которой ско-
рость износа резко возрастает, установлено в ходе испытаний на износ
чугуна с использованием воды в качестве смазки [181]. Похожее поведе-
ние зависимости I = F (V ) было обнаружено для бронзы (сухое трение)
в связи с переходом от мягкого режима изнашивания (наличие защит-
ных оксидных пленок) к жесткому (металлический контакт, перенос
материала) [154].

Отрицательный скачок зависимости I = F (V ) наблюдался в экспе-
риментах Келя и Зибеля над чугуном (сухое трение) [151], а также
в опытах И.В. Крагельского и Е.М. Швецовой по изнашиванию ста-
ли У8 [60]. Снижение износа здесь объясняется образованием защит-
ных оксидных пленок и локализацией деформации в поверхностном
слое.

Факторы процесса изнашивания. На характер закона изнашивания
значительное влияние оказывают различные внешние факторы: струк-
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тура и твердость материала, смазка, абразив, окружающая среда, тем-
пература, контртело, характер и направление скольжения. Ниже приво-
дятся примеры такого влияния.

Структура и твердость материала. Влияние структуры материа-
ла на износ находит свое отражение в теоретических (например, форму-
ла (1.2)) и экспериментальных [111] результатах о зависимости скорости
абразивного износа от твердости изнашиваемого материала. В цитиро-
ванной выше работе [158] опубликованы результаты испытаний на из-
нос высокоуглеродистой стали различной твердости (182 HB и 230 HB)
и получены зависимости I = F (p) типа а1, при этом оказалось, что по-
вышение твердости приводит к снижению скорости износа при низких
давлениях (p < 20 кгс/см2) и к ее увеличению при высоких давлениях.

Изменение твердости материала может оказывать существенное вли-
яние на характер закона изнашивания, о чем свидетельствуют данные,
представленные в табл. 1.1.

Т а б л и ц а 1.1 . Влияние твердости некоторых сортов стали на характер их
изнашивания (сухое трение, V = 1,5м/с) [88]

Материал Сталь 45Х Сталь 12ХН3А

Твердость, HRC 15 55 ∼ 15 ∼ 55

Зависимость
I = F (p)

а1 (рис. 1.5) возрастающая убывающая а1 (рис. 1.5)

Согласно результатам работы [52], предварительное деформирова-
ние стали 1Х18Н9Т на 60% меняет характер ее изнашивания так, что
первоначально монотонно возрастающая зависимость I = F (V ) перехо-
дит в кривую типа а2. Такая же операция в отношении алюминия А2,
наоборот, переводит зависимость I = F (V ) типа а2 в монотонно возрас-
тающую. Подобные трансформации закона изнашивания объясняются
процессами механохимического окисления и схватывания в зоне тре-
ния.

Существенное влияние на износостойкость металла оказывает при-
сутствие водорода в поверхностном слое. Исследования [1] показали,
что при низком содержании водорода в нормализованной стали 45 за-
висимость I = F (p) для нее в условиях трения со смазкой является
убывающей. Повышение концентрации водорода снижает (увеличива-
ет) износ в области малых (больших) давлений, при этом зависимость
I = F (p) становится возрастающей.

Смазка, абразив. Хорошо известно, что использование смазки при-
водит к снижению износа. Смазка также может влиять на характер
закона изнашивания. Например, согласно результатам [50], изнашива-
ние стали в вазелиновом масле описывается монотонной зависимостью
I = F (p), однако добавка в масло 0,2% олеиновой кислоты меняет эту
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зависимость, и у нее появляются локальные экстремумы. Как показали
исследования [163], при сухом трении по чугуну скорость износа спла-
ва Al–4,3%Cu падает с ростом давления. Использовании смазки сни-
жает износ этого сплава на 2 порядка, но при этом наблюдается резкое
возрастание кривой I = F (p) в области высоких давлений, что объяс-
няется разрывом смазочной пленки.

Характер зависимости скорости износа от скорости скольжения так-
же подвержен влиянию смазки. Так, в случае изнашивания стали 10 в
условиях сухого трения зависимость I = F (V ) имеет вид кривой a4 с
ярко выраженным первым локальным максимумом, тогда как при ис-
пользовании смазки влияние скорости скольжения на скорость износа
практически незаметно [46].

Влияние твердости абразивных частиц, присутствующих в смазке,
на характер закона изнашивания изучался в работе [159] для меде-
содержащего сплава. Было установлено, что в случае мягких частиц
чугуна зависимость I = F (p) имеет вид кривой a2, а в случае твер-
дых частиц Cr2O3 эта зависимость является монотонно возрастающей.
Основываясь на концепции усталостного разрушения поверхности тре-
ния, авторы работы [133] выполнили расчет износа стали в присутствии
смазки с абразивом и получили зависимость

I =







c1, n < n∗,

c2 p, n > n∗,

где n—концентрация абразивных частиц, n∗ —некоторое критическое
значение n. Справедливость полученной зависимости также была под-
тверждена экспериментально.

Окружающая среда. Влияние окружающей газовой среды на закон
изнашивания впервые исследовал Дис (K. Dies; 1939) [129]. Оказалось,
что при изнашивании низкоуглеродистой стали в условиях сухого тре-
ния на воздухе зависимость I = F (p) имеет вид кривой a2, тогда как
при изнашивании в атмосфере кислорода она становится монотонно воз-
растающей. Подобный эффект Дис объясняет протеканием химических
реакций с образованием защитных пленок и механическим разруше-
нием материала в зоне трения. В более поздней работе [158] похожие
эффекты были обнаружены для азота и воздуха, имеющих различную
влажность.

Закон изнашивания I = F (p) типа a1 встречается при фреттинг-
коррозионном изнашивании стали в атмосфере различных газов (азот,
кислород, воздух) [18]. Снижение износа при больших давлениях здесь
объясняется затруднением доступа газовой среды в зону трения. В ре-
зультате испытаний на износ отожженной стали (сухое трение) в раз-
реженном воздухе (10−3 мм рт. ст.) было установлено существование
критического давления, ниже которого износ отсутствует, при этом в
обычной атмосфере износ имеет место при любых давлениях [152].
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Экспериментальные исследования [77, 78], выполненные И. Г. Но-
совским (1956), свидетельствуют о значительном влиянии газовой сре-
ды на зависимость I = F (V ) для различных металлов, что объясня-
ется образованием и разрушением защитных пленок. Например, при
изнашивании на воздухе пары трения из стали 45 (сухое трение) эта
зависимость имеет вид кривой a1, однако для атмосферы аргона или
двуокиси углерода кривая I = F (V ) вначале монотонно возрастает, по-
сле чего значения I почти не изменяются. Согласно результатам [79],
тип газовой среды существенно влияет на характер изнашивания вис-
мута: на воздухе зависимость I = F (V ) имеет локальный максимум, а
в атмосфере аргона— локальный минимум.

Испытания на износ стали 45 в атмосфере разряженного возду-
ха (10−5 мм рт. ст., V < 0,4 м/с) [78] приводят к закону изнаши-
вания I = F (V ) вида б1, тогда как при нормальных условиях ско-
рость износа почти не изменяется с ростом V . Результаты исследова-
ний закона изнашивания металлов при атмосферных давлениях вплоть
до 10−9 мм рт. ст. представлены в монографии [57].

Температура. Влияние температуры на скорость износа носит неод-
нозначный характер. Об этом, например, свидетельствуют немонотон-
ные зависимости скорости износа от температуры поверхности трения,
полученные для различных материалов [80, 114].

Согласно результатам работы [158], при изнашивании мягкого же-
леза искусственное охлаждение пары трения увеличивает (уменьша-
ет) скорость износа при малых (больших) давлениях. Исследования
[153] показали, что изнашивание латуни об инструментальную сталь
(сухое трение) при температурах 20 ◦C и 350◦C описывается непре-
рывными кривыми I = F (p), тогда как при промежуточных температу-
рах (200◦C и 300◦C) имеет место скачкообразное увеличение скорости
износа.

В работе [74] изучалось сухое трение капрона о сталь со скоростью
скольжения 13,2 м/мин, при этом проводились дополнительные испы-
тания с искусственным охлаждением пары трения водой. На рис. 1.7
представлены полученные результаты, которые говорят о значительном
влиянии фактора охлаждения на износ капрона.

Как показывают результаты, изложенне в монографии [78], изнаши-
вание нормализованной стали в условиях сухого трения при комнатной
температуре описывается законом I = F (V ) типа б3, который с повы-
шением температуры до 150◦C трансформируется в более простой за-
кон изнашивания типа а1 со слабой вариацией величины I. Подобное
поведение скорости износа объясняется образованием и разрушением
защитных поверхностных пленок.

Контртело. Влияние контртела на закон изнашивания прежде
всего проявляется в зависимости скорости износа от шероховато-
сти контртела, что учитывается в ряде теорий изнашивания (напри-
мер [56, 57, 119, 139]). Согласно результатам [181], при сухом трении
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чугуна по чугуну I = cp2, тогда как при использовании стального кон-
тртела скорость износа чугуна зависит от давления линейным образом.

Рис. 1.7. Зависимости скорости износа
капрона от нагрузки [74]. Штриховая ли-
ния отвечает испытаниям с искусствен-
ным охлаждением

Линейная зависимость I от p ха-
рактерна для изнашивания рези-
ны абразивной шкуркой, в то вре-
мя как при трении резины по
резине имеет место изнашивание
скатыванием и кривая I = F (p)
принимает вид параболы [96].

Влияние контртела на про-
цесс изнашивания может обу-
славливаться теплопроводящими
свойствами материала контртела,
что продемонстрировано в рабо-
те [135]. Согласно полученным ре-
зультатам, скорость износа поли-
ацеталя о стекло описывается мо-
нотонно возрастающей зависимо-
стью I = F (V ), но при использо-
вании стального контртела с большей теплопроводностью эта зависи-
мость становится немонотонной и имеет вид а2. Результаты работы
[156] свидетельствуют о влиянии типа контртела на критическое зна-
чение скорости скольжения, при котором наблюдается скачкообразное
увеличение скорости износа электрографита.

Геометрия контртела влияет на размер области контакта, который,
в свою очередь, оказывает влияние на температуру в зоне трения и,
следовательно, на износ. Это было установлено в работе [43] для об-
разцов цилиндрической формы из стали 10, изнашиваемых торцами
о стальной диск в условиях сухого трения при одинаковом давлении.
Оказалось, что изменение диаметра образца с 2 мм до 4 мм приводит
к падению скорости износа примерно в 3 раза, при этом зависимость
I = F (V ) меняет свой вид с а2 на а4. Увеличение размера области
контакта повышает критическое значение скорости скольжения, при ко-
тором наблюдается резкий рост скорости износа стали 60 [48]. Вли-
яние размера области контакта на скорость износа также изучалось
в работах [17, 46, 117].

Характер и направление скольжения. Кинематика элементов пары
трения является одним из факторов температурного режима и, соот-
ветственно, влияет на закон изнашивания. О таком влиянии свидетель-
ствуют различные кривые I = F (p), полученные в работе [158] для мяг-
кого железа в зависимости от того, изнашивается оно о вращающийся
диск или о пластину, совершающую возвратно-поступательное движе-
ние с той же средней скоростью. Иной механизм влияния характера
движения на износ описан в работе [123] при испытаниях ультравысо-
комолекулярного полиэтилена. Здесь повышение износа при переходе
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от однонаправленного скольжения к разнонаправленному объясняется
интенсивным образованием частиц износа.

В качестве причины зависимости износа тел от направления их от-
носительного движения может выступать анизотропия свойств поверх-
ности трения, что впервые было обнаружено при испытаниях на износ
графита [125]. Как показали исследования [131], изменение направле-
ния скольжения сапфира при его трении о сталь может изменить ха-
рактер зависимости I = F (V ) с возрастающего на убывающий. Подоб-
ный эффект обуславливается слоистой структурой сапфира, ориентация
которой относительно направления скольжения оказывает влияние на
механизм его поверхностного разрушения.

Согласно результатам работы [90], массовый износ диска из стали 45
о бронзовый палец примерно в 2 раза превышает массовый износ паль-
ца из той же стали о бронзовый диск. Столь значительное изменение
износа объясняется авторами дополнительным фактором усталостного
разрушения поверхности диска вследствие циклического характера воз-
действия на нее пальца.

Различный массовый износ элементов пары трения палец–диск,
изготовленных из одинакового материала (бронза, сталь, чугун), но
изнашиваемых при разных скоростных режимах может быть объяс-
нен различием температуры пальца и диска, влияющей на процессы
схватывания и переноса материала в зоне трения [31]. В работе [33]
для бронзовых пальца и диска были получены линейные зависимости
I = F (p) и зависимости I = F (V ) типа а1, при том, что массовый износ
диска в несколько раз превышал износ пальца. Согласно эксперимен-
тальным данным [32], два одинаковых ролика, контактирующих друг с
другом и вращающихся с разной скоростью, изнашиваются по-разному,
что также объясняется разностью их температур. Например, при ис-
пользовании бронзы в качестве материала роликов, для медленно вра-
щающегося ролика получена зависимость I = F (V ) с локальным мак-
симумом, тогда как для ролика с большей скоростью вращения и более
высокой температурой эта зависимость имеет локальный минимум.

Дальнейшее изложение будет посвящено износоконтактной задаче,
которая использует закон изнашивания I = F (p,V ) в качестве эволю-
ционного уравнения. Закон изнашивания, различные формы которого
описаны выше, представляет собой трибологический аспект износокон-
тактной задачи, объединяя в себе (с той или иной степенью достовер-
ности) все многообразие физико-химических процессов, протекающих в
зоне трения изнашиваемых тел.
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§ 1.2. Износоконтактная задача

1.2.1. Развитие теории (обзор основных результатов)

Ниже будет дан краткий обзор основных результатов, связанных с
развитием и становлением теории контактного взаимодействия при на-
личии износа. Более подробный обзор различных постановок и резуль-
татов решения износоконтактной задачи можно найти, например, в мо-
нографии [73].

Классическая износоконтактная задача состоит в расчете износа
и давления в процессе изнашивания пары трения на основе закона
∂W/∂t = F (p,V ), при этом в каждый момент времени давление p на-
ходится из решения соответствующей контактной задачи, а скорость
скольжения V определяется кинематикой пары трения. Первые мето-
дики расчета износа с привлечением давления не учитывали дефор-
мирования изнашиваемых тел, и решение контактной задачи в них не
использовалось. По сути, эти методики были основаны на модели изна-
шивания жестких тел, в которой давление и соответствующая скорость
износа абсолютно жестких тел находятся из условия их конформно-
го (приработанного) контакта. В 1860 году Рейе (T. Reye) [165], исходя
из такого условия, проанализировал изнашивание конического упорного
подшипника скольжения и установил, что давление p в нем на рассто-
янии r от оси вращения удовлетворяет равенству pr/sinθ = const, где
θ обозначает угол наклона поверхности трения к оси вращения. Этот
результат был подтвержден более поздними расчетами в работе [38], в
которой также была определена эпюра давления при изнашивании ра-
диального подшипника скольжения: p(x) = p0 cosx (x—угловая коор-
дината). Общая модель изнашивания жестких тел, допускающая износ
обоих трущихся тел при нелинейном законе изнашивания была постро-
ена А. С. Прониковым (1956) [86].

В вышеупомянутой работе [165] встречаются рассуждения о взаим-
ном влиянии износа и давления применительно к упорному подшипни-
ку, на основе которых Рейе делает вывод о снижении давления в ме-
стах области контакта с повышенным износом. Похожие рассуждения
содержатся в монографии А. И. Сидорова (1929) [98], где словесно опи-
сывается процесс перераспределения («саморегулирования») давления в
упорном подшипнике, в результате чего первоначально неравномерное
распределение скорости износа по области контакта становится равно-
мерным. В этой же монографии приводится интегральное выражение
для износа вида

W (t) =

t
∫

0

V F (p(τ))dτ,

при этом допускается произвольный закон изнашивания I = F (p).
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Первой строгой постановкой контактной задачи с износом следует
считать рассмотренную Б. Я. Гинцбургом (1945) задачу об изнашива-
нии поршневого кольца [16]. Упругое деформирование кольца им опи-
сывалось дифференциальным уравнением изгиба кривого бруса, а для
решения полученного уравнения кинетики изнашивания был предло-
жен численный разностный метод. Были рассмотрены случаи линейного
(I = c1p) и параболического (I = c2p

2) законов изнашивания.
Значительный шаг в развитии теории износоконтактной задачи был

сделан в связи с использованием для описания деформационных свойств
изнашиваемых тел модели Винклера, которая устанавливает линейную
зависимость деформационного перемещения (осадки) поверхности от
приложенного давления. В работе [87] эта модель применялась для рас-
чета кинетики обоюдного изнашивания двух дисков (плоской пяты) при
линейном законе I = cpV . Более детально такая постановка износокон-
тактной задачи исследовалась в [23]. В работе [28] для постановки из-
носоконтактной задачи использовалась модель Винклера с нелинейной
зависимостью осадки от давления.

Здесь уместно упомянуть о результате Миндта (W. Mindt; 1923)
[160], который задолго до вышеуказанных работ неявно использовал мо-
дель Винклера, предложив для описания кинетики шлифования следую-
щее уравнение: dW (t)/dt = α(W∗ − W (t)), где W∗ —предельная вели-
чина сошлифованного материала. При фиксированном расстоянии шли-
фовального инструмента от обрабатываемой детали и линейном законе
изнашивания, правую часть этого уравнения можно интерпретировать
как осадку поверхности детали, линейно связанную с контактным дав-
лением. В качестве решения предложенного уравнения Миндт приводит
выражение W (t) = W∗(1 − e−αt).

Износоконтактная задача для упругих тел сводится к более слож-
ным интегральным уравнениям, и впервые такую задачу для упру-
гого полупространства при линейном законе изнашивания поставил
М. В. Коровчинский (1971) [41]. Для решения интегрального уравне-
ния кинетики изнашивания он предложил использовать преобразование
Лапласа, заменяющее в этом уравнении оператор Вольтерра алгебраи-
ческим выражением.

Систематическое исследование различных постановок износокон-
тактной задачи с использованием методов математического анализа бы-
ло положено работами Л. А. Галина, рассмотревшего ряд задач для бал-
ки, слоя, полупространства (осесимметричный случай) и предложивше-
го для их решения эффективные методы (например, метод разделения
переменных) [13, 14].

1.2.2. Постановка износоконтактной задачи

Поясним основные аспекты постановки износоконтактной задачи на
примере изнашивания деформируемого тела скользящим по нему контр-
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телом, которое считается абсолютно жестким и неизнашиваемым. Такое
контртело будет далее называться индентором.

Будем считать, что внедрение индентора в деформируемое те-
ло происходит плоскопараллельно, без перекосов и поворотов. Нача-
ло системы координат xyz свяжем с некоторой точкой тела, напра-
вив ось y по нормали к его поверхности, находящейся в контакте

Рис. 1.8. Взаимодействие индентора
с изнашиваемым телом (композиция
покрытие—основание)

с индентором. Для определенно-
сти, в качестве деформируемого те-
ла возьмем композицию основания
с тонким упругим слоем (покрыти-
ем), который изнашивается цилин-
дрическим индентором, скользящим
вдоль своей образующей (направ-
ляющая скольжения). Если коорди-
натную ось z расположить вдоль
образующей индентора, то область
контакта можно представить отрез-
ком [−a,b] оси x (рис. 1.8).

В процессе изнашивания про-
исходит изменение формы контак-
тирующих тел, а следовательно,
и характеристик износоконтактного
взаимодействия: давления, площади
контакта и самого износа. Решение износоконтактной задачи состоит в
определении эволюции этих характеристик. Соответствующая система
уравнений включает в себя закон изнашивания, условия контакта и рав-
новесия, а также деформационное соотношение.

Закон изнашивания устанавливает связь интенсивности I изнаши-
вания с давлением p и скоростью V скольжения индентора для каждой
точки x поверхности трения. Если в качестве I использовать скорость
роста линейного износа W во времени, то закон изнашивания примет
вид

Ẇ (x,t) ≡ ∂W (x,t)

∂t
= F

(

p(x,t),V
)

, (2.1)

причем F (p,V )—положительная функция. Здесь и далее аргументом t
обозначается время, при этом момент t = 0 принимается за начало из-
нашивания, так что W (x,0) ≡ 0. В случае искривленной поверхности
трения под Ẇ понимается составляющая скорости износа, нормальная
к поверхности. В общем случае скорость V скольжения в законе изна-
шивания (2.1) может зависеть от координаты x и времени t.

Форма закона изнашивания (2.1) не является единственно возмож-
ной при постановке износоконтактной задачи. Согласно эксперименталь-
ным данным [83, 166], в некоторых случаях правая часть (2.1) может
явно зависеть от времени, так что Ẇ = F

(

p,V,t
)

. Подобные законы из-
нашивания также используются в контактной задаче с износом, вызван-
ным локальным оплавлением [2]. Отметим, что учесть явную зависи-
мость скорости износа от времени при численном решении задачи не
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составляет труда. В работе [36] рассматривается постановка износокон-
тактной задачи с законом изнашивания, учитывающим прямое влияние
температуры T поверхности трения на скорость износа: Ẇ = F

(

p,V,T
)

.
Некоторые постановки износоконтактной задачи используют законы

изнашивания наследственного типа [11, 35, 63]:

W (x,t) =
t
∫

0

K(t − τ)pγ(x,τ)dτ,

W (x,t) =
t
∫

0

K1(τ)K2(t − τ)p(x,τ)dτ,

(2.2)

в которых функции K(s), K1(s), K2(s) определяются износостойкими
свойствами материала. Обоснованием наследственной формы закона из-
нашивания служат общие представления о закономерностях процесса
изнашивания [7, 80], однако четких экспериментальных подтвержде-
ний существования зависимостей (2.2) для конкретных материалов в
литературе не встречается.

Условие контакта связывает перемещение v поверхности тела
вдоль оси y в пределах области контакта с геометрией контактиру-
ющих тел в каждый момент изнашивания. Выведем это условие для
рассматриваемой композиции покрытие—основание, изнашиваемой ци-
линдрическим индентором. Толщину покрытия обозначим через h(x,t).
Форму индентора опишем уравнением y = g(x) + const, где g(x)—из-
вестная функция, а значение константы, определяемое произвольным
смещением индентора вдоль оси y, является несущественным.

Возьмем две точки A и B на поверхности покрытия, находящиеся в
контакте с индентором и имеющие координаты x0 и x соответственно.
Обозначим через As и Bs точки на поверхности индентора, с которыми
совмещаются точки A и B при контакте (рис. 1.9).

Рис. 1.9. Переход композиции покрытие—основание из свободного состояния (а)
в деформированное (б)

В произвольный момент времени t мысленно переместим индентор
вдоль оси y в положение, при котором отсутствует его контакт с покры-
тием и композиция покрытие—основание находится в недеформирован-
ном состоянии (рис. 1.9a).
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Соответствующие ординаты точек A, As, B, Bs обозначим через
y(x0, t), ys(x0, t), y(x,t), ys(x,t) и заметим, что по определению функ-
ций h(x,t) и g(x) имеют место равенства

y(x,t) − y(x0, t) = h(x,t) − h(x0, t),

ys(x,t) − ys(x0, t) = g(x) − g(x0).
(2.3)

Если вернуть композицию покрытие—основание обратно в дефор-
мированное состояние (рис. 1.9б), придав границам индентора и покры-
тия некоторые перемещения vs и v, то ординаты точек A, As, B, Bs

примут значения y(x0, t) + v(x0, t), ys(x0, t) + vs(x0, t), y(x,t) + v(x,t),
ys(x,t) + vs(x,t).

В деформированном состоянии точки A и B совпадают с точками
As и Bs, что означает равенство разностей их ординат:

y(x,t)+v(x,t) −
(

y(x0, t)+v(x0, t)
)

=

= ys(x,t)+vs(x,t) −
(

ys(x0, t)+vs(x0, t)
)

.

Исключим из последнего равенства разности координат y и ys с помо-
щью (2.3) и учтем, что для абсолютно жесткого индентора: vs(x,t) =
= vs(x0, t). В результате можно прийти к условию контакта

v(x,t) − v(x0, t) + h(x,t) − h(x0, t) = g(x) − g(x0). (2.4)

Если теперь координату x0 считать фиксированной, а x—переменной
и учесть, что толщина h покрытия связана с его износом W равен-
ством: h(x,t) = h0 − W (x,t), где h0 —начальная толщина покрытия, то
условию контакта (2.4) можно придать более лаконичный вид:

−v(x,t) + W (x,t) = δ(t) − g(x), x ∈ [−a(t), b(t)], (2.5)

в котором величина δ характеризует внедрение индентора.
Фигурирующее в (2.5) перемещение v по определению представляет

собой перемещение границы покрытия вдоль оси y. В дальнейшем пере-
мещение v будет отождествляться с нормальным перемещением грани-
цы покрытия, что допустимо, если последняя искривлена незначитель-
но, т. е.

|g′(x)| ≪ 1, |W ′(x,t)| ≪ 1. (2.6)
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Условие равновесия индентора связывает приложенную к индентору
нагрузку с распределением давления. В рассматриваемом случае, ко-
гда геометрия индентора не меняется вдоль его длины, а поверхность
контакта является номинально плоской условие равновесия имеет вид:

Q(t) =

b
∫

−a

p(x,t)dx, (2.7)

причем под Q здесь подразумевается нормальная к поверхности контак-
та нагрузка, приходящаяся на единицу длины индентора вдоль оси z.

Полная система уравнений равновесия индентора включает в себя
(кроме условия (2.7)) также равенство между моментами от контактного
давления и внешних сил [14]. Однако по условию внедрение индентора
в изнашиваемое тело происходит без поворота, а это предполагает на-
личие внешнего момента, обеспечивающего такой характер внедрения
и совпадающего с моментом от контактного давления. Таким образом,
условие равенства моментов автоматически выполняется и необходи-
мость в его рассмотрении отпадает.

Деформационное соотношение устанавливает связь нормального
граничного перемещения v с контактными напряжениями. В случае,
когда деформирование тел описывается линейной теорией упругости,
то, пренебрегая касательным контактным напряжением или считая его
пропорциональным давлению (кулоново трение), связь перемещения v
с давлением p можно символически представить в виде [14, 73]

v(x,t) = (Ap)(x,t), (2.8)

где A—оператор, действующий на p(x,t) как функцию переменной x.
Для рассматриваемого цилиндрического индентора, движущегося

вдоль или перпендикулярно своей образующей, оператор A определя-
ется на основе двумерной постановки контактной задачи вне зависимо-
сти от наличия или отсутствия трения. Действительно, при движении
индентора перпендикулярно своей образующей (вдоль оси x, рис. 1.8)
композиция покрытие—основание находится в плоском (xy) деформи-
рованном состоянии. Если же индентор движется вдоль своей образую-
щей (вдоль оси z, рис. 1.8), то напряженно-деформированное состояние
композиции расщепляется на две составляющие (системы), одна из ко-
торых отвечает плоскому состоянию и определяет оператор A. Поясним
это обстоятельство подробнее.

Введем обозначение qtz для контактного касательного напряжения
вдоль оси z, тогда как касательное и нормальное контактные напря-
жения в плоскости xy будем обозначать через qt и qn, причем qn ≡ −p.
Упругие перемещения точек композиции покрытие—основание вдоль ко-
ординатных осей x, y, z обозначим здесь через u, v, w. Оговоренные
выше условия контактного взаимодействия обеспечивают неизменность
перемещений u, v, w по координате z, вследствие чего система основ-
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ных уравнений теории упругости в перемещениях принимает вид [109]

(1−2ν)∆u +
∂2u

∂x2
+

∂2v

∂x∂y
= 0,

(1−2ν)∆v +
∂2u

∂x∂y
+

∂2v

∂y2
= 0,

∆w = 0,

(2.9)

при этом коэффициент Пуассона ν может различаться для покрытия и
основания, ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 —оператор Лапласа.

Первые два уравнения (2.9) описывают плоское деформированное
состояние и полностью независимы от третьего уравнения. Ввиду отсут-
ствия зависимости перемещений u, v, w от координаты z, внутренние
напряжения σx, σy, σz, τxy зависят по закону Гука только от перемеще-
ний u, v, а напряжения τxz, τyz — только от перемещений w, при этом,
согласно формулам Коши [109]:

qt = (n2
y − n2

x)τxy + nxny(σx − σy),

qn = n2
xσx + 2nxnyτxy + n2

yσy,

qtz = nxτxz + nyτyz,

где ~n = (nx,ny,0)—нормаль к поверхности контакта. Другими слова-
ми, в композиции покрытие—основание существуют две независимые
системы упругих перемещений и напряжений. Первая система отвечает
плоскому деформированному состоянию, включает перемещения u, v,
напряжения σx, σy , τxy, qt, qn= − p и, поэтому определяет оператор A
в (2.8). Вторая система представляет собой антиплоскую деформацию
(сдвиг), описывается перемещением w и напряжениями τxz, τyz, qtz и
не влияет на вид оператора A.

Отметим, что расщепление напряженно-деформированного состоя-
ния имеет место в случае осесимметричного контакта при наличии вра-
щения с трением [14].

Износоконтактная задача состоит в определении неизвестных функ-
ций W (x,t) и p(x,t) на основе уравнений (2.1), (2.5), (2.7), (2.8) с на-
чальными условиями

W (x,0) = 0, p(x,0) = p0(x),

при этом распределение p0(x) находится из решения контактной задачи
для неизношенных тел. Постановка износоконтактной задачи предпо-
лагает, что одна из функций Q(t) или δ(t) задана. В рассматриваемых
далее постановках нагрузка Q(t) считается заданной, тогда как внедре-
ние δ(t) подлежит определению.
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Изменение формы изнашиваемого деформируемого тела приводит к
изменению граничных условий для него, что учитывается условием кон-
такта (2.5). Кроме этого, изменение формы тела влияет и на опера-
тор A в деформационном соотношении (2.8). В общем случае учесть
изменение оператора A не представляется возможным ввиду отсут-
ствия его выражения для тела произвольной формы. Зачастую в таком
учете нет необходимости— например, при изнашивании полупростран-
ства или толстой полосы, когда износ мал по сравнению с размерами
изнашиваемого тела [14]. Однако в случае изнашивания тонкого по-
крытя учёт влияния изменения формы контактирующих тел на связь
давления с граничными перемещениями представляется существенным,
т. к. здесь величины линейного износа могут достигать значений, срав-
нимых с толщиной покрытия. Для описания упругих свойств покры-
тия в этом случае следует пользоваться деформационным соотношени-
ем, учитывающим текущую толщину изношенного покрытия (см. далее
раздел 2.1.1).

1.2.3. Основные методы решения износоконтактной задачи

В общем случае система уравнений (2.1), (2.5), (2.7), (2.8) износокон-
тактной задачи является нелинейной. Это обуславливается:

а) возможной нелинейностью правой части закона изнашивания (2.1);
б) возможной нелинейностью относительно искомых функций опе-

ратора A из деформационного соотношения (2.8)(например, для силь-
ноизношенного покрытия (раздел 2.1.1));

в) изменением размера области контакта, что приводит к появлению
неизвестных функций a(t), b(t), определяющих границы справедливо-
сти условия контакта (2.5) и пределы интегрирования в (2.7).

В частном случае линейной постановки износоконтактной задачи
(например, при линейном законе изнашивания и неизменной области
контакта) для построения ее решения широко используется метод раз-
деления переменных (метод Фурье) [75].

Использование этого метода позволяет получать точные решения
следующего вида:

p(x,t) =

∞
∑

n=0

pn(x)e−λnt,

где λn и pn(x)— собственные числа и функции оператора, описываю-
щего контактное деформирование тел [3, 13, 15, 20].

Нелинейные постановки износоконтактной задачи с растущей обла-
стью контакта в предположении, что упругие свойства контактирующих
тел описываются моделью Винклера, а закон изнашивания является ли-
нейным по давлению, также допускают точные решения [5, 12, 21].
Существенным моментом таких постановок является то, что по мере
изменения области контакта разные участки поверхности трения нахо-
дятся в контакте и, соответственно, изнашиваются разное время. Это
обстоятельство должно учитываться при интегрировании закона изна-
шивания (2.1) по времени.
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Решение нелинейной износоконтактной задачи при более общих
условиях возможно только в приближенном виде, и одним из эффек-
тивных средств для этого служит метод последовательных приближе-
ний [37]. В задаче об изнашивании тонкой полосы, связанной с упругой
полуплоскостью при растущей области контакта [100], этот метод ис-
пользовался как для определения давления из линейного уравнения, так
и для решения нелинейного уравнения относительно скорости роста об-
ласти контакта. В качестве малого параметра здесь выступает величина
ε ∼ E1a∗/(E2h), где E1 и E2 —модули упругости полосы и полуплоско-
сти, h—ширина полосы, a∗ — заданный максимальный размер области
контакта. Применение метода последовательных приближений для ре-
шения износоконтактной задачи с нелинейным законом изнашивания и
растущей областью контакта продемонстрировано в [101].

Для решения нелинейной износоконтактной задачи находят приме-
нение асимптотические методы. Описанный в [4, 35] подход к решению
задачи с нелинейным законом изнашивания и растущей областью кон-
такта использует для давления асимптотическое разложение вида

p(x,t) = p0(x) +

∞
∑

k=1

pk(x,t),
pk+j(x,t)

pk(x,t)
→ 0, t → 0. (2.10)

Неизвестные слагаемые в (2.10) находятся по рекуррентному алгоритму,
в результате чего для слагаемого pk(x,t) получается последовательность
уравнений, линейных относительно pk(x,t), но нелинейных относитель-
но уже найденных функций pi(x,t), i < k. В работе [35] с помощью
разложения типа (2.10) получено приближенное решение износокон-
тактной задачи для радиального подшипника скольжения на начальной
стадии его изнашивания:

p(x,t) = p0(x) + (A0ε)
−1 {[p0(x)]γ − 4δ1 cosx} tγ,

p0(x) =
4∆

A0ε

(

1 − cosx

cosa

)

,

где A0, ε, δ1, ∆—известные параметры, γ—показатель степени в за-
коне изнашивания I = cpγ.

Замена контактного давления его средним значением Q/(2a) в сла-
гаемых, содержащих малую величину p/E, позволяет произвести лине-
аризацию исходных уравнений с нелинейным законом изнашивания [5].

В процессе изнашивания упругие перемещения контактирующих по-
верхностей обычно остаются ограничнными, тогда как износ монотон-
но возрастает. Это обстоятельство дает возможность при достаточно
развитом износе пренебречь в условии контакта (2.5) упругими пе-
ремещениями и тем самым перейти к модели изнашивания жестких
тел [86]. Использование такого приближения позволяет получить ряд
аналитических результатов относительно кинетики изнашивания. На-
пример, в работе [106] получено следующее выражение для суммар-
ного износа радиального подшипника скольжения: S = 2R∆(tga − a),
где R и ∆—радиус и зазор подшипника, a—половина угла контакта.
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При решении нелинейной износоконтактной задачи широко исполь-
зуются численные подходы, основанные как на традиционных методах,
так и на использовании специфических процедур.

Левая часть закона изнашивания (2.1) представляет собой диффе-
ренциальный оператор по времени, тогда как правая зависит от реше-
ния контактной задачи в соответствующий момент времени. Одним из
традиционных подходов к численному решению подобного рода эволю-
ционных задач, в том числе, с нелинейной правой частью, является
пошаговый метод, в основе которого лежит дискретизация времени и
использование конечно-разностного представления дифференциального
оператора [29]. Применительно к нелинейным износоконтактным зада-
чам пошаговый метод использовался в работах [22, 104, 106].

Эффективным приемом при решении износоконтактной задачи с из-
меняющейся областью контакта является отображение последней на
область фиксированного размера [107]. А именно, если x—коорди-
ната, [−a(t),a(t)] — симметричная область контакта, Υ(t) = da(t)/dt—
скорость роста области контакта, то, определяя безразмерную координа-
ту X = x/a и соответствующие распределения износа W̃ (X,t) = W (x,t)
и контактного давления p̃(X,t) = p(x,t), закон изнашивания (2.1) можно
представить в виде

∂W̃ (X,t)

∂t
− Υ(t)

X

a(t)

∂W̃ (X,t)

∂X
= F (p̃(X,t),V ) , (2.11)

в котором координата X принадлежит фиксированной области [−1,1].
Левая часть равенства (2.11), в отличие от (2.1), содержит дополни-
тельную производную по X , однако, несмотря на это, переход к фик-
сированной области контакта упрощает процедуру численного решения
износоконтактной задачи, т.к. при этом можно использовать неизмен-
ную координатную сетку узлов, и отпадает необходимость в разработке
алгоритма учета новых точек, входящих в контакт.

Еще один прием, позволяющий упростить решение задачи с износом
при растущей области контакта заключается в использовании размера a
области контакта в качестве временного параметра задачи [99]. Замена
t на a придает закону изнашивания (2.1) следующий вид:

∂W (x,a)

∂a
=

1

Υ(a)
F (p(x,a),V ) .

При том, что в правой части последнего равенства появляется дополни-
тельный множитель Υ−1(a), использование размера a в качестве вре-
менного параметра позволяет избавиться в уравнениях износоконтакт-
ной задачи от неизвестной функции a(t), что упрощает их решение.
Так, например, при замене t на a равенство (2.11) принимает вид

∂W̃ (X,a)

∂a
− X

a

∂W̃ (X,a)

∂X
=

1

Υ(a)
F (p̃(X,t),V ) , (2.12)

и его интегрирование просто осуществляется по известным характери-
стикам дифференциального оператора в левой части (2.12) [99].
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Г Л А В А 2

ИНЖЕНЕРНЫЙ РАСЧЕТ ИЗНОСА

В данной главе рассматриваются некоторые постановки износоконтакт-
ной задачи, которые не привлекают сложного математического аппара-
та и поэтому могут быть использованы для инженерного расчета из-
носа. Основные уравнения износоконтактной задачи (закон изнашива-
ния (2.1), условие контакта (2.5), условие равновесия (2.7), деформа-
ционное соотношение (2.8)), записанные в общем виде в разделе 1.2.2
предыдущей главы, ниже конкретизируются для каждой из рассматри-
ваемых задач.

Закон изнашивания будет использоваться из соображений удобства
в одной из следующих эквивалентных форм: dW/dl = F (p,V ) (dW/dl —
скорость износа по пути трения) или dW/dt = F (p,V ) (dW/dt— ско-
рость износа по времени), при этом dW/dt = V dW/dl. Многие из рас-
сматриваемых ниже задач предполагают постоянную скорость V сколь-
жения. Для таких задач правая часть закона изнашивания будет запи-
сываться в виде F (p) без аргумента V .

За начало изнашивания принимается момент t = 0. Коэффициент
трения изнашиваемых тел считается незначительным, поэтому в дефор-
мационном соотношении трение не учитывается. В результате решения
некоторых задач будет определяться эволюция контактного давления
(далее давления). В связи с этим отметим, что закон изнашивания поз-
воляет по известному давлению вычислить износ и наоборот.

§ 2.1. Расчет износа тонкого покрытия

Одним из эффективных способов предотвращения преждевременного
износа узлов трения является использование в них антифрикционных
покрытий. Применение покрытий позволяет уменьшить или совсем ис-
ключить использование жидкой смазки, что особенно важно для уз-
лов, в которых процесс смазывания представляет трудоемкую операцию
или требует сложных и дорогостоящих систем смазки. Кроме того, ис-
пользование покрытий существенно расширяет режимы эксплуатации
и область применения узлов трения: высокие и низкие температуры,
тяжелонагруженные узлы, работа в вакууме и в условиях стерильного
производства. Представленные ниже постановки и решения износокон-
тактной задачи позволяют анализировать процесс изнашивания покры-
тия и прогнозировать его долговечность.

Связь износа W с текущей толщиной h покрытия имеет
вид W (x,t) = h0 − h(x,t), где h0 — толщина неизношенного покрытия,
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при этом ∂W (x,t)/∂t = −∂h(x,t)/∂t. Процесс изнашивания покрытия
ограничивается временем t∗ его полного изнашивания в некоторой точ-
ке, поэтому всегда h(x,t) > 0.

2.1.1. Деформационное соотношение для покрытия

Ниже будет рассматриваться износоконтактная задача для тонкого
упругого покрытия (слоя), связанного с жестким основанием. Из-
вестно [31], что при малой толщине h слой ведет себя подобно те-
лу Винклера, поэтому связь нормального перемещения v поверхно-
сти покрытия с давлением p (деформационное соотношение) имеет вид
v(x) = −Bhp(x), причем B = (1 − 2ν)(1 + ν)[(1 − ν)E]−1 —коэффици-
ент податливости покрытия, E и ν—модуль Юнга и коэффициент Пуас-
сона материала покрытия. Малость толщины слоя здесь и далее означа-
ет, что она мала по сравнению с характерным размером области изме-
нения давления, в качестве которого можно использовать минимальный
размер области контакта.

Применительно к износоконтактной задаче известно использование
модели Винклера в виде [31]

v(x,t) = −Bh0p(x,t), (1.1)

предполагающем неизменность толщины h0 покрытия, что допустимо
только на начальной стадии изнашивания, когда W ≪ h = h0 − W . В
общем случае и, в особенности, когда износ становится соизмерим с
толщиной покрытия, в этом соотношении следует учитывать измене-
ние толщины покрытия в результате изнашивания. Предполагая, что
|g′(x)| ≪ 1, |W ′(x,t)| ≪ 1 (условие (2.6) главы 1), это можно сделать,
представив (1.1) в виде [16]

v(x,t) = −Bh(x,t)p(x,t), (1.2)

где h(x,t)—распределение толщины изношенного покрытия. Обоснова-
ние соотношения (1.2) для двумерного случая можно найти в [48].

Деформационное соотношение (1.2) обладает одним недостатком—
при p(x,a) > B−1 оно дает физически бессмысленный результат
|v(x,a)| > h(x,a). Во избежание подобной ситуации далее наряду с (1.2)
будет использоваться нелинейная модель Винклера вида

v(x,t) = −h(x,t)Π
(

p(x,t)
)

, (1.3)

при этом, исходя из общих физических представлений, на функцию
Π(p) следует наложить ограничения:

Π(p) ∼ Bp при Bp ≪ 1, 0 6 Π(p) < 1, Π′(p) > 0, (1.4)

причем Π′(p) = dΠ(p)/dp. Учитывая, что напряженно-деформированное
состояние тонкого покрытия при условии (2.6) главы 1 близко к одно-
осному сжатию по нормали [31], и кратность изменения объема при
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таком сжатии есть |v|/h, функцию Π(p) можно определить, например,
из закона Мурнагана [54]:

Π(p) = 1 − (1 + mBp)−1/m, (1.5)

где m—безразмерная характеристика материала покрытия.

Пример. Покажем, что учет изменения толщины покрытия в дефор-
мационном соотношении при изнашивании может быть существенным.
Для этого сравним между собой решения износоконтактной задачи для
покрытия при использовании соотношений (1.1) и (1.2). Будем считать
размеры a, b области контакта и внедрение индентора δ неизменными, а
закон изнашивания— линейным: ∂h(x,t)/∂t = −αp(x,t). Соответствую-
щее условие контакта имеет вид (равенство (2.5) предыдущей главы)

Bĥ(x,t)p(x,t) + h0 − h(x,t) = δ − g(x) ≡ d(x), x ∈ [−a,b], (1.6)

причем ĥ(x,t) = h0 в случае (1.1) и ĥ(x,t) = h(x,t) в случае (1.2). Ис-
ключая из (1.6) с помощью закона изнашивания функцию
p(x,t) = −α−1∂h(x,t)/∂t, получим дифференциальное уравнение кине-
тики изнашивания

B

α
ĥ(x,t)

∂h(x,t)

∂t
+ h(x,t) = h0 − d(x), h(x,0) = h0. (1.7)

Решение уравнения (1.7) в случае ĥ(x,t) = h0 находится элементарно:

h(x,t) = h0 − d(x) + d(x)exp

(

− α

Bh0
t

)

, (1.8),

тогда как в случае ĥ(x,t) = h(x,t) уравнение (1.7) является нелинейным
и его решение для каждого x ∈ [−a,b] может быть получено в неявном
виде [21]:

α

B
t = h0 − h(x,t) − (h0 − d(x)) ln

∣

∣

∣

∣

1 − h0 − h(x,t)

d(x)

∣

∣

∣

∣

. (1.9)

На рис. 2.1 показаны зависимости безразмерного давления p̃ = Bp от
безразмерного времени t̃ = tα/(Bh0), построенные на основе равенств
(1.6), (1.8) и (1.9) при δ/h0 = 0,5 и g(x) ≡ 0 (плоский индентор). Отме-
тим, что для такого индентора давление p(x,t) и толщина h(x,t) зависят
только от времени t, являясь постоянными в пределах области контакта.
Видно, что использование соотношения (1.2) вместо (1.1) приводит к за-
метному изменению поведения давления, особенно на заключительной
стадии изнашивания.
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Замечание. Модель Винклера v = −Ap можно использовать для опи-
сания деформирования различного рода поверхностных структур, встре-
чающихся в узлах трения. К числу таковых, кроме покрытий, относится
поверхностная шероховатость тел [28]. Соответствующая континуаль-
ная модель шероховатого слоя устанавливает функциональную зависи-

Рис. 2.1. Зависимость давления от време-
ни в случае соотношения (1.1) (штриховая
линия) и соотношения (1.2) (сплошная
линия)

мость между осадкой шерохова-
тости v и давлением p. Наи-
более распространенной является
степенная форма зависимости v
от p, однако в некоторых слу-
чаях эта зависимость близка к
линейной или имеет достаточно
протяженный линейный участок
[36, 55]. Другими словами, де-
формирование поверхностной ше-
роховатости может быть описа-
но нелинейной моделью Винкле-
ра (1.3), а в некоторых случа-
ях— линейной моделью с адди-
тивным членом вида v = −(Ap +
+ c0). Модель Винклера также
может быть использована для
приближенного описания дефор-
мационных свойств упругого тела, если по некоторому крите-
рию установить соответствие коэффициента A с упругими посто-
янными E и ν [14].

2.1.2. Особенности процесса изнашивания покрытия

Рис. 2.2. Изнашивание покрытия инденто-
ром при постоянной области контакта

Постановка задачи и основ-
ные уравнения. Рассмотрим по-
крытие, сцепленное с абсолютно
жестким основанием и изнаши-
ваемое индентором ширины 2a,
который представляет собой ци-
линдрическое тело. Начало си-
стемы координат Oxyz располо-
жим посередине области контак-
та, направив ось x вдоль неиз-
ношенной поверхности покрытия
(рис. 2.2). Область контакта ин-
дентора с покрытием будем счи-
тать неизменной и представлять
отрезком [−a,a] оси x. Форму
индентора в выбранной системе
координат зададим уравнением y = g(x). Движение индентора происхо-
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дит вдоль его образующей с постоянной по величине скоростью V под
действием постоянной внешней нагрузки Q, которая направлена вдоль
оси y и считается известной.

Закон изнашивания покрытия примем в виде

Ẇ (x,t) ≡ ∂W (x,t)

∂t
= F

(

(p(x,t)
)

, W (x,0) ≡ 0, (1.10)

и, пользуясь моделью (1.3), запишем условие контакта индентора с по-
крытием:

h(x,t)Π
(

p(x,t)
)

+ W (x,t) = δ(t) − g(x), x ∈ [−a,a], (1.11)

при этом условия (2.6) предыдущей главы |g′(x)| ≪ 1, |W ′(x,t)| ≪ 1 счи-
таются выполнеными.

Выпишем также условие равновесия:

a
∫

−a

p(x,t)dx = Q = const. (1.12)

Получим ряд соотношений, необходимых для дальнейшего анализа.
Продифференцируем уравнение (1.11) по времени t с учетом закона из-
нашивания (1.10) и выразим производную ṗ из полученного равенства.
В результате придем к уравнению

ṗ(x,t) =
1

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
)

[

δ̇(t) − ϕ
(

p(x,t)
)

]

, (1.13)

где ϕ(p) ≡ F (p)(1 − Π(p)).
Далее подставим выражение (1.13) для ṗ в продифференцированное

по t условие равновесия (1.12) и получим следующее выражение для
скорости внедрения δ̇:

δ̇(t) =

[

a
∫

−a

dx

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
)

]−1
a

∫

−a

ϕ
(

p(x,t)
)

dx

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
) . (1.14)

Дифференциальное уравнение (1.13) совместно с выражением (1.14)
и начальным условием p(x,0) = p0(x) позволяют рассчитать эволюцию
давления при изнашивании покрытия. Начальное распределение p0(x)
находится с помощью условия контакта (1.11) с нулевым износом W .

Качественный анализ решения. Учитывая последнее неравенство (1.4),
применим теорему о среднем [22] к второму интегралу в выражении
(1.14). В результате можно получить

δ̇(t) = ϕ
(

p(x̄, t)
)

≡ ϕ̄(t), (1.15)
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причем x̄—некоторое зависящее от t значение из [−a,a]. С учетом вы-
ражения (1.15) уравнению (1.13) можно придать вид

ṗ(x,t) =
1

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
)

[

ϕ̄(t) − ϕ
(

p(x,t)
)

]

. (1.16)

По определению (1.15), величина ϕ̄(t) совпадает с некоторым зна-
чением функции ϕ

(

p(x,t)
)

. В силу уравнения (1.16) и при наличии по-
следнего неравенства (1.4), эта величина определяет знак производной
ṗ(x,t) следующим образом:



























ṗ(x,t) < 0 при ϕ
(

p(x,t)
)

> ϕ̄(t),

ṗ(x,t) = 0 при ϕ
(

p(x,t)
)

= ϕ̄(t),

ṗ(x,t) > 0 при ϕ
(

p(x,t)
)

< ϕ̄(t).

(1.17)

Другими словами, в точках x ∈ [−a,a] области контакта,
где ϕ

(

p(x,t)
)

> ϕ̄(t) или ϕ
(

p(x,t)
)

= ϕ̄(t) или ϕ
(

p(x,t)
)

< ϕ̄(t),
давление p(x,t) при изменении t, соответственно, уменьшается или не
изменяется или увеличивается. Этому свойству можно дать следующую
наглядную интерпретацию.

Построим кривую функции ϕ = ϕ(p) и обозначим через ωj(t)
точки этой кривой, имеющие в текущий момент времени t ордина-
ту ϕ̄(t) (рис. 2.3). В случае немонотонной функции ϕ(p) таких точек
может быть несколько, что учитывается индексом j = 1, 2, . . .

Рис. 2.3. Схема перемещения образов ξx(t) по кривой ϕ(p). Для простоты изобра-
жена половина области контакта

Среди точек ωj(t) выделим те, в которых функция ϕ(p) строго воз-
растает. Обозначим эти точки через ω+

j (t) и назовем аттракторами.
Точки ωj(t), в которых функция ϕ(p) строго убывает, обозначим через
ω−

j (t) и назовем дистракторами. По определению, абсциссы p±j (t) точек
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ω±
j (t) удовлетворяют соотношениям:

ϕ
(

p±j (t)
)

= ϕ̄(t), ϕ′
(

p+
j (t)

)

> 0, ϕ′
(

p−j (t)
)

< 0. (1.18)

Отметим, что возможны также случаи касания кривой ϕ(p) уровня ϕ̄(t)
(локальные экстремумы ϕ(p) в точках ωj(t)). Но при изменяющейся
величине ϕ̄(t) такая ситуация возникает только в отдельные моменты
времени и в дальнейшем не будет приниматься во внимание.

Далее, каждой точке x ∈ [−a,a] области контакта в момент t по-
ставим в соответствие точку ξx(t) на кривой ϕ(p) с координатой
p = p(x,t) и ординатой ϕ = ϕ

(

p(x,t)
)

(рис. 2.3). Такую точку ξx(t) бу-
дем называть образом точки x. Отметим, что в любом случае часть
образов ξx(t) лежит на кривой ϕ(p) выше уровня ϕ̄(t), а часть— ни-
же него, т.к. величина ϕ̄(t) определяется равенством (1.15) как среднее
значений ϕ

(

p(x,t)
)

. Исключением из этого правила является случай по-
стоянной функции ϕ(p), когда все образы ξx(t) расположены на одном
уровне ϕ̄(t).

При изменении времени t давление p(x,t) изменяется и соответству-
ющие точкам x образы ξx(t) движутся по кривой ϕ(p). Согласно соот-
ношениям (1.17), образы ξx(t) расположенные выше (ниже) уровня ϕ̄(t)
движутся влево (вправо) с уменьшением (увеличением) соответству-
ющего давления p(x,t) (это обозначено стрелками вдоль кривой ϕ(p)
на рис. 2.3). Глядя на рис. 2.3, нетрудно понять, что при таком движе-
нии образы ξx(t) стремятся удалиться от дистракторов ω−

j (t) и при-
близиться к аттракторам ω+

j (t), причем величина скорости движения
образов пропорциональна их расстоянию до уровня ϕ̄(t). В частности,
образы ξx(t), лежащие на уровне ϕ̄(t) и совпадающие с одной из точек
ωj(t), остаются неподвижными.

Подобное описание позволяет сразу выявить некоторые тенденции
в поведении давления. Действительно, приближение образов ξx(t) к
аттракторам ω+

j (t) означает стремление давления p(x,t) принять значе-
ния p+

j (t) в соответствующих точках x области контакта. В результате
на этих участках области контакта может сформироваться эпюра дав-
ления, близкая к кусочно-постоянной. Напротив, на некоторых участ-
ках области контакта с течением времени возможен неограниченный
рост давления p(x,t). Это происходит, если крайнее правое положение
на уровне ϕ̄(t) занимает дистрактор, и часть образов ξx(t) находится
правее него (как это показано на рис. 2.3). Располагаясь ниже уровня
ϕ̄(t), эти образы движутся вправо по кривой ϕ(p), что выражается в
неограниченном росте давления в соответствующих точках x области
контакта [39].

Вышесказанное означает, что процесс изнашивания покрытия мо-
жет выходить на стадию установившегося режима, когда все образы ξx

концентрируются вблизи аттракторов ω+
j . Величины ϕ

(

p(x,t)
)

и ϕ̄(t)

задают ординаты образов ξx(t) и аттракторов ω+
j (t), поэтому степень
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близости первых ко вторым (точность установившегося режима) можно
характеризовать величиной

χ(t) =
1

2aϕ̄(t)

a
∫

−a

∣

∣ϕ
(

p(x,t)
)

− ϕ̄(t)
∣

∣dx (1.19)

и говорить, что процесс изнашивания выходит на установившийся ре-
жим, если χ(t) → 0, t → ∞. Соответствующее предельное (установив-
шееся) распределение давления обозначим через ps(x). Ниже будут
приведены примеры процесса изнашивания покрытия с различными рас-
пределениями ps(x).

Численный анализ. Эволюция давления при изнашивании покрытия
исследовалась путем численного решения уравнений (1.10), (1.11), (1.12)
в случае симметричного индентора: g(x) = x2/(2R), R = 0,25 м и сле-
дующих значений параметров: B = 10−8 1/Па, a = 10 мм, h0 = 2 мм.
Функция Π(p) определялась выражением (1.5) при m = 10. Правая часть
F (p) закона изнашивания бралась с участками увеличения и последу-
ющего уменьшения и имела вид кривой a4 на рис. 1.5 главы 1. Это при-
водило к зависимости ϕ(p), качественно совпадающей с изображенной
на рис. 2.3.

Для представления полученных результатов ниже используются
безразмерные давление p̃ = Bp и время tz = h0/F (pz), pz = 1/B. Сте-
пень износа покрытия характеризуется отношением WM(t)/h0, где
WM(t) = max

x∈[−a,a]
W (x,t) —максимальный по области контакта износ.

На рис. 2.4 показана эволюция давления при сравнительно неболь-
шой нагрузке Q, когда все образы ξx(0), определяемые начальным рас-
пределением давления, лежат на возрастающей ветви кривой ϕ(p) и по
мере изнашивания двужутся к аттрактору ω+

1 (t) с абсциссой p+(t).
Этим обстоятельством объясняется выход процесса изнашивания на
установившийся режим с постоянной величиной давления, значение ко-
торой определяется из условия равновесия (1.12), так что

p(x,t) → ps(x) =
Q

2a
, t → ∞. (1.20)

Выход процесса изнашивания на установившийся режим иллюстри-
руется на рис. 2.5. Отметим, что выравнивание давления по области
контакта будет происходить всегда, если функция ϕ(p) является моно-
тонно возрастающей.

Увеличение нагрузки Q приводит к тому, что образы ξx(0) пе-
ремещаются на участки поочередного возрастания и убывания кри-
вой ϕ(p). В этом случае движение образов может происходить в на-
правлении двух аттракторов ω+

1 (t) и ω+
2 (t). В результате опять на-

ступает установившийся режим, но давление уже стремится при-
нять кусочно-постоянное распределение с предельными значениями
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p+
js абсцисс этих аттракторов, причем ϕ(p+

1s) = ϕ(p+
2s), ϕ

′(p+
1s) > 0,

ϕ′(p+
2s) > 0. Сказанное подтверждается результатами расчетов, пред-

ставленных на рис. 2.6. Понятно, что при наличии на кривой ϕ(p)
нескольких аттракторов ω+

j (t), j = 1,2, ..., N , возможно существование
предельного кусочно-постоянного распределения ps(x) давления, имею-
щего до N различных значений.

Рис. 2.4. Эпюры давления при Q = 3,22 · 105 Н/м в различные моменты изнашива-
ния: WM/h0 = 0 (1); 0,112 (2); 0,302 (3). Выход на установившийся режим

Рис. 2.5. Зависимость точности χ установившегося режима от времени. Значение
χ= 0,05 отвечает износу WM/h0 ≃ 0,2

При дальнейшем увеличении нагрузки Q часть образов ξx(0) начи-
нает располагаться на спадающей ветви кривой ϕ(p) правее крайнего
дистрактора (рис. 2.3), поэтому с течением времени такие образы будут
двигаться вправо по кривой ϕ(p), вызывая неограниченный рост давле-
ния на соответствующем участке области контакта. Пример подобного
поведения представлен на рис. 2.7.

Изображенное на рис. 2.3 поведение функции ϕ(p) при больших p
может иметь место как для возрастающей (например, при абразив-
ном изнашивании), так и для убывающей (например, при фреттинг-
коррозионном изнашивании) зависимости F (p). В первом случае выше-
упомянутый неограниченный рост давления p приводит к катастрофи-
ческому росту износа, так как скорость изнашивания Ẇ = F (p) увели-
чивается с ростом p. В случае же убывающей зависимости F (p) рост
давления p приводит к затуханию скорости Ẇ , и катастрофического
роста износа не происходит.

В связи с этим отметим, что неограниченное возрастание функ-
ции ϕ(p) при больших p препятствует неограниченному росту давления.
Поэтому, так как ϕ(p) = F (p)

(

1 − Π(p)
)

, то достаточно крутой рост за-
висимости F (p) скорости изнашивания от давления предотвращает раз-
витие режима катастрофического роста износа.

Представленные на рис. 2.4–2.7 результаты свидетельствуют о том,
что эволюция давления может быть различной в зависимости от вели-
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чины нагрузки Q и формы g(x) индентора, определяющих начальное
распределение давления.

Рис. 2.6. Эпюры давления при Q = 5,32 · 105 Н/м в различные моменты изнашива-
ния: WM/h0 = 0 (1); 0,104 (2); 0,260 (3). Выход на установившийся режим

Рис. 2.7. Эпюры давления при Q = 12,9 · 105 Н/м в различные моменты изнашива-
ния: WM/h0 = 0 (1); 0,102 (2); 0,209 (3). Неограниченный рост давления

Замечание. Если вместо модели (1.3) воспользоваться моделью
упругой полосы постоянной ширины (1.1), не учитывающей изменение
ее упругой податливости в процессе изнашивания, то, используя закон
изнашивания, условия контакта и равновесия, можно прийти к следую-
щему уравнению (вместо (1.16)):

ṗ(x,t) =
1

Bh0

[

F̄ (t) − F
(

p(x,t)
)]

, (1.21)

в котором F̄ (t) определяется как среднее от F
(

p(x,t)
)

(аналогично
(1.15)). Сравнение равенств (1.21) и (1.16) позволяет сделать вывод о
возможности существенно различного поведения давления в зависи-
мости от того, какое соотношение используется— (1.1) или (1.3). На-
пример, при F (p) = αp, согласно соотношению (1.21), давление все-
гда стремится к постоянному распределению, тогда как, согласно со-
отношению (1.16), оно может неограниченно возрастать, когда функция
ϕ(p) = αp(1 − Π(p)) убывает до нуля на бесконечности.

Выполненный теоретический анализ показывает, что при изнашива-
нии тонкого упругого покрытия в условиях неизменного нагрузочно-
скоростного режима характер поведения давления (наличие устано-
вившегося режима с кусочно-постоянным распределением ps(x) или
неограниченный рост) определяется видом функции ϕ(p) и началь-
ным распределением p0(x) давления. Соответствующий подбор функции
ϕ(p) позволяет управлять поведением давления, например, предотвра-
щать развитие режима катастрофического роста износа.
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2.1.3. Изнашивание покрытия на искривленном основании

Постановка задачи и основные уравнения. Воспользуемся постанов-
кой износоконтактной задачи из предыдущего пункта, но теперь до-
пустим, что граница основания искривлена и описывается уравнением

Рис. 2.8. Изнашивание покрытия на искрив-
ленном основании

y = g1(x) (рис. 2.8). Форму ин-
дентора зададим уравнением
y = g2(x) и вместо первого со-
отношения (2.6) главы 1 поло-
жим, что |g′2(x) − g′1(x)| ≪ 1.
Закон изнашивания примем в
прежнем виде (1.10).

Наложим дополнительные
ограничения вида

|g′1(x)W ′(x,t)| ≪ 1,

|g′1(x)/R1(x)|h(x,t) ≪ 1,

где R1 —радиус кривизны гра-
ницы основания, и проведем

выкладки раздела 1.2.2 главы 1 по выводу условия контакта для слу-
чая искривленного основания. В результате, с учетом деформационного
соотношения (1.3), можно получить следующее условие:

h(x,t)Π
(

p(x,t)
)

+ W (x,t) = [δ(t) − (g2(x) − g1(x))] cosτ(x)+

+ h0 (1 − cosτ(x)) , x ∈ [−a,a], (1.22)

в котором δ является характеристикой внедрения индентора, τ—угол
наклона границы основания к оси x, так что

cosτ(x) =
1

√

1 + [g′1(x)]
2
.

Условие равновесия индентора здесь имеет прежний вид (1.12), т.к.
проекция на ось y силы реакции элемента ds поверхности покрытия
есть pdscosτ = pdx.

Следуя выкладкам предыдущего раздела, продифференцируем усло-
вие контакта (1.22) по t с учетом закона изнашивания (1.10) и выразим
производную ṗ из полученного равенства. В результате придем к урав-
нению

ṗ(x,t) =
cosτ(x)

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
)

[

δ̇(t) − ϕ
(

x,p(x,t)
)

]

, (1.23)

где ϕ(x,p) ≡ F (p)(1 − Π(p))/cosτ(x).
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Далее подставим выражение (1.23) для ṗ в продифференцированное
по t условие равновесия (1.12) и придем к следующему выражению для
производной δ̇:

δ̇(t) =

[

a
∫

−a

cosτ(x)dx

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
)

]−1
a

∫

−a

ϕ
(

p(x,t)cosτ(x)
)

dx

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
) . (1.24)

Дифференциальное уравнение (1.23) совместно с выражением (1.24)
и начальным условием p(x,0) = p0(x) определяют эволюцию давления
при изнашивании покрытия. Начальное распределение p0(x) находится
с помощью условия контакта (1.22) с нулевым износом W .

Качественный анализ решения. С помощью теоремы о среднем из
выражения (1.24) вытекает равенство

δ̇(t) = ϕ
(

x̄,p(x̄, t)
)

≡ ϕ̄(t), x̄ ∈ [−a,a], (1.25)

на основе которого уравнению (1.23) можно придать вид

ṗ(x,t) =
cosτ(x)

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
)

[

ϕ̄(t) − ϕ
(

x,p(x,t)
)

]

. (1.26)

Согласно (1.25), величина ϕ̄(t) совпадает с некоторым значением
функции ϕ

(

x,p(x,t)
)

, поэтому, в силу уравнения (1.26) и последнего
неравенства (1.4), она определяет знак производной ṗ(x,t) следующим
образом:



























ṗ(x,t) < 0 при ϕ
(

x,p(x,t)
)

> ϕ̄(t),

ṗ(x,t) = 0 при ϕ
(

x,p(x,t)
)

= ϕ̄(t),

ṗ(x,t) > 0 при ϕ
(

x,p(x,t)
)

< ϕ̄(t).

(1.27)

Другими словами, в точках x ∈ [−a,a] области контакта, где
ϕ

(

x,p(x,t)
)

> ϕ̄(t) или ϕ
(

x,p(x,t)
)

= ϕ̄(t) или ϕ
(

x,p(x,t)
)

< ϕ̄(t) дав-
ление p(x,t) при изменении t уменьшается или не изменяется или уве-
личивается соответственно.

Для наглядной интерпретации этого свойства введем в рассмотре-
ние пространство переменных x, p,ϕ и определим в нем поверхность Σ
уравнением ϕ = ϕ(x,p) (рис. 2.9). Каждой точке x ∈ [−a,a] области кон-
такта в текущий момент времени t поставим в соответствие точку ξx(t)
на этой поверхности с координатами x и p = p(x,t). Как и в предыду-
щем разделе, точку ξx(t) будем называть образом точки x. Отметим,
что часть образов ξx(t) лежит на поверхности Σ выше уровня ϕ̄(t), а
часть— ниже него.
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С течением времени давление p(x,t) изменяется, и соответствую-
щие точкам x образы ξx(t) движутся по поверхности Σ, причем, со-
гласно соотношениям (1.27), образы ξx(t) расположенные выше (ниже)
уровня ϕ̄(t) движутся с уменьшением (увеличением) соответствующего
давления p(x,t).

Рис. 2.9. Схема расположения образов ξx(t) на поверхности Σ : ϕ=ϕ(x,p). Для
простоты изображена половина области контакта

Рис. 2.10. Изолиния L уровня ϕ̄, ограничивающая области D− и D+

В качестве аттракторов и дистракторов для образов ξx(t) здесь вы-
ступают различные участки линии уровня ϕ̄(t) поверхности Σ. Дей-
ствительно, рассмотрим проекцию L(t) этой линии на плоскость x, p,
которая представляет собой изолинию уровня ϕ̄(t) и задается уравне-
нием ϕ(x,p) = ϕ̄(t). Изолиния L(t) разбивает плоскость x, p на области
D−(t) и D+(t), в которых ϕ(x,p) > ϕ̄(t) и ϕ(x,p) < ϕ̄(t) соответствен-
но, причем эпюра давления p(x,t) лежит частично в D−(t) и D+(t)
(рис. 2.10).

В зависимости от того, в какой области (D−(t) или D+(t)) лежит тот
или иной участок эпюры давления, он либо приближается, либо удаля-
ется от ближайшего участка изолинии L(t), подчиняясь соотношениям



























ṗ(x,t) < 0 при
(

x,p(x,t)
)

∈ D−(t),

ṗ(x,t) = 0 при
(

x,p(x,t)
)

∈ L(t),

ṗ(x,t) > 0 при
(

x,p(x,t)
)

∈ D+(t),

(1.28)

которые следуют из (1.27).
В частности, если ϕ(x,p) представляет собой возрастающую по ар-

гументу p функцию, то области D±(t) являются односвязными и эпюра
давления стремиться принять форму изолинии L(t) (ср. с поведением
давления на рис. 2.4).
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Сказанное означает, что процесс изнашивания покрытия может вы-
ходить на установившийся режим, когда все образы ξx приближаются
к линии уровня ϕ̄(t) поверхности Σ. Степень этой близости можно ха-
рактеризовать величиной (ср. с (1.19))

χ(t) =
1

2aϕ̄(t)

a
∫

−a

∣

∣ϕ
(

x,p(x,t)
)

− ϕ̄(t)
∣

∣dx (1.29)

и говорить, что процесс изнашивания выходит на установивший-
ся режим, если χ(t) → 0, t → ∞. Соответствующее предельное (уста-
новившееся) распределение давления будем по-прежнему обозначать
через ps(x).

Пример. Пусть основание имеет форму окружности радиуса r:

g1(x) = r −
√

r2 − x2, cosτ(x) =
√

1 − (x/r)2, (1.30)

а давление мало, так что Π(p) ≪ 1. При таких условиях, согласно выше-
изложенному, процесс изнашивания выходит на установившийся режим
с распределением ps(x), удовлетворяющим уравнению

F (ps(x)) = ϕ̄s cosτ(x), (1.31)

при этом неизвестная постоянная ϕ̄s находится с помощью усло-
вия равновесия (1.12). Так, в случае линейного закона изнашивания
F (p) = αp можно получить

ps(x) =
Qcosτ(x)

r (â + sin âcos â)
, (1.32)

где â = τ(a)—угловой размер области контакта.

Численный анализ. Эволюция давления при изнашивании покрытия
исследовалась путем численного решения уравнений (1.10), (1.12), (1.22)
для параболически искривленного основания: g1(x) = x2/(2R1) и ин-
дентора: g2(x) = x2/(2R2). Закон изнашивания принимался линейным:
F (p) = αp, а функция Π(p) определялась выражением (1.5) при m =
= 10. Использовались следующие значения параметров: B = 10−8 Па−1,
a = 10 мм, h0 = 2 мм, R1 = 5,7 мм, R2 = 5 мм, Q = 2,38 · 106 Н/м, α =
= 10−10 м/с·Па.

Как и прежде, для описания численных результатов используется
безразмерное давление p̃ = Bp, а степень износа покрытия характери-
зуется отношением WM(t)/h0.
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На рис. 2.11 показана эволюция давления при наличии установивше-
гося режима. В соответствии с вышесказанным, эпюра установившегося

Рис. 2.11. Эпюры давления в различные
моменты изнашивания: WM/h0 = 0 (1);
0,113 (2); 0,274 (3). Штриховой линией
изображено установившееся распределе-
ние ps(x)

распределения ps(x) здесь сов-
падает с изолинией уровня
ϕ̄(t)|t→∞. Как показывают рас-
четы, точность χ(t) устано-
вившегося режима в момент
WM/h0 = 0,274 составляет 0,05,
при этом χ(0) ≃ 0,5.

2.1.4. Расчет износа упорно-
го подшипника скольжения

Упорный подшипник скольже-
ния является предметом боль-
шого количества теоретических
исследований. Первая попытка
расчета износа такого подшип-
ника, по всей видимости, была
предпринята на основе концеп-
ции изнашивания жестких тел в

работе [65]. Позже были выполнены расчеты упорного подшипника при
линейном законе изнашивания с учетом деформирования его элементов
[18, 35]. Эти расчеты, в частности, свидетельствовали о наличии уста-
новившегося режима с определенным распределением давления [18].

Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим покрытие,
сцепленное с абсолютно жестким основанием упорного подшипника и
изнашиваемое вращающейся пятой. Угловая скорость ω вращения пяты
и нормальная нагрузка P на нее считаются неизменными во времени.
Пользуясь осевой симметрией задачи, расположим начало O системы
координат посередине кольцевой области контакта, при этом совместим
координатную ось x с неизношенной поверхностью покрытия, направив
ее вдоль некоторого радиуса пяты (рис. 2.12). Область контакта пяты с
покрытием будем считать неизменной и представлять отрезком [−a,a]
оси x. Форму подошвы пяты в выбранной системе координат зададим
уравнением y = g(x).

Элементарный закон изнашивания покрытия примем в форме
dW/dl = F (p,V ). Если обозначить через V (x) скорость скольжения пя-
ты, то выбранному закону изнашивания можно придать вид

Ẇ (x,t) = V (x)F
(

p(x,t),V (x)
)

, (1.33)

причем V (x) = (r0 + x)ω.
Деформационные свойства покрытия будем описывать нелинейной

моделью Винклера (1.3), поэтому условие контакта пяты с покрытием
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имеет прежний вид

h(x,t)Π
(

p(x,t)
)

+ W (x,t) = δ(t) − g(x), x ∈ [−a,a]. (1.34)

Однако условию равновесия отвечает равенство

2π

a
∫

−a

(r0 + x)p(x,t)dx = P = const. (1.35)

Как и прежде, продифференцируем условие контакта (1.34) по t с
учетом закона изнашивания (1.33) и выразим производную ṗ из полу-
ченного равенства:

ṗ(x,t) =
1

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
)

[

δ̇(t) − ϕ
(

x,p(x,t)
)

]

, (1.36)

где ϕ(x,p) ≡ V (x)F (p,V (x))(1 − Π(p)).

Рис. 2.12. Изнашивание покрытия пятой в упорном подшипнике скольжения

Далее подставим полученное выражение для ṗ в продифференциро-
ванное по t условие равновесия (1.35) и придем к следующему выраже-
нию для производной δ̇:

δ̇(t) =

[

a
∫

−a

(r0 + x)dx

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
)

]−1
a

∫

−a

(r0 + x)ϕ
(

x,p(x,t)
)

dx

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
) . (1.37)

Дифференциальное уравнение (1.36) совместно с выражением (1.37)
и начальным условием p(x,0) = p0(x) позволяют рассчитать эволюцию
давления при изнашивании покрытия. Начальное распределение p0(x)
находится с помощью условия контакта (1.34) с нулевым износом W .
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Качественный анализ решения. С помощью теоремы о среднем вы-
ражение (1.37) упрощается и принимает вид равенства (1.25), которое
позволяет записать уравнение (1.36) следующим образом:

ṗ(x,t) =
1

h(x,t)Π′
(

p(x,t)
)

[

ϕ̄(t) − ϕ
(

x,p(x,t)
)

]

. (1.38)

Согласно равенству (1.25), величина ϕ̄(t) совпадает с некоторым значе-
нием функции ϕ

(

x,p(x,t)
)

, поэтому, в силу уравнения (1.38) и послед-
него неравенства (1.4), она определяет знак производной ṗ(x,t) согласно
соотношениям (1.27). Дальнейший качественный анализ решения здесь
совпадает с изложенным в предыдущем разделе. В частности, процесс
изнашивания покрытия может выходить на стадию установившегося ре-
жима с распределением ps(x), которое определяется формой изолинии L
уровня ϕ̄ поверхности Σ (рис. 2.9). Точность установившегося режима,
как и прежде, можно характеризовать величиной χ вида (1.29).

Пример. Воспользуемся вместо модели (1.3) моделью (1.1) упругой
полосы постоянной ширины, не учитывающей изменение ее упругой по-
датливости в процессе изнашивания, и возьмем в качестве правой части
закона изнашивания (1.33) функцию F (p,V ) = αpV −1. Тогда, повторяя
предыдущие выкладки, вместо (1.36) и (1.37) можно получить равенства

ṗ(x,t) =
1

Bh0

[

δ̇(t) − αp(x,t)
]

, δ̇(t) = αcP, c =
1

4πar0
,

из которых следует аналитическое решение задачи

p(x,t) = cP +
[

p0(x) − cP
]

exp

(

− α

Bh0
t

)

,

свидетельствующее о том, что p(x,t) → ps(x) = cP при t → ∞.

Численный анализ. Эволюция давления при изнашивании покрытия в
упорном подшипнике исследовалась путем численного решения уравне-
ний (1.33)–(1.35) для случая плоской пяты g(x) ≡ 0 и следующих значе-
ний параметров: B = 1,5 · 10−7 Па−1, r1 = 2 мм, r2 = 22 мм, h0 = 2 мм,
P = 2,6 · 103 Н. Как и прежде, функция Π(p) определялась выражени-
ем (1.5) при m = 10. Правая часть F (p,V ) закона изнашивания бралась
в виде

F (p,V ) = αpw(p/pw)γF2(V ),

причем α = 10−10 Па−1, pw = 1 ГПа, γ = 2, а функция F2(V ) имела вид
кривой a4 на рис. 1.5 главы 1 c участками увеличения и последующего
уменьшения скорости износа. Для представления численных результа-
тов используется безразмерное давление p̃ = Bp, а степень износа по-
крытия характеризуется отношением WM(t)/h0.
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На рис. 2.13 показана эволюция первоначально равномерного дав-
ления при наличии установившегося режима. В соответствии с выше-
сказанным, эпюра установившегося распределения ps(x) здесь совпа-
дает с изолинией уровня ϕ̄(t)|t→∞, о чем свидетельствует представ-
ленная на рис. 2.14 спадающая зависимость χ(t̃), при этом t̃ = t/tz,
tz = h0/F (pz,Vz), pz = 1/B, Vz =ωr0.

Рис. 2.13. Эпюры давления в различные моменты изнашивания: WM/h0 = 0 (1);
0,05 (2); 0,1 (3); 0,18 (4). Штриховой линией изображено установившееся распре-
деление ps(x)

Рис. 2.14. Зависимость точности χ установившегося режима от времени. Значение
χ= 0,05 отвечает износу WM/h0 ≃ 0,18

По сравнению с известными результатами [18], полученная эпюра
ps(x) имеет более сложную форму. Распределение давления здесь об-
ладает особенностями, принимая повышенные значения на некоторых
участках области контакта, что обусловлено наличием экстремумов у
функции F2(V ) в законе изнашивания.

2.1.5. Изнашивание покрытия при фреттинге

Изложенный в предыдущих разделах подход к анализу решения из-
носоконтактной задачи будет использован ниже для расчета процесса
изнашивания покрытия при фреттинге. Элементарный закон изнашива-
ния здесь берется в виде dW/dl = F (p). В пользу такого допущения
свидетельствуют известные результаты о линейной зависимости износа
при фреттинге от величины проскальзывания на контакте [67] и зави-
симости его скорости от нагрузки при условии постоянства величины
проскальзывания [50, 58].

Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим сцепленное
с абсолютно жестким основанием покрытие, в которое под действием
нормальной нагрузки Q внедряется цилиндрический индентор ширины
2a (рис. 2.15). Как и прежде, начало системы координат Oxyz располо-
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жим посередине области контакта, направив ось x вдоль неизношенной
поверхности покрытия, а ось z —вдоль образующей индентора. Форма

Рис. 2.15. Взаимодействие индентора с
покрытием

индентора описывается уравне-
нием y = g(x).

Будучи внедренным в покры-
тие, индентор совершает колеба-
тельное движение с амплитудой
L и периодом T , причем направ-
ление колебаний может совпа-
дать с осью x или с осью z. В
дальнейшем для определенности
рассматривается случай колеба-
ний вдоль оси x, причем L ≪ 2a.
Это условие позволяет считать
область контакта индентора с по-
крытием неизменной и представ-
лять ее отрезком [−a,a] оси x.

Взаимодействие индентора с покрытием сопровождается их относи-
тельным проскальзыванием, в результате чего покрытие изнашивается
согласно закону dW/dl = F (p).

Считая покрытие тонким (h(x,t) ≪ 2a), воспользуемся для определе-
ния перемещения его поверхности вдоль оси y моделью Винклера (1.2),
а касательный сдвиг покрытия будем описывать соотношением [31]

u(x,t) =
1

G
h(x,t)q1(x,t), (1.39)

где u—перемещение границы покрытия вдоль оси x, q1 = τxy —каса-
тельное контактное напряжение, G = E/[2(1 + ν)]—модуль сдвига ма-
териала покрытия.

Перемещение v границы покрытия вдоль оси y связано с формой
индентора и износом покрытия W условием контакта, которое имеет
вид (ср. с (1.2))

Bh(x,t)p(x,t) + W (x,t) = δ(t) − g(x), x ∈ [−a,a]. (1.40)

Также имеет место условие равновесия индентора

Q =

a
∫

−a

p(x,t)dx, (1.41)

при этом нагрузка Q считается постоянной.
Для вывода уравнения кинетики изнашивания покрытия следует

рассчитать величину проскальзывания индентора по покрытию. Фрик-
ционное взаимодействие между ними будем описывать законом трения
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Кулона, считая коэффициенты трения покоя и скольжения одинаковыми
и равными µ [27].

При колебаниях индентора на различных участках области контакта
реализуются условия полного сцепления или частичного проскальзыва-
ния. Это связано с тем, что колебания индентора вызывают колеба-
ния касательного напряжения q1, и если периодически изменяющееся
значение |q1| не превышает предельной силы трения µp, то в соответ-
ствующей точке области контакта, согласно закону Кулона, имеет ме-
сто полное сцепление индентора с покрытием. Если же значение |q1|
достигает величины µp, то происходит частичное локальное проскаль-
зывание индентора по покрытию. Получим соответствующие условия
полного сцепления и частичного проскальзывания.

Дальнейшие рассуждения будем строить из предположения, что за
один цикл колебаний давление и толщина покрытия меняются прене-
брежимо мало. Кроме того, в случае колебаний индентора вдоль оси x
положим, что в пределах амплитуды L давление также меняется незна-
чительно. При таких предположениях введем в рассмотрение макси-
мальные значения перемещения u и напряжения q1:

um(x,t) = max
τ∈[t,t+T ]

|u(x,τ)|, q1m(x,t) = max
τ∈[t,t+T ]

|q1(x,τ)|,

которые, в силу (1.39), связаны между собой равенством

um(x,t) =
1

G
h(x,t)q1m(x,t). (1.42)

Условием отсутствия проскальзывания (полного сцепления) инден-
тора и покрытия в точке x будет неравенство q1m(x,t) 6 µp(x,t). Если
исключить из него величину q1m с помощью равенства (1.42) и учесть,
что при сцеплении индентора с покрытием um(x,t) = L, то можно прий-
ти к следующему условию сцепления

p(x,t) > p+(x,t) ≡ GL

µh(x,t)
. (1.43)

На участке с частичным проскальзыванием индентора по покрытию,
согласно закону Кулона, должно выполняться равенство

q1m(x,t) = µp(x,t). (1.44)

Как и прежде, исключая из этого равенства величину q1m с помо-
щью (1.42) и учитывая, что при проскальзывании um(x,t) < L, получим
соответствующее условие

p(x,t) < p+(x,t). (1.45)

Для определения величины l1 проскальзывания за один цикл рас-
смотрим перемещение индентора из крайнего левого положения в край-
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нее правое. В начале такого перемещения индентор, будучи сцепленным
с покрытием, смещается на растояние 2um(x,t). При дальнейшем пере-
мещении на расстояние l1/2 = 2L − 2um(x,t) происходит проскальзыва-
ние индентора по покрытию. Учитывая, что при обратном перемещении
(справа налево) имеет место такое же проскальзывание l1/2, получим

l1(x,t) = 2l1/2 = 4[L − um(x,t)]. (1.46)

Сводя вместе соотношения (1.42) — (1.46), можно записать оконча-
тельно

l1(x,t) = 4Lθ

(

1 − p(x,t)

p+(x,t)

)

, (1.47)

где

θ(X) =







0 , X 6 0,

X, X > 0.

Переходя к определению износа покрытия, заметим, что закон из-
нашивания dW/dl = F (p) позволяет представить износ за ∆N = T−1∆t
циклов колебаний в виде ∆W (x,t) = F (p(x,t)) l1(x,t)T−1∆t, откуда с
помощью формального перехода ∆t → 0 и выражения (1.47) для l1(x,t)
можно получить уравнение кинетики изнашивания покрытия

Ẇ (x,t) ≡ −ḣ(x,t) = Φ(p(x,t),h(x,t)) ≡

≡ 4L

T
θ

(

1 − p(x,t)

p+(x,t)

)

F (p(x,t)) (1.48)

с начальным условием W (x,0) = 0 или h(x,0) = h0. Выражение для
Φ(p(x,t),h(x,t)) в этом уравнении получается, если учесть определение
(1.43) функции p+(x,t). Равенства (1.40) и (1.48) совместно с условием
равновесия (1.41) образуют систему уравнений процесса изнашивания
покрытия при фреттинге.

Эти уравнения позволяют получить и уравнение эволюции давле-
ния. Действительно, следуя процедуре вывода соотношения (1.16), про-
дифференцируем условие контакта (1.40) по t, принимая во внимание
уравнение (1.48), после чего проинтегрируем полученное равенство по
x ∈ [−a,a] с учетом условия равновесия (1.41) при Q = const. В резуль-
тате можно прийти к уравнению эволюции давления

ṗ(x,t) =
1

Bh(x,t)

[

ϕ̄(t) − ϕ
(

p(x,t),h(x,t)
)

]

, (1.49)

в котором ϕ(p,h) = Φ(p,h)(1 − Bp), ϕ̄(t) = ϕ
(

p(x̄, t),h(x̄, t)
)

, x̄ ∈ [−a,a].
Уравнение (1.49) позволяет выполнить качественный анализ процес-
са изнашивания покрытия так же, как это было сделано в разде-
лах 2.1.2, 2.1.3 на основе уравнений (1.16), (1.26).
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Условие контакта (1.40) при W (x,0) = 0 дает следующее выражение
для начального распределения давления: p0(x) ≡ p(x,0) = (Bh0)

−1[δ(0) −
− g(x)]. Исключая с помощью условия равновесия (1.41) из последнего
равенства величину δ(0), получим выражение

p0(x) = p̄ +
1

Bh0
[ḡ − g(x)], (1.50)

причем

p̄ =
1

2a

a
∫

−a

p0(x)dx =
1

2a

a
∫

−a

p(x,t)dx =
Q

2a
, ḡ =

1

2a

a
∫

−a

g(x)dx.

Пример. В случае плоского индентора (g(x) ≡ 0) функции W (x,t),
h(x,t), p(x,t) от x не зависят, поэтому условие равновесия (1.41) сразу
дает p(x,t) = p̄. Для обеспечения условия (1.45) проскальзывания ин-
дентора по покрытию при t = 0 положим p̄ < p+(0) = GL/(µh0). Тогда
по мере уменьшения толщины покрытия h условие (1.45) будет оста-
ваться справедливым, обеспечивая следующий вид уравнения (1.48) ки-
нетики изнашивания покрытия:

Ẇ (t) =
4L

T
F (p̄)

[

1 − µp̄

GL
(h0 − W (t))

]

.

Его решение экспоненциально зависит от времени:

W (t) = h0

(

GL

µp̄h0
− 1

)

(eλt − 1), λ =
4Lµp̄F (p̄)

GLT
. (1.51)

Проскальзывание за один цикл, согласно (1.47), определяется формулой

l1(x,t) = 4L
[

1 − µp̄

GL
(h0 − W (t))

]

. (1.52)

Если вместо деформационного соотношения (1.2) использовать соот-
ношение (1.1), не учитывающее износное изменение толщины покрытия,
то в рассматриваемом случае плоского индентора можно прийти к сле-
дующему уравнению кинетики изнашивания покрытия

Ẇ (t) =
4L

T
F (p̄)

[

1 − µp̄h0

GL

]

.

Его решение линейно по времени:

W (t) = h0

(

GL

µp̄h0
− 1

)

λt. (1.53)
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Зависимости (1.51) и (1.53) близки друг к другу на начальном этапе
изнашивания, когда λt ≪ 1, после чего их различие становится значи-
тельным. Это обстоятельство свидетельствует о важности учета износ-
ного изменения толщины покрытия в модели Винклера (1.2).

Численный анализ. Введем в рассмотрение объемную скорость износа
Ṡ и среднее проскальзывание l̄1 за цикл:

Ṡ(t) =
a
∫

−a

Ẇ (x,t)dx =
a
∫

−a

Φ(p(x,t),h(x,t))dx,

l̄1(t) =
1

2a

a
∫

−a

l1(x,t)dx.
(1.54)

При записи второго равенства в (1.54) было принято во внимание урав-
нение (1.48). Для характеристики степени износа, как и прежде, будем
использовать отношение WM (t)/h0.

Численное решение уравнений (1.40), (1.41), (1.48) строилось на
основе явной численной схемы для симметричного параболического
индентора (g(x) = kx2) и линейного закона изнашивания F (p) = αp,
при этом полагалось: a = 1 см, h = 1 мм, G = 1 ГПа, T = 1 с, µ = 0,1,
α = 5 · 10−13 Па−1. Если специально не оговорено, то ak = 0,714 · 10−2.

Рис. 2.16. Зависимости начальной объемной скорости износа Ṡ0 (1) и начального
среднего проскальзывания за цикл l̄10 (2) от среднего давления. Штриховые линии
соответствуют случаю первоначально плоского индентора

Рис. 2.17. Зависимость начальной объемной скорости износа от среднего давления
при повышенной амплитуде колебаний индентора

На рис. 2.16 изображены расчетные зависимости величин Ṡ0 = Ṡ(0)
и l̄10 = l̄1(0) от среднего давления p̄ при L/h0 = 0,06, тогда как рис. 2.17
представляет зависимость Ṡ0 от p̄ при более высокой амплитуде колеба-
ний индентора L/h0 = 0,3. Штриховые линии на рисунках соответству-
ют случаю первоначально плоского индентора (g(x) ≡ 0) и рассчитаны
по формулам (1.51), (1.52). Отметим, что на рис. 2.16 и рис. 2.17 сплош-
ные кривые начинаются только со значений p̄/G = 0,167, т.к. при более
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низких удельных нагрузках контакт выпуклого индентора с покрытием
нарушается в окрестностях концов области контакта.

Уменьшение проскальзывания с ростом давления, показанное на
рис. 2.16, определяется формулой (1.47) и объясняется соответствую-
щим возрастанием доли упругого смещения поверхности покрытия в
амплитуде L кинематического смещения индентора. Согласно уравне-
нию (1.48), немонотонный характер зависимости Ṡ0 от p̄ (рис. 2.16) свя-
зан со снижением скорости износа при достаточно больших значениях p̄,
и это также связано с вышеупомянутым уменьшением проскальзывания
на контакте. Монотонный же характер кривой на рис. 2.17 объясняется
смещением максимума зависимости Ṡ0 от p̄ за пределы рассматривае-
мого диапазона средних давлений при больших значениях L.

Немонотонная зависимость скорости износа от нагрузки (удельно-
го давления), аналогичная изображенной на рис. 2.16, подтверждается
экспериментами [50, 67]. В работе [67] также было экспериментально
установлено существование линейно убывающей зависимости проскаль-
зывания от нагрузки, причем соответствующий график пересекает ось
абсцисс вблизи второго нуля зависимости скорости износа от нагрузки
(ср. с рис. 2.16). Подобные экспериментальные результаты связывают-
ся в [67] с уменьшением проскальзывания при больших нагрузках. В
свою очередь, уменьшение проскальзывания объясняется эффектом по-
глощения кинематического движения элементов исследуемой системы
их упругими деформациями, что вполне соответствует полученным вы-
ше теоретическим результатам.

Рис. 2.18. Зависимость начальной объемной скорости износа от среднего дав-
ления при различной жесткости покрытия (первоначально плоский индентор):
G = 1 ГПа (1), G = 4 ГПа (2)

Рис. 2.19. Зависимости начальной объемной скорости износа от амплитуды колеба-
ний индентора

Смещение максимума зависимости Ṡ0 от p̄ за пределы рассматрива-
емого диапазона средних давлений имеет место также при увеличении
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модуля сдвига G, о чем свидетельствуют результаты расчетов, представ-
ленные на рис. 2.18. Подобное изменение зависимости скорости износа
от давления было обнаружено экспериментально для стали при увели-
чении ее твердости [64].

На рис. 2.19 изображены расчетные зависимости начального значе-
ния объемной скорости износа Ṡ0 от амплитуды L колебаний индентора
при p̄/G = 0,253, причем штриховые линии, как и прежде, соответству-
ют случаю первоначально плоского индентора. Нулевые значения Ṡ0 при
малых амплитудах L имеют место здесь в силу уравнения (1.48), правая
часть которого при условии L · G/(µh) ≡ p+ < p равна нулю. При таких
значениях L, согласно (1.47), имеет место чисто упругое (без проскаль-
зывания) касательное перемещение поверхности покрытия. Отсутствие
износа для малых амплитуд колебаний установлено эксперименталь-
но [50, 60], причем в работе [50] подобное поведении износа объясня-
ется наличием чисто упругого деформирования трущихся элементов при
малых амплитудах их колебаний.

Расчет эволюции давления и износа проводился при двух значениях
начальной кривизны индентора: ak = 1,357 · 10−2 —большая кривизна
и ak = 0,286 · 10−2 —малая кривизна. Рис. 2.20 и рис. 2.21 демонстри-
руют изменение во времени давления и износа при одинаковых среднем
давлении p̄ = 0,329G и амплитуде L = 0,07h0 (в силу симметрии задачи
изображены только половины эпюр).

Рис. 2.20. Эпюры давления (а) и износа (б) в различные моменты изнашивания:
WM/h0 = 0 (1); 0,156 (2); 0,286 (3); 0,391 (4); 0,660 (5). Случай большой кривизны
индентора

Показанный на рис. 2.20 характер изменения эпюры давления во вре-
мени объясняется на основе уравнения (1.49) тем, что при немонотонной
зависимости Φ(p,h) от p на участках области контакта с высокими зна-
чениями давления оказывается возможным его неограниченный рост
(раздел 2.1.2). При таком росте превышение давлением p(x,t) значения
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p+(x,t) приводит, согласно (1.48), к прекращению износа в соответству-
ющем месте (в центре) области контакта, что отражается в поведении
износа, показаном на рис. 2.20. В случае малой кривизны индентора
и, соответственно, умеренных значений давления (при том же среднем
давлении p̄), имеет место установившийся режим, при котором эпюра
давления с течением времени выравнивается:

p(x,t) → ps(x) =
Q

2a
, t → ∞,

а износ монотонно возрастает по всей области контакта (рис. 2.21).

Рис. 2.21. Эпюры давления (а) и износа (б) в различные моменты изнашивания:
WM/h0 = 0 (1); 0,181 (2); 0,594 (3). Случай малой кривизны индентора

Представленные результаты свидетельствуют о существенном влия-
нии величины нагрузки и геометрии индентора на кинетику изнашива-
ния покрытия при фреттинге.

2.1.6. Расчет износа при изменяющейся области контакта

В работе [6] предложен метод расчета износа покрытия при изменяю-
щейся области контакта, который допускает произвольный закон изна-
шивания, но предполагает, что профиль изношенной поверхности опи-
сывается дугой окружности. Использование асимптотических методов
позволяет рассчитать начальную стадию процесса изнашивания покры-
тия в радиальном подшипнике скольжения в случае степенной зависи-
мости скорости износа от давления [25]. При линейном законе изнаши-
вания решение задачи для покрытия с изменяющейся областью контакта
может быть получено в аналитическом виде [10].

Ниже описывается метод расчета процесса изнашивания покрытия в
направляющей скольжения с изменяющейся областью контакта и ради-
альном подшипнике скольжения. Данный метод позволяет использовать
произвольный закон изнашивания и допускает эффективную численную
реализацию.
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Основание с прямолинейной границей (направляющая сколь-
жения). Рассмотрим изнашивание гладким цилиндрическим инденто-
ром симметричной формы тонкого упругого покрытия, сцепленного с
жестким основанием (рис. 2.22) [37]. Движение индентора происходит
вдоль его образующей с постоянной по величине скоростью V под дей-
ствием нагрузки Q, которая направлена вдоль оси y и может зависеть
от времени.

Cистему координат расположим так, как это показано на рис. 2.22,
направив ось x перпендикулярно образующей индентора вдоль поверх-
ности покрытия. Форма индентора описывается уравнением y = g(x), в
котором заданная функция g(x) является четной и монотонно возраста-
ющей при x > 0. Область контакта, как и прежде, представим отрезком
x ∈ [−a,a] оси x. Связь перемещения v поверхности покрытия вдоль оси
y с давлением p зададим равенством (1.2), а закон изнашивания примем
в виде (1.10).

В процессе изнашивания наряду с изменением толщины покрытия
будет происходить изменение размера a(t) области контакта с некоторой

Рис. 2.22. Взаимодействие индентора с по-
крытием

скоростью Υ(t) = da(t)/dt. При-
нимая во внимание наложен-
ные на форму индентора огра-
ничения, можно считать, что
область контакта монотонно
растет от некоторого начально-
го значения a0 = a(0) до пре-
дельного a∗ = a(t∗), где t∗ —
время полного изнашивания
покрытия в некоторй точ-
ке. Тогда, в силу монотон-
ности функции a(t), суще-
ствует обратная к ней функ-
ция t(a), а также справедли-
вы равенства W (±a(t), t) = 0,
h(±a(t), t) = h0. Наличие одно-

значной функции t(a) позволяет использовать величину a в качестве
временно́го параметра. Целесообразность перехода от реального време-
ни t к величине a будет пояснена ниже.

При замене t → a имеем: ∂W (x,t)/∂t = Υ(a)∂W (x,a)/∂a, поэтому,
используя в равенствах (1.2), (1.10) для обозначения функций прежние
символы, получим:

v(x,a) = −Bh(x,a)p(x,a), (1.55)

∂W (x,a)

∂a
≡ −∂h(x,a)

∂a
=

1

Υ(a)
F

(

p(x,a)
)

,

h(x,a0) = h0, h(±a,a) = h0,

(1.56)
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при этом реальное время определяется выражением

t(a) =

a
∫

a0

db

Υ(b)
. (1.57)

Отметим, что в случае возрастающей области контакта закону изна-
шивания можно придать интегральный вид

W (x,a) = h0 − h(x,a) =

a
∫

ψ(x)

F
(

p(x,b)
) db

Υ(b)
, x ∈ [−a,a], (1.58)

где

ψ(x) =



















−x, x < −a0,

a0, x ∈ [−a0,a0],

x, x > a0.

К соотношениям (1.55), (1.56) следует добавить условия контакта и
равновесия:

−v(x,a) + W (x,a) = δ(a) − g(x), x ∈ [−a,a], (1.59)

Q
(

t(a)
)

=

a
∫

−a

p(x,a)dx, (1.60)

причем Q(t)—известная зависимость внешней нагрузки от времени.
Функция δ(a) характеризует внедрение индентора.

Для гладкого индентора и возрастающей области контакта
v(±a,a) = W (±a,a) = 0, поэтому из (1.59) следует равенство
δ(a) = g(a), при этом само условие контакта (1.59) принимает вид

−v(x,a) + W (x,a) = g(a) − g(x) ≡ d(x,a), x ∈ [−a,a]. (1.61)

Если заменить перемещение v(x,a) в условии контакта (1.61) правой ча-
стью (1.55), то можно прийти к следующему выражению для давления:

p(x,a) =
h(x,a) − h0 + d(x,a)

Bh(x,a)
, x ∈ [−a,a], (1.62)

при котором условие равновесия (1.60) принимает вид равенства

Q
(

t(a)
)

=
1

B

a
∫

−a

h(x,a) − h0 + d(x,a)

h(x,a)
dx. (1.63)
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Равенство (1.63) позволяет найти выражение для скорости роста раз-
мера области контакта Υ. Для этого продифференцируем (1.63) по a и
заменим производную −∂h(x,a)/∂a правой частью закона изнашива-
ния (1.56). В результате можно получить искомое выражение

Υ(a) =
J1(a)

J2(a)
, (1.64)

в котором

J1(a) =
a
∫

−a

F
(

p(x,a)
)

h(x,a)

[

1 − Bp(x,a)
]

dx + BQ̇
(

t(a)
)

,

J2(a) = g′(a)
a
∫

−a

dx

h(x,a)
,

Q̇(t) = dQ(t)/dt— скорость изменения нагрузки.

Замечание 1. При условии монотонного возрастания размера области
контакта a скорость Υ(a) должна быть положительной, поэтому поло-
жительным должен быть и второй сомножитель в правой части (1.64).
Это требование накладывает ограничения на скорость изменения на-
грузки Q(t). В частности, оно выполняется, если нагрузка растет со
временем: Q̇(t) > 0.

Равенства (1.56), (1.57), (1.62), (1.64) образуют систему уравнений
для нахождения неизвестных функций h(x,a), p(x,a), Υ(a), t(a), опи-
сывающих процесс изнашивания покрытия.

Определим начальный размер a0 = a(0) области контакта, положив в
равенстве (1.63) a = a0, h(x,a0) = h0, Q0 = Q(0). В результате получим
следующее уравнение для a0:

BQ0h0 = 2a0g(a0) −
a0
∫

−a0

g(x)dx. (1.65)

Для нахождения предельного размера a∗ области контакта заме-
тим, что полное изнашивание покрытия при наложенных на функцию
g(x) ограничениях может произойти только в точке x = 0. Действи-
тельно, если в некоторой точке x̃ покрытие полностью износилось, то
v(x̃,a∗) = 0, W (x̃,a∗) = h0, и из условия контакта (1.61) вытекает ра-
венство h0 = g(a∗)−g(x̃). Если в этом равенстве x̃ 6= 0, то для четной и
монотонно возрастающей по x > 0 функции g(x) имеем: h0<g(a∗)−g(0),
что противоречит условию контакта индентора с покрытием. Таким об-
разом, значение a∗ размера области контакта при полном изнашивании
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покрытия удовлетворяет уравнению

g(a∗) − g(0) = h0. (1.66)

Опишем в общих чертах метод численного решения системы урав-
нений (1.56), (1.57), (1.62), (1.64). Перейдем к безразмерной коор-
динате X=x/a и соответствующим ей функциям H(X,a) = h(Xa,a),
P (X,a) = p(Xa,a). Тогда левая часть закона изнашивания (1.56) преоб-
разуется следующим образом:

∂h(x,a)

∂a
=

dh(x,a)

da

∣

∣

∣

∣

x=const

=
d

da
H(x/a,a)

∣

∣

∣

∣

x=const

=

=
∂H(X,a)

∂a
− X

a

∂H(X,a)

∂X
,

а само уравнение (1.56) можно записать в виде

∂H(X,a)

∂a
− X

a

∂H(X,a)

∂X
= − 1

Υ(a)
F

(

P (X,a)
)

(1.67)

с начальными и граничными условиями H(X,a0) = h0, H(±1,a) = h0.
Схема расчетов основана на интегрировании данного уравнения в част-
ных производных методом пошагового движения вдоль характеристик
с учетом начальных и граничных условий [24], а также соотноше-
ний (1.57), (1.62), (1.64). А именно, по известным (на первом ша-
ге— из начальных условий) значениям a, t, H(X,a), P (X,a) и задан-
ному приращению da аргумента a правая часть уравнения (1.67) опре-
деляет приращение значения функции H(X,a) вдоль характеристик
данного уравнения, которые представляют собой семейство гипербол
a = c/X (c—параметр семейства). Согласно соотношению (1.57) опре-
деляется приращение времени dt, а с помощью выражения (1.62) нахо-
дятся новые значения давления P (X,a + da). Значения a + da, t + dt,
H(X,a + da), P (X,a + da) служат исходными данными для следующе-
го шага по параметру a.

Пример 1. Численные расчеты были проведены для случая парабо-
лического индентора, постоянной нагрузки и линейного закона изнаши-
вания: g(x) = x2/(2R), Q(t) = const, F (p) = αp. Были приняты следую-
щие значения параметров задачи: h0 = 3 мм, B = 10−9 Па−1, R = 0,5 м,
Q = 4,4 · 105 Н/м, α = 10−15 м/(Па · с).

На рис. 2.23 представлены расчетные эпюры давления в различные
моменты изнашивания покрытия, при этом время его полного изнаши-
вания составляет t∗ ≃ 4,9 · 105 с. Как видно из этого рисунка, в течение
промежутка времени, достаточно малого по сравнению с t∗, происходит
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выравнивание эпюры давления, поэтому с учетом условия равновесия
(1.60) можно записать

p(x,a) → Q

2a
, t → ∞, x ∈ (−a,a). (1.68)

Отметим, что в последнем соотношении исключаются концы области
контакта, где давление p(x,a) принимает нулевые значения.

Рис. 2.23. Эпюры давления для направляющей скольжения в различные моменты
изнашивания: t̃ ≡ t/t∗ = 0 (1); 0,018 (2); 0,088 (3); 0,3 (4). В силу симметрии задачи
изображены половины кривых

Замечание 2. В процессе изнашивания покрытия должно выполнять-
ся неравенство v(x,a) < h(x,a), которое при используемом деформа-
ционном соотношении (1.55) эквивалентно следующему: p(x,a) < B−1.
Выполнение одного из указанных неравенств должно контролировать-
ся при решении износоконтактной задачи. Но если допустить, что
max
x,a

p(x,a) = p(0,a0) (это видно из указанных на рис. 2.23 эпюр дав-

ления), то с помощью выражения (1.62) можно получить ограничение
на значения h0 и a0 в виде неравенства g(a0) − g(0) < h0, обеспечива-
ющего справедливость неравенства p(x,a) < B−1.

Пример 2. Пусть, как и прежде, индентор имеет параболическую
форму. Рассмотрим закон изнашивания, отвечающий смазанному кон-
такту, когда существует критическое значение p∗ такое, что при p < p∗
износ почти отсутствует (F (p) ∼ 0—жидкостное трение), а при p > p∗
функция F (p) монотонно возрастает (смешанное трение) [52]. Для срав-
нения рассмотрим также закон изнашивания с функцией F1(p) = αp,
которая при соответствующем подборе параметра α представляет собой
линейную аппроксимацию описанной выше функции F (p). Для обоих
законов производился расчет процесса изнашивания покрытия при двух
значениях нагрузки Q: 2,17 · 104 Н/м и 3,26 · 104 Н/м.
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На рис. 2.24 представлены расчетные зависимости скорости внедре-
ния индентора δ̇ от среднего давления p̄ = Q/(2a), убывающего в про-
цессе изнашивания. Сплошные кривые на этом рисунке отвечают слу-
чаю смазанного контакта при p∗ = 50 МПа, тогда как штриховой отре-
зок прямой отмечает участок расположения зависимостей δ̇(p̄) в случае
линейного закона изнашивания, причем этот участок одинаков для раз-
личных Q. Представленные на рис. 2.24 результаты свидетельствуют о
важности учета существующих особенностей закона изнашивания при
расчете контактных характеристик изнашиваемого сопряжения. Отме-
тим, что сплошные кривые на этом рисунке качественно совпадают с
экспериментальными данными, полученными в работе [52].

Рис. 2.24. Зависимости скорости внедрения от среднего давления в слу-
чае смазанного контакта (сплошные кривые) и при использовании линей-
ной аппроксимации соответствующего закона изнашивания (штриховая линия):
Q = 2,17 · 104 Н/м (1), Q = 3,26 · 104 Н/м (2)

Укажем теперь на преимущества, которые дает сделанный выше пе-
реход от реального времени t к временному параметру a. Прежде всего,
использование переменной a вместо t позволяет избавиться от неиз-
вестной функции a(t), определяющей область справедливости условия
контакта (1.62) и пределы интегрирования в условии равновесия (1.63).
Это существенно упрощает решение износоконтактной задачи. Кроме
того, при использовании реального времени t введение безразмерной
координаты X = x/a(t) преобразует закон изнашивания (1.56) в урав-
нение вида

∂H(X,t)

∂t
− Υ(t)

X

a(t)

∂H(X,t)

∂X
= −F

(

P (X,t)
)

.

Равенство dt = −a(t)[XΥ(t)]−1dX , определяющее характеристики
этого уравнения, содержит неизвестные функции a(t), Υ(t), в то время
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как при использовании временно́й переменной a семейство характери-
стик аналогичного уравнения (1.67) имеет вид a = c/X , что упрощает
процедуру интегрирования закона изнашивания.

Радиальный подшипник скольжения. Рассмотрим жесткое цилин-
дрическое основание (обойма подшипника), на поверхность которого
нанесено тонкое покрытие. Пусть жесткий неизнашиваемый вал, со-
вершающий вращение, прижимается к покрытию, вследствие чего оно
изнашивается (рис. 2.25). Нагрузку на вал, приходящуюся на единицу
его длины, обозначим через Q. Положение точек на поверхности покры-
тия будем задавать с помощью угловой координаты x, отсчитываемой
от направления действия нагрузки Q.

Рис. 2.25. Взаимодействие вала с покрытием в радиальном подшипнике скольжения

Радиальное перемещение v поверхности покрытия определим с по-
мощью зависимости (1.2). В качестве закона изнашивания возьмем ра-
венство (1.10) и предположим монотонное возрастание углового размера
a области контакта, что позволит перейти от реального времени t к ве-
личине a. Тогда соотношения (1.55), (1.56), (1.57) остаются в силе, за
исключением того, что теперь под a понимается угол контакта, x есть
угловая координата, а W —линейный износ в радиальном направлении.

Для подшипника скольжения имеют место следующие условия кон-
такта и равновесия [37]:

−v(x,a) + W (x,a) =
(

∆ + δ(a)
)

cosx − ∆, x ∈ [−a,a], (1.69)

Q
(

t(a)
)

= r

a
∫

−a

p(x,a)cosxdx. (1.70)
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В данных выражениях ∆ = R − r —радиальный зазор в подшипни-
ке, δ—внедрение вала, Q(t)—известная зависимость внешней нагрузки
от времени. Учитывая, что v(±a,a) = W (±a,a) = 0, получим из (1.69)
равенство δ(a) = ∆/cosa − ∆, которое позволяет представить условие
контакта (1.69) в виде

−v(x,a) + W (x,a) = ∆
(cosx

cosa
− 1

)

≡ d(x,a), x ∈ [−a,a]. (1.71)

Замена перемещения v(x,a) в условии контакта (1.71) правой частью
(1.55) дает следующее выражение для давления:

p(x,a) =
h(x,a) − h0 + d(x,a)

Bh(x,a)
, x ∈ [−a,a], (1.72)

с использованием которого условие (1.70) можно записать так:

Q
(

t(a)
)

=
r

B

a
∫

−a

h(x,a) − h0 + d(x,a)

h(x,a)
cosxdx. (1.73)

Посредством дифференцирования равенства (1.73) можно, как и
прежде, получить выражение для скорости Υ = da/dt роста углового
размера области контакта. Не ограничивая общности, ввиду отсутствия
принципиального отличия рассматриваемой задачи от предыдущей, по-
ложим нагрузку Q постоянной. В этом случае выражение для Υ будет
следующим:

Υ(a) =
J1(a)

J2(a)
, (1.74)

причем

J1(a) =
a
∫

−a

F
(

p(x,a)
)

h(x,a)

(

1 − Bp(x,a)
)

cosxdx,

J2(a) = ∆
sina

cos2 a

a
∫

−a

cos2 x

h(x,a)
dx.

Равенства (1.56), (1.72), (1.74) образуют систему уравнений для на-
хождения неизвестных функций h(x,a), p(x,a), Υ(a). Время t определя-
ется по формуле (1.57), причем в равенства (1.56), (1.72), (1.74) оно не
входит. Последнее обстоятельство позволяет для рассматриваемого слу-
чая Q = const описывать протекание процесса изнашивания покрытия с
помощью переменной a автономно от реального времени.

Начальный размер области контакта a0 находится из уравнения

Bh0Q0

r∆
=

a0

cosa0
− sina0, (1.75)
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которое получается, если в (1.73) положить a=a0, h(x,a0)=h0. Заме-
тим, что из условия v(x,a)<h(x,a), аналогично случаю направляющей

Рис. 2.26. Эпюры давления для радиаль-
ного подшипника скольжения в различ-
ные моменты изнашивания: t̃ ≡ t/t∗ =

= 0 (1); 0,013 (2); 0,057 (3); 0,37 (4)

скольжения, можно получить нера-
венство ∆/(h0+∆)<cosa0, кото-
рое накладывает ограничение на
выбор начальных значений a0 и h0.

Полагая в (1.71) v(0,a∗) =
= 0, W (0,a∗) = h0, придем к сле-
дующему выражению для предель-
ного размера области контакта:

a∗ = arccos
∆

∆ + h0
. (1.76)

Как и прежде, метод числен-
ного решения системы уравнений
(1.56), (1.72), (1.74) основывается
на переходе к безразмерной коор-
динате X = x/a. Получаемое в ре-

зультате дифференциальное уравнение в частных производных совпа-
дает с уравнением (1.67). Схема численного решения этого и других
уравнений задачи не имеет принципиальных отличий от схемы, рас-
смотренной выше для направляющей скольжения.

Пример. Расчеты проводились для линейного закона изнашивания
F (p) = αp и следующих значений параметров: h0 = 3 мм, B = 10−9 Па−1,
r = 60 мм, ∆ = 0,3 мм, Q = 6 · 105 Н/м, α = 10−15 м/(Па · с).

На рис. 2.26 представлены расчетные эпюры давления в различные
моменты изнашивания покрытия, при этом время его полного изнаши-
вания составляет t∗ ≃ 4,6 · 105 с. Здесь, в отличие от направляющей
скольжения, имеющей основание с прямолинейной границей, эпюра дав-
ления со временем не выравнивается, а принимает вид косинусоиды (за
исключением концов области контакта), так что с учетом условия рав-
новесия (1.70)

p(x,a) → Qcosx

r(a + sinacosa)
, t →∞, x ∈ (−a,a). (1.77)

Подобное поведение давления будет объяснено ниже в разделе 2.1.9.

2.1.7. Расчет износа неоднородного по глубине покрытия

Неоднородные покрытия, в частности, многослойные, широко исполь-
зуются в современной технике для эффективного снижения трения и
защиты поверхностей деталей от износа. При расчете износа неодно-
родного покрытия необходимо принимать во внимание изменение его
трибомеханических свойств по глубине.
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Постановка задачи и основные уравнения. Допустим, что в поста-
новке задачи первого пункта раздела 2.1.6 покрытие является неодно-
родным по глубине (рис. 2.27). В частности, это означает, что упругие
характеристики покрытия E, ν могут изменяться по глубине. Опишем
упрощенную процедуру нахождения деформационного соотношения,
связывающего давление p с перемещением v поверхности покрытия [42].

Рис. 2.27. Взаимодействие индентора с многослойным покрытием

Разобьем рассматриваемое покрытие на тонкие слои, в пределах
каждого из которых можно пренебречь изменением упругих характе-
ристик (рис. 2.27). Если пронумеровать эти слои, начиная от основания,
и обозначить через hi толщину i-го слоя, i = 1, . . . N , а через vi и
vi+1 —нормальные перемещения его нижней и верхней границ, то [3]

vi+1(x) − vi(x) = Bihiσyi(x), (1.78)

где Bi = (1 − 2νi)(1 + νi)[(1 − νi)Ei]
−1, Ei и νi —модуль Юнга и коэф-

фициент Пуассона i-го слоя, σyi —неизменное по глубине нормальное
напряжение в нем. Учитывая отсутствие скачков напряжения на грани-
цах раздела слоев, можно положить σyi(x) = −p(x). Кроме того, имеют
место равенства v0(x) ≡ 0 и vN (x) = v(x), первое из которых обусловле-
но асолютной жесткостью основания, а второе является следствием сде-
ланных определений. Суммирование соотношений (1.78) по i = 1, . . . N
с учетом трех последних равенств дает

v(x) = −B̄(x)h(x)p(x), B̄(x) =
1

h(x)

N
∑

i=1

Bihi. (1.79)

Выполняя в (1.79) предельный переход N →∞ и допуская возмож-
ность изменения толщины покрытия h, придем к следующему деформа-
ционному соотношению для неоднородного покрытия:

v(x,t) = −B̄(x,t)h(x,t)p(x,t), B̄(x,t) =
1

h(x,t)

h(x,t)
∫

0

B(y)dy, (1.80)
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в которых функция B(y) определяет значение величины
B = (1 − 2ν)(1 + ν)[(1 − ν)E]−1 для материала покрытия на расстоянии
y от основания. Отметим, что функция B̄(x,t) имеет смысл приведенной
податливости многослойного покрытия [2].

Как и прежде, предполагается, что характер изменения во времени
нагрузки Q на индентор обеспечивает монотонное увеличение размера
размера области контакта a, что позволяет выполнить переход от ре-
ального времени t к величине a текущего размера области контакта.
Однако закон изнашивания, в отличие от (1.56), следует здесь предста-
вить в виде

∂W (x,a)

∂a
≡ −∂h(x,a)

∂a
=

1

Υ(a)
F

(

p(x,a);h(x,a)
)

,

h(x,a0) = h0, h(±a,a) = h0,

(1.81)

при этом дополнительный аргумент h функции F учитывает изменение
износостойких свойств покрытия по глубине.

При деформационном соотношении (1.80) условие контакта примет
вид

B̄(x,a)h(x,a)p(x,a) + W (x,a) = g(a) − g(x), x ∈ [−a,a], (1.82)

тогда как условие равновесия сохраняет прежний вид (1.60).
Равенства (1.60), (1.81), (1.82) позволяют установить выражение для

скорости Υ(a) роста области контакта через текущие распределения
h(x,a) и p(x,a). Для этого продифференцируем условие контакта (1.82)
по a, заменим в полученном равенстве производную −ḣ(x,a) правой
частью (1.81), разрешим его относительно производной ṗ(x,a) и про-
интегрируем результат по x от −a до a. Согласно условию равновесия
(1.60), в полученном таким образом равенстве интеграл от ṗ(x,a) равен
Q̇

(

t(a)
)

/Υ(a) (т.к. p(±a,a) = 0), с учетом чего можно получить искомую
зависимость:

Υ(a) =
J1(a)

J2(a)
, (1.83)

в которой

J1(a) =
a
∫

−a

F
(

p(x,a);h(x,a)
)

B̄(x,a)h(x,a)

[

1 − B
(

h(x,a)
)

p(x,a)
]

dx + Q̇
(

t(a)
)

,

J2(a) = g′(a)
a
∫

−a

dx

B̄(x,a)h(x,a)
.

Подобные рассуждения по сути совпадают с выкладкам, проделанными
при выводе выражения (1.64) для скорости Υ(a) в случае однородного
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покрытия. Отметим, что для однородного покрытия полученное выра-

Рис. 2.28. Зависимость долговечности неод-
нородного покрытия от характера изменения
его износостойкости по глубине

жение (1.83) совпадает с (1.64).
Равенства (1.81) — (1.83) об-

разуют систему основных урав-
нений относительно неизвест-
ных функций h(x,a), p(x,a),
Υ(a). После их решения может
быть осуществлен переход от a
к реальному времени t соглас-
но выражению (1.57).

Начальный размер a0 обла-
сти контакта определялся по
формуле

a0 =





3

2
QR

h0
∫

0

B(y)dy





1/3

,

которую несложно получить для неизношенного покрытия из условий
контакта и равновесия.

Из физических соображений |v| < h, поэтому использование соотно-
шения (1.80) допустимо при условии B̄(x,a)p(x,a) < 1.

Численный анализ. Расчет процесса изнашивания неоднородного по-
крытия был выполнен для параболического штампа: g(x) = x2/(2R) с
использованием явной разностной схемы [24] при следующих исход-
ных данных: h0 = 3 мм, R = 5 м, Q = 107 Н/м, F (p;h) = α(h)pw(p/pw)γ,
γ = 2, pw = 1 ГПа. Зависимости B(y) и α(y) принимались линейными:

B(y) = (B+ − B−)
y

h0
+ B−, α(y) = (α+ − α−)

y

h0
+ α−,

где B− = B(0), B+ = B(h0), α− = α(0), α+ = α(h0)— граничные зна-
чения функций B(y) и α(y).

На рис. 2.28 сплошная линия соответствует зависимости времени
полного изнашивания t∗ (долговечности) покрытия от параметра α+ при
B+ = 5 · 10−10 Па−1, B− = 10−10 Па−1, α− = 10−13 м/(Па · с). Пунк-
тирная линия отвечает долговечности покрытия, если поменять поря-
док изменения свойств покрытия по глубине на обратный, т.е. произве-
сти замену B− ⇆ B+ и α− ⇆ α+. Этот результат свидетельствует о
заметном влиянии на долговечность неоднородного покрытия порядка
расположения в нем слоев с различными износостойкими и упругими
свойствами.

2.1.8. Изнашивание покрытия сферическим индентором

Подвижный контакт сферического индентора с плоским основанием ча-
сто встречается в установках для трибоиспытаний материалов. Расчет
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процесса изнашивания такого сопряжения и, в частности, расчет эволю-
ции давления, имеет значение для корректной интерпретации результа-
тов испытаний на износ.

Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим процесс изна-
шивания упругого покрытия, связанного с жестким прямолинейным ос-
нованием, жестким сферическим индентором радиуса R (рис. 2.29) [43].
Индентор скользит по покрытию без отклонения от заданной траек-
тории, совершая возвратно-поступательное движение с постоянной по
величине скоростью V (скольжение по «старому следу»). Систему ко-
ординат x,y,z свяжем с индентором, как это показано на (рис. 2.29).
Нормальная нагрузка P на индентор полагается постоянной, что позво-
ляет считать размер a(t) области контакта вдоль оси x возрастающим
во времени.

Рис. 2.29. Взаимодействие индентора с покрытием: а—вид по направлению движе-
ния индентора; б—вид сверху

Предположим, что процесс изнашивания покрытия описывается за-
коном (1.10) и носит медленный характер, т. е. износ за один проход ин-
дентора пренебрежимо мал по сравнению с толщиной покрытия. Учиты-
вая это, будем представлять изношенный участок покрытия цилиндри-
ческой канавкой ширины a(t), профиль которой определяется функцией
z = h(x,t) = h0 − W (x,t), при этом аргумент t приписывается началу
прохода индентора. Обозначим через p(x,y,t) распределение давления
по области контакта, размер которой в направлении скольжения инден-
тора (вдоль оси y) обозначим через b(x,t) (рис. 2.29). Тогда, согласно
закону изнашивания (1.10), приращение износа покрытия от участка
эпюры давления длины dy есть dW = F (p)dt = F (p)dy/V , поэтому
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износ δW за один проход индентора составит

δW (x,t) =
1

V

b(x,t)
∫

−b(x,t)

F
(

p(x,y,t)
)

dy ≡ F(x,t). (1.84)

Величина δW может интерпретироваться как скорость износа по
числу проходов индентора, поэтому при условии что δW много меньше
суммарного износа, можно записать n0·δW = ∂W/∂t, где n0 —частота
проходов индентора по покрытию.

С учетом последнего равенства, из соотношения (1.84) следует урав-
нение кинетики изнашивания:

Ẇ (x,t) = n0F(x,t). (1.85)

Аппроксимация поверхности индентора параболоидом вращения
z = k(x2 + y2), k = (2R)−1 позволяет прийти к следующему выражению
для перемещения v поверхности покрытия вдоль оси z:

v(x,y,t) = −k
(

b2(x,t) − y2
)

, (1.86)

причем
b(x,t) =

√

a2(t) − x2 − k−1W (x,t). (1.87)

Для определения давления воспользуемся деформационным соотно-
шением (1.2). Подстановка выражения (1.86) в это соотношение позво-
ляет записать равенство

p(x,y,t) =
k
(

b2(x,t) − y2
)

Bh(x,t)
. (1.88)

Имеет место также условие равновесия индентора

P =

a(t)
∫

−a(t)

dx

b(x,t)
∫

−b(x,t)

p(x,y,t)dy, (1.89)

которое с учетом выражения (1.88) для давления принимает вид

P =
8k

3B

a(t)
∫

0

b3(x,t)

h(x,t)
dx =

8

3

a(t)
∫

0

b(x,t)p(x,0, t)dx. (1.90)

Определим скорость Υ роста размера a области контакта. Для этого,
принимая во внимание выражение (1.87) для b и постоянство нагрузки
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P , продифференцируем первое равенство (1.90) по t. Из полученного
таким образом равенства вытекает следующее выражение:

Υ(t) =
J1(t)

J2(t)
, (1.91)

в котором

J1(t) =
a(t)
∫

0

Ẇ (x,t)
b(x,t)

h(x,t)

[

1 − 2

3
Bp(x,0, t)

]

dx,

J2(t) = 2ka(t)
a(t)
∫

0

b(x,t)

h(x,t)
dx,

производная Ẇ определяется согласно (1.85).

Рис. 2.30. Эпюры давления (сверху) и формы
области контакта (снизу) в различные момен-
ты изнашивания: t = 0 с (1); 0,16 · 105 c (2);
1,5 · 105 c (3); 2,95 · 105 c (4); 3,45 · 105 c (5)

Равенства (1.85), (1.87),
(1.88), (1.91), совместно с на-
чальными и граничными усло-
виями h(x,0) = h(±a(t), t) = h0

описывают процесс изнашива-
ния покрытия сферическим ин-
дентором.

Если в условии равновесия
(1.90) взять следующие значе-
ния величин b и h в началь-
ный момент времени: b(x,0) =

=
√

a2
0 − x2, h(x,0) = h0, то для

начального значения размера
области контакта a0 можно по-
лучить формулу

a0 =

(

2PBh0

πk

)1/4

. (1.92)

В случае линейного за-
кона изнашивания F (p) = αp
уравнение (1.85) существен-
но упрощается. Действитель-
но, подстановка выражения
для давления (1.88) в правую
часть (1.85) и взятие соответ-
ствующего интеграла при ли-
нейной функции F (p) дает сле-
дующий результат:

Ẇ (x,t) = α1b(x,t)p(x,0, t), α1 =
4αn0

3V
. (1.93)
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Численный анализ. Процесс изнашивания покрытия рассчитывал-
ся при линейном законе изнашивания F (p) = αp путем численного
решения уравнений (1.87), (1.88), (1.91), (1.93) с использованием яв-
ной разностной схемы [24]. Были приняты следующие значения па-
раметров задачи: h0 = 1 мм, R = 1 см, P = 200 Н, B = 10−9 Па−1,
α1 = 10−13 (Па·с)−1.

На рис. 2.30 представлены расчетные эпюры давления в сечении
y = 0 и формы области контакта в различные моменты времени. Об-
ращает на себя внимание тот факт, что, начиная с некоторого момента
времени, уменьшение максимального давления сменяется его возраста-
нием. Объяснение подобному поведению давления, как и представлен-
ным на рис. 2.30 формам области контакта, будет дано ниже.

Расчеты показывают, что скорость износа покрытия выравнивается
по координате x (за исключением концов x = ±a):

Ẇ (x,t) → Is(t), t → ∞, x ∈ (−a(t),a(t)), (1.94)

где Is(t)—некоторая функция. Об этом свидетельствует представлен-
ная на рис. 2.31 расчетная зависимость от времени величины χ, опре-
деляющей степень равномерности распределения скорости износа по
координате x:

χ(t) =
1

2a(t)I(t)

a(t)
∫

−a(t)

∣

∣

∣Ẇ (x,t) − I(t)
∣

∣

∣dx,

I(t) =
1

2a(t)

a(t)
∫

−a(t)

Ẇ (x,t)dx.

(1.95)

Следуя использованной выше терминологии, стадия изнашивания с
малыми значениями величины χ будет называться установившимся ре-
жимом, а сама величина χ будет использоваться в качестве характери-
стики точности установившегося режима.

Расчет изнашивания на стадии установившегося режима. Прини-
мая во внимание достаточно быстрый выход процесса изнашивания на
стадию установившегося режима (рис. 2.31), положим вместо (1.94)

Ẇs(x,t) = Is(t), t > 0, x ∈ (−a(t),a(t)). (1.96)

Это позволит получить приближенное аналитическое описание процесса
изнашивания покрытия. Здесь и далее индексом s отмечаются величи-
ны, соответствующие такому описанию.
Сравнение правых частей (1.93) и (1.96) позволяет получить равенство

Is(t) = α1b(x,t)p(x,0, t), (1.97)
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интегрируя которое по x от 0 до a(t) с учетом условия равновесия (1.90),
можно прийти к следующему уравнению кинетики изнашивания покры-
тия при установившемся режиме:

Ẇs(x,t) =
3α1P

8a(t)
, x ∈ (−a(t),a(t)), t > 0. (1.98)

Отметим, что независимость правой части (1.98) от x не означа-
ет постоянства износа Ws(x,t) на стадии установившегося режима,
т. к. размер области контакта a(t) возрастает. Приравнивая правые части
равенств (1.97) и (1.98), получим еще одну формулу:

ps(x,0, t) =
3P

8a(t)b(x,t)
. (1.99)

Дальнейшее изложение будем вести, считая давление малым, т. е.
Bp ≪ 1. В этом случае замена производной Ẇ в выражении (1.91) пра-

Рис. 2.31. Зависимость точности χ
установившегося режима от времени
t̃ = t/t∗ (t∗ —время полного изнаши-
вания покрытия)

вой частью (1.98) позволяет получить
следующее выражение для скорости
роста размера a области контакта при
установившемся режиме:

Υs(t) =
3α1P

16ka2(t)
, (1.100)

интегрирование по времени дает

as(t) = a0

(

1 +
9α1P

16ka3
0

t

)1/3

. (1.101)

Найдем теперь приближение bs(x,t)
для размера b(x,t) области контакта. С
этой целью исключим из правой части
выражения (1.88) с помощью соотно-

шения (1.87) функцию h(x,t) = h0 − W (x,t) и приравняем полученное
выражение для давления правой части (1.99). Полагая затем b(x,t) =
= bs(x,t), придем к кубическому уравнению для bs(x,t) следующего
вида:

b3
s(x,t) + λ1(t)b

2
s(x,t) + λ2(x,t) = 0,

где

λ1(t) = −3BP (8a(t))−1 ,

λ2(x,t) = −3BP (8ka(t))
−1 [

h0 − k(a2(t) − x2)
]

.
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Данное уравнение имеет единственный действительный корень [7]

bs(x,t) =

(

−1

2
q(x,t) +

√

D(x,t)

)1/3

+

+

(

−1

2
q(x,t) −

√

D(x,t)

)1/3

+
BP

8a(t)
, (1.102)

причем

q(x,t) =
2

27
λ3

1(t) + λ2(x,t),

D(x,t) =
1

27k

[

h0 − k(a2(t) − x2)
]

λ4
1(t) +

1

4
λ2

2(x,t).

Из определений функций λ1, λ2, q, D и выражения (1.102) следует,
что зависимость величины bs от времени t целиком определяется раз-

Рис. 2.32. Изменение максимального из-
носа WMs во времени t согласно расчету
(сплошная линия) и по формуле (1.103)
(штриховая линия)

мером a(t) области контакта. Это
позволяет непосредственно срав-
нить величину bs с графиками на
рис. 2.30 и убедиться в том, что
выражение (1.102) достаточно хо-
рошо описывает размер области
контакта b на стадии установив-
шегося режима (за исключением
концов x = ±a(t)).

Равенства (1.98) — (1.102) поз-
воляют получить выражение для
износа Ws(x,t). Например, пола-
гая

WM (t) ≡ max
x∈[−a(t),a(t)]

W (x,t) =

= W (0, t)

и интегрируя (1.98) с учетом (1.101), можно получить следующую фор-
мулу:

WMs(t) = ka2
0

[

(

1 +
9α1P

16ka3
0

t

)2/3

− 1

]

. (1.103)

Рис. 2.32, на котором изображено изменение во времени максималь-
ного по области контакта износа, свидетельствует о хорошей точности
формулы (1.103).

Для нахождения распределения износа Ws(x,t) на стадии устано-
вившегося режима следует взять размер области контакта a в качестве
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временного параметра и воспользоваться интегральной формой (1.58)
закона изнашивания, положив в ней F (p(x,a)) = Is(a) и Υ(a) = Υs(a).

Замечание. Проделанные выкладки касались случая прямолинейно-
го движения индентора. Однако все вышеизложенное непосредственно
переносится на случай движения индентора по окружности, если радиус
последней намного превосходит размеры области контакта.

2.1.9. Установившийся режим как основа приближенного рас-
чета износа

В предыдущих разделах процесс изнашивания покрытия рассчитывался
путем непосредственного решения основных уравнений износоконтакт-
ной задачи. Было обнаружено свойство этого процесса при определен-
ных условиях выходить на установившийся режим, когда давление стре-
миться принять установившееся распределение. В техническом аспекте
установившийся режим можно интерпретировать как макроприработку
(притирку) подвижного контакта [56].

Зная установившееся распределение, можно дать приближенное опи-
сание процесса изнашивания без непосредственного решения основных
уравнений задачи. В частности, может быть определено время полного
изнашивания (долговечности) покрытия. Пример такого описания при-
веден в разделе 2.1.8 применительно к изнашиванию покрытия сфе-
рическим индентором. Ниже, в предположении существования устано-
вившегося режима, будет выполнен приближенный расчет изнашива-
ния покрытия в направляющей скольжения и радиальном подшипнике
скольжения.

Общие положения. Согласно полученным выше результатам (разделы
2.1.2, 2.1.3, 2.1.4, 2.1.6), при определенных условиях процесс изнашива-
ния покрытия выходит на установившийся режим, и давление стремится
принять известное распределение ps(x,t). Примерами такого поведения
давления служат соотношения (1.20), (1.68), (1.77):

p(x,t) → Q

2a
≡ p̄ = const, p(x,t) → Q

2a(t)
≡ p̄(t),

p(x,t) → Qcosx

r[a(t)+sina(t)cosa(t)]
, (1.104)

иллюстрируемые рисунками рис. 2.4, рис. 2.23, рис. 2.26. Здесь и далее
запись p(x,t) → ps(x,t) для функций p(x,t) и ps(x,t), определенных при
x ∈ [−a(t),a(t)], означает, что для каждого фиксированного
x ∈ (−a(t),a(t)) происходит сближение значений p(x,t) и ps(x,t) при
t → ∞. Следуя принятой выше терминологии, распределение ps(x,t) бу-
дет называться установившимся.

Для описания точности χ установившегося режима выше использо-
вались различные определения (формулы (1.19), (1.29), (1.95)). В допол-
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нение к ним можно использовать величину

χ(t) =
1

Q

a(t)
∫

−a(t)

|p(x,t) − ps(x,t)|dx, (1.105)

характеризующую интегральную близость функций p(x,t) и ps(x,t). На
рис. 2.33 в качестве примера показана зависимость такой величины от
времени для случая, представленного на рис. 2.4 (направляющая сколь-
жения), при этом в качестве безразмерного времени выступает вели-
чина t̃ = t/t∗, где t∗ —время полного изнашивания покрытия. Обраща-
ет на себя внимание резкое уменьшение величины χ в процессе изна-
шивания— например, значение χ = 0,05 достигается уже при времени
t ≃ 0,2 t∗.

Формально можно считать, что процесс изнашивания покрытия на-
ходится на стадии установившегося режима, если величина χ ти-
па (1.105) оказывается меньше некоторого наперед заданного малого
значения χs.

Сформулируем правила нахождения установившегося распределе-
ния ps(x,t) при изнашивании покрытия симметричным цилиндрическим
индентором под действием постоянной нагрузки Q. Примером такого
подвижного сопряжения является рассмотренная в разделе 2.1.6 направ-
ляющая скольжения.

Если область контакта не изменяется, то установившееся распреде-
ление давления является стационарным: p(x,t) → ps(x) (например, пер-

Рис. 2.33. Зависимость точности χ

установившегося режима от времени

вое соотношение (1.104)). Подоб-
ное поведение давления присуще
различным постановкам износокон-
тактной задачи с постоянной обла-
стью контакта [31], и для случая
изнашиваемого покрытия было про-
демонстрировано в разделах 2.1.2,
2.1.3, 2.1.4. Установившееся распре-
деление ps(x) при постоянной об-
ласти контакта, если таковое суще-
ствует, определяется по следующе-
му правилу.

Правило А. В законе изнашива-
ния, условиях контакта и равнове-
сия заменить p(x,t) на ps(x), затем продифференцировать условие кон-
такта по t и заменить производную Ẇ (x,t) = −ḣ(x,t) правой частью за-
кона изнашивания. Из полученного таким образом равенства выразить
ps(x), определив при необходимости неизвестные величины с помощью
условия равновесия.

В случае возрастающей области контакта и постояной внешней на-
грузки Q давление не может иметь стационарного распределения, и
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поэтому установившееся распределение зависит от времени. Для на-
хождения такого распределения ps(x,t) в каждый момент изнашива-
ния поставим в соответствие рассматриваемому сопряжению, имеюще-
му размер области контакта a(t) (рис. 2.34а), сопряжение с постоянным
размером области контакта a = a(t) (рис. 2.34б), идентичное рассматри-
ваемому сопряжению на участке x ∈ [−a,a]. На рис. 2.34 это сделано
для основания с прямолинейной границей. Назовем сопряжение (б) со-
ответствующим рассматриваемому сопряжению (а).

Рис. 2.34. Исходное сопряжение (а) и соответствующее ему сопряжение (б)

Принимая во внимание полученные выше зависимости χ(t) (рис. 2.5,
рис. 2.14, рис. 2.33), допустим, что для сопряжения (б) давление p(x,t)
достаточно быстро принимает установившееся распределение ps(x). То-
гда можно ожидать, что для сопряжения (а) при каждом новом зна-
чении размера a(t) давление p(x,t) успевает принять установившееся
распределение, отвечающее сопряжению (б) (исключение составляют
концы области контакта ±a, где давление равно нулю). Другими слова-
ми: p(x,t) → ps(x,t) = ps(x)|a=a(t).

Таким образом, для нахождения установившегося распределения при
возрастающей области контакта имеем следующее

Правило Б. Следуя Правилу А, определить установившееся распре-
деление ps(x) для сопряжения с постоянной областью контакта, которое
соответствует рассматриваемому сопряжению (рис. 2.34). В найденном
выражении для ps(x) положить размер области контакта a равным те-
кущему значению a(t), в результате чего будет получено искомое выра-
жение для ps(x,t).

Предполагаемая малость величины χ на стадии установившегося ре-
жима и быстрота его наступления позволяют пренебречь стадией из-
нашивания, предшествующей установившемуся режиму и произвести
замену p(x,t) на ps(x,t) на всем промежутке времени изнашивания по-
крытия. Подобное допущение существенно упрощает задачу и будет
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использовано ниже как основа приближенного расчета процесса изна-
шивания покрытия.

Направляющая скольжения. Рассмотрим изнашивание покрытия в по-
становке первого пункта раздела 2.1.6. Соответствующая система основ-
ных уравнений состоит из равенств (1.55), (1.56), (1.59) и (1.60).

Рис. 2.35. Зависимости отношения WM/h0 и размера a области контакта от времени

Свяжем с рассматриваемым сопряжением соответствующее ему со-
пряжение (рис. 2.34). В качестве такового возьмем сопряжение из разде-
ла 2.1.2, изнашивание которого описывается равенствами (1.10), (1.11),
(1.12). Согласно Правилу А, установившееся распределение ps(x) для
такого сопряжения удовлетворяет уравнению

F
(

(ps(x)
)

[1 − Bps(x)] = δ̇s(t), (1.106)

решениями которого в общем случае являются кусочно-непрерывные
функции ps(x), обеспечивающие постоянство левой части (1.106)
(ср. с разделом 2.1.2). Предполагая в дальнейшем использовать воз-
растающие зависимости F (p) и ограничиваясь случаем малых давле-
ний: Bp(x,t) ≪ 1, возьмем в качестве ps(x) постоянное распределе-
ние и сразу определим его значение из условия равновесия (1.60):
ps(x) = Q/

(

2a
)

, a = const. Следуя затем Правилу Б, для рассматри-
ваемого сопряжения с возрастающей областью контакта получим вы-
ражение: ps(x,t) = Q/

(

2a(t)
)

, согласующееся со вторым соотношением
(1.104). Используя a в качестве временного параметра, полученному вы-
ражению можно придать вид

ps(x,a) = Q/
(

2a
)

≡ p̄(a), (1.107)

причем δ̇s(a) = F
(

p̄(a)
)

. Производя замену p(x,a) на ps(x,a) в выраже-
нии (1.64) для скорости роста области контакта получим формулу

Υs(a) = F
(

p̄(a)
)

/g′(a). (1.108)

Здесь, как и прежде, индексом s отмечаются величины, отвечающие
приближенному описанию процесса изнашивания на стадии установив-
шегося режима.



100 ИНЖЕНЕРНЫЙ РАСЧЕТ ИЗНОСА ГЛ. 2

Соотношения (1.107), (1.108) совместно с законом изнашива-
ния (1.56) и выражением (1.57) для реального времени t(a) дают прибли-
женное описание процесса изнашивания покрытия при установившем-
ся режиме. В предположении быстрого наступления установившегося
режима, т.е. полагая p(x,a) = ps(x,a) в течении всего процесса изна-
шивания, эти соотношения позволяют приближенно описывать процесс
изнашивания покрытия на всем его протяжении. А именно, если вос-
пользоваться интегральным представлением (1.58) закона изнашивания
и положить в нем ps(x,a) = p̄(a), заменив скорость Υ(a) правой ча-
стью (1.108), то можно прийти к следующему выражению для износа:

Ws(x,a) =

a
∫

ψ(x)

F
(

p̄(b)
) db

Υs(b)
=

[

g(a) − g(ψ(x))
]

, x ∈ [−a,a]. (1.109)

Пример 1. Пусть F (p) = βpγ, g(x) = x2/(2R), так что из (1.65) и
(1.66) имеем следующие выражения для начального a0 и конечного a∗

размеров области контакта:

a0 =

(

3

2
RBQh0

)1/3

, a∗ =
(

2Rh0

)1/2
. (1.110)

Зависимость размера a области контакта от времени t в случае быст-
рого наступления установившегося режима может быть найдена с по-
мощью выражения (1.57) при использовании (1.108):

as(t) =
[

aγ+2
0 + (γ + 2)Kt

]1/(γ+2)

, K = βR
(

Q/2
)γ

. (1.111)

Учитывая, что a(t∗) = a∗, из (1.110) и (1.111) можно получить сле-
дующую формулу для времени t∗ полного изнашивания покрытия в
точке x = 0:

t∗ =
1

(γ + 2)K

[

(
√

2Rh0

)γ+2 − aγ+2
0

]

.

На рис. 2.35 показан характер изменения во времени максималь-
ного по области контакта износа WM и размера a области контакта
(сплошные кривые), полученные путем численного решения системы
(1.56), (1.57), (1.62), (1.64), и зависимости WMs(t), as(t) (штриховые
кривые), построенные на основе равенств (1.109), (1.111). Расчеты про-
водились при следующих параметрах: F (p) = αpw(p/pw)γ, E = 2 ГПа,
ν = 0,3, h0 = 0,3 мм, R = 5 м, γ = 4, α = 0,19 · 10−14 м/(Па·с),
pw = 1 ГПа, Q = 3 · 105 Н/м. Представленные кривые свидетельствуют
о хорошей точности результатов приближенного расчета процесса изна-
шивания на основе замены p(x,a) на ps(x,a).
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Радиальный подшипник скольжения. Рассмотрим изнашивание
покрытия в постановке второго пункта раздела 2.1.6. Соответствую-
щая система основных уравнений состоит из равенств (1.55), (1.56),
(1.70), (1.71).

Рис. 2.36. Подшипник скольжения (а) и соответствующее ему сопряжение (б).
Движение индентора в соответствующем сопряжении происходит перпендикулярно
плоскости рисунка

При замене вращения вала на поступательное движение вдоль его
оси эта система уравнений не изменяется, поэтому в качестве соот-
ветствующего сопряжения для радиального подшипника скольжения
можно взять направляющую скольжения с искривленным основани-
ем, изображенную на рис. 2.36б. Изнашивание такой направляющей
описывается уравнениями (1.10), (1.12), (1.22) при форме основания,
задаваемой (1.30), или уравнениями (1.55), (1.56), (1.69), (1.70) при
a = const. Согласно Правилу А, установившееся распределение ps(x)
для соответствующего сопряжения удовлетворяет равенству (ср. с (1.31))

F
(

(ps(x)
)

[1 − Bps(x)] = δ̇s(a)cosx. (1.112)

В отличие от предыдущего пункта, здесь не удается сразу опреде-
лить распределение ps(x). Поэтому, считая зависимость F (p) возраста-
ющей и рассматривая далее случай малых давлений Bp(x,t) ≪ 1, вы-
разим ps(x) из (1.112) с помощью функции F−1, обратной к F . После
этого, пользуясь Правилом Б, получим следующее установившееся рас-
пределение для радиального подшипника скольжения:

ps(x,a) = F−1
(

δ̇s(a)cosx
)

, (1.113)

при этом неизвестная величина δ̇s(a) находится подстановкой выраже-
ния (1.113) в условие равновесия (1.70).
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Производя замену p(x,a) на ps(x,a) в выражении (1.74) для скорости
роста области контакта, получим

Υs(a) =
δ̇s(a)cos2 a

∆sina
. (1.114)

Соотношения (1.113), (1.114) совместно с законом изнашивания (1.56),
условием равновесия (1.70), а также соотношением (1.57) для реально-
го времени t(a) дают приближенное описание процесса изнашивания
покрытия при установившемся режиме.

В предположении быстрого наступления установившегося режима,
сделаем замену p(x,a) → ps(x,a) в течении всего процесса изнашива-
ния. Это позволяет воспользоваться выражениями (1.113) и (1.114) в
интегральном представлении закона изнашивания (1.58) и прийти к сле-
дующему выражению для износа:

Ws(x,a) =

a
∫

ψ(x)

F
(

ps(x,b)
) db

Υs(b)
=

= ∆cosx

(

1

cosa
− 1

cosψ(x)

)

, x ∈ [−a,a]. (1.115)

Пример 2. Пусть F (p) = βpγ. Тогда выражение (1.113) примет вид

ps(x,a) =
(

β−1δ̇s(a)cosx
)1/γ

. (1.116)

Если (1.116) подставить в условие равновесия (1.70), то можно опреде-
лить δ̇s(a):

δ̇s(a) = β

(

Q

rCγ(a)

)γ

, Cγ(a) ≡
a

∫

−a

cos(1+γ)/γxdx, (1.117)

после чего само выражение (1.116) примет вид

ps(x,a) =
Q

rCγ(a)
cos1/γx. (1.118)

В частном случае линейного закона изнашивания это выражение согла-
суется с результатами (1.32) и (1.77).

Кроме того, из равенств (1.114) и (1.117) вытекает следующая фор-
мула для Υs(a):

Υs(a) =
β

∆

(

Q

rCγ(a)

)γ
cos2 a

sina
, (1.119)
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подстановка которой в выражение (1.57) для времени t позволяет за-
писать:

ts(a) =
∆

β

(

r

Q

)γ
a

∫

a0

[Cγ(b)]
γ sinb

cos2 b
db. (1.120)

На рис. 2.37 показана зависимость WM (t)/h0, полученная путем чис-
ленного решения системы (1.56), (1.57), (1.72), (1.74) при
F (p) = αpw(p/pw)γ, E = 2 ГПа, ν = 0,3, h0 = 0,3 мм, r = 1 см,
∆ = 0,3 мм, α = 0,19 · 10−14 м/(Па·c), pw = 1 ГПа, γ = 4, Q = 105 Н/м.
Штриховая кривая отвечает зависимости WMs(t)/h0, построенной на
основе равенств (1.115) и (1.120) при тех же параметрах задачи, что и
для сплошной кривой.

Рис. 2.37. Зависимость максимального износа WM от времени t

Рис. 2.38. Зависимость износа W̊ ≡ W (0,a) в центре подшипника скольжения
от величины cos−1 a: результаты испытаний —маркеры +, теоретическая зависи-
мость (1.115)—штриховая линия

Представленные зависимости свидетельствуют о быстром наступле-
нии установившегося режима в подшипнике скольжения. Это обуслав-
ливает хорошее совпадение результатов приближенного расчета процес-
са изнашивания покрытия, использующего замену p(x,a) на ps(x,a), с
результатами непосредственного решения уравнений задачи.

Полученные теоретические результаты согласуются с испытаниями
на износ капролонового вкладыша (покрытия) в стальной обойме под-
шипника скольжения. Толщина вкладыша, радиус вала, радиальный за-
зор, нагрузка на вал составляли соответственно: h0 ≃ 2 мм, r ≃ 13 мм,
∆ ≃ 0,5 мм, Q ≃ 6 · 104 Н/м. В ходе испытаний измерялись значения из-
носа W (0,a) в центре подшипника и угловой размер области контакта a.
Рис. 2.38, на котором представлены результаты испытаний, свидетель-
ствует о хорошем совпадении экспериментальной зависимости W (0,a)
с теоретической вида (1.115): Ws(0,a) = ∆(1/cosa − 1/cosa0).

Замечание. Существование установившегося режима при изнаши-
вании покрытия не является обязательным— выполненный выше ана-
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лиз процесса изнашивания (раздел 2.1.2) свидетельствует о возмож-
ности неограниченного локального роста давления или существования
кусочно-постоянного предельного распределения давления, отличного
от полученных здесь распределений ps(x). Наличие стадии устано-
вившегося режима определяется износостойкими и деформационными
свойствами покрытия, геометрией сопряжения и его нагруженностью. В
частности, такая стадия имеет место для возрастающей функции F (p) в
законе изнашивания и при условии Bp(x,0) ≪ 1 (раздел 2.1.2). Анализ
влияния свойств покрытия на скорость выхода процесса изнашивания
на установившийся режим содержится в [38].

Установившийся режим и модель изнашивания жестких тел. Ос-
новным уравнением модели изнашивания жестких тел, пренебрега-
ющей контактными деформациями, является кинематическое условие
конформного касания жестких тел [34]. Возьмем в качестве при-
мера радиальный подшипник скольжения, для которого это условие
имеет вид

Ẇ (x,a) = δ̇(a)cosx. (1.121)

Равенство (1.121) дополняется законом изнашивания (1.56) и условием
равновесия (1.70).

При определенных условиях процесс изнашивания на стадии устано-
вившегося режима отвечает модели изнашивания жестких тел. Так, при
сравнительно низких давлениях, когда Bp(x,a) ≪ 1, равенство (1.112)
совпадает с равенством (1.121), если в последнем заменить производную
Ẇ правой частью закона изнашивания. Это означает, что установивше-
еся распределение ps(x,a) имеет такой же вид (1.118), как и в модели
изнашивания жестких тел.

В общем же случае нельзя отождествлять установившийся режим с
моделью изнашивания жестких тел. Это связано с тем, что формиро-
вание установившегося распределения ps(x,a) происходит в результате
износного формоизменения деформируемого сопряжения. В частности,
здесь возможен случай кусочно-постоянной эпюры ps(x,a) (см. рис. 2.6),
который отсутствует в модели изнашивания жестких тел. Кроме того,
согласно (1.112), установившееся распределение зависит от деформаци-
онных свойств сопряжения.

Здесь важно отметить еще один момент. При изнашивании дефор-
мируемого сопряжения его износ W растет, тогда как упругие переме-
щения v остаются ограниченными, т.е. со временем оказывается, что
|v| ≪ W . Последнее соотношение позволяет пренебречь в условии кон-
такта типа (1.71) упругими перемещениями и прийти к условию контак-
та жестких тел. Однако, этого все равно недостаточно для получения
равенства (1.121) из условия контакта (1.71) — необходимо еще выпол-
нение соотношения |v̇| ≪ Ẇ , что требует отдельного обоснования.
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§ 2.2. Расчет износа при случайном взаимодействии тел

2.2.1. Основные положения

Рассмотренные выше постановки износоконтактной задачи предполага-
ли, что ее параметры точно заданы или изменяются в процессе из-
нашивания определенным образом. Однако такое положение часто не
выполняется на практике вследствие наличия неизбежных погрешно-
стей в задании движения и режима нагружения реальных подвижных
сопряжений (допуски при сборке, вибрация и деформация крепежных
элементов и т. п.). Ниже описывается подход к расчету изнашивания,
предполагающий случайный характер взаимодействия контактирующих
тел.

Общая идея такого подхода состоит в том, что скорость ∂W/∂t из-
носа в каждый момент t взаимодействия тел в произвольной точке x
поверхности трения определяется соответствующими значениями дав-
ления p и скорости скольжения V согласно закону изнашивания:

∂W (x,t)

∂t
= F

(

p(x,t),V (x,t)
)

. (2.1)

При взаимодействии тел область контакта с соответствующими эпю-
рами давления p(x,t) и скорости скольжения V (x,t) случайным обра-
зом перемещается по поверхности изнашиваемого тела, поэтому, соглас-
но (2.1), скорость износа, а следовательно, и сам износ тела являют-
ся случайными функциями времени. Учитывая это обстоятельство, бу-
дем описывать кинетику изнашивания в терминах средних значений W
износа.

Введем в рассмотрение набор X случайных параметров, определя-
ющих контактное взаимодействие в рассматриваемом сопряжении. В
качестве таких параметров могут выступать внешняя нагрузка (ее ве-
личина и направление), трибомеханические и геометрические характе-
ристики контртела, параметры относительного движения тел и т. п. Бу-
дем считать, что стохастические свойства параметров X описываются
известной функцией плотности вероятности ρ(X,t).

Фигурирующие в законе изнашивания (2.1) давление и скорость
скольжения зависят от параметров X , поэтому имеется детермини-
рованная связь скорости износа с этими параметрами: ∂W (x,t)/∂t =
= F

(

p(x,t;X),V (x,t;X)
)

. Усредняя правую часть последнего равенства
по ансамблю {X} значений величин X , получим в его левой части
среднюю скорость износа ∂W/∂t. Следуя результатам [8], полученную
скорость можно заменить на ∂W/∂t и в результате прийти к следую-
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щему уравнению кинетики изнашивания в терминах средних значений:

∂W (x,t)

∂t
=

∫

{X}

F
(

p(x,t;X),V (x,t;X)
)

ρ(X,t)dX. (2.2)

Начальное условие при этом имеет вид W (x,0) ≡ 0. Полученное урав-
нение (2.2) является аналогом закона изнашивания (2.1), справедливым
при случайном взаимодействии контактирующих тел.

Давление p(x,t;X) и скорость скольжения V (x,t;X), присутствую-
щие в (2.2), находятся из решений контактной и кинематической задач,
при этом форма тела определяется через среднестатистический износ
W (x,t). Последнее допустимо, если случайное отклонение δW изно-
са (как реализации случайного процесса) от его среднего значения W
мало по сравнению с W и некоторыми характерными размерами изна-
шиваемого сопряжения. Проверка соотношения |δW | ≪ W представляет
собой достаточно трудоемкую процедуру, и в дальнейшем выполняться
не будет. Отметим только, что такая проверка проводилась в [41] для
радиального подшипника скольжения.

При достаточно большой дисперсии параметров набора X , на поверх-
ности изнашиваемого тела отсутствует приработанная к форме контрте-
ла лунка износа, имеющая место при детерминированной постановке из-
носоконтактной задачи. Вместо этого износ распределяется достаточно
равномерно по поверхности тел, и это позволяет использовать простые
решения контактной задачи для тел гладкой формы (например, решение
Герца [19]). Последнее обстоятельство делает в ряде случаев расчет из-
носа в стохастической постановке на основе интегрального соотношения
(2.2) более простым, чем при детерминированной постановке, использу-
ющей функциональную форму закона изнашивания (2.1).

2.2.2. Изнашивание покрытия в радиальном подшипнике сколь-
жения

В разделе 2.1.6 рассматривалось изнашивание радиального подшипника
скольжения в предположении, что внешняя нагрузка сохраняет свое на-
правление. Однако на практике такое допущение зачастую нарушается.
Например, это происходит, когда подшипник связан с подвижным осно-
ванием, а нагрузка на вал обусловлена силой тяжести. Ниже описывает-
ся подход к расчету изнашивания радиального подшипника скольжения
при случайном изменении направления внешней нагрузки.

Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим процесс из-
нашивания жестким валом тонкого упругого покрытия, расположенного
в жесткой обойме подшипника (рис. 2.39). Взаимодействие вала с по-
крытием характеризуется углом ξ ∈ [−π,π] приложения нагрузки Q, ко-
торый отсчитывается от вертикали (рис. 2.39) и принимает случайные
значения. Величина ξ здесь является единственным элементом набо-
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ра X случайных параметров, введенного выше. Зависимость величины
нагрузки Q от аргументов ξ и t считается детерминированной.

Рис. 2.39. Взаимодействие покрытия с валом в радиальном подшипнике скольжения

Закон изнашивания (2.1) в предположении постоянства скорости
вращения вала представим в виде

∂W (x,t)

∂t
= F

(

p(x,t;ξ)
)

, (2.3)

где p(x,t;ξ) —распределение давления, отвечающее направлению ξ дей-
ствия внешней нагрузки, x—угловая координата, отсчитываемая, как и
ξ, от вертикали.

Пусть в некоторый момент времени t распределение толщины
покрытия по координате x описывается функцией h(x,t), так что
∆(x,t) = R − r − h(x,t) —радиальный зазор подшипника. Введем в рас-
смотрение вариацию толщины покрытия

kv(t) = max
x1,x2∈[−π,π]

|h(x1, t) − h(x2, t)| (2.4)

и величину A(x,t) = Bh(x,t)Q(x,t) [r∆(x,t)]
−1. В предположении мало-

сти значений kv, т.е.

kv(t) ≪ ∆(x,t), kv(t) ≪ h(x,t),

kv(t) ≪ ∆(x,t) [A(x,t)]
2/3

, x ∈ [−π,π],

(2.5)

распределение давления можно считать симметричным по x относитель-
но направления ξ [41]. В этом случае условие контакта вала с изношен-
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ным покрытием имеет вид (ср. с (1.71), раздел 2.1.6)

Bh(ξ, t)p(x,t;ξ) = ∆(ξ, t)

(

cos(x − ξ)
cosa(ξ, t)

− 1

)

,

x ∈ [ξ−a(ξ, t), ξ+a(ξ, t)],

(2.6)

где a(ξ, t) —угловой размер области контакта, отвечающий направле-
нию ξ.

Условие равновесия, связывающее нагрузку Q с давлением p(x,t;ξ),
представляется равенством

Q(ξ, t) = r

ξ+a(ξ,t)
∫

ξ−a(ξ,t)

p(x,t;ξ)cos(x − ξ)dx.

Подстановка в правую часть этого равенства выражения (2.6) для
p(x,t;ξ) позволяет прийти к следующему соотношению (ср. с (1.75)):

Bh(ξ, t)Q(ξ, t)

r∆(ξ, t)
=

a(ξ, t)

cosa(ξ, t)
− sina(ξ, t) ≡ R(a(ξ, t)) . (2.7)

По заданной нагрузке Q(ξ, t) равенства (2.6) и (2.7) позволяют найти
распределение давления p(x,t;ξ) и размер области контакта a(ξ, t), если
известна толщина покрытия h(x,t). Однако в силу случайного характе-
ра взаимодействия вала с покрытием, толщину h(x,t) следует рассмот-
ривать как реализацию случайного процесса изнашивания покрытия.
Таковой же следует считать и функцию p(x,t;ξ), определяемую через
h(x,t) согласно (2.6). Для устранения неопределенностей давления и
размера области контакта, связанной со случайностью толщины h(x,t)
покрытия, заменим ее в равенствах (2.6), (2.7) средним (по ансамблю
реализаций) значением h(x,t) так, что

p(x,t;ξ) =
∆(ξ, t)

Bh(ξ, t)

(

cos(x − ξ)
cosa(ξ, t)

− 1

)

,

x ∈ [ξ−a(ξ, t), ξ+a(ξ, t)],

Bh(ξ, t)Q(ξ, t)

r∆(ξ, t)
= R(a(ξ, t)) ,

(2.8)

причем функция R определяется правой частью (2.7).
Выполненная замена допустима, если предположить, что случайное

отклонение δh(x,t) толщины h(x,t) от ее среднего значения h(x,t) мало
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по сравнению с h(x,t) и средним значением ∆(x,t) = R − r − h(x,t)
радиального зазора:

|δh(x,t)| ≪ h(x,t), |δh(x,t)| ≪ ∆(x,t), x ∈ [−π,π]. (2.9)

Для частных случаев (например, когда ξ представляет стационар-
ный случайный процесс с конечным значением максимального интерва-

Рис. 2.40. Средняя статистическая толщи-
на h(x, t) покрытия в различные момен-
ты изнашивания: t = 0 с (1); 8,4 · 104 с (2);
14,5 · 104 с (3). В силу симметрии задачи
изображены половины кривых

ла корреляции) могут быть
получены условия выполне-
ния соотношений (2.5) и
(2.9) в терминах средних
значений[41].
Расчет процесса изна-

шивания. Вернемся теперь
к закону изнашивания (2.3)
и, следуя общему подхо-
ду к расчету изнашивания
при случайном взаимодей-
ствии, усредним его правую
часть по ансамблю значений
ξ ∈ [−π,π] с плотностью ве-
роятности ρ(ξ, t). В результа-
те, учитывая равенство h =
= h0 − W , получим уравне-
ние кинетики изнашивания
покрытия в терминах сред-
них значений

∂h(x,t)

∂t
= −

π
∫

−π

F
(

p(x,t;ξ)
)

ρ(ξ, t)dξ (2.10)

с начальным условием h(x,0) = h0.
Совместно с равенствами (2.8) уравнение (2.10) позволяет рассчи-

тать средний статистический износ покрытия в рассматриваемом под-
шипнике скольжения. Соответствующие расчеты были выполнены при
r = 50 мм, R = 56 мм, h0 = 3 мм, E = 2 ГПа, ν = 0,3, Q(ξ, t) = const =
= 5 · 106 Н/м, ρ(ξ, t) = (8π)−1 cosξ + (2π)−1; F (p) = αpw(p/pw)γ, α =
= 1,9 · 10−15 м/(Па · с), pw = 1 ГПа, γ = 2.

На рис. 2.40 представлены расчетные распределения средней толщи-
ны покрытия в различные моменты времени. Как и следовало ожидать,
наибольший износ покрытия имеет место в точке x = 0, отвечающей
наиболее вероятному направлению действия нагрузки Q при заданной
функции ρ(ξ, t).
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2.2.3. Расчет износа сферического шарнира

Практика использования сферических опор скольжения (шарниров) ча-
сто предполагает, что внешняя нагрузка на шарнир претерпевает изме-
нения. Примером этому служат условия работы протеза тазобедренного

Рис. 2.41. Взаимодействие шара с основанием в
сферическом шарнире

сустава. Для таких усло-
вий нагружения извест-
ные подходы [20, 51] к
расчету износа сфериче-
ских шарниров оказыва-
ются неприменимыми. Од-
нако использование сто-
хастического подхода поз-
воляет выполнить такой
расчет.

Постановка задачи. Рас-
смотрим сферический шар-
нир, состоящий из ша-
ра радиуса r и основа-
ния с шаровой выточкой
(рис. 2.41), причем основа-
ние может быть как одно-
родным, так и нести по-
крытие на своей поверхно-
сти [44]. Свяжем с осно-
ванием декартову систему

координат 1, 2, 3, совместив ее начало с центром шаровой выточки, и
обозначим через x и y отсчитанные от осей 3 и 1 сферические коор-
динаты (полярный и азимутальный углы соответственно). Направление
действия нагрузки P на шар будем характеризовать сферическими ко-
ординатами ξ,η (рис. 2.41), которые считаются случайными и образуют
набор X случайных параметров, определяющих контактное взаимодей-
ствие шара с основанием. Величина нагрузки P полагается зависящей
от этих параметров детерминированным образом: P = P (ξ,η, t). Сто-
хастические свойства величин ξ,η определяются известной функцией
плотности вероятности ρ(ξ,η, t) ≡ ρ(X,t).

При взаимодействии с основанием шар совершает вращение. Компо-
ненты ω1,ω2,ω3 соответствующей угловой скорости ω в системе коор-
динат 1, 2, 3 полагаются заданными как функции направления действия
нагрузки и времени: ωi =ωi(ξ,η, t). В результате взаимодействия с
шаром основание изнашивается согласно закону (2.1), при этом сам
шар считается неизнашиваемым. Обозначим через R(x,y,t) радиальную
координату поверхности изношенного основания, так что W (x,y,t) =
= R(x,y,t) − R0, R0 —радиус неизношенного основания. Введем так-
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же в рассмотрение радиальный зазор ∆(x,y,t) = R(x,y,t) − r и будем
считать, что ∆ ≪ r.

Контактно-кинематические соотношения. При заданной нагрузке P
давление p в некоторой точке x,y поверхности основания определяется
из решения контактной задачи для шара и основания. Если, в предпо-
ложении малости износа в пределах области контакта по сравнению с
зазором ∆, аппроксимировать изношенную поверхность основания сфе-
рой радиуса R(ξ,η, t) = R0 + W (ξ,η, t), то можно воспользоваться по-
становками контактной задачи, допускающими решение в явном виде.

Так, в случае, когда шар и основание являются упругими, а угло-
вой размер a области их контакта мал, можно воспользоваться клас-
сическим решением Герца [19]. Для этого введем в рассмотрение угол
ϕ = ϕ(x,y;ξ,η) между направлениями x, y и ξ, η и примем во вни-
мание, что расстояние точки x, y области контакта от ее центра ξ, η
можно заменить на r sinϕ, а радиус области контакта— на r sina, где
a—угловой размер области контакта. С учетом этого, решение Герца
для рассматриваемого сопряжения дает следующие формулы:

p(x,y,t;X) =
3P

2πr2 sin2 a

√

1 −
(

sinϕ

sina

)2

, ϕ 6 a, (2.11)

sina(ξ,η, t) =
1

r

[

3

4

(

1 − ν2
1

E1
+

1 − ν2
2

E2

)

Pr2

∆

]1/3

, (2.12)

причем cosϕ = sinx sinξ cos(y − η) + cosx cosξ, E1,E2 и ν1,ν2 —мо-
дули Юнга и коэффициенты Пуассона шара и основания соответствен-
но. Здесь и далее, где это не может вызвать недоразумений, аргументы
в записях некоторых функций опускаются.

Если же основание состоит из тонкого упругого покрытия, связан-
ного обоймой в виде шаровой выточки, причем обойма и шар являются
абсолютно жесткими, то по аналогии с (2.8) можно записать

p(x,y,t;X) =
∆

Bh

(cosϕ

cosa
− 1

)

, ϕ 6 a, (2.13)

где h(ξ,η, t)— толщина изношенного покрытия в направлении ξ, η,
B —коэффициент податливости покрытия, определенный выше (раздел
2.1.1). Подстановка полученного выражения для давления в условие рав-
новесия шара в направлении ξ, η позволяет прийти к следующему урав-
нению относительно углового размера a(ξ,η, t) области контакта:

3BhP

πr2∆
=

2

cosa
+ cos2 a − 3. (2.14)

Величина скорости скольжения V шара по основанию определяет-
ся угловой скоростью его вращения ω(ξ,η, t). Принимая во внимание
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условие ∆ ≪ r, будем считать, что неподвижная точка шара совпада-
ет с началом системы координат 1, 2, 3. Тогда скорость скольжения в
произвольной точке поверхности основания с координатами x,y может
быть найдена по известной формуле теоретической механики [1]

V (x,y;X) = |ω × r| =
[

(ω1r2 −ω2r1)
2+

+ (ω2r3 − ω3r2)
2 + (ω3r1 −ω1r3)

2
]1/2

, (2.15)

где r —радиус-вектор точки x, y, компоненты которого в системе 1, 2, 3
задаются выражениями r1 = r sinx cosy , r2 = r sinx siny , r3 = r cosx.
Присутствие аргумента X в левой части (2.15) обуславливается зависи-
мостью компонент ωi от направления ξ, η.

Расчет процесса изнашивания. Давление p и скорость скольжения
шара V определяют посредством закона изнашивания (2.1) скорость из-
носа ∂W/∂t основания в произвольной точке x, y его поверхности в за-
висимости от направления ξ, η действия нагрузки P. Учитывая случай-
ный характер величин ξ, η, воспользуемся уравнением (2.2) кинетики
изнашивания в терминах средних значений, которое рассматриваемом
случае имеет вид

∂W (x,y,t)

∂t
=

∫

{X}

F
(

p(x,y,t;X),V (x,y,t;X)
)

ρ(X,t)dX,

W (x,y,0) ≡ 0,

(2.16)

при этом {X} = {ξ,η : ξ ∈ [0,π],η ∈ [−π,π]}. Фигурирующие в (2.16)
функции p(x,y,t;X), V (x,y,t;X) определяются соотношениями
(2.11)–(2.15) при использовании в них средних значений износа W .

Система уравнений (2.11)–(2.16) допускает несложную численную
реализацию с использованием явной схемы [24]. При расчетах вели-
чина внешней нагрузки бралась одинаковой для всех ее направлений
( P (ξ,η, t) = const) и рассматривались два случая зависимости угловой
скорости ω от ξ, η:

ω1(ξ,η, t) = ωsinξ cosη, ω2(ξ,η, t) = ωsinξ sinη,

ω3(ξ,η, t) =ωcosξ;
(2.17)

ω1(ξ,η, t) =ωsinη, ω2(ξ,η, t) = −ωcosη, ω3(ξ,η, t) = 0, (2.18)

причем ω = |ω|.
В случае скоростного режима (2.17) шар вращается относительно

оси, совпадающей с направлением ξ, η, тогда как в случае (2.18) — от-
носительно оси, перпендикулярной направлению ξ, η и лежащей в плос-
кости 1, 2 системы координат 1, 2, 3. Другими словами, если нагрузка
P передается на шарнир вдоль стержневого держателя шара (рис. 2.41),
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то в первом случае при любом направлении нагрузки P шар вращается
относительно оси держателя, а во втором случае— так, что держатель
разворачивается в направлении координатной оси 3. Абсолютная ско-
рость вращения в том и в другом случае составляет ω.

Функция плотности вероятности бралась в виде

ρ(ξ,η, t) =











[2π(1 − cosξ+)]−1 sinξ, ξ ∈ [0,ξ+],

0, ξ ∈ (ξ+,π],

(2.19)

где ξ+ — заданный параметр, ξ+ ∈ (0,π]. Такая функция отвечает слу-
чаю, когда направление нагрузки P на шар с равной вероятностью рас-
пределяется в шаровом сегменте ξ ∈ [0,ξ+].

Расчеты проводились при линейном законе изнашивания вида
F (p,V ) = αpV и следующих параметрах: r = 20 мм, R0 = 21 мм,
E1 = 100 ГПа, E2 = 1 ГПа, ν1 = ν2 = 0,3, ω = 1 c−1, P = 103 Н,
α = 10−13 Па−1, ξ+ = π/4. В случае основания в виде обоймы с по-
крытием (формула (2.13)) значения E2, ν2 отвечают упругим свойствам
покрытия, начальная толщина h0 которого принималась равной 1 мм.

Рис. 2.42. Зависимости объемного износа VW от времени t для скоростных режи-
мов (2.17) (1) и (2.18) (2). Сплошные линии соответствуют однородному основанию,
штриховые линии— обойме с покрытием

На рис. 2.42 изображены зависимости от времени объемного износа
основания шарнира, определяемого по формуле

VW (t) = R2
0

π
∫

−π

π
∫

0

W (x,y,t)sinxdxdy

для обоих скоростных режимов (2.17), (2.18) и двух типов основания:
однородное (2.11) и обойма с покрытием (2.13). Согласно представлен-
ным данным, при скоростном режиме (2.17) изнашивание основания
идет менее интенсивно по сравнению со скоростным режимом (2.18),
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что объясняется более низким уровнем скоростей скольжения. Также
обращает на себя внимание зависимость интенсивности изнашивания
основания от его деформационных свойств. Так, в случае режима (2.17)
большую долговечность по износу обеспечивает основание с покрытием,
а в случае режима (2.18) — однородное основание.

Замечание. Описанный выше стохастический подход может быть ис-
пользован для расчета износа протеза тазобедренного сустава при его
испытаниях на симуляторе, воспроизводящим нагрузочно-скоростной
режим сустава при ходьбе. Соответствующий режим является детер-
минированным и описывается периодическими функциями ξ(t), η(t)
и зависимостью P (ξ,η) [17]. В этом случае можно формально вве-
сти функцию ρ(ξ,η) плотности вероятности, если считать, что веро-
ятность ρ(ξ,η)dξdη попадания вектора P в сегмент dξdη пропорцио-
нальна общей продолжительности dt нахождения P в этом сегменте,
а именно: ρ(ξ,η)dξdη = dt/T , где T —период изменения направления
ξ(t), η(t). Время dt несложно вычислить, имея в распоряжении функ-
ции ξ(t), η(t). Кроме того, эти функции позволяют построить выраже-
ния для компонент ωi(ξ,η) угловой скорости. Расчеты, выполненные на
основе указанных построений, дают распределения износа W (x,y,t) ис-
кусственного сустава, близкие к результатам испытаний на симуляторе.

2.2.4. Изнашивание основания скользящим индентором

В разделе 2.1.8 рассматривалось изнашивание скользящим индентором
основания с покрытием при неизменных нагрузке и траектории дви-
жения индентора. В рассматриваемой ниже постановке допускаются
случайные изменения нагрузки и отклонения индентора от заданной
траектории.

Постановка задачи. Рассмотрим процесс изнашивания основания сфе-
рическим индентором радиуса R, скользящим возвратно-поступательно
с постоянной по величине скоростью V вдоль заданной траектории
при наличии случайных отклонений центра индентора от этой траекто-
рии (поперечная вибрация) [47]. Величина нормальной нагрузки P на
индентор также изменяется случайным образом.

Введем в рассмотрение систему координат x,y,z, плоскость x,y ко-
торой совместим с поверхностью основания в неизношенном состоя-
нии, направив ось y вдоль траектории индентора (рис. 2.43). Случай-
ные отклонения индентора вдоль оси x будем характеризовать коор-
динатой его центра s и считать, что линия действия нагрузки P на
индентор проходит через центр индентора параллельно оси z. Величи-
ны s и P образуют набор X случайных параметров, определяющих
контактное взаимодействие индентора с основанием. Стохастические
свойства этих параметров определяются известной функцией плотности
вероятности ρ(s,P,t) ≡ ρ(X,t).



§ 2.2 РАСЧЕТ ИЗНОСА ПРИ СЛУЧАЙНОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ТЕЛ 115

В результате взаимодействия с индентором основание изнашивается
согласно закону (2.1), причем сам индентор предполагается неизнаши-
ваемым. В каждый момент времени форму поверхности изношенного
основания будем считать гладкой и цилиндрической с образующей, па-
раллельной оси y. Подобное допущение можно сделать, если изнашива-
ние основания протекает достаточно медленно, т. е. когда износ за один
проход индентора меняет форму поверхности основания пренебрежимо
мало. Введем в рассмотрение линейный износ основания W (x,t), так
что равенство z = −W (x,t) представляет собой уравнение изношенной
поверхности в системе координат x,y,z.

Рис. 2.43. Взаимодействие индентора с основанием: а—вид по направлению сколь-
жения индентора; б—вид сверху (против оси z)

Далее будет рассматриваться случай малого износа, когда

|W ′(x,t)| ≪ 1, |W ′′(x,t)| ≪ R−1. (2.20)

Определение давления. Второе ограничение (2.20) означает отсут-
ствие приработанного контакта и обеспечивает первоначальное касание
индентора с основанием в единственной точке T с координатой xT . Это
обстоятельство позволяет использовать решение Герца для определения
давления, при этом индентор и основание считаются упругими с моду-
лями Юнга E1,E2 и коэффициентами Пуассона ν1,ν2, соответственно.

Свяжем с точкой T подвижную систему координат ξ,η так, что
соответствующая координатная плоскость является касательной к по-
верхностям индентора и основания, а проекция оси ξ на плоскость x,y
параллельна оси x (рис. 2.43). Тогда, если p(ξ,η, t)—распределение дав-
ления в системе ξ,η, а b(ξ, t)—размер области контакта вдоль оси η,
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то решение Герца дает следующие выражения [19]:

p(ξ,η, t) =
3P

2πa0b2
0

√

b2(ξ, t)−η2, |η| 6 b(ξ, t),

b(ξ, t) =











b0

√

1−ξ2/a2
0, |ξ|6a0,

0, |ξ|>a0.

(2.21)

Здесь

a0 = m

(

3β0

2κ
P

)1/3

, b0 =
n

m
a0, m =

(

2E(k)

π(1 − k2)

)1/3

, n = m
√

1 − k2,

β0 = (1 − ν2
1)/E1 + (1 − ν2

2)/E2, κ = 2/R + W ′′(xT , t), a0, b0 — полуоси
эллиптической области контакта, k —корень уравнения

2

k2

[

1 − F (k)

E(k)

]

+ 2
F (k)

E(k)
− 1 = κ

−1|W ′′(xT , t)|,

в котором F (k),E(k)—полные эллиптические интегралы первого и вто-
рого рода.

Величину xT можно найти из условия касания индентора и основа-
ния, которое при условиях (2.20) имеет вид

xT − s = −RW ′(xT , t). (2.22)

Расчет процесса изнашивания. В результате прохода индентора с
соответствующей эпюрой давления по поверхности основания послед-
нее изнашивается. Предполагая, что составляющая скорости индентора
вдоль оси x мала по сравнению со скоростью V его основного движе-
ния, будем использовать в законе изнашивания (2.1) величину V в каче-
стве скорости скольжения. Тогда, согласно (2.1), приращение износа от
участка эпюры давления длины dη есть dW = F (p,V )dt = F (p,V )dη/V ,
поэтому износ δW за один проход индентора составит

δW (x,t) =
1

V

b(ξ,t)
∫

−b(ξ,t)

F
(

p(ξ,η, t),V
)

dη ≡ F(x,t;X), (2.23)

причем ξ = x − xT , а функции p(ξ,η, t), b(ξ, t) определяются согласно
(2.21) и (2.22).

Величина δW может интерпретироваться как скорость износа по
числу проходов индентора по основанию, поэтому, при условии, что δW
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много меньше суммарного износа, можно записать n0·δW = ∂W/∂t, где
n0 —частота проходов индентора. Последняя запись позволяет на осно-
ве (2.23) прийти к следующему равенству для скорости износа:

∂W (x,t)

∂t
= n0F(x,t;X).

Усредняя это равенство по ансамблю {X} значений набора X случай-
ных параметров контактного взаимодействия, получим следующее урав-
нение кинетики изнашивания основания в терминах средних значений:

∂W (x,t)

∂t
= n0

∫

{X}

F(x,t;X)ρ(X,t)dX, W (x,0) ≡ 0, (2.24)

в котором функция F имеет вид (2.23) и определяется с помощью ра-
венств (2.21), (2.22) при использовании в них средних значений износа.

Пример. В случае степенного по p закона изнашивания:
F (p,V ) = α(V )pw(p/pw)γ, согласно определению (2.23), функция F
имеет вид

F(x,t;X) =
√
πΓ

(

3+γ

2

)

α(V )

V
p1−γ

w

(

3P

2πa0b2
0

)γ

bγ+1(x − xT , t),

где Γ обозначает гамма-функцию [7], Γ(z) =
+∞
∫

0

uz−1e−u du.

Численный анализ уравнений (2.21), (2.22), (2.24) задачи был вы-
полнен для случая вышеуказанного степенного закона изнашивания.
Функция плотности вероятности величин s,P , которые считались неза-
висимыми, представлялась в виде произведения

ρ(s,P,t) = ρ1(s) ρ2(P ), (2.25)

в котором ρ1(s)—нормальное (гауссово) распределение со средним зна-
чением s̄ и средним квадратическим отклонением σs, ρ2(P )—равно-
мерное распределение вида

ρ2(P ) =











(P2−P1)
−1, P ∈ [P1,P2],

0, P ∈̄ [P1,P2].

(2.26)

Расчеты проводились при следующих значениях параметров: R = 1 см,
E1 = E2 = 100 ГПа, ν1 = ν2 = 0,3, V = 1 м/с, n0 = 1 Гц, s̄ = 0, P1 =
= 400 Н, P2 = 600 Н, α(V ) = 10−14 м/(Па · с), pw = 1 ГПа, γ = 2.
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Рисунок 2.44 иллюстрирует протекание процесса изнашивания ос-
нования при двух значениях σs. Как и следовало ожидать, увеличе-
ние среднего квадратического отклонения центра индентора от основ-
ной траектории приводит к размытию эпюры износа и уменьшению его
максимального износа, при этом объемный износ почти не меняется.

Рис. 2.44. Профили изношенного основания для σs = 0,2 мм (сплошные
линии) и σs = 1 мм (штриховые линии) в различные моменты времени:
t = 450 с (1); 900 c (2); 1350 c (3)

Замечание 1. Проделанные выкладки касались случая прямолиней-
ного движения индентора. Однако все изложенное выше непосредствен-
но переносится на случай движения индентора по окружности, если
радиус последней намного превосходит размер области контакта.

Замечание 2.Шаровая форма индентора несущественна— она может
быть произвольной, однако для эффективной реализации изложенной
методики важно, чтобы форма индентора допускала решение контакт-
ной задачи в замкнутом виде. Более того, можно принять во внимание
и возможный износ индентора, если составить уравнение его изнашива-
ния типа (2.24) и учесть в равенствах (2.21), (2.22) изменение кривизны
индентора R−1 вследствие износа.

2.2.5. Расчет износа ленточного подшипника

В технике встречаются пары трения, одним из элементов которых явля-
ется гибкое тело. В качестве примера такого сопряжения можно приве-
сти контакт нитепроводника с нитью [53]. Ниже рассматривается слу-
чай изнашивания ленточного подшипника [32].

Постановка задачи. Рассмотрим ленточный подшипник, состоящий из
стержня, который огибает тонкая лента ширины L, движущаяся с по-
стоянной скоростью V (рис. 2.45). В результате фрикционного взаимо-
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действия с лентой стержень изнашивается, причем в неизношенном со-
стоянии (при t = 0) он имеет цилиндрическую форму.

Свяжем со стержнем цилиндрическую систему координат r, ϕ, z,
ось z которой разместим внутри стерженя параллельно образующей его
поверхности так, что середина ленты располагается в перпендикулярной
оси z плоскости. Положение ленты на стержне будем задавать углами a
и b (a < b), которые образуют, соответственно, набегающая и сбегаю-
щая ветви ленты с плоскостью нулевого меридиана (ϕ = 0) (рис. 2.45).
Величины a,b считаются случайными с известной функцией плотности
вероятности ρ(a,b, t), при этом положение ленты вдоль оси z, а также
натяжение T в набегающей на стержень ветви ленты предполагаются
заданными и неизменными. Величины a,b образуют набор X случайных
параметров контактного взаимодействия.

Рис. 2.45. Взаимодействие ленты со стержнем

Изношенную поверхность стержня будем считать цилиндрической,
что предполагает равномерное вдоль оси z распределение давления p
ленты на стержень. В соответствие с этим, форма изношенного стержня
будет описываться функцией r = R(ϕ, t).

Определение давления ленты. Допустим, что лента не имеет изгиб-
ной жесткости и нерастяжима в продольном направлении. Воспользу-
емся для расчета сил взаимодействия ленты со стержнем уравнениями
равновесия гибкой нити [30]. Касательная P1 и нормальная P2 состав-
ляющие силы, действующей на ленту и распределенной по ее длине,
связаны с давлением p равенствами P1 = µLp, P2 = Lp, поэтому эти
уравнения можно представить в виде

dτ/ds = µLp, κτ = Lp, (2.27)
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где τ—натяжение ленты, µ—коэффициент трения скольжения, s—ду-
говая координата точек ленты,

κ(ϕ, t) =
R2(ϕ, t) + 2R′2(ϕ, t) − R(ϕ, t)R′′(ϕ, t)

[R2(ϕ, t) + R′2(ϕ, t)]3/2
, (2.28)

где κ(ϕ, t) —кривизна ленты, совпадающая с кривизной поверхности
изношенного стержня в плоскости z = const.

Если обозначить через ξ угол между касательной к ленте в точке
ϕ и плоскостью нулевого меридиана и учесть, что интеграл от кривиз-
ны κ по дуге ленты дает приращение на этой дуге угла ξ [7, 30], то,
интегрируя уравнения (2.27), можно получить:

p(ϕ, t) =











TL−1
κ(ϕ, t)exp[µ(ξ(ϕ, t) − a)], ϕ ∈ [ϕ1,ϕ2],

0, ϕ∈ [ϕ1,ϕ2],

(2.29)

где ϕ1,ϕ2 —угловые координаты концов дуги охвата стержня лентой,
связанные с величинами a,b равенствами

ξ(ϕ1) = a, ξ(ϕ2) = b. (2.30)

Функция ξ(ϕ, t) в каждый момент времени определяется формой
стержня и, как нетрудно установить, имеет место соотношение

tgξ(ϕ, t) =
R′(ϕ, t)sinϕ + R(ϕ, t)cosϕ

R′(ϕ, t)cosϕ − R(ϕ, t)sinϕ
. (2.31)

При дальнейшем рассмотрении износоконтактного взаимодействия
ленты со стержнем будем считать его поверхность выпуклой, для чего
наложим требование положительности кривизны κ. Тогда давление p
будет принимать неотрицательные значения, что означает наличие ка-
сания ленты с поверхностью стержня по всей дуге охвата [ϕ1,ϕ2].
Кроме того, в этом случае функция ξ(ϕ, t), связанная с κ(ϕ, t) равен-
ством dξ/ds = κ, является монотонно возрастающей, и поэтому равен-
ства (2.30) определяют углы ϕ1,ϕ2 однозначно.

Равенства (2.28) — (2.31) позволяют найти распределение по ко-
ординате ϕ давления ленты на стержень при заданных параметрах
a, b, T ,µ.

Уравнение кинетики изнашивания стержня в терминах средних зна-
чений имеет общий вид (2.2). Учитывая, что эволюция среднестатисти-
ческого профиля стержня R связана с его износом W равенством

∂R(ϕ, t)

∂t
= −cosβ(ϕ, t)−1 ∂W (ϕ, t)

∂t
,
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а скорость скольжения ленты постоянна и равна V , получим из (2.2)
следующее уравнение кинетики изнашивания:

∂R(ϕ, t)

∂t
= − 1

cosβ(ϕ, t)

∫

{X}

F
(

p(ϕ, t;X),V
)

ρ(X,t)dX,

R(ϕ,0) = R0(ϕ).

(2.32)

Здесь R0(ϕ) —профиль неизношенного стержня, β = ϕ − ξ + π/2 —
угол между нормалью к поверхности стержня и соответствующим по-
лярным лучом, так что множитель cos−1β в (2.32) связывает прираще-
ние износа, направленное по нормали к профилю стержня, со смеще-
нием этого профиля вдоль полярного луча. Давление p определяется
выражением (2.29), а дополнительным аргументом X отмечена зави-
симость p от случайных величин a,b. Использование формулы (2.32)
предполагает, что правые части выражений (2.28), (2.29), (2.31) опреде-
ляются через среднестатистический профиль R(ϕ, t) стержня.

Аналитические оценки износа. Введем в рассмотрение ступенчатую
функцию

ϑ(x) =











1, x 6 0,

0, x < 0,

и представим выражение (2.29) для давления в более компактном виде:

p(ϕ, t) = TL−1
κ(ϕ, t)exp[µ(ξ(ϕ, t) − a)]×

× ϑ(ξ(ϕ, t) − a) ϑ(b − ξ(ϕ, t)). (2.33)

Рассмотрим случай линейного закона изнашивания: F (p,V ) = αpV
и для определенности положим, что a ∈ [0,π], b ∈ [0,π], причем, как и
прежде, a < b. Тогда выражение (2.33) позволяет придать уравнению
кинетики изнашивания (2.32) следующий вид:

∂R(ϕ, t)

∂t
= − αV T κ(ϕ, t)

Lcosβ(ϕ, t)
exp[µξ(ϕ, t)]U(ξ(ϕ, t), t),

R(ϕ,0) = R0(ϕ),

(2.34)

в котором

U(ξ, t) ≡
π

∫

0

π
∫

0

ϑ(ξ − a) ϑ(b − ξ)e−µaρ(a,b, t)dadb. (2.35)
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Уравнение в частных производных (2.34) относительно функции R(ϕ, t)
является нелинейным, и его решение требует привлечения численных
методов. Однако если R0(ϕ) и ρ(a,b, t) выражаются через элементар-
ные функции, то правая часть (2.34) при t = 0 имеет простой вид, что
позволяет получить ряд аналитических оценок износа.

Например, пусть R0(ϕ) = R0 = const и

ρ(a,b, t) = −sin2a sin2b, a ∈ [0,π/2], b ∈ [π/2,π]. (2.36)

Тогда, полагая в (2.34) R = R0 и выполняя интегрирование в (2.35),
нетрудно получить следующую формулу:

∂R(ϕ, t)

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= − αV T

(4 + µ2)LR0
×

×











2eµ(π/2+ϕ) + µsin2ϕ + 2cos2ϕ, ϕ ∈ [−π/2,0],

2
(

eµπ/2 + 1
)

eµϕ cos2ϕ , ϕ ∈ [0,π/2] .

(2.37)

Если ввести в рассмотрение объемный износ Vw, который определяется
равенством

Vw(t) =
L

2

π
∫

−π

[

R2
0(ϕ) − R

2
(ϕ, t)

]

dϕ, (2.38)

то из выражения (2.37) следует, что

dVw(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

=
αV T

(4 + µ2)
×

×
[

2

µ

(

eµπ/2 − 1
)

− µ
][

1 +
2(eµπ/2 + 1)

(4 + µ2)

]

. (2.39)

Формулы (2.37) и (2.39) для производных ∂R/∂t и dVw/dt при t = 0
позволяют получить следующие оценки величин R и Vw при t > 0
[7, 24]:

R(ϕ, t) ≃ Re(ϕ, t) ≡ R0(ϕ) +
∂R(ϕ, t)

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

· t,

Vw(t) ≃ V e
w(t) ≡ dVw(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

· t.
(2.40)

Численный анализ процесса изнашивания был выполнен для функ-
ции ρ вида (2.36) при линейном законе изнашивания F (p,V ) = αpV .
Для построения решения уравнения (2.34) использовалась явная раз-
ностная схема [24], в соответствии с которой было введено дискретное
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время и организован пошаговый процесс вычисления значений функции
R(ϕ, t) в моменты этого времени.

Вычисления проводились при следующих значениях параметров
(кроме специально оговоренных ниже): R0(ϕ) = 0,5 см, V = 1 м/с,
T = 0,1 Н, L = 1 см, α = 10−13 Па−1.

На рис. 2.46 изображены расчетные значения функции R(ϕ, t), а на
рис. 2.47 показан характер зависимости объемного износа Vw от коэф-
фициента трения µ.

Рис. 2.46. Профиль изношенного стержня в различные моменты времени для
µ= 0,05 (а) и µ= 0,5 (б): t = 0 с (1); 106 c (2); 2 · 106 c (3); 3 · 106 c (4)

Представленные результаты свидетельствуют о значительном влия-
нии на износ стержня величины коэффициента трения µ (при неизмен-

Рис. 2.47. Зависимость объемного износа
от коэффициента трения в момент времени
t = 2 · 106 с. Штриховая линия соответствует
оценке (2.40)

ном коэффициенте износостой-
кости α). Увеличение µ приво-
дит к росту износа W = R0 −
− R, при этом имеет место его
перераспределение в направле-
нии сбегающей ветви ленты (в
сторону положительных значе-
ний ϕ). Проведенный числен-
ный анализ процесса изнаши-
вания подтверждает возмож-
ность использования на на-
чальной стадии изнашивания
оценок (2.40) для R и Vw. Так,
расхождение расчетных значе-
ний износа W со значения-
ми W e = R0 − Re не превыша-
ет 7% в диапазоне µ = 0 ÷ 1
вплоть до момента времени,
когда W = 0,1R0. Близость численных результатов для Vw к значениям
V e

w иллюстрирует рис. 2.47.
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Выполненное здесь варьирование значения коэффициента трения µ
при постоянном значении коэффициента износостойкости α представ-
ляется с точки зрения практической трибологии не вполне коррект-
ным, т. к. эти коэффициенты обычно связаны друг с другом [27]. Од-
нако если функция плотности вероятности ρ от времени не зависит
(например, имеет вид (2.36)), то учет какой-либо связи α с µ сводит-
ся к тривиальному пересчету результатов полученных для некоторого
значения α. Действительно, в этом случае зависимость правой части
уравнения (2.34) от времени t обуславливается только функцией R(ϕ, t)
(т. е. оно является автономным), при этом коэффициент износостойко-
сти α выступает в качестве множителя в правой части (2.34). Подобные
свойства уравнения кинетики изнашивания означают, что увеличение
значения α в k раз (α→ kα) эквивалентно соответствующему умень-
шению времени (t → k−1t) в полученных результатах.

Замечание 1. Случайный характер значений углов a и b является
необходимым условием корректности вышеизложенной методики рас-
чета износа стержня. Действительно, согласно выражению (2.29), рас-
пределение давления по углу ϕ терпит разрывы при ϕ = ϕ1 и ϕ = ϕ2.
Отсюда, на основе уравнения (2.32), следует, что в случае неизменных
значений a,b и, соответственно, ϕ1 и ϕ2, распределение износа по ϕ
также будет разрывным в точках ϕ1 и ϕ2, а это, очевидно, вступает в
противоречие с условием контакта ленты с поверхностью стержня.

Замечание 2. Аналогичное (2.34) уравнение получается, если рас-
смотреть изнашивание стержня (нитепроводника) тонкой нитью, сколь-
зящей по нему и занимающей с равной вероятностью положение вдоль
оси z в пределах отрезка z ∈ [−L/2,L/2] [46].

2.2.6. Расчет износа рельса

Фактор износа во многом определяет долговечность железнодорожных
колес и рельсов. В работе [26] предложен статистический подход к рас-
чету объемного износа рельса в местах искривления пути, где износ
особенно велик. Используемый ниже метод также основан на стати-
стическом усреднении, но позволяет находить распределение линейного
износа по поверхности рельса и, соответственно, более детально опи-
сывать процесс его изнашивания.

Общая постановка задачи. Исследуем процесс изнашивания рельса на
кривом участке пути проходящими по нему колесами. Как известно, в
этом случае важную роль играет контактное взаимодействие боковой
поверхности головки рельса с гребнем колеса [29]. Вследствие интен-
сивного трения скольжения, на боковой поверхности головки рельса
наблюдается повышенный износ, который и будет предметом дальней-
шего исследования. Износ же на поверхности катания рельса не будет
приниматься во внимание.
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Контакт колеса с боковой поверхностью рельса описывается углом
набегания θ, нормальной контактной нагрузкой P , профилями колеса и
рельса (рис. 2.48). Считается, что профиль g(s) каждого проходящего
по рельсу колеса может быть задан с помощью некоторых параметров
g1, g2, . . . gm, тогда как профиль r(x,t) изнашиваемого рельса меняется
во времени и подлежит определению.

Рис. 2.48. Взаимодействие колеса и рельса: а—вид вдоль рельса; б—вид сбоку;
в—вид сверху

Будем предполагать, что в течение каждого прохода колеса по ис-
следуемому участку рельса угол набегания θ, контактная нагрузка P
и профиль колеса (параметры g1, g2, . . . gm) не изменяются, а профиль
рельса вследствие износа меняется незначительно.

Вследствие случайного характера взаимодействия колеса с рель-
сом, при том, что форма проходящего колеса также является слу-
чайной, величины θ,P,g1,g2, . . . gm образуют набор X случайных па-
раметров, определяющих контактное взаимодействие колеса с рель-
сом. Если, как и прежде, стохастические свойства этих парамет-
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ров задавать с помощью известной функции плотности вероятности
ρ(θ,P,g1,g2, . . . gm, t) ≡ ρ(X,t), то процесс изнашивания рельса в тер-
минах средних значений износа W может быть в общем виде описан
уравнением (2.2). В ходе дальнейших выкладок будет построена правая
часть уравнения (2.2) для рассматриваемого взаимодействия колеса с
рельсом.

Контактно-кинематические соотношения. Свяжем с колесом, прохо-
дящим по исследуемому участку рельса, прямоугольную систему коор-
динат Oxyz, расположив ее начало O на поверхности катания рельса,
ось x—перпендикулярно этой поверхности, а ось y —вдоль рельса по
направлению движения колеса (рис. 2.48). Угол θ набегания далее счи-
тается малым: |θ| ≪ 1, что вполне отвечает реальным условиям эксплу-
атации пары колесо— рельс.

Введем в рассмотрение точку T первоначального касания колеса с
боковой поверхностью рельса. По мере продвижения колеса эта точка
перемещается вдоль рельса, при этом ее координаты xT , yT в подвижной
системе Oxyz определяются углом θ набегания, а также профилями
колеса и рельса:

xT = T1(θ,g1,g2, . . . gm, t), yT = T2(θ,g1,g2, . . . gm, t). (2.41)

Здесь T1, T2 —некоторые функции, аргумент t у которых отража-
ет зависимость величин xT , yT от текущего профиля r(x,t) рельса.
В случае, когда точка T располагается на передней части колеса
(θ>0, рис. 2.48), имеют место следующие уравнения, определяющие со-
отношения (2.41):

fx(xT ,yT ) = r′(xT , t)/cosθ, fy(xT ,yT ) = tgθ,

где fx = ∂f/∂x, fy = ∂f/∂y, f(x,y) = −g
(

√

(R + x)2 + y2 − R
)

, R —
радиус поверхности катания колеса.

Перейдем теперь к описанию контакта колеса с боковой поверхно-
стью рельса. Для этого свяжем с точкой T локальную систему коорди-
нат Tξη, расположив оси ξ,η в касательной к поверхностям колеса и
рельса плоскости. Такие координаты связаны с введенными выше коор-
динатами x,y равенствами

x = xT + ξcosβT , y = yT + η, (2.42)

причем βT = β(xT , t), β(x,t) —угол наклона координатной плоскости ξη
к оси x, так что tgβ(x,t) = r′(x,t).

Предположим, что форма области контакта колеса с боковой поверх-
ностью головки рельса в системе координат Tξη может быть задана
размерами a±(ξ) вдоль оси η (рис. 2.48). Эти размеры, равно как сама
эпюра давления, зависят от параметров θ,P,g1,g2, . . . gm, что можно
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выразить равенствами

a±(ξ) = A±(ξ;X,t), p(ξ,η) = P(ξ,η;X,t). (2.43)

Правые части равенств (2.43) находятся из решения соответствую-
щей контактной задачи, так что функции A±,P зависят еще от дефор-
мационных характеристик сопряжения. Символ времени t в (2.43), как
и прежде, отражает зависимость функций от текущего профиля r(x,t)
изнашиваемого рельса.

Контактное взаимодействие колеса с рельсом было и остается пред-
метом многих теоретических исследований (см., например, монографию
Калкера (J. J. Kalker) [62]). Давление p(ξ,η) может быть найдено с по-
мощью решения Герца, подобно тому, как это делалось в разделе 2.2.4,
или на основе других подходов к расчету контакта тел, в том числе тел
с конформными поверхностями [62, 63].

Для нахождения скорости изнашивания также требуется знание ско-
рости V (ξ,η) скольжения в каждой точке ξ,η области контакта. В пред-
положении, что мгновенная ось вращения катящегося по рельсу колеса
совпадает с координатной осью z, имеет место выражение

V (ξ,η) =
V0

R

√

(xT + ξcosβT )2 + (yT + η)2, (2.44)

где V0 — скорость поступательного перемещения колеса, так что отно-
шение V0/R дает угловую скорость его вращения.

Уравнение кинетики изнашивания. Проход эпюр давления p(ξ,η) и
скорости скольжения V (ξ,η) по боковой поверхности рельса приводит
к его износу. Согласно закону изнашивания (2.1), приращение износа
от участка этих эпюр длины dη есть dW = F (p,V )dt = F (p,V )dη/V0,
поэтому износ δW рельса за один проход колеса составит

δW (x,t) =
1

V0

a+(ξ)
∫

−a
−

(ξ)

F
(

p(ξ,η),V (ξ,η)
)

dη ≡ F(x,t;X), (2.45)

причем координаты x и ξ связаны равенством (2.42), а функция F опре-
деляется на основе равенств (2.41), (2.43) и (2.44).

Величина δW может интерпретироваться как скорость износа, отне-
сенная к числу проходов колес по исследуемому участку рельса, поэто-
му можно записать n0·δW = ∂W/∂t, где n0 —частота прохода колес.
Последнее равенство позволяет на основе (2.45) прийти к следующей
зависимости скорости износа от набора X случайных параметров кон-
тактного взаимодействия:

∂W (x,t)

∂t
= n0F(x,t;X). (2.46)
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Следуя теперь общему подходу к расчету изнашивания при случайном
взаимодействии, усредним (2.46) по ансамблю {X} значений набора X
и получим уравнение кинетики изнашивания рельса в терминах средних
значений:

∂W (x,t)

∂t
= n0

∫

{X}

F(x,t;X)ρ(X,t)dX, W (x,0) ≡ 0. (2.47)

Рассчитанный с помощью (2.47) износ W определяет эволюцию
среднестатистического профиля r боковой поверхности рельса следу-
ющим образом:

∂r(x,t)

∂t
= −cosβ(x,t)−1 ∂W (x,t)

∂t
, r(x,0) = r0(x), (2.48)

где r0(x)—профиль неизношенного рельса, а множитель cos−1β свя-
зывает приращение износа, направленное по нормали к профилю рель-
са, со смещением этого профиля вдоль оси z. Использование формулы
(2.48) предполагает, что правые части равенств (2.41), (2.43), (2.44), а
следовательно и (2.47) определяются через среднестатистический про-
филь рельса r(x,t).

Численный анализ уравнений (2.41), (2.43), (2.44), (2.47) задачи
был выполнен для случая степенного закона изнашивания F (p,V ) =
= αpw(p/pw)γV при α = 10−14 Па−1, pw = 1 ГПа, γ = 1,5.

Профили колес описывались синусоидой вида

g(s) = g∗ + D

[

1

2
− 1

π
arcsin

(

2
s

s∗
− 1

)]

,

D = (g1 − g∗)

[

1

2
− 1

π
arcsin

(

2
s1

s∗
− 1

)]−1

,

(2.49)

где s ∈ [0,s∗], параметры s1, s∗, g∗ задаются детерминированно, то-
гда как g1 — случайный параметр профиля колеса, g∗ = g(s∗), g1 = g(s1)
(рис. 2.48в). Отметим, что s∗ представляет собой высоту гребня колеса.

Параметры задачи θ, P , g1 как случайные величины считались неза-
висимыми и функция плотности их вероятности представлялась в виде
произведения

ρ(X,t) ≡ ρ(θ,P,g1, t) = ρ1(θ) ρ2(P ) ρ3(g1). (2.50)

В качестве ρ1(θ), ρ2(P ) использовались усеченные по отрицательным
значениям θ, P нормальные распределения со средними значениями θ,
P и средними квадратическими отклонениями σθ, σP , соответственно.
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Распределение ρ3(g1) бралось параболическим с нормирующим множи-
телем k:

ρ3(g1) = k (g1 − g11)(g12 − g1), g1 ∈ [g11,g12]. (2.51)

Целью расчетов было установление характера влияния угла набега-
ния на износ, поэтому для упрощения расчетов давление p(ξ,η) бралось
в виде сильно локализованного (δ-образного) распределения. Подобная
аппроксимация выглядит приемлемой, если статистический разброс ко-
ординат центра области контакта xT , yT намного превышает некоторый

Рис. 2.49. Профили изношенного рельса при раз-
личных углах набегания: а— θ= 6 · 10−3, σθ =

= 3 · 10−4; б— θ= 6 · 10−2, σθ = 3 · 10−3; кри-
вая 1— 3,68 · 106 проходов колеса, кривая 2—
7,35 · 106 проходов колеса

характерный размер обла-
сти контакта, что может
иметь место, например, на
начальной стадии изнаши-
вания, когда форма бо-
ковой поверхности рельса
является выпуклой.

Были приняты следу-
ющие значения парамет-
ров задачи (кроме спе-
циально оговоренных):
x∗ = 25 мм, x1 = 7 мм,
g11 = g∗ = 13 мм, g12 =
= 30 мм, P = 4 · 104 Н,
σP = 104 Н, R = 45 см,
V0 = 50 м/с.

Рисунок 2.49 иллюстрирует протекание процесса изнашивания рель-
са при малых (а) и больших (б) углах набегания θ. Видно, что значе-

Рис. 2.50. Поперечное сечение бывшего в эксплуатации
рельса

ния этого угла ока-
зывают заметное вли-
яние на износ рель-
са— увеличение θ
приводит к форми-
рованию более кру-
того профиля боко-
вой поверхности из-
ношенного рельса с
повышенным макси-
мальным износом,
что согласуется с
экспериментальными
данными [61]. По-
лученные расчетные
профили также ка-
чественно согласуются с характером изнашивания рельса, бывшего в
эксплуатации (рис. 2.50).
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§ 2.3. Задачи с усложненными условиями

Задачи, рассмотренные в предыдущих разделах, были связаны с изуче-
нием влияния износа на контактное взаимодействие тел и сводились к
уравнениям с дифференциальными операторами первого порядка. Ниже
рассматриваются постановки износоконтактной задачи с усложненными
условиями (вязкость и динамика контакта, сложное внешнее нагруже-
ние), для которых уравнение кинетики изнашивания содержит произ-
водные более высоких порядков.

2.3.1. Изнашивание вязкоупругого покрытия

В разделе 2.1.8 была рассмотрена задача об изнашивании тонкого по-
крытия сферическим индентором, при условии многократного прохож-
дения им заданной траектории (скольжение по «старому следу»). Та-
кое движение индентора приводит к постепенному накапливанию изно-
са вдоль соответствующей траектории и, как следствие, к приработке
подвижного контакта, выражающейся в наличии стадии установивше-
гося режима изнашивания. Ниже рассматривается постановка износо-
контактной задачи, предполагающая скольжение индентора по неизно-
шенным участкам покрытия, при этом износ образуется в результате
единичного прохода индентора.

Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим композицию
«вязкоупругое покрытие—основание», по поверхности которой с посто-
янной скоростью V скользит абсолютно жесткий, гладкий и выпуклый
индентор, нагрузка P на который считается постоянной (рис. 2.51) [49].
Деформационные свойства покрытия будем описывать упрощенной вяз-
коупругой моделью Фойгта, тогда как деформационные свойства осно-
вания— моделью Винклера:

η
duξ(t)

dt
+ κuξ(t) = pξ(t), vξ(t) = −Apξ(t), (3.1)

где uξ—величина поперечного сжатия покрытия в некоторой точке ξ
его поверхности при действии давления pξ, vξ— соответствующее пе-
ремещение границы основания, η, κ —коэффициент вязкости демпфера
и жесткость пружины элемента Фойгта [5], A—параметр упругой по-
датливости основания (ср. с формулой (1.1)).

В результате взаимодействия со скользящим индентором покрытие
изнашивается. Соответствующий закон изнашивания примем линейным
по давлению:

dWξ(t)

dt
= αpξ(t), (3.2)

где Wξ —износ покрытия в точке ξ, α—коэффициент износостойкости,
который может зависеть от скорости скольжения: α = α(V ).

Свяжем с движущимся индентором систему координат Oxyz, при
этом плоскость Oxy совместим с плоскостью недеформированного по-
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крытия, а ось x направим против движения индентора (рис. 2.51). Урав-
нение поверхности индентора в выбранной системе координат имеет вид

z = g(x,y) − δ, (3.3)

причем g(x,y)—некоторая известная функция, описывающая форму ин-
дентора, δ—величина, характеризующая его внедрение в покрытие.
Следуя [23], будем считать движение среды покрытия и основания уста-
новившимся в системе Oxyz.

Рис. 2.51. Взаимодействие скользящего индентора с композицией покрытие—
основание (a); область D контакта индентора с покрытием (б)

Обозначим через D область контакта индентора с покрытием (рис. 2.51).
Для описания формы области D введем в рассмотрение функции a(y)
и b(y), определяющие ее границы по переднему и заднему фронту вза-
имодействия индентора с покрытием так, что

D = {x,y : x ∈ [−a(y), b(y)], y ∈ [ymin,ymax]} ,

где ymin, ymax обозначают пределы области контакта вдоль оси y.
Точки поверхности покрытия, прилегающие к области контакта по ее

передней границе, не испытывают перемещения, что является следстви-
ем использования для описания деформационных свойств покрытия и
основания моделей (3.1), исключающих влияние давления на соседние
точки поверхности. Таким образом, при x = −a(y) точки поверхности
покрытия, соприкасающиеся с индентором, имеют координату z = 0. От-
сюда, с учетом (3.3), следует, что функция a(y) должна удовлетворять
равенству

g(−a(y),y) = δ, (3.4)

которое, кроме a(y), определяет и величины ymin, ymax. Отметим, что
сказанное не относится к функции b(y), описывающей заднюю грани-
цу области контакта, т. к. в соответствующих ей точках имеют место
смещения поверхности покрытия за счет его износа и вязкоупругого
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деформирования. Уравнение для b(y) будет получено ниже из дополни-
тельного условия.

Обозначим через u(x,y), v(x,y), W (x,y), p(x,y) распределения по
области контакта в подвижной системе координат Oxyz вязкоупругого
сжатия покрытия, перемещения границы основания, износа покрытия
и давления соответственно. Эти распределения связаны с введенны-
ми выше величинами uξ(t), vξ(t), Wξ(t), pξ(t). Действительно, фик-
сируем точку ξ на поверхности покрытия и примем за начало отсче-
та времени t момент начала взаимодействия этой точки с индентором.
Обозначим через tx = (a(y) + x)/V момент времени, при котором точ-
ка ξ имеет координату x в системе Oxyz, причем x ∈ [−a(y), b(y)], y —
ордината точки ξ. Данные определения позволяют записать искомые
соотношения:

uξ(tx) = u(x,y), vξ(tx) = v(x,y),

Wξ(tx) = W (x,y), pξ(tx) = p(x,y).
(3.5)

С помощью соотношений (3.5) равенствам (3.1) и (3.2) можно придать
следующий вид:

ηV u′(x,y) + κu(x,y) = p(x,y), v(x,y) = −Ap(x,y),

W ′(x,y) =
α

V
p(x,y),

(3.6)

при этом перемещения u, v и износ W связаны с формой индентора
условием контакта (ср. с равенством (2.5) главы 1):

u(x,y) − v(x,y) + W (x,y) = δ − g(x,y), x,y ∈ D. (3.7)

Здесь и далее штрих над символом функции означает дифференциро-
вание по x.

С помощью равенств (3.6) и (3.7) можно получить уравнение отно-
сительно давления p(x,y). Для этого продифференцируем (3.7) по x, за-
меним полученные производные их выражениями через u(x,y), p(x,y),
p′(x,y) согласно (3.6) и затем, с использованием исходного равенства
(3.7), исключим из полученного равенства функцию u(x,y). Таким об-
разом, придем к следующему промежуточному результату:
ηV Ap′(x,y) + θp(x,y) + κW (x,y) =

= κ[δ − g(x,y)] − ηV g′(x,y), x,y ∈ D, (3.8)

где θ = 1 + ω1 + ω2, ω1 = κA, ω2 = βηV, β = α/V . Повторное диффе-
ренцирование равенства (3.8) по x с последующим исключением из него
функции W ′(x,y) при помощи третьего соотношения (3.6) дает искомое
уравнение:

ηV Ap′′(x,y) + θp′(x,y) + βκp(x,y) = ϕ(x,y), x,y ∈ D, (3.9)

причем ϕ(x,y) = −κg′(x,y) − ηV g′′(x,y).
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Для уравнения (3.9) имеют место следующие начальные условия:

p(−a(y),y) = 0, p′(−a(y),y) = − 1

A
g′(−a(y),y). (3.10)

Первое условие (3.10) получается, если в (3.7) положить x = −a(y) и
принять во внимание равенства (3.4) и W (−a(y),y) = u(−a(y),y) = 0,
v(−a(y),y) = −Ap(−a(y),y). Второе условие (3.10) следует из равенства
(3.8) при p(−a(y),y) = 0.

Выпишем еще два условия:

p(b(y),y) = 0, P =

∫

D

p(x,y)dxdy =

ymax
∫

ymin

[

b(y)
∫

−a(y)

p(x,y)dx
]

dy, (3.11)

первое из которых отвечает требованию равенства нулю давления в
точке разъединения поверхностей индентора и покрытия, а второе пред-
ставляет собой условие равновесия индентора.

Далее будем считать нагрузку P известной и поставим задачу: найти
распределение давления p(x,y) и функции a(y), b(y), характеризующие
форму области контакта и ее расположение по отношению к индентору.
Система равенств (3.4), (3.9)–(3.11) позволяет решить такую задачу.

Действительно, зададимся некоторой величиной внедрения инден-
тора δ, определим из (3.4) величины ymin, ymax и функцию a(y), после
чего решим уравнение (3.9) относительно давления p(x,y) совместно
с начальными условиями (3.10). Затем воспользуемся первым услови-
ем (3.11) и определим из него по найденному давлению функцию b(y).
Полученные таким образом функции p(x,y), a(y), b(y) оказываются за-
висящими от единственной контактной характеристики— внедрения δ,
которое может быть найдено из условия равновесия (3.11) по извест-
ной нагрузке P . Таким образом, поставленная выше задача оказыва-
ется решенной. В дальнейшем описанный алгоритм будет реализован
для случаев цилиндрического и сферического индентора. При извест-
ном давлении распределение износа по области контакта определяется
по формуле

W (x,y) = β

x
∫

−a(y)

p(s,y)ds, (3.12)

которая непосредственно следует из третьего равенства (3.6)

Замечание 1. Рассматриваемая композиция вязкоупругого покрытия
и основания Винклера математически эквивалентна модели стандартно-
го вязкоупругого основания, которое представляется последовательно
соединенными элементом Фойгта и пружиной [5].
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Замечание 2. Величина A, характеризующая податливость основа-
ния покрытия, прежде считалась положительной. В случае A = 0, т.е.
при абсолютно жестком основании, порядок дифференциального урав-
нения (3.9) для давления понижается на единицу и, как нетрудно уста-
новить из (3.8), вместо двух условий (3.10) имеет место одно условие
следующего вида: p(−a(y),y) = −ηV (1 +ω2)

−1g′(−a(y),y). Таким об-
разом, если A = 0, то на передней границе взаимодействия индентора с
покрытием давление принимает значения, отличные от нуля, тогда как
при A > 0 эти значения всегда равны нулю. Сказанное свидетельствует
об отсутствии на передней границе области контакта предельного пе-
рехода функции p(x,y) для модели с податливым основанием (A > 0) в
функцию p(x,y) для абсолютно жесткого основания (A = 0) при A → 0.
Однако, как показывает специальный анализ, упомянутый предельный
переход имеет место для внутренних точек области контакта.

Цилиндрический индентор. Пусть в качестве индентора выступает
цилиндр радиуса R, скользящий по покрытию в перпендикулярном сво-
ей оси направлении, при этом на единицу длины цилиндра приходится
нагрузка Q. Считая внедрение цилиндра малым (δ≪ R), аппроксими-
руем его форму параболой и выберем систему коррдинат Oxyz так, что
g(x,y) = kx2, k = (2R)−1. Тогда равенство (3.4) принимает вид ka2(y) =
= δ, откуда

a(y) = a =
√

δ/k, ymin = −∞, ymax = ∞. (3.13)

Решение уравнения (3.9) при начальных условиях (3.10) для рас-
сматриваемого случая имеет вид

p(x,y) = p(x) =
1

λ1 − λ2

[(

1 − eλ1(a+x)
)

(X1 a + Y1) +

+
(

1 − eλ2(a+x)
)

(X2 a + Y2)
]

− 2k

β
(a + x). (3.14)

Коэффициенты уравнения определяются формулами

λ1 =
D0 − θ
2ηAV

, λ2 =
−D0 − θ
2ηAV

, D0 =
√
θ2 − 4ω1ω2,

X1 =
2k

A

[

D0 + θ

2ω2
− 1

]

, Y1 =
2k

β

[

D0 + θ

2ω1ω2
(1 +ω1) − 1

]

,

X2 =
2k

A

[

D0 − θ
2ω2

+ 1

]

, Y2 =
2k

β

[

D0 − θ
2ω1ω2

(1 +ω1) + 1

]

.
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Подстановка выражения (3.14) в первое условие (3.11) дает следую-
щее уравнение для размера области контакта b:

p(b) =
1

λ1 − λ2

[(

1 − eλ1d
)

(X1 a + Y1)+

+
(

1 − eλ2d
)

(X2 a + Y2)
]

− 2k

β
d = 0, (3.15)

в котором d = a + b, величина a определяется по формуле (3.13).
Уравнение (3.15) при любом a > 0 однозначно разрешимо относи-

тельно b, причем всегда b > 0. Действительно, несложный анализ пока-
зывает, что функция p(x) вида (3.14) обладает следуюшими свойства-
ми: lim

x→∞
p′(x) = −2k/β< 0, p′′(x) < 0, p(0) > 0, первые два из которых

(совместно с условиями (3.10)) обеспечивают единственность решения
уравнения p(b) = 0, а третье— положительность соответствующего кор-
ня b. Этот корень, согласно (3.15), определяется величиной a =

√

δ/k и,
следовательно, подобно a, зависит от единственной контактной харак-
теристики— внедрения δ.

Подстановка выражения (3.14) для давления p(x) во второе условие
(3.11) позволяет получить уравнение

Q =

b
∫

−a

p(x)dx =
1

λ1−λ2

[

1+λ1d−eλ1d

λ1
(X1 a+Y1) +

+
1+λ2d−eλ2d

λ2
(X2 a+Y2)

]

− k

β
d2, (3.16)

решение которого определяет внедрение δ по известной нагрузке Q, т. к.
величины a и b в нем зависят только от δ.

Выражение (3.14) для давления, дополненное равенствами (3.13),
(3.15) и (3.16), позволяет построить численное решение поставленной
выше задачи для цилиндрического индентора. Соответствующие резуль-
таты будут представлены ниже.

Сферический индентор. Пусть по покрытию скользит сферический ин-
дентор (шар) радиуса R. Как и прежде, считая δ≪ R, положим g(x,y) =
= k(x2 + y2), k = (2R)−1 и на основе (3.4) получим:

a(y) =
√

a2
0 − y2, a0 =

√

δ/k, ymin = −a0, ymax = a0. (3.17)
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В этом случае решение уравнения (3.9) при условиях (3.10)
имеет вид:

p(x,y) =
1

λ1−λ2

[(

1−eλ1(a(y)+x)
)

(X1 a(y)+Y1) +

+
(

1−eλ2(a(y)+x)
)

(X2 a(y)+Y2)
]

− 2k

β
(a(y)+x), (3.18)

при этом условия (3.11) дают еще два равенства:

p(b(y),y) =
1

λ1−λ2

[(

1−eλ1d(y)
)

(X1 a(y)+Y1) +

+
(

1−eλ2d(y)
)

(X2 a(y)+Y2)
]

− 2k

β
d(y) = 0, (3.19)

P =

a0
∫

−a0

{

1

λ1−λ2

[

1+λ1d(y)−eλ1d(y)

λ1
(X1 a(y)+Y1) +

+
1+λ2d(y)−eλ2d(y)

λ2
(X2 a(y)+Y2)

]

− k

β
d2(y)

}

dy. (3.20)

Равенство (3.19) совместно с (3.17) определяет функцию b(y) через
неизвестное внедрение δ, которое затем находится из уравнения (3.20)
по известной нагрузке P . После этого с помощью выражения (3.18)
можно вычислить распределение давления.

Численный анализ. Представленные ниже результаты были получе-
ны при линейной зависимости α от V (т. е. при β = α(V )/V = const)
путем численного решения уравнений (3.13)–(3.16) для цилиндра или
(3.17)–(3.20) для шара, согласно алгоритму, описанному в конце первого
пункта.

В рассматриваемом случае β = const уравнения, описывающие кон-
тактное взаимодействие цилиндра или шара с покрытием обладают сле-
дующим свойством: если в них перейти к безразмерным величинам

x̃ =
x

R
, ỹ =

y

R
, ã =

a

R
, b̃ =

b

R
, δ̃ =

δ

R
, p̃ =

p

κR
, (3.21)

то окажется, что параметры A, η, κ, β, R, V , а также Q или P входят
в данные уравнения в виде безразмерных комбинаций:

z0 = ω1, z1 =
ηV

κR
, z2 = βκR, Q̃ =

Q

κR2
, P̃ =

P

κR3
.

Это означает, что неизвестные функции p̃(x̃, ỹ), ã(ỹ), b̃(ỹ), которые
находятся из вышеупомянутых уравнений и описывают контактное вза-
имодействие покрытия с индентором в безразмерных переменных (3.21),
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зависят только от z0, z1, z2 и Q̃ (в случае цилиндра) или P̃ (в случае
шара). Данное свойство позволяет более компактно описывать влияние
на решения рассматриваемых задач параметров A, η, κ, β, R, V путем
использования вместо них параметров z0, z1, z2.

Кроме введенных выше безразмерных величин z0,1,2, для задания
условий контактного взаимодействия индентора с покрытием в дальней-
шем будет использоваться еще одна безразмерная величина δ̃r = δr/R,
где δr —внедрение покоящегося индентора (V = 0). При заданных на-
грузках Q и P имеют место выражения

δ̃r ≡ ka2

R

∣

∣

∣

∣

V =0

=
1

R

(

9Q2

32κ2R

)1/3

=

(

9

32
Q̃2

)1/3

—для цилиндра,

δ̃r ≡ ka2(0)

R

∣

∣

∣

∣

V =0

=
1

R

(

P

πκR

)1/2

=

(

1

π
P̃

)1/2

—для шара,

(3.22)

согласно которым величина δ̃r зависит только от Q̃ (для цилиндра)
или P̃ (для шара).

Степень износа покрытия можно характеризовать величиной WM

максимального износа за один проход индентора. В предположении, что
максимальное давление имеет место в сечении y = 0, выражение (3.12)
позволяет записать:

WM = β

b(0)
∫

−a(0)

p(s,0)ds,

причем для цилиндра, в силу условия равновесия (3.11), последнее выра-
жение имеет вид WM = βQ. Для представления численных результатов
будет использоваться безразмерная величина W̃M = WM/R.

На рис. 2.52 и рис. 2.53 представлены зависимости величин δ̃ и W̃M

от отношения z1 для цилиндра и шара, полученные при двух различных
значениях z2. Величина внедрения покоящегося индентора (штриховая
линия на графиках) бралась одинаковой для цилиндра и шара.

Сравнение рис. 2.52 и рис. 2.53 свидетельствует о возможности зна-
чительного влияния степени износа покрытия на зависимости контакт-
ных характеристик от скорости скольжения индентора и вязкости по-
крытия. В частности, обращает на себя внимание отсутствие предель-
ного перехода δ→ δr ≡ δ|V =0 при V → 0 (рис. 2.52а и рис. 2.53а). Это
объясняется наличием конечного износа при сколь угодно малой скоро-
сти скольжения V (рис. 2.52б и рис. 2.53б), что, в свою очередь, связано
с предполагаемой пропорциональностью между износом и путем трения
(равенство (3.12) при β = const).

Также рис. 2.52 и рис. 2.53 свидетельствуют о том, что зависимо-
сти ряда контактных характеристик от скорости скольжения индентора
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и вязкости покрытия могут существенно различаться для цилиндриче-
ского и сферического инденторов, причем это различие возрастает с
увеличением интенсивности изнашивания покрытия.

Рис. 2.52. Зависимости безразмерных внедрения δ̃ (а) и максимального
износа W̃M (б) от z1 для цилиндра (1) и шара (2) при δ̃r = 5 · 10−4, z0 = 0,1,
z2 = 11,9

Рис. 2.53. То же, что и на рис. 2.52, но при z2 = 59,3

Рис. 2.54 и рис. 2.55 показывают характер изменения распределения
давления и формы области контакта для шара при различных значени-
ях z1 и z2. Примечательно, что при возрастании как z1, так и z2 об-
ласть контакта смещается в направлении движения шара. Однако, если
при возрастании z1 размер области контакта вдоль оси y уменьшается
(рис. 2.54), то при возрастании z2 этот размер увеличивается (рис. 2.55),
вследствие чего максимальное давление уменьшается.
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Формы области контакта, аналогичные изображенным на рис. 2.54,
были получены экспериментально при качении стеклянного шара с раз-
личными скоростями по пластине из эпоксидной смолы [59].

Рис. 2.54. Распределения безразмерного давления в сечении y = 0 (а) и формы об-
ласти контакта D (б) в случае сферического индентора при δ̃r = 5 · 10−4, z0 = 0,1,

z2 = 11,9 и различных значениях z1: 0 (1); 0,03 (2); 0,06 (3); 0,13 (4)

Рис. 2.55. То же, что и на рис. 2.54, но при δ̃r = 5 · 10−4, z0 = 0,1, z1 = 8 · 10−3 и
различных значениях z2: 0 (1); 23,7 (2); 47,4 (3); 94,9 (4)

Полученные результаты численного анализа позволяют сделать
вывод о возможности существенного влияния фактора изнашивания
на характер контактного взаимодействия индентора с вязкоупругим
покрытием.
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2.3.2. Изнашивание волнистой поверхности

Процесс образования и развития волнистости на поверхности трения
исследовался теоретически на основе различных представлений о при-
роде подобного явления: потеря упругой устойчивости поверхностного
слоя [33], неоднородность механических и геометрических параметров
поверхности [57], упругое оттеснение материала на поверхности с по-
следующим его надрывом [66]. Ниже эволюция волнистости поверхно-
сти тела рассматривается как результат его изнашивания.

Постановка задачи. Рассмотрим деформируемое тело, поверхность ко-
торого имеет форму одномерной (цилиндрической) волнистости и де-
формируемый цилиндрический индентор, сориентированный так, что
его образующая параллельна образующей волнистости поверхности те-
ла (рис. 2.56). Индентор крепится вязкоупругой связью к подвижной
каретке, которая перемещается с постоянной по величине скоростью V0

по неподвижной относительно тела направляющей, в результате чего
индентор скользит по телу в направлении, перпендикулярном своей об-
разующей. Для определенности положим, что индентор имеет форму
цилиндра радиуса R, причем R не превосходит абсолютного значения
радиуса ρ кривизны поверхности тела.

Введем в рассмотрение неподвижную относительно тела систему ко-
ординат Oxy, плоскость xy которой расположим перпендикулярно к
оси индентора, а ось x—параллельно направлению движения карет-
ки (рис. 2.56). Координаты центра индентора в этой системе обозна-
чим через X,Y . Будем считать, что связь индентора с кареткой об-

Рис. 2.56. Взаимодействие изнашиваемого тела
с цилиндрическим массивным индентором

ладает единственной степе-
нью свободы в направлении
оси y, в силу чего его ско-
рость вдоль оси x совпадает
со скоростью V0 каретки.

Далее будет рассматри-
ваться циклическое движе-
ние индентора трех типов:
проход в направлении оси x
с холостым возвратом про-
тив оси x— тип M+; про-
ход против оси x с холостым
возвратом в направлении
оси x— тип M−; возвратно-
поступательное (без холо-
стых возвратов)— тип M0.
Положительное значение V0

отвечает движению каретки
в направлении оси x.

Для описания вязкоупругих деформационных свойств связи инден-
тора с кареткой воспользуемся упрощенной моделью демпфера и пру-
жины, соединенных, например, параллельно (элемент Фойгта [5]). Кон-
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тактными деформациями тела и индентора будем пренебрегать, считая
при этом длину 2a области контакта индентора с телом (в плоскости xy)
пренебрежимо малой по сравнению с радиусами кривизны их поверхно-
стей:

a ≪ R < |ρ|. (3.23)

В результате взаимодействия со скользящим индентором возникает
износ тела, приводящий к изменению формы его поверхности. Скорость
нормального к поверхности тела линейного износа W примем пропор-
циональной давлению p и скорости скольжения V :

∂W

∂t
= αpV, (3.24)

причем скорость скольжения V при постоянной скорости V0 является
переменной и зависит от формы волнистости. Предполагая, что износ за
один проход индентора пренебрежимо мало меняет форму волнистости,
будем ее описывать функцией ϕ(x,t), определяющей ординату профиля
поверхности тела в системе Oxy. Как и прежде, за начало изнашивания
принимается момент t = 0.

Ставится задача определения эволюции волнистости поверхности те-
ла в результате изнашивания, т. е. функции ϕ(x,t), при условии, что из-
вестна начальная форма волнистости ϕ0(x). Решение этой задачи нач-
нем с рассмотрения силового аспекта подвижного контакта индентора с
телом.

Анализ сил контактного взаимодействия. Учитывая сделанное выше
предположение о малости износа за один проход индентора, рассмотрим
перемещение индентора по волнистой поверхности неизменной формы
ϕ(x). Течение времени в ходе такого перемещения будем характеризо-
вать величиной τ. Для определенности положим, что в момент τ = 0
центр индентора имеет координату X = 0.

Соотношение (3.23) позволяет считать контакт индетора с телом то-
чечным, координату которого в системе Oxy обозначим через s. Отме-
тим, что координаты s и X зависят от времени τ, причем по условию
задачи X = V0 τ, |V0| = const. В дальнейшем для упрощения записи ар-
гумент τ у функций будет опускаться.

Условие касания цилиндрического индентора с волнистой поверхно-
стью представляется равенством углов наклона профилей индентора и
поверхности в точке s:

s − X

R
=

ϕ′(s)
√

1 + ϕ′2(s)
. (3.25)

Кроме того, имеет место следующее геометрическое соотношение между
координатами X, Y и s (см. рис. 2.56):

Y = ϕ(s) +
√

R2 − (s − X)2. (3.26)
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Определим нормальную составляющую контактной нагрузки Q. Для
этого рассмотрим уравнение динамики индентора [1]:

m
d2Y

dτ2
= −F − mg − signV0 |T |sinγ + Qcosγ, (3.27)

где m—масса индентора, mg — его вес, F — сила реакции вязкоупругой
связи, T — сила трения, γ—угол наклона профиля поверхности в точ-
ке контакта, γ(s) = arctgϕ′(s) (рис. 2.56). Отметим, что под m, F, Q, T
здесь понимаются величины, приходящиеся на единицу длины инден-
тора вдоль его оси. Раскроем члены уравнения (3.27).

Обозначим через η, κ коэффициент вязкости демпфера и жесткость
пружины элемента Фойгта, а через Y0 —ординату центра индентора при
недеформированной пружине. Силу трения между индентором и телом
будем считать пропорциональной нормальной нагрузке (закон Кулона)
с коэффициентом трения µ. Все это позволяет записать следующие ра-
венства [5, 27]:

F = η
dY

dτ
+ κ (Y − Y0) , |T | = µQ. (3.28)

Для определения производных dY/dτ и d2Y/dτ2 дважды продиф-
ференцируем по τ равенство (3.26), примем во внимание соотношение
(3.25) и то, что dX/dτ = V0. В результате можно получить выражения

dY

dτ
= V0ϕ

′(s),
d2Y

dτ2
= V 2

0 θ(s)ϕ
′′(s), (3.29)

где ρ(s) = [1 + ϕ′2(s)]3/2/ϕ′′(s)—радиус кривизны профиля поверхно-
сти в плоскости x, y, θ(s) = [1 − R/ρ(s)]−1.

Подставляя выражения (3.25), (3.26), (3.28), (3.29) в (3.27) и раз-
решая полученное уравнение относительно Q, получим выражение:

Q(s) = Π(s,ϕ(s),ϕ′(s),ϕ′′(s)) ≡ mV 2
0 θ(s)ϕ

′′(s) + F (s) + mg

cosγ(s) − signV0 µsinγ(s)
, (3.30)

при этом имеет место равенство

F (s) = ηV0ϕ
′(s) + κ

[

ϕ(s) + R(1 + ϕ′2(s))−1/2 − Y0

]

. (3.31)

Характерной особенностью равенств (3.30), (3.31) является то, что
фигурирующие в них функции в качестве аргумента содержат только
величину s. Это позволяет считать равенства (3.30), (3.31) справедли-
выми при произвольном s и для удобства заменить в них s на x.

Уравнение кинетики изнашивания. Возьмем произвольную точку с
абсциссой x на поверхности тела и определим величину δW (x) нормаль-
ного к поверхности линейного износа в этой точке при проходе через
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нее индентора. Пользуясь малостью размера области контакта a(x) (со-
отношение (3.23)), представим проход индентора через точку x как про-
хождение по ней неизменной эпюры давления p(ξ), ξ ∈ [−a(x),a(x)] со
скоростью V (x) = V0/cosγ(x) при наличии скольжения с той же скоро-
стью. Повторяя тогда рассуждения раздела 2.1.8 и учитывая линейный
характер закона изнашивания (3.24), можно записать:

δW (x) = α(x)

a(x)
∫

−a(x)

p(ξ)dξ = α(x)Q(x), (3.32)

при этом допускается зависимость параметра износостойкости α от ко-
ординаты x, а последнее равенство отражает очевидную связь нормаль-
ной составляющей Q контактной нагрузки с распределением давления.

Величина Q в соотношении (3.32) определяется согласно выражению
(3.30), что позволяет (с учетом предполагаемых типов циклического
движения индентора) представить это соотношение в виде равенства

δWσ(x) = α(x)Πσ(x,ϕ(x),ϕ′(x),ϕ′′(x)), (3.33)

в котором под σ подразумевается один из символов +, − или 0, при-
чем δW+ и Π+ (δW− и Π−) обозначают износ за один проход и правую
часть равенства (3.30) при движении индентора типа M+ (M−), тогда
как 2δW0 —износ за два прохода (вдоль и против оси x) при движении
индентора типа M0, Π0 ≡ (Π+ + Π−)/2.

Будем интерпретировать величину δW как скорость износа по чис-
лу проходов индентора и запишем n0·δW = ∂W/∂t, где n0 —частота
проходов индентора. При том, что приращение износа вдоль оси y рав-
но δW/cosγ, последнее равенство позволяет с учетом (3.30) и (3.33)
записать искомое уравнение кинетики изнашивания:

− ∂ϕ(x,t)

∂t
=

n0α(x)

cosγ(x,t)
Πσ(x,ϕ(x,t),ϕ′(x,t),ϕ′′(x,t)), (3.34)

где

Π± = (q1 ± q2)/(r1 ∓ r2), Π0 = (q1r1 + q2r2)/(r2
1 − r2

2),

q1 = mV 2
0 θ(x,t)ϕ′′(x,t) + κ

[

ϕ(x,t)+R(1+ϕ′2(x,t))−1/2 − Y0

]

+ mg,

q2 = η|V0|ϕ′(x,t), r1 = cosγ(x,t), r2 = µsinγ(x,t).

Проведенные выкладки предполагают наличие неразрывного контак-
та индентора с телом, что обеспечивается положительными значениями
нагрузки Q. Учитывая это и пользуясь выражением (3.30), наложим
следующее ограничение на форму волнистости:

0 < Πσ(x,ϕ(x,t),ϕ′(x,t),ϕ′′(x,t)). (3.35)
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Уравнение (3.34) представляет собой нелинейное уравнение в част-
ных производных второго порядка. При начальном условии
ϕ(x,0) = ϕ0(x) и соблюдении неравенства (3.35) оно определяет эво-
люцию волнистости поверхности тела в процессе его изнашивания.

Численный анализ. Уравнение (3.34) решалось численно с исполь-
зованием явной разностной схемы [24]. Рассматривались два случая
начальной формы волнистости:

ϕ0(x) = D exp(−x2/l2) — единичная неровность, (3.36)

ϕ0(x) = D cos(πx/l) — гармоническая волна. (3.37)

Параметр износостойкости α принимался неизменным вдоль пути
трения индентора. В ходе вычислений контролировалось выполнение

Рис. 2.57. Форма единичной неровно-
сти в различные моменты изнашивания:
t = 0 с (1); 0,63 · 106 с (2); 1,26 · 106 с (3);
1,87 · 106 с (4)

неравенства (3.35), обеспечи-
вающего неразрывность кон-
такта индентора с телом. Ес-
ли для некоторых x, t это
условие нарушалось (напри-
мер, при достаточно большой
скорости V0), то расчет преры-
вался.

На рис. 2.57 показана эво-
люция формы единичной неров-
ности (3.36), а на рис. 2.58 и
рис. 2.59— гармонической вол-
ны (3.37). Расчеты были вы-
полнены для движения ин-
дентора типа M+ (в направ-
лении оси x) при следую-
щих значениях параметров:
m = 1 кг/м, R = 5 мм, V0 =
= 0,2 м/с, n0 = 10 Гц, Y0 =
= −15 мм, µ = 0,05, α = 5×
×10−12 Па−1, D = 3 мм. От-
дельно полагалось: l = 1 см,
κ = 104 Па, η = 103 Па·с— для
рис. 2.57; l = 10 см, κ = 104 Па,

η = 103 Па·с— для рис. 2.58; l = 10 см, κ = 0, η = 0,4 · 103 Па·с — для
рис. 2.59.

Представленные результаты расчетов свидетельствуют о том, что на-
ряду с общим проседанием изнашиваемой поверхности, эволюция вол-
нистости качественно сводится к двум главным тенденциям: смещению

волнистости вдоль оси x и изменению ее высоты (амплитуды), при-
чем в зависимости от выбора параметров задачи эти тенденции могут
проявляться в разной степени (рис. 2.58 и рис. 2.59). При движении
индентора типа M+ или M− смещение волнистости происходит в на-
правлении движения индентора. В случае движения типа M0 смещения
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волнистости не происходит, и это объясняется соответствующей сим-
метрией правой части уравнения (3.34). Обращает на себя внимание,
что в зависимости от упругих свойств связи индентора с кареткой ам-
плитуда волнистости может со временем уменьшаться (волнистость вы-
глаживается) (рис. 2.58) или увеличиваться (рис. 2.59), при этом длина
волны профиля поверхности не претерпевает заметных изменений.

Линеаризованное уравнение кинетики изнашивания. Допустим, что

|ϕ′(x,t)| ≪ 1, R ≪ |ρ(x,t)|, µ≪ 1. (3.38)

Первые два условия (3.38) означают, что волнистость является пологой
и радиус ее кривизны намного превосходит радиус R индентора.

Приняв условия (3.38), пренебрежем в уравнении (3.34) членами,
содержащими степени ϕ′ выше первой и произведения µϕ′, Rρ−1.

В результате придем к следующему линейному дифференциальному
уравнению кинетики изнашивания:

− ∂ϕ(x,t)

∂t
= z2(x)ϕ′′(x,t)+

+ z1(x)ϕ′(x,t) + z0(x)ϕ(x,t) + z∗(x), (3.39)

где

z0(x) = n0κα(x), z1(x) =











±n0α(x)η|V0|, при M±,

0, при M0,

z2(x) = n0α(x)mV 2
0 , z∗(x) = n0(mg − κC)α(x), C = Y0 − R.

Далее рассмотрим решение уравнения (3.39) для некоторых частных
случаев.

Пример 1. Пусть α(x) = const, и коэффициенты z0, z1, z2, z∗ в урав-
нении (3.39) постоянны. Начальную функцию ϕ0(x) возьмем непре-
рывной и периодической с периодом 2l. Считая решение ϕ(x,t) также
непрерывным с периодом 2l, представим его в виде ряда Фурье [45]:

ϕ(x,t) =
1

2
a0(t) +

∞
∑

k=1

[ak(t)cosωkx + bk(t)sinωkx] ,

ωk =
kπ

l
.

(3.40)

Коэффициенты ряда определяются выражениями

a00 ≡ a0(0) =
1

l

l
∫

−l

ϕ0(x)dx, ak0 ≡ ak(0) =
1

l

l
∫

−l

ϕ0(x)cosωkxdx,

bk0 ≡ bk(0) =
1

l

l
∫

−l

ϕ0(x)sinωkxdx, k ∈ Z.
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Если подставить выражение (3.40) в уравнение (3.39) и сгруппиро-
вать в полученном равенстве члены с множителями cosωkx, sinωkx и
свободные от них члены, то можно прийти к системе дифференциаль-
ных уравнений относительно a0(t), ak(t), bk(t). Решение этой системы с
начальными значениями a00, ak0, bk0 находится без труда, и после его
подстановки в правую часть равенства (3.40) можно прийти к следую-
щему выражению:

ϕ(x,t) =
1

2
a00e

−z0t − z∗
z0

(

1 − e−z0t
)

+

+

∞
∑

k=1

eνkt [ak0 cosωk(z1t − x) − bk0 sinωk(z1t − x)] , (3.41)

где νk = z2ω
2
k − z0. В частности, если начальный профиль ϕ0(x) по-

верхности имеет вид гармонической волны (3.37), то a00 = ak0 = bk0 =
= 0, кроме a10 = D, и выражение (3.41) принимает вид

ϕ(x,t) = −z∗
z0

(

1 − e−z0t
)

+ Deν1t cosω1(z1t − x). (3.42)

Первый член в выражении (3.41) для ϕ(x,t) соответствует общему
проседанию изнашиваемой поверхности параллельно оси y, а каждое
слагаемое бесконечной суммы представляет собой бегущую вдоль оси x
со скоростью z1 волну, амплитуда которой экспоненциально изменяет-
ся со временем. Подобное изменение формы волнистости согласуется
с представленными выше результатами расчетов. Например, нетрудно
проверить, что для рис. 2.58 (рис. 2.59) величина ν1 имеет отрицатель-
ное (положительное) значение, поэтому, согласно выражению (3.42), и
в полном соответствии с рис. 2.58 (рис. 2.59), амплитуда волны умень-
шается (увеличивается) при сохранении ее длины. Также можно уста-
новить, что скорость смещения волнистости вдоль оси x на рис. 2.59
с высокой степенью точности (ошибка менее 2.5%) совпадает со
значением z1.

Пример 2. Пусть легкий индентор (m = 0) совершает движение ти-
па M0. Тогда правая часть уравнения (3.39) содержит только два по-
следних слагаемых, и решение такого уравнения имеет вид

ϕ(x,t) = (ϕ0(x) − C)e−z0(x)t + C. (3.43)

Выражение (3.43) позволяет, в частности, исследовать характер из-
менения амплитуды волнистости A(t) во времени. Например, при от-
сутствии начальной волнистости ( ϕ0(x) = ϕ0 = const) имеем из (3.43):

A(t) ≡ max
x
ϕ(x,t) − min

x
ϕ(x,t) = (ϕ0 − C)

(

e−z01 t − e−z02 t
)

, (3.44)

где
z01 ≡ min

x
z0(x) = n0κα1, z02 ≡ max

x
z0(x) = n0κα2,
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α1, α2 —минимальное и максимальное значения параметра износостой-
кости α(x). Интересной особенностью зависимости (3.44) является то,
что с течением времени амплитуда волнистости вначале возрастает до
величины Am = A(tm), а затем экспоненциально уменьшается до нуля,
при этом величины tm и Am определяются следующим образом:

tm =
lnr

(r − 1)z01
, Am = (ϕ0 − C)r−r/(r−1)(r − 1), r =

α2

α1
.

Кроме того, амплитуда волнистости увеличивается при возрастании
степени нагруженности контакта. Это, например, следует из равенства
(3.44), в котором множитель (ϕ0 − C) определяет упругое сжатие пру-
жины. Аналогичные результаты были установлены экспериментально в
работе [4].

Полученные в примерах 1 и 2 аналитические решения справедливы
при выполнении неравенства (3.35), которое применительно к уравне-
нию (3.39) равносильно требованию неотрицательности его правой ча-
сти. Проверка этого требования в отношении решений (3.42) и (3.43)
не составляет труда.

Рис. 2.58. Форма волнистости в различные моменты изнашивания при нали-
чии упругой составляющей связи индентора с кареткой (κ 6= 0): t = 0 с (1);
1,46 · 106 с (2); 2,93 · 106 с (3); 4,41 · 106 с (4)

Рис. 2.59. Форма волнистости в различные моменты изнашивания без упругой
составляющей связи индентора с кареткой (κ = 0): t = 0 с (1); 16,7 · 106 с (2);
33,7 · 106 с (3); 50,5 · 106 с (4)

Замечание. Все проделанные выше выкладки и расчеты могут быть
выполнены и в том случае, когда цилиндрический индентор дополни-
тельно вращается относительно своей оси, что имеет место, например,
при шлифовании волнистой поверхности абразивным кругом. В этом
случае выражение (3.32) для износа δW следует заменить следую-
щим [40]: δW (x) = α(x) |1 + ΩR/V (x)|Q(x), где Ω—угловая скорость
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вращения индентора, положительное значение которой соответствует
вращению против часовой стрелки на рис. 2.56. Такая замена требует
соответствующих изменений правой части уравнения (3.34), которые
несложно выполнить.

2.3.3. Расчет износа поршневого кольца

Впервые износоконтактная задача для поршневого кольца была постав-
лена и численно решена в работе [12]. Позже был предложен под-
ход к решению износоконтактных задач для упругих систем балочно-
го типа, основанный на методе разделения переменных [11, 15]. Ни-
же с использованием этого подхода дается решение контактной задачи
при наличии износа для поршневого кольца с упругим расширителем
(экспандером) при одновременном воздействии на кольцо давления га-
за. Полученное решение учитывает изменение во времени указанных
воздействий.

Рис. 2.60. Взаимодействие кольца с цилиндром 1 (поперечное сечение). Расшири-
тель схематично изображен в виде пружин 3, расположенных между дном канавки
поршня 2 и внутренней гранью кольца

Постановка задачи. Рассмотрим разрезное поршневое кольцо, контак-
тирующее с внутренней поверхностью абсолютно жесткого цилиндра
радиуса r (рис. 2.60). Упругую составляющую q давления кольца на ци-
линдр будем определять на основе задачи об изгибе бруса малой кри-
визны. Обозначая через u упругое радиальное перемещение (к центру
цилиндра) осевой линии кольца и считая его концы (x = ±π) свободны-
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ми от внешних усилий (изгибающего момента и растягивающей силы),
запишем [13]:

Φ[u(x)] ≡ uIV(x) + 2u′′(x) + u(x) =
br4

EJ
q(x) ≡ 12r4

Ea3
q(x), (3.45)

где E —модуль Юнга материала кольца, J = a3b/12—момент инерции
поперечного сечения кольца, a, b— его поперечные размеры (радиаль-
ная толщина и толщина вдоль образующей цилиндра). Штрих над сим-
волом функции означает дифференцирование по угловой координате x.

На внутреннюю грань кольца действуют также давление газа ϕ и
сила упругости расширителя. Заменим действие расширителя на кольцо
дополнительным давлением ψ на его внутреннюю грань [13] и будем
считать, что

ψ(x) = κs(x), (3.46)

где s— сжатие расширителя, κ —коэффициент его жесткости.
Контактное давление p кольца на цилиндр при сделанных допуще-

ниях представляется суммой [13]

p(x) = q(x) + ϕ(x) + ψ(x). (3.47)

Допустим теперь, что кольцо, двигаясь вдоль своей образующей, из-
нашивается по контактирующей с цилиндром поверхности. Обозначим
через W соответствующий износ и примем линейный закон изнашива-
ния Ẇ ≡ ∂W/∂t = αp. Тогда, с учетом (3.47), можно записать соотно-
шение

Ẇ (x,t) = α[q(x,t) + ϕ(x,t) + ψ(x,t)]. (3.48)

Здесь и далее аргументом t учитывается изменение величин в результа-
те износа, при этом начальные значения величин, как и прежде, будут
отмечаться нижним индексом 0. Износ W считается малым по срав-
нению с величиной a радиальной толщины кольца, что позволяет пре-
небречь ее изменением в равенстве (3.45). Условие контакта кольца и
цилиндра имеет вид

u0(x) − u(x,t) = W (x,t). (3.49)

На основании записанных соотношений выведем уравнение кинети-
ки изнашивания кольца. Для этого продифференцируем условие контак-
та (3.49) по t, в полученном равенстве заменим Ẇ правой частью (3.48)
и выразим давления q(x,t) и ψ(x,t) через перемещения u(x,t) и s(x,t) =
= s0(x) − W (x,t) = s0(x) − u0(x) + u(x,t) с помощью равенств (3.45) и
(3.46) соответственно. В результате придем к следующему уравнению
кинетики изнашивания кольца:

Au̇(x,t) + Φ[u(x,t)] + ωu(x,t) = Q(x,t), x ∈ [−π,π], (3.50)

где
A = 12r4/(αEa3), ω = ακA,

Q(x,t) = −αA[ϕ(x,t) + κ(s0(x) − u0(x))].
(3.51)
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В качестве начальных и граничных условий возьмем [13]:

u(x,0) = u0(x), (3.52)

u(±π, t) + u′′(±π, t) = 0, u′(±π, t) + u′′′(±π, t) = 0. (3.53)

Равенства (3.53) обусловлены отсутствием изгибающего момента и
перерезывающей силы на концах кольца. Нетрудно убедиться, что при
их выполнении условия равновесия кольца также выполняются. Дей-
ствительно, составляющие ϕ и ψ контактного давления p уравновеши-
ваются при каждом x внешним давлением ϕ и давлением ψ расшири-
теля, а для упругой составляющей q (с учетом равенства (3.45)) имеем

π
∫

−π

q(x,t)

{

cosx

sinx

}

dx =
1

αA

π
∫

−π

Φ[u(x,t)]

{

cosx

sinx

}

dx = 0,

причем последнее равенство выполняется в силу граничных усло-
вий (3.53).

Располагая решением u(x,t) уравнения (3.50), можно определить
износ W (x,t) и контактное давление p(x,t) простым вычислением, если
воспользоваться равенствами (3.48), (3.49).

Аналитическое решение задачи. Построим решение уравнения (3.50)
при условиях (3.52), (3.53) и при заданных функциях u0(x), s0(x),
ϕ(x,t). Следуя методу разделения переменных [9], будем искать это
решение в виде

u(x,t) =

N
∑

n=1

Tn(t)Un(x), (3.54)

где функции Un(x) являются решениями задачи на собственные значе-
ния λn вида

Φ[Un(x)] +ωUn(x) = λnUn(x), (3.55)

Un(±π) + U ′′
n (±π) = 0, U ′

n(±π) + U ′′′
n (±π) = 0, (3.56)

причем выбор значения N = maxn > 1 будет оговорен ниже.
Будем считать, что известные функции u0(x), s0(x),ϕ(x,t) также

можно представить в виде разложений

u0(x) =
N
∑

n=1
u0nUn(x), s0(x) =

N
∑

n=1
s0nUn(x),

ϕ(x,t) =
N
∑

n=1
ϕn(t)Un(x).

(3.57)

Выражение в правой части (3.54) удовлетворяет граничным услови-
ям (3.53) в силу равенств (3.56). Подберем функции Tn(t) так, чтобы это
выражение удовлетворяло еще уравнению кинетики изнашивания (3.50)
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и начальному условию (3.52). Для этого подставим (3.54) в уравнение
(3.50), примем во внимание равенство (3.55), а также представления
(3.57). В результате получим равенство

N
∑

n=1

[AṪn(t) + λnTn(t)]Un(x) =

N
∑

n=1

Qn(t)Un(x),

в котором Qn(t) = −αA[ϕn(t) + κ(s0n − u0n)], и которое выполняется,
если

AṪn(t) + λnTn(t) = Qn(t)

или

Tn(t) =



cn +
1

A

t
∫

0

Qn(τ)exp

(

λnτ

A

)

dτ



exp

(

− λnt

A

)

. (3.58)

Здесь cn —некоторые константы, причем Tn(0) = cn. С другой сто-
роны, из представления (3.54) и первого равенства (3.57) имеем
Tn(0) = u0n. Следовательно, правая часть (3.54) будет удовлетворять
начальному условию (3.52), если cn = u0n. Подставляя теперь выраже-
ние (3.58) в (3.54), получим искомое решение уравнения (3.50):

u(x,t) =
N

∑

n=1

[

u0n exp

(

− λnt

A

)

+ In(t)

]

Un(x), (3.59)

где

In(t) =
1

A

t
∫

0

Qn(τ)exp

(

− λn

A
(t − τ)

)

dτ.

Значения λn находятся из условия существования нетривиального
(отличного от нуля) решения линейного дифференциального уравне-
ния (3.55) с постоянными коэффициентами при условиях (3.56). В ре-
зультате нетрудно установить, что:

а) при λn −ω < 0 и λn − ω = 1 уравнение (3.55) с условиями (3.56)
имеет только тривиальное решение Un(x) ≡ 0;

б) при 0 < λn −ω < 1 и L±
n = (1 ±

√
λn −ω)1/2, если λn удовлетво-

ряет уравнению

L−
n sinL−

nπ cosL+
nπ − L+

n sinL+
nπ cosL−

nπ = 0,

решение нетривиально и имеет вид

Un(x) =
cosL+

nπ

cosL−
nπ

cosL−
n x + cosL+

n x,
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а если λn удовлетворяет уравнению

L+
n sinL−

nπ cosL+
nπ − L−

n sinL+
nπ cosL−

nπ = 0,

то нетривиальное решение имеет вид

Un(x) =
sinL+

nπ

sinL−
nπ

sinL−
n x + sinL+

n x;

в) при 1 < λn −ω и Λ±
n = (

√
λn − ω ± 1)1/2, если λn удовлетворяет

уравнению

Λ+
n chΛ−

nπ sinΛ+
nπ + Λ−

n shΛ−
nπ cosΛ+

nπ = 0,

то решение имеет вид

Un(x) =
cosΛ+

nπ

chΛ−
nπ

chΛ−
n x + cosΛ+

n x,

а если λn удовлетворяет уравнению

Λ+
n shΛ−

nπ cosΛ+
nπ − Λ−

n chΛ−
nπ sinΛ+

nπ = 0,

то

Un(x) =
sinΛ+

nπ

shΛ−
nπ

shΛ−
n x + sinΛ+

n x;

г) при λn = λ1 =ω:

U1(x) = D1 cosx + D2 sinx, D1,2 —произвольные постоянные.

Решение (3.59) позволяет с помощью условия контакта (3.49) опре-
делить износ W . Кроме того, подставляя это решение в равенство (3.45),
можно найти величину упругого давления q, а также, с учетом (3.57),
выражение для давления qe = q + ψ кольца на цилиндр при отсутствии
давления газа:

qe(x,t) =

N
∑

n=1

[

λn

αA

(

u0n exp

(

− λnt

A

)

+ In(t)

)

+

+κ(s0n − u0n)]Un(x). (3.60)

Замечание 1. В классическом варианте метода разделения перемен-
ных искомое решение представляется в виде бесконечной суммы (3.54)
(N → ∞) [9], что требует доказательства полноты системы функций
Un(x) в пространстве решения u(x,t). Используемое выше представ-
ление (3.54) решения u(x,t) в виде конечной суммы не требует по-
добных доказательств и позволяет построить точное решение зада-
чи, но только при наличии представлений (3.57), которые означают,
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что функции u0(x), s0(x), ϕ(x,t), вообще говоря, не могут быть про-
извольными. Однако, как показывают расчеты, с помощью разложе-
ний (3.57) при достаточно большом N оказывается возможным постро-
ить достаточно хорошее приближение к наперед заданным функциям
ū0(x), s̄0(x), ϕ̄(x,t). Другими словами, выражение (3.59) дает точное
решение рассматриваемой износоконтактной задачи с начальными рас-
пределениями u0(x), s0(x) и давлением газа ϕ(x,t), которые незначи-
тельно отличаются от заданных функций ū0(x), s̄0(x), ϕ̄(x,t).

Замечание 2. Как указывалось выше, равенство (3.45) имеет место в
предположении отсутствия внешних усилий на концах (торцах) кольца.
При воздействии давления газа ϕ на кольцо это допущение нарушает-
ся, так как давление газа воздействовует и на торцы кольца, создавая
нормальную к ним сжимающую силу R = abϕ. Однако учет такой силы
не приводит к существенным изменениям уравнения кинетики изнаши-
вания кольца (3.50). Действительно, согласно результатам работы [13],
при действии на торцы кольца силы R правая часть (3.45) будет иметь
вид br4(EJ)−1(q − ϕa/r), вследствие чего в квадратных скобках вы-
ражения (3.51) для Q появится дополнительное слагаемое ϕa/r. Ввиду
малости отношения a/r этим слагаемым можно пренебречь по сравне-
нию с ϕ, так что уравнение кинетики изнашивания будет иметь преж-
ний вид (3.50).

Рис. 2.61. Изменение во времени давления газа

Рис. 2.62. Зависимость долговечности t∗ поршневого кольца от жесткости κ рас-
ширителя для различных s̄0 и ϕ̄0: 1 мм и 0,5 МПа (1); 9 мм и 0,5 МПа (2); 1 мм
и 1,5 МПа (3); 9 мм и 1,5 МПа (4)

Численный анализ. На основе полученного решения (3.59) был вы-
полнен анализ процесса изнашивания кольца. В качестве u0(x), s0(x),
ϕ(x,t) брались функции, близкие к функциям

ū0(x) = αAq̄0(1 + 0,5xsinx), s̄0(x) = const, ϕ̄(x,t) = ϕ̄(t), (3.61)

причем ϕ̄(t)—периодическая функция, характер изменения которой по-
казан на рис. 2.61 (T , t0 —продолжительности цикла и рабочего такта).
Выражение (3.61) для ū0(x) отвечает постоянному начальному упругому
давлению кольца величины q̄0.
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Число N принималось равным 10, что обеспечивало отклоне-
ние функций q0(x) = (αA)−1Φ[u0(x)], s0(x), ϕ(x,t), определяемых пред-
ставлениями (3.57), от заданных значений q̄0, s̄0, ϕ̄(t) не более, чем
на 0,6 %. Значения остальных параметров, если специально не огово-
рено, принимались следующими: r = 70 мм, a = 4 мм, E = 160 ГПа,
α = 10−15 м/(Па · с), κ = 50 МПа/м, q̄0 = 0,1 МПа, s̄0 = 2 мм, ϕ̄0 =
= 2 МПа, T = 1 с, t0 = T/4. Отметим, что толщина кольца b не фигу-
рирует в уравнении кинетики изнашивания (3.50) и его решение (3.59)
от b не зависит.

В ходе вычислений определялась долговечность кольца t∗ при раз-
личных параметрах задачи, причем за t∗ принимался момент време-
ни начала отхода кольца от цилиндра при отсутствии давления газа,
т. е. момент времени, при котором давление qe, определяемое выраже-
нием (3.60), становится равным нулю для некоторого x [13].

Т а б л и ц а 2.1 . Оптимальные значения κ при различных s̄0 и ϕ̄0

ϕ̄0, s̄0, мм
МПа 1 3 5 7 9
0 0 0 0 0 0

0,5 0 0 18,35 22,53 23,53

1,0 0 28,59 42,58 43,11 42,59

1,5 0 50,74 61,06 59,26 56,00

2,0 0 69,05 76,57 72,84 68,22

На рис. 2.62 представлена расчетная зависимость долговечности t∗
от коэффициента жесткости расширителя κ для различных значений
начального сжатия расширителя s̄0 и давления газа ϕ̄0. Из рисунка
видно, что характер зависимости t∗ от κ (наличие экстремумов, их по-
ложение) различен для разных s̄0 и ϕ̄0. В частности, от s̄0 и ϕ̄0 зависит
оптимальное (обеспечивающее наибольшее t∗) значение коэффициента
жесткости расширителя κ. Соответствующие значения κ представлены
в табл. 2.1.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изнашивание материалов является следствием различных физико-
химических процессов (механизмов износа) в зоне трения тел, вызы-
вающих разрушение трущихся поверхностей. В свою очередь, проте-
кание этих процессов обуславливается внешними факторами, такими,
как контактное давление p, скорость скольжения V , температура и со-
став окружающей среды, твердость изнашиваемого материала, шерохо-
ватость поверхности трения контртела и др. Описанию влияния подоб-
ных факторов на изнашивание посвящена глава 1.

Моделирование процесса изнашивания на основе решения износо-
контактной задачи предполагает феноменологическое описание меха-
низмов износа, в рамках которого все многообразие внешних факторов
учитывается функцией F (p,V ) в законе изнашивания (2.1) (глава 1).
Подобное описание не является универсальным и, с точки зрения три-
бологии, его применимость для каждого конкретного случая требует
обоснования.

Но даже при использовании закона изнашивания с двумя пере-
менными p и V износоконтактная задача представляет собой много-
факторную задачу. Это выражается в существовании различных зави-
симостей F (p,V ), моделей контактного деформирования, нагрузочно-
скоростных режимов, характеристик геометрии изнашиваемого сопря-
жения. Как при всяком моделировании, ключевым моментом здесь яв-
ляется адекватный выбор приоритетных факторов задачи так, чтобы,
с одной стороны, учесть специфику процесса изнашивания и коррект-
но рассчитать износ, а с другой стороны— получить максимально про-
стую математическую модель, допускающую эффективную реализацию
в виде аналитического решения или несложного численного алгоритма.
Рассмотренные в главе 2 постановки износоконтактной задачи демон-
стрируют различные варианты такого выбора. Например, в задачах раз-
делов 2.1.2–2.1.4 основное внимание уделяется фактору нелинейности
функции F (p,V ) в законе изнашивания; в разделе 2.2.4 показана важ-
ность учета поперечной вибрации индентора; в разделе 2.3.2 одним из
основных является фактор инерционности индентора.

Особая роль при постановке износоконтактной задачи отводится вы-
бору модели контактного деформирования изнашиваемых тел. В главе 2,
в основном, рассматривались две такие модели — модель Винклера (для
приработанного конформного контакта) и решение Герца (для неприра-
ботанного контакта при случайном взаимодействии тел). Обе эти мо-
дели представляются алгебраическими соотношениями, что позволяет
достаточно просто рассчитывать процесс изнашивания, в том числе в
случае нелинейного закона изнашивания. При использовании более точ-
ных и, соответственно, более сложных моделей контактного деформиро-
вания построение относительно простых моделей процесса изнашивания
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возможно только в случае линейного закона изнашивания— примером
тому служит расчет износа поршневого кольца (раздел 2.3.3).

Здесь следует отметить, что линейная аппроксимация закона изна-
шивания (например, полученного Велшем, (раздел 1.1.3) может давать
ошибки в несколько порядков, тогда как использование простой модели
Винклера, при правильной интерпретации коэффициента податливости,
приводит к погрешностям всего в десятки процентов (подобные оценки
содержатся, например, в монографии*)). Таким образом, с точки зрения
инженерного расчета износа представляется целесообразным упростить
модель контактного деформирования, но учесть нелинейные особенно-
сти закона изнашивания.

В ряде случаев можно вообще обойтись без модели контактного де-
формирования. Примерами тому служат выполненные в разделах 2.2.6
и 2.3.2 расчеты на износ рельса и волнистой поверхности. Это так-
же демонстрирует подход к расчету износа на стадии установившегося
режима или использование модели изнашивания жестких тел (раздел
2.1.9).

Безусловно, рассмотренные выше постановки износоконтактной за-
дачи не учитывают всех возможных для них факторов. Так, анализ
эволюции контактного давления при изнашивании покрытия (раздел
2.1.2) проводился без учета деформирования основания, а при расче-
те износа рельса (раздел 2.2.6) не учитывались такие факторы, как
конусность поверхности катания колеса и износ поверхности катания
рельса. Однако при необходимости эти и многие другие факторы могут
быть включены в соответствующие постановки износоконтактной зада-
чи (см., например, работы**),***)). Следует также отметить, что часть
рассмотренных выше факторов может быть использована в других по-
становках износоконтактной задачи. Например, задачу об изнашивании
покрытия сферическим индентором (раздел 2.1.8) можно рассмотреть
для неоднородного по глубине покрытия (раздел 2.1.7); при расчете из-
носа ленточного подшипника (раздел 2.2.5) можно учесть поперечные
смещения ленты подобно тому, как это делалось для скользящего ин-
дентора (раздел 2.2.4).

Главная цель книги состоит в том, чтобы продемонстрировать воз-
можные варианты постановок износоконтактной задачи, пригодных для
инженерного расчета износа.

*) Горбунов-Посадов М.И., Маликова Т.А. Расчет конструкций на упругом основа-
нии.—М.: Стройиздат, 1973. 627 c.

**) Солдатенков И.А. Изнашивание покрытий в упругих сопряжениях при изменяю-
щейся площадке контакта //Трение и износ. 1987. Т. 8. № 2. С. 206–213.

***) Богданов В.М., Горячев А.П., Горячева И. Г., Добычин М.Н., Захаров С.М.,
Кривоногов В. Г., Солдатенков И.А., Чекина О. Г. Моделирование процессов контакти-
рования, изнашивания и накопления повреждений в сопряжении колесо-рельс //Трение и
износ. 1996. Т. 17. № 1. С. 12–26.




