
���������������� ��������� � ���������(ª®­±¯¥ª² «¥ª¶¨© �. �. �°®¨¶ª®£®,3-© ª³°±, ¬ ²¥¬ ²¨ª¨, ®±¥­­¨© ±¥¬¥±²° 2002/03 ³·.£®¤ )� ¡®· ¿ ¢¥°±¨¿ ¯® ±®±²®¿­¨¾ ­  January 4, 2003.1. �¥ª®²®°»¥ ¯®­¿²¨¿ ®¡¹¥© ²®¯®«®£¨¨�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.1. �¥²°¨ª®© � ­  ¬­®¦¥±²¢¥ X ­ §»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥­¨¥ � : X �X ! [0;1), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥  ª±¨®¬ ¬:1) �(x; y) = 0 , x = y 8x; y 2 X ( ª±¨®¬  ²®¦¤¥±²¢ );2) �(x; y) = �(y; x) 8x; y 2 X ( ª±¨®¬  ±¨¬¬¥²°¨¨);3) �(x; z) � �(x; y) + �(y; z) 8x; y; z 2 X ( ª±¨®¬  ²°¥³£®«¼­¨ª ).� °  (X; �) ­ §»¢ ¥²±¿ ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬. �®¤¯°®±²° ­±²¢® Y � X ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬.�¨ ¬¥²°®¬ Y ­ §»¢ ¥²±¿ diamY := supx;y2Y �(x; y). �­®¦¥±²¢® ± ª®­¥·­»¬ ¤¨ ¬¥-²°®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ®£° ­¨·¥­­»¬. � °®¢®© ®ª°¥±²­®±²¼¾ ­ §»¢ ¥²±¿B"(x) := fy 2 X j �(y; x) < "g:� ±±²®¿­¨¥ ®² Y � X ¤® Z � X | �(Y;Z) := infy2Y;z2Z �(y; z).�±«¨ �(y; Y ) = 0, ²® y | ²®·ª  ¯°¨ª®±­®¢¥­¨¿ Y . � ¬»ª ­¨¥¬ Y ­ §»¢ ¥²±¿Y :=f¬­®¦¥±²¢® ²®·¥ª ¯°¨ª®±­®¢¥­¨¿ Y g. �·¥¢¨¤­®, ·²® Y � Y . �­®¦¥±²¢® Y­ §»¢ ¥²±¿ § ¬ª­³²»¬, ¥±«¨ Y = Y . �®·ª  x ­ §»¢ ¥²±¿ ¢­³²°¥­­¥© ²®·ª®© Y ,¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² " > 0 ² ª®¥, ·²®B"(x) � Y (¢ · ±²­®±²¨, x 2 Y ). �­³²°¥­­®±²¼¾ Y­ §»¢ ¥²±¿ ±®¢®ª³¯­®±²¼ IntY � Y ¥£® ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª. �­®¦¥±²¢® Y ­ §»¢ ¥²±¿®²ª°»²»¬, ¥±«¨ Y = IntY .� ¤ ·  1.2. �³±²¼ X | ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®. �®£¤  Y � X ®²ª°»²® ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  X n Y § ¬ª­³²®.�¥®°¥¬  1.3. �³±²¼ X | ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®. �®£¤ 1 � X ®²ª°»²®;2 O ; ®²ª°»²®;3 O ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ S�2AU� «¾¡®£® ­ ¡®°  ®²ª°»²»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ U� � X ®²ª°»²®;4 O ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ kTi=1Ui ª®­¥·­®£® ­ ¡®°  ®²ª°»²»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ Ui � X ®²-ª°»²®; 1



1 � ; § ¬ª­³²®;2 � X § ¬ª­³²®;3 � ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ T�2AF� «¾¡®£® ­ ¡®°  § ¬ª­³²»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ F� � X § ¬ª­³²®;4 � ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ kSi=1Fi ª®­¥·­®£® ­ ¡®°  § ¬ª­³²»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ Fi � X § -¬ª­³²®;�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ¯°¥¤»¤³¹¥© § ¤ ·¨ k O ) k � 8 k. �¢®©±²¢  1 � ¨ 2 �®·¥¢¨¤­». �®ª ¦¥¬ 3 �. �³±²¼ U = S�2AU� ¨ x 2 U . �®£¤  ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ �, ·²®x 2 U� ¨ B"(�) � U�. �®£¤  B"(�) � U� � U .�®ª ¦¥¬ 4 �. �³±²¼ U = kTi=1Ui, x 2 U . �®£¤  ¨¬¥¥²±¿ ­ ¡®° "i (i = 1; : : : ; k)² ª¨µ, ·²® x 2 B"i(x) � Ui. �³±²¼ " := minf"1; : : : ; "kg. �®£¤  B"(x) � B"i(x) � Ui8i. �­ ·¨², B"(x) � U . 2� ¤ ·  1.4. �®ª § ²¼, ·²® ®² ª®­¥·­®±²¨ ­¥«¼§¿ ®²ª § ²¼±¿.� ¤ ·  1.5. �®ª § ²¼, ·²® B"(x) ®²ª°»²®.� ¤ ·  1.6. �®ª § ²¼, ·²® IntY ®²ª°»²®.� ¤ ·  1.7. �®ª § ²¼, ·²® Y § ¬ª­³²®.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.8. �®¯®«®£¨¥© ­  ¬­®¦¥±²¢¥ X ­ §»¢ ¥²±¿ ±¨±²¥¬  ¥£® ¯®¤¬­®-¦¥±²¢ � (½²¨ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ­ §»¢ ¾²±¿ ®²ª°»²»¬¨), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ª±¨®¬ ¬:1) X 2 � ;2) ; 2 � ;3) ¥±«¨ U� 2 � 8� 2 A, ²® S�2AU� 2 � ;4) ¥±«¨ U1; : : : ; Uk 2 � , ²® kTi=1Ui 2 � .� °  (X; � ) ­ §»¢ ¥²±¿ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬. �­®¦¥±²¢® ¢¨¤  F =X n U , £¤¥ U 2 � , ­ §»¢ ¥²±¿ § ¬ª­³²»¬.� ¤ ·  1.9. �°®¢¥°¨²¼ ¤«¿ § ¬ª­³²»µ ¬­®¦¥±²¢ ±¢®©±²¢  1 � { 4 �.�°¨¬¥° 1.10. �¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ¿¢«¿¥²±¿ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬.� ¤ ·  1.11. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  (X; � ), ­¥ ±¢¿§ ­-­®£® ­¨ ± ª ª®© ¬¥²°¨ª®© (£®¢®°¿²: ²®¯®«®£¨¿ ­¥ ¬¥²°¨§³¥¬ ).�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.12. �ª°¥±²­®±²¼¾ ²®·ª¨ x 2 X (¯®¤¬­®¦¥±²¢  Y � X) ­ §»¢ -¥²±¿ «¾¡®¥ ®²ª°»²®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¥¥ (¥£®) ±®¤¥°¦ ¹¥¥. �®·ª  ¯°¨ª®±­®¢¥­¨¿ Y � X| ² ª ¿ ²®·ª  x 2 X, ·²® «¾¡ ¿ ¥¥ ®ª°¥±²­®±²¼ ¨¬¥¥² ­¥¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ± Y .� ¬»ª ­¨¥ Y | ½²® ¬­®¦¥±²¢® Y ¢±¥µ ²®·¥ª ¯°¨ª®±­®¢¥­¨¿ Y (² ª ·²® Y � Y ).�®·ª  x 2 Y ­ §»¢ ¥²±¿ ¢­³²°¥­­¥© ²®·ª®© Y , ¥±«¨ ­ ©¤¥²±¿ ² ª ¿ ®ª°¥±²­®±²¼U ²®·ª¨ x, ·²® x 2 U 2 Y . �®¢®ª³¯­®±²¼ ¢±¥µ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª Y ­ §»¢ ¥²±¿¢­³²°¥­­®±²¼¾ Y ¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ IntY . 2



� ¤ ·  1.13. Y � X § ¬ª­³²® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  Y = Y .� ¤ ·  1.14. Y § ¬ª­³²®.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.15. �³±²¼ Y � X, (X; � ) | ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®. �®¯®-«®£¨¿ �1 := fU \ Y j U 2 �g ­ §»¢ ¥²±¿ ²®¯®«®£¨¥©, ¨­¤³¶¨°®¢ ­­®© � ­  Y .� ¤ ·  1.16. �°®¢¥°¨²¼ ¤«¿ �1  ª±¨®¬» ²®¯®«®£¨¨.� ¤ ·  1.17. �³±²¼ (X; �X) | ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®. �®£¤  ²®¯®«®£¨¾ ­ Y � X ¬®¦­® ¢¢¥±²¨ ¤¢³¬¿ ±¯®±®¡ ¬¨:1) �X ¯®°®¦¤ ¥² �X , ª®²®° ¿ ¨­¤³¶¨°³¥² �1,2) �X ¯°¨ ®£° ­¨·¥­¨¨ ­  Y ¤ ¥² �Y , ª®²®° ¿ ¯®°®¦¤ ¥² ��Y .�®ª § ²¼, ·²® �1 = ��Y .�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.18. �®¤¬­®¦¥±²¢® Y � X ­ §»¢ ¥²±¿ (¢±¾¤³) ¯«®²­»¬, ¥±«¨Y = X.� ¤ ·  1.19. �³±²¼ Y1 � X ¨ Y2 � X | ®²ª°»²»¥ ¯«®²­»¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ . �®£¤ Y = Y1 \ Y2 | ®²ª°»²®¥ ¯«®²­®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.20. �²®¡° ¦¥­¨¥ f : X ! Y ²®¯®«®£¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ ­ §»-¢ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­»¬ ¢ ²®·ª¥ x0 2 X, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ®ª°¥±²­®±²¨ ®¡° §  V (f(x0))±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ®ª°¥±²­®±²¼ U(x0), ·²® f(U(x0)) � V (f(x0)). �²®¡° ¦¥­¨¥, ­¥-¯°¥°»¢­®¥ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥, ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­»¬.�¥®°¥¬  1.21. �«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»:1) f : X ! Y ­¥¯°¥°»¢­®;2) ¤«¿ «¾¡®£® ®²ª°»²®£® V � Y ¯°®®¡° § f�1(V ) ®²ª°»² ¢ X;3) ¤«¿ «¾¡®£® § ¬ª­³²®£® F � Y ¯°®®¡° § f�1(F ) § ¬ª­³² ¢ X.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±ª®«¼ª³ f�1(Y nV ) = f�1(Y )nf�1(V ) = X nf�1(V ), ²® ³±«®¢¨¿2 ¨ 3 ½ª¢¨¢ «¥­²­».�³±²¼ ²¥¯¥°¼ f ­¥¯°¥°»¢­®, V � Y | ®²ª°»²®¥ ¬­®¦¥±²¢®. �®£¤  «¨¡® ¯°®-®¡° § V ¯³±², ¨, ²¥¬ ± ¬»¬, ®²ª°»², «¨¡® ±®¤¥°¦¨² ­¥ª®²®°³¾ ²®·ª³ x: f(x) 2 V .�®£¤  ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¤«¿ «¾¡®© ² ª®© ²®·ª¨ ­ ©¤¥²±¿ ² ª ¿ ®ª°¥±²­®±²¼ U(x),·²® f(U(x)) � V , ². ¥. U(x) � f�1(V ). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ¦¤ ¿ ²®·ª  f�1(V ) |¢­³²°¥­­¿¿.�¡° ²­®, ¯³±²¼ ¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥ 2. �®£¤  ¤«¿ V = V (f(x0)) ¢ ª ·¥±²¢¥ ¨±ª®-¬®£® U ¬®¦­® ¢§¿²¼ U = f�1(V ). 2� ¤ ·  1.22. �³±²¼ X = F1 [ F2, £¤¥ F1 ¨ F2 | § ¬ª­³²»¥, f : X ! Y . �®£¤  f­¥¯°¥°»¢­® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  f jF1 : F1 ! Y ¨ f jF2 : F2 ! Y ­¥¯°¥°»¢­».� ¤ ·  1.23. �³±²¼ fn : X ! R | ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨¨, ±µ®¤¿¹¨¥±¿ ª f ° ¢­®-¬¥°­® ­  X. �®£¤  f ­¥¯°¥°»¢­ ¿.� ¤ ·  1.24. �³±²¼ X ¨ Y | ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢ . �®ª § ²¼, ·²® f :X ! Y ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ²®·ª¥ x0 ¢ ±¬»±«¥ ®²®¡° ¦¥­¨© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ²®¯®«®£¨·¥-±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ fxng± limn!1 xn = x0 ¨¬¥¥¬ limn!1 f(xn) = f(x0).�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.25. �²®¡° ¦¥­¨¥ f : X ! Y ­ §»¢ ¥²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬, ¥±«¨1) f | ¡¨¥ª¶¨¿; 3



2) f ¨ f�1 ­¥¯°¥°»¢­».� ¤ ·  1.26. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ¡¨¥ª²¨¢­®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿, ­¥ ¿¢«¿-¾¹¥£®±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.27. � §®© ²®¯®«®£¨¨ � ­ §»¢ ¥²±¿ ² ª ¿ ±¨±²¥¬  ®²ª°»²»µ ¬­®-¦¥±²¢ B, ·²® «¾¡®¥ �{®²ª°»²®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ¨µ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿.� ¤ ·  1.28. � ª¨¥ ³±«®¢¨¿ ­ ¤® ­ «®¦¨²¼ ­  ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ±¨±²¥¬³ ¯®¤¬­®-¦¥±²¢ B1, ·²®¡» ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¢§¿²¨¿ ¨µ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ®¡º¥¤¨­¥­¨© ¯®«³·¨²¼ ­¥ª®-²®°³¾ ²®¯®«®£¨¾ ?�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.29. �³±²¼ (X; �X) ¨ (Y; �Y ) | ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢ . � ±-±¬®²°¨¬ ¢ X � Y ±«¥¤³¾¹³¾ ¡ §³ ²®¯®«®£¨¨:B := fV �W j V 2 �X ; W 2 �Y g:�®«³·¥­­®¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¥ª °²®¢»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬X ¨ Y .� ¤ ·  1.30. �°®¢¥°¨²¼ (± ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ ¯°¥¤»¤³¹¥© § ¤ ·¨), ·²® X � Y ¤¥©-±²¢¨²¥«¼­® ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®.� ¤ ·  1.31. �®ª § ²¼, ·²® X � Y ¨ Y �X £®¬¥®¬®°´­».� ¤ ·  1.32. �®ª § ²¼, ·²® (X � Y )� Z ¨ X � (Y � Z) £®¬¥®¬®°´­».� ¤ ·  1.33. �³±²¼ (X; �X ) ¨ (Y; �Y ) | ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢ . �¯°¥¤¥«¨¬­  X � Y ±«¥¤³¾¹¨¥ ° ±±²®¿­¨¿:�max((x1; y1); (x2; y2)) := maxf�X(x1; x2); �Y (y1; y2)g;�2((x1; y1); (x2; y2)) := q�2X(x1; x2) + �2Y (y1; y2);�+((x1; y1); (x2; y2)) := �X(x1; x2) + �Y (y1; y2):�®ª § ²¼:1) �²® ½²® ¬¥²°¨ª¨.2) �²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ²®¯®«®£¨¨ ­  X � Y ±®¢¯ ¤ ¾².� ¤ ·  1.34. �®ª § ²¼, ·²® ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ¯°¿¬®© (a; b), [a; b) ¨ [a; b] ­¥ £®¬¥®-¬®°´­».�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.35. �®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® X ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥±¢¿§­»¬, ¥±«¨¢»¯®«­¥­® ®¤­® ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ (®·¥¢¨¤­®, ½ª¢¨¢ «¥­²­»µ) ³±«®¢¨©:� �°®±²° ­±²¢® X ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ¤¢³µ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿­¥¯³±²»µ ®²ª°»²»µ ¬­®¦¥±²¢.� �°®±²° ­±²¢® X ¨¬¥¥² ­¥¯³±²®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® A, ­¥ ±®¢¯ ¤ ¾¹¥¥ ± X ¨ ¿¢«¿-¾¹¥¥±¿ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ®²ª°»²»¬ ¨ § ¬ª­³²»¬.� �°®±²° ­±²¢® X ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ¤¢³µ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿­¥¯³±²»µ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ®²ª°»²»µ ¨ § ¬ª­³²»µ ¬­®¦¥±²¢.� ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ X ­ §»¢ ¥²±¿ ±¢¿§­»¬.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.36. �°®±²° ­±²¢® X ­ §»¢ ¥²±¿ «¨­¥©­® ±¢¿§­»¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾-¡»µ ¤¢³µ ²®·¥ª x0; x1 2 X ±³¹¥±²¢³¥² ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ (¯³²¼) f : [0; 1]!X, f(0) = x0, f(1) = x1.� ¤ ·  1.37. �²°¥§®ª [a; b] � R ±¢¿§¥­ ¨ «¨­¥©­® ±¢¿§¥­.4



�¥®°¥¬  1.38. �³±²¼ X = S� X�, ª ¦¤®¥ X� ±¢¿§­®,   T� X� 6= ;. �®£¤  X ±¢¿§­®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ X ­¥±¢¿§­®, X = A [ B, A \ B = ;, A ¨ B | ­¥¯³±²»¥®²ª°»²®-§ ¬ª­³²»¥. �®£¤  ª ¦¤®¥ X� = (X� \ A) [ (X� \ B). �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾¨­¤³¶¨°®¢ ­­®© ²®¯®«®£¨¨ ½²¨ ¬­®¦¥±²¢  ®²ª°»²®-§ ¬ª­³²»¥ ¢ X�. �®±ª®«¼ª³ X�±¢¿§­®, ²® ®¤­® ¨§ ­¨µ ¯³±²®. �­ ·¨², ª ¦¤®¥ ¨§ X� ¶¥«¨ª®¬ ±®¤¥°¦¨²±¿ «¨¡® ¢A, «¨¡® ¢ B, ª®²®°»¥ ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿. �°¨ ½²®¬, ² ª ª ª A ¨ B ­¥¯³±²»,   X° ¢­® ®¡º¥¤¨­¥­¨¾ X�, ²® µ®²¿ ¡» ¯® ®¤­®¬³ ¨§ X� ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ A ¨B. �­ ·¨², T� X� = ;. �°®²¨¢®°¥·¨¥. 2�¥®°¥¬  1.39. �³±²¼ ¢ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ²®·¥ªx ¨ y ¨¬¥¥²±¿ ±¢¿§­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® Pxy, ¨µ ±®¤¥°¦ ¹¥¥. �®£¤  X ±¢¿§­®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ X ­¥±¢¿§­®, X = A [ B, A \ B = ;, A ¨ B | ­¥¯³±²»¥®²ª°»²®-§ ¬ª­³²»¥. �®£¤  ­ ©¤³²±¿ a 2 A, b 2 B ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ Pab. �®£¤ Pab = (Pab\A)[(Pab\B). �²¨ ¬­®¦¥±²¢  ®²ª°»²®-§ ¬ª­³²» ¢ Pab ¨ ­¥¯³±²» (¯¥°¢®¥±®¤¥°¦¨² a, ¢²®°®¥ | b). �°®²¨¢®°¥·¨¥ ±® ±¢¿§­®±²¼¾ Pab. 2� ¤ ·  1.40. �¡° § ±¢¿§­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¯°¨ ­¥¯°¥°»¢­®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¨ ±¢¿-§¥­.�¥®°¥¬  1.41. �¨­¥©­® ±¢¿§­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ±¢¿§­®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ¯°¥¤»¤³¹¥© § ¤ ·¥ f([0; 1]) ±¢¿§­®, £¤¥ f = fx0;x1 | ¨§ ®¯°¥-¤¥«¥­¨¿ «¨­¥©­®© ±¢¿§­®±²¨. �®«®¦¨¢ Px0;x1 := f([0; 1]), ¬®¦¥¬ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿²¥®°¥¬®© 1.39. 2� ¤ ·  1.42. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ±¢¿§­®£®, ­® ­¥ «¨­¥©­® ±¢¿§­®£® ¯°®±²° ­±²¢ .�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.43. �®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ §»¢ ¥²±¿ µ ³±¤®°´®¢»¬,¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ x; y 2 X, x 6= y, ­ ©¤³²±¿ ² ª¨¥ ®ª°¥±²­®±²¨ U(x) ¨ U(y), ·²®U(x) \ U(y) = ;.� ¤ ·  1.44. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ­¥µ ³±¤®°´®¢  ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢ .� ¤ ·  1.45. �®ª § ²¼, ·²® ¤¥ª °²®¢® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ µ ³±¤®°´®¢»µ ¯°®±²° ­±²¢µ ³±¤®°´®¢®.� ¤ ·  1.46. �®ª § ²¼, ·²® ¢ µ ³±¤®°´®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ª ¦¤ ¿ ²®·ª  § -¬ª­³² .�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.47. �®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® X ­ §»¢ ¥²±¿ ­®°¬ «¼­»¬,¥±«¨ ®­® µ ³±¤®°´®¢® ¨ ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ § ¬ª­³²»µ ¬­®¦¥±²¢F1 ¨ F2 ±³¹¥±²¢³¾² ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ®ª°¥±²­®±²¨ U1 � F1 ¨ U2 � F2.� ¤ ·  1.48. �±¿ª®¥ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­®°¬ «¼­®.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.49. �®ª°»²¨¥ fV�g�2B ¨§¬¥«¼· ¥² (¿¢«¿¥²±¿ ¡®«¥¥ ¬¥«ª¨¬, ·¥¬)fU�g�2A, ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¿ª®£® � ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ � = �(�), ·²® V� � U�.�¥®°¥¬  1.50. �³±²¼ X | ­®°¬ «¼­®¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, fUigNi=1 |ª®­¥·­®¥ ®²ª°»²®¥ ¯®ª°»²¨¥. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¡®«¥¥ ¬¥«ª®¥ ¯®ª°»²¨¥ ¢¨¤  Vi,V i � Ui. 5



�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ § ¬ª­³²»¥ ¬­®¦¥±²¢ F1 =  X n N[i=2Ui! � U1; eF1 = X n U1;¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¢ ±¨«³ ­®°¬ «¼­®±²¨ ®ª°¥±²­®±²¨V1 � F1; eV1 � eF1; V1 \ eV1 = ;:�®£¤ , ¯®±ª®«¼ª³ ª ¦¤ ¿ ²®·ª  eF1 ¨¬¥¥² ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹³¾±¿ ± V1 ®ª°¥±²­®±²¼ eV1 ¨,² ª¨¬ ®¡° §®¬, ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ²®·ª®© ¯°¨ª®±­®¢¥­¨¿ V1,V 1 \ eF1 = ;; V1 � V 1 � (X n eF1) = U1¨ (V1; U2; : : : ; UN ) | ¯®ª°»²¨¥. � «¥¥, § ¬¥­¿¥¬ U2 ­  V2 ¨ ². ¤. 2� ¤ ·  1.51. �³±²¼ f : X ! X | ­¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ µ ³±¤®°´®¢  ¯°®-±²° ­±²¢ . �®ª § ²¼, ·²® ¬­®¦¥±²¢® ­¥¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª Ff := fx 2 X j f(x) = xg§ ¬ª­³²®.� ¤ ·  1.52. �®ª § ²¼, ·²®X µ ³±¤®°´®¢® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤¨ £®­ «¼� := f(x; y) j x = yg � X �X § ¬ª­³²  ¢ X �X.� ¤ ·  1.53. �®ª § ²¼, ·²® ®²®¡° ¦¥­¨¥ f : X ! Y ¢ µ ³±¤®°´®¢® ¯°®±²° ­±²¢®Y ­¥¯°¥°»¢­® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  £° ´¨ª �f := f(x; f(x)) jx 2 Xg � X �Y§ ¬ª­³² ¢ X � Y .�¥¬¬  1.54. (�°»±®­ ) �³±²¼ X | ­®°¬ «¼­®¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®,F0 ¨ F1 | § ¬ª­³²»¥ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¬­®¦¥±²¢ . �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f : X ! [0; 1], ·²® f jF0 = 0, f jF1 = 1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ ­®°¬ «¼­®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£® § ¬ª­³²®£® F ¨ ¥£®®ª°¥±²­®±²¨ U , F � U ­ ©¤¥²±¿ ¤°³£ ¿ ®ª°¥±²­®±²¼ V , ² ª ¿, ·²® F � V � V � U ,·²® ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ V �� U (±¬. ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1.50).�¯°¥¤¥«¨¬ Vq ¤«¿ ¤¢®¨·­®-° ¶¨®­ «¼­»µ q ¨­¤³ª¶¨¥© ¯® ±²¥¯¥­¨ §­ ¬¥­ ²¥«¿(². ¥. ±­ · «  ¤«¿ 0 ¨ 1, ¯®²®¬ ¤«¿ 1/2, ¯®²®¬ ¤«¿ 1/4 ¨ 3/4, ¯®²®¬ ¤«¿ 1/8, 3/8,5/8, 7/8 ¨ ² ª ¤ «¥¥). �®«®¦¨¬ V0 ¨ V1 ° ¢­»¬¨ ²¥¬ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬±¿ ®²ª°»²»¬¬­®¦¥±²¢ ¬, ±®¤¥°¦ ¹¨¬ F0 ¨ F1, ª®²®°»¥ ±³¹¥±²¢³¾² ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ­®°¬ «¼-­®±²¨. �³±²¼, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾ ¨­¤³ª¶¨¨, Vq ®¯°¥¤¥«¥­» ¤® 2k ¢ §­ ¬¥­ ²¥«¥ q.� ±±¬®²°¨¬ F := V i2k ; U := V i+12k ;²®£¤  ¯®«®¦¨¬ V 2i+12k+1 := V , ´¨£³°¨°³¾¹¥¬ ¤«¿ F ¨ U ¢ ° ±±³¦¤¥­¨¨ ¨§ ­ · « ¤®ª § ²¥«¼±²¢ .�®«³·¥­­»¥ Vq ¿¢«¿¾²±¿ ®²ª°»²»¬¨ ¯® ¯®±²°®¥­¨¾, ¯°¨·¥¬1) F0 � V0,2) V1 �� (X n F1),3) ¥±«¨ q1 < q2, ²® Vq1 �� Vq2. 6



�¯°¥¤¥«¨¬ ¤«¿ «¾¡®£® s 2 [0; 1]: Vs := Sq�s Vq. �®£¤  Vs ®²ª°»²® ¤«¿ «¾¡®£® s (ª ª®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ®²ª°»²»µ) ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² 1 { 3. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, 1 ¨ 2 ®·¥¢¨¤­»,  3 ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ¬¥¦¤³ «¾¡»¬¨ ¤¢³¬¿ ·¨±« ¬¨ ¬®¦­® ­ ©²¨ ¤¢  ¤¢®¨·­®-° ¶¨®­ «¼­»µ.�¥¯¥°¼ ®¯°¥¤¥«¨¬ ´³­ª¶¨¾ f : X ! [0; 1], ¯®«®¦¨¢ f jF0 = 0 ¨ f(x) := supfs j x 62Vsg. �®ª ¦¥¬, ·²® f ­¥¯°¥°»¢­ . �³±²¼ x0 ¨ " > 0 ¯°®¨§¢®«¼­». �³±²¼ s0 = f(x0).� ±±¬®²°¨¬ U(x0) := Vs0+ "4 n Vs0� "4 :�²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ®ª°¥±²­®±²¼ x0, ¯°¨·¥¬ ¤«¿ «¾¡®£® x 2 U(x0)x 2 Vs0+ "4 ; x 62 Vs0� "4 ;² ª ·²® s0 � "4 � f(x) � s0 + "4 ; jf(x)� f(x0)j � "2 < ": 2� ¤ ·  1.55. � ¬ª­³²®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® § ¬ª­³²®£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢  § ¬ª­³²® ¢®¡º¥¬«¾¹¥¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.� ¤ ·  1.56. (�¥®°¥¬  �¨²¶¥ ® ¯°®¤®«¦¥­¨¨) �³±²¼ X | ­®°¬ «¼­®¥ ²®¯®«®£¨-·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, f : F ! R | ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿. �®£¤  f ¯°®¤®«¦ ¥²±¿¤® ­¥¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¨ g : X ! R. �±«¨ f ®£° ­¨·¥­ , ²® ¨ g ¬®¦­® ¢»¡° ²¼®£° ­¨·¥­­®© ²®© ¦¥ ª®­±² ­²®©.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.57. �®±¨²¥«¥¬ ´³­ª¶¨¨ f : X ! R ­ §»¢ ¥²±¿supp f := fx 2 X j f(x) 6= 0g:�¥®°¥¬  1.58. �³±²¼ X | ­®°¬ «¼­®¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, fU�g |ª®­¥·­®¥ ®²ª°»²®¥ ¯®ª°»²¨¥. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨¨ � : X ! [0; 1] � R, ·²®1) supp � � U�,2) P�  �(x) � 1.�¨±²¥¬  ´³­ª¶¨©  � ­ §»¢ ¥²±¿ ° §¡¨¥­¨¥¬ ¥¤¨­¨¶», ¯®¤·¨­¥­­»¬ fU�g.� ¬¥· ­¨¥ 1.59. �®±² ²®·­® «®ª «¼­®© ª®­¥·­®±²¨ fU�g: ³ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ±³¹¥-±²¢³¥² ®ª°¥±²­®±²¼, ¯¥°¥±¥ª ¾¹ ¿±¿ «¨¸¼ ± ª®­¥·­»¬ ·¨±«®¬ fU�g.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ 1.50 ­ ©¤¥¬ ­®¢»¥ ¯®ª°»²¨¿ W� �� V� �� U�.�® «¥¬¬¥ �°»±®­  ±³¹¥±²¢³¾² ­¥¯°¥°»¢­»¥ ´³­ª¶¨¨�� : X ! [0; 1]; ��jW� � 1; ��j(XnV�) � 0:� ª¨¬ ®¡° §®¬, supp �� � V � � U�,   ��jW� > 0. �®«®¦¨¬ � := P� ��. �²® ª®­¥·­ ¿±³¬¬  ­¥¯°¥°»¢­»µ ´³­ª¶¨© ¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿. �®±ª®«¼ª³fW�g | ¯®ª°»²¨¥,   � � �� > 0 ­  W�, ²® � > 0. �­ ·¨², ¬» ¬®¦¥¬ ¯®«®¦¨²¼ � := ��� . �·¥¢¨¤­®, ·²® ®¡  ³±«®¢¨¿ ¢»¯®«­¥­». 27



�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.60. �®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® X ­ §»¢ ¥²±¿ ª®¬¯ ª²­»¬,¥±«¨ ¨§ «¾¡®£® ¥£® ®²ª°»²®£® ¯®ª°»²¨¿ ¬®¦­® ¢»¤¥«¨²¼ ª®­¥·­®¥ ¯®¤¯®ª°»²¨¥.� ¤ ·  1.61. �®ª § ²¼, ·²® ®²°¥§®ª [a; b] ª®¬¯ ª²¥­.� ¤ ·  1.62. �®ª § ²¼, ·²® § ¬ª­³²®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ª®¬¯ ª²­®£® ¯°®±²° ­±²¢ ª®¬¯ ª²­®.� ¤ ·  1.63. �®ª § ²¼, ·²® ª®¬¯ ª²­®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® µ ³±¤®°´®¢  ¯°®±²° ­-±²¢  § ¬ª­³²®.�¥®°¥¬  1.64. �®¬¯ ª²­®¥ µ ³±¤®°´®¢® ¯°®±²° ­±²¢® ­®°¬ «¼­®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ F � X § ¬ª­³²® ¨ x 62 F . �®ª ¦¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¾²­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ®ª°¥±²­®±²¨ U(x) ¨ V (F ). � ±¨«³ µ ³±¤®°´®¢®±²¨ ¤«¿ «¾¡®£®y 2 F ­ ©¤³²±¿ ² ª¨¥ Vy 3 y ¨ Uy 3 x, ·²® Vy \ Uy = ;. �ª°¥±²­®±²¨ Vy ®¡° §³¾²¯®ª°»²¨¥ F , ¨§ ª®²®°®£® ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ª®­¥·­®¥ ¯®¤¯®ª°»²¨¥ Vy1 ; : : : ; VyN , ² ªª ª F ª®¬¯ ª²­® (±¬. § ¤ ·³ 1.62). �®«®¦¨¬V (F ) := Vy1 [ : : : [ VyN ; U(x) := N\j=1Uyj :�³±²¼ ²¥¯¥°¼ F1 � X ¨ F2 � X | § ¬ª­³²»¥. �® ¯¥°¢®© · ±²¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ®¯°¥¤¥«¨¬ ¤«¿ ª ¦¤®£® x 2 F1 ®²ª°»²»¥ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¬­®¦¥±²¢  U(x) 3 x ¨V (x) � F2. �®£¤  fU(x)g | ®²ª°»²®¥ ¯®ª°»²¨¥ F1, ¨§ ª®²®°®£® ¬®¦­® ¢»¤¥«¨²¼ª®­¥·­®¥ ¯®¤¯®ª°»²¨¥ U(x1); : : : ; U(xn). �­®¦¥±²¢  nSi=1U(xi) ¨ nTi=1 V (xi) | ¨±ª®¬»¥­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ®ª°¥±²­®±²¨ F1 ¨ F2. 2� ¤ ·  1.65. �®ª § ²¼, ·²® ­¥¯°¥°»¢­»© ®¡° § ª®¬¯ ª²  ª®¬¯ ª²¥­.� ¤ ·  1.66. �³±²¼ f : X ! R1 | ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  ª®¬¯ ª²­®¬ ¯°®-±²° ­±²¢¥ X. �®£¤  f ®£° ­¨·¥­  ¨ ¯°¨­¨¬ ¥² ­ ¨¡®«¼¸¥¥ ¨ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ §­ ·¥­¨¿.� ¤ ·  1.67. �®·ª  x0 ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«¼­®© ²®·ª®© ¬­®¦¥±²¢  Z, ¥±«¨ ¢ ª -¦¤®© ¥¥ ®ª°¥±²­®±²¨ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¡¥±ª®­¥·­® ¬­®£® ²®·¥ª Z. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ¬¥-²°¨·¥±ª®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X ¬­®¦¥±²¢® Z, ­¥ ¨¬¥¾¹¥¥ ¯°¥¤¥«¼­»µ ²®·¥ª, ¿¢«¿¥²±¿§ ¬ª­³²»¬.� ¤ ·  1.68. �¨±«® " > 0 ¿¢«¿¥²±¿ ·¨±«®¬ �¥¡¥£  ®²ª°»²®£® ¯®ª°»²¨¿ fU�g¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  X, ¥±«¨ ¯®ª°»²¨¥ fB"(x)jx 2 Xg ¿¢«¿¥²±¿ ¨§¬¥«¼·¥­¨¥¬fU�g (². ¥. ª ¦¤»© ¸ ° «¥¦¨² ¢ ­¥ª®²®°®¬ ½«¥¬¥­²¥ ¯®ª°»²¨¿). �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨¢ X ¢±¿ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨¬¥¥² ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ²® ¢±¿ª®¥®²ª°»²®¥ ¯®ª°»²¨¥ ¨¬¥¥² ·¨±«® �¥¡¥£ .� ¤ ·  1.69. �³±²¼ X | ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, ²®£¤  ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿½ª¢¨¢ «¥­²­»:1) X ª®¬¯ ª²­®;2) «¾¡ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fxng � X ¨¬¥¥² ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­®±²¼;3) «¾¡ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¢«®¦¥­­»µ ­¥¯³±²»µ § ¬ª­³²»µ ¬­®¦¥±²¢ fFng(². ¥. Fn � Fn+1) ¨¬¥¥² ­¥¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥.� ¤ ·  1.70. �¥ª °²®¢® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ª®¬¯ ª²­»µ ¯°®±²° ­±²¢ ¿¢«¿¥²±¿ ª®¬-¯ ª²­»¬. 8



2. �­®£®®¡° §¨¿ ¨ ª ± ²¥«¼­»¥ ¢¥ª²®° �¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.1. �« ¤ª¨¬ ¬­®£®®¡° §¨¥¬ ° §¬¥°­®±²¨ m ­ §»¢ ¥²±¿ ±¥¯ ° -¡¥«¼­®¥ µ ³±¤®°´®¢® ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® M , ±­ ¡¦¥­­®¥ £« ¤ª¨¬  ²« -±®¬, ². ¥. ®²ª°»²»¬ ¯®ª°»²¨¥¬ fU�g ¨ ­ ¡®°®¬ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¢ '�, ®²®¡° -¦ ¾¹¨µ U� ­  ®²ª°»²»¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  V� � Rm (° §¬¥°­®±²¼ m ¬­®£®®¡° -§¨¿ M ®¡®§­ · ¥²±¿ dimM). �­¨ § ¤ ¾² ¢ U� «®ª «¼­»¥ ª®®°¤¨­ ²». �°¨½²®¬ ²°¥¡³¥²±¿, ·²®¡» ®²®¡° ¦¥­¨¿ § ¬¥­» ª®®°¤¨­ ² (¨«¨ ´³­ª¶¨¨ ¯¥°¥µ®¤ )'�'�1� : '�(U� \ U�) ! '�(U� \ U�) ¡»«¨ £« ¤ª¨¬¨ ª ª ¢¥ª²®°{´³­ª¶¨¨, § ¤ ­-­»¥ ­  ®²ª°»²®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ ¢ Rm. �« ¤ª®© ±²°³ª²³°®© ­ §»¢ ¥²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼­»©£« ¤ª¨©  ²« ± (­¥ ±®¢±¥¬ ±²°®£®¥ ¯®­¿²¨¥).� ¬¥· ­¨¥ 2.2. �±«¨ ­¥ ²°¥¡®¢ ²¼ £« ¤ª®±²¨, ²® ¬­®£®®¡° §¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ²®-¯®«®£¨·¥±ª¨¬.� ¤ ·  2.3. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ¬­®£®®¡° §¨¿ ± ­¥±®£« ±®¢ ­­»¬¨ £« ¤ª¨¬¨ ±²°³ª-²³° ¬¨, ². ¥. ± ¤¢³¬¿ ² ª¨¬¨ £« ¤ª¨¬¨  ²« ± ¬¨ (Ui; 'i) ¨ (Vj;  j), ·²®f(Ui; 'i); (Vj ;  j)g ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬  ²« ±®¬.� ¤ ·  2.4. �®ª § ²¼, ·²® Sn ¨ RP n ¿¢«¿¾²±¿ £« ¤ª¨¬¨ ¬­®£®®¡° §¨¿¬¨.� ¤ ·  2.5. �³¤³² «¨ £« ¤ª¨¬¨ ¬­®£®®¡° §¨¿¬¨ £° ­¨¶  ª¢ ¤° ²  ¨ ¢®±¼¬¥°ª (¯®¤¬­®¦¥±²¢  R2) ?�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.6. 2n-¬¥°­®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ª®¬¯«¥ª±­®- ­ «¨²¨·¥±-ª¨¬, ¥±«¨ ¢±¥ ´³­ª¶¨¨ § ¬¥­» ª®®°¤¨­ ² ¿¢«¿¾²±¿ ª®¬¯«¥ª±­®- ­ «¨²¨·¥±ª¨¬¨.� ¤ ·  2.7. �®ª § ²¼, ·²® S2 | ª®¬¯«¥ª±­®- ­ «¨²¨·¥±ª®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.8. �³­ª¶¨¿ f : M ! R ­ §»¢ ¥²±¿ £« ¤ª®©, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®©²®·ª¨ P 2M ¨ ­¥ª®²®°®© ª °²» (U�; '�), ±®¤¥°¦ ¹¥© P , ´³­ª¶¨¿ f �'�1� : V� ! R,§ ¤ ­­ ¿ ­  ®¡« ±²¨ ¢ Rm, ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª®©.� ¤ ·  2.9. �®ª § ²¼, ·²® ¨§ £« ¤ª®±²¨ ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª ­¥ª®²®°®© ª °²¥ ±«¥¤³¥²£« ¤ª®±²¼ ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª «¾¡®©.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.10. �¥¯°¥°»¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ f : M ! N £« ¤ª¨µ ¬­®£®®¡° -§¨© ­ §»¢ ¥²±¿ £« ¤ª¨¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ P 2 M ¨ ­¥ª®²®°»µ ª °² (U�; '�),±®¤¥°¦ ¹¥© P , ¨ (U 0�; '0�), ±®¤¥°¦ ¹¥© f(P ), (½²® ª °²» ­  M ¨ N , ±®®²¢¥²±²¢¥­­®)®²®¡° ¦¥­¨¥ '0� � f � '�1� : V� ! V 0� � Rn, § ¤ ­­®¥ ­  ®¡« ±²¨ ¢ Rm ¨ ­ §»¢ ¥¬®¥«®ª «¼­»¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥¬ ¨«¨ ª®®°¤¨­ ²­®© § ¯¨±¼¾ f , ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬. �¤¥±¼dimM = m ¨ dimN = n.� ¤ ·  2.11. �®ª § ²¼, ·²® ¨§ £« ¤ª®±²¨ ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª ­¥ª®²®°®© ¯ °¥ ª °²±«¥¤³¥² £« ¤ª®±²¼ ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª «¾¡®©.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.12. �¨¥ª²¨¢­®¥ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ f :M ! N £« ¤ª¨µ ¬­®£®-®¡° §¨© ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¬, ¥±«¨ f�1 ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬.� ¤ ·  2.13. �°®¢¥°¨²¼, ·²® ´®°¬³«»yk = xkq"2 � (x1)2 � (x2)2 � : : :� (xn)2 ; k = 1; : : : ; n;xk = " ykq1 + (y1)2 + (y2)2 + : : :+ (yn)2 ; k = 1; : : : ; n;§ ¤ ¾² ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ B"(0) � Rn ¨ Rn.9



� ¤ ·  2.14. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° £« ¤ª®£® £®¬¥®¬®°´¨§¬ , ­¥ ¿¢«¿¾¹¥£®±¿ ¤¨´-´¥®¬®°´¨§¬®¬.�¥¬¬  2.15. �  «¾¡®¬ £« ¤ª®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨ M ±³¹¥±²¢³¥²  ²« ± ± ª °² ¬¨,¤¨´´¥®¬®°´­»¬¨ ®²ª°»²®¬³ ¸ °³ ( ®²ª³¤  ¯® § ¤ ·¥ 2.13 ¢±¥¬³ Rm:)�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ (U�; '�) | ­¥ª®²®°»©  ²« ± ­  M . �«¿ «¾¡®© x 2 M¢»¡¥°¥¬ U�(x) 3 x. �³±²¼ "(x) ±²®«¼ ¬ «®, ·²® B"(x)('�(x)(x)) � V�(x) � Rm. �®£¤ ( eUx; e'x); x 2M; eUx := '�1�(x)(B"(x)('�(x)(x))); e'x := '�(x)jeUx;| ¨±ª®¬»©  ²« ±. 2� ¬¥· ­¨¥ 2.16. �«¿ «¾¡®£® ª®­¥·­®£®  ²« ±  ª®¬¯ ª²­®£® ¬­®£®®¡° §¨¿ ±³¹¥-±²¢³¥² ¯®¤·¨­¥­­®¥ ° §¡¨¥­¨¿ ¥¤¨­¨¶», ¯®±ª®«¼ª³ ®­® ­®°¬ «¼­®.�¥®°¥¬  2.17. �«¿ «¾¡®£® ª®­¥·­®£®  ²« ±  ª®¬¯ ª²­®£® ¬­®£®®¡° §¨¿ M ±³¹¥-±²¢³¥² ¯®¤·¨­¥­­®¥ £« ¤ª®¥ ° §¡¨¥­¨¿ ¥¤¨­¨¶».�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¦¤¥ ¢±¥£® § ¬¥²¨¬, ·²® ¤®±² ²®·­® ¯®±²°®¨²¼ ° §¡¨¥­¨¥¥¤¨­¨¶» ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® ¨§¬¥«¼·¥­¨¿ ¨±µ®¤­®£®  ²« ± . � ª ·¥±²¢¥ ² ª®£® ¨§¬¥«¼·¥-­¨¿ ¢»¡¥°¥¬ (±³¹¥±²¢³¾¹¨© ¢ ±¨«³ «¥¬¬» 2.15 ¨ ²¥®°¥¬» 1.50) ² ª®©  ²« ± (W�; ��),·²® ��(W�) = B1(0) � Rm; W "� := ��1� (B1�"(0)) | ¯®ª°»²¨¥ M:�¯°¥¤¥«¨¬ £« ¤ª³¾ ´³­ª¶¨¾ ­  Rm:h(x) := ( e� 1(kxk�(1�"=2)2)2 ; ¯°¨ kxk < (1� "=2)2,0; ¯°¨ kxk � (1 � "=2)2.�®£¤  supph � B1�"=2(0); 0 � h(x) � 1; h(x) > 0 ­  B1�"(0):�®«®¦¨¬ �� := (h(��(x)); ¯°¨ x 2 W�,0; ¯°¨ x 62 W�.�®£¤  �� 2 C1(M), 0 � � � 1, supp�� �W� ¨ �� > 0 ­ W "� . �­ ·¨²,  :=P� �� > 0,   � := ��= | ¨±ª®¬®¥ C1-° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶». 2�¥®°¥¬  2.18. �³±²¼ f : Rn ! R | £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿, ¯°¨·¥¬ grad f 6= 0 ­ M = f�1(y0). �®£¤  M | £« ¤ª®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥. �°¨ ½²®¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ «®ª «¼-­»µ ª®®°¤¨­ ² ¬®¦­® ¢§¿²¼ ­¥ª®²®°»¥ n� 1 ¨§ x1; : : : ; xn.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨¬¥­¿¥¬ ²¥®°¥¬³ ® ­¥¿¢­®© ´³­ª¶¨¨. �¬¥­­®, ¯³±²¼~x0 = (x10; : : : ; xn0) 2M; grad ~x0 =  @f@x1 ; : : : ; @f@xn!�����~x0 6= ~0:�¥§ ®£° ­¨·¥­¨¿ ®¡¹­®±²¨ ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® @f@xn ���~x0 6= 0. �® ²¥®°¥¬¥ ® ­¥¿¢­®©´³­ª¶¨¨ ­ ©¤³²±¿ ®ª°¥±²­®±²¼ V ²®·ª¨ (x10; : : : ; xn�10 ) ¢ Rn�1, ¨­²¥°¢ « (xn0 � "; xn0 +") 2 R1 ¨ C1-´³­ª¶¨¿ g : V ! R1 ² ª¨¥, ·²®10



1) f(x1; : : : ; xn�1; g(x1; : : : ; xn�1)) � 0 ¢ V ,2) g(x10; : : : ; xn�10 ) = xn0 ,3) g(x1; : : : ; xn�1) 2 (xn0 � "; xn0 + ") ¯°¨ (x1; : : : ; xn�1) 2 V ,4) ¢±¿ª ¿ ²®·ª  (x1; : : : ; xn) 2M \ (V � (xn0 � "; xn0 + ")) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢­¥­¨¾xn = g(x1; : : : ; xn�1).�¯°¥¤¥«¨¬ ª °²» ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:U :=M \ (V � (xn0 � "; xn0 + ")); ' : U ! Rn�1; '(x1; : : : ; xn) := (x1; : : : ; xn�1) 2 V:�®£¤ , ¯® 1) ¨ 3) ®¡° ²­»¬ ª ' ¡³¤¥²'�1(x1; : : : ; xn�1) = (x1; : : : ; xn�1; g(x1; : : : ; xn�1)):�°®¢¥°¨¬, ·²® ¯®«³·¥­­»©  ²« ± ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬. �³±²¼, ¡¥§ ®£° ­¨·¥­¨¿ ®¡¹-­®±²¨, ­ °¿¤³ ± (U;') ²®·ª  ~x0 ±®¤¥°¦¨²±¿ ² ª¦¥ ¢ ( eU; e'), £¤¥ e' : (x1; : : : ; xn) 7!(x2; : : : ; xn). �®£¤  ­  V \ eVe''�1(x1; : : : ; xn�1) = e'(x1; : : : ; xn�1; g(x1; : : : ; xn�1)) = (x2; : : : ; xn�1; g(x1; : : : ; xn�1))| £« ¤ª ¿ § ¬¥­  ª®®°¤¨­ ². 2�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.19. (�¥­§®°­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®° )(� ± ²¥«¼­»¬) ¢¥ª²®°®¬ � ¢ ²®·ª¥ P 2M ª ¬­®£®®¡° §¨¾ M ­ §»¢ ¥²±¿ ±®®²¢¥²-±²¢¨¥, ª®²®°®¥ ª ¦¤®© ª °²¥ (U�; '�) («®ª «¼­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² (x1�; : : : ; xm� )) ¢®ª°¥±²­®±²¨ P ±² ¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ­ ¡®° ·¨±¥« (�1�; : : : ; �m� ). �°¨ ½²®¬ ²°¥¡³¥²±¿¢»¯®«­¥­¨¥ ²¥­§®°­®£® § ª®­ , ±¢¿§»¢ ¾¹¥£® ­ ¡®°» ·¨±¥«, ª®²®°»¥ ±² ¢¿²±¿ ¢±®®²¢¥²±²¢¨¥ ° §­»¬ ±¨±²¥¬ ¬ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ². �¬¥­­®, ¥±«¨ ª °²¥ (U�; '�)(«®ª «¼­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² (x1�; : : : ; xm� )) ±² ¢¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ­ ¡®° ·¨±¥«(�1�; : : : ; �m� ), ²® �i� = @xi�@xj��j�;£¤¥ ¯® ¯®¢²®°¿¾¹¥¬³±¿ ¢¢¥°µ³ ¨ ¢­¨§³ ¨­¤¥ª±³ j ¯®¤° §³¬¥¢ ¥²±¿ ±³¬¬¨°®¢ ­¨¥.� ¤ ·  2.20. (®¯° ¢¤ ­¨¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿) �³±²¼ 
 : (�1; 1)!M | £« ¤ª®¥ ®²®¡° -¦¥­¨¥. �®£¤  ±®®²¢¥²±²¢¨¥�
 : (x1; : : : ; xn);  dx1dt ; : : : ; dxndt !�����t=0¿¢«¿¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬. �¤¥±¼ ¢ «®ª «¼­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² (x1; : : : ; xn) ®²®¡° ¦¥­¨¥
 § ¤ ­® ª ª (x1(t); : : : ; xn(t)).� ¤ ·  2.21. � ¦¤»© ª ± ²¥«¼­»© ¢¥ª²®° ¢ ²®·ª¥ P ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿±¢®¨¬¨ ª®¬¯®­¥­² ¬¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ®¤­®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ².� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬­®¦¥±²¢® ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ²®·ª¥ P (ª ± ²¥«¼­®¥ ¯°®-±²° ­±²¢® TP (M)) ¿¢«¿¥²±¿ ª®­¥·­®¬¥°­»¬ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¬ «¨­¥©­»¬ ¯°®±²° ­-±²¢®¬ ° §¬¥°­®±²¨ dimM . �°¨ ½²®¬, ®·¥¢¨¤­®, ®¯¥° ¶¨¨ ­¥ § ¢¨±¿² ®² ¢»¡®° «®ª «¼­®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ². 11



�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.22. (�¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®°  ·¥°¥§ ª°¨¢»¥)� ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ £« ¤ª¨¥ ª°¨¢»¥ 
1 : (�1; 1) ! M ¨ 
2 : (�1; 1) ! M , ³¤®¢«¥²¢®-°¿¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿¬:� 
i(0) = P� ¤«¿ ­¥ª®²®°®© (±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, «¾¡®©) ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ² (x1; : : : ; xm) ¢®ª°¥±²­®±²¨ P ¢»¯®«­¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥:mXk=1 hxk(
1(t))� xk(
2(t))i2 = o(t2); (t! 0):� ª¨¥ ª°¨¢»¥ ­ §»¢ ¾²±¿ ±®¯°¨ª ± ¾¹¨¬¨±¿: 
1 � 
2.�±¥ ª°¨¢»¥, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ¯¥°¢®¬³ ³±«®¢¨¾, ° §¡¨¢ ¾²±¿ ­  ª« ±±» ±®¯°¨-ª ± ¾¹¨µ±¿. �²¨ ª« ±±» ­ §»¢ ¾²±¿ ª ± ²¥«¼­»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ª M ¢ ²®·ª¥ P .�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.23. (�¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®°  ·¥°¥§ ¤¨´´¥°¥­-¶¨°®¢ ­¨¿) �¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ D : C1(M) ! R, ². ¥. «¨­¥©­»© ´³­ª¶¨®­ «­  ¯°®±²° ­±²¢¥ £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨©, ­ §»¢ ¥²±¿ ®¯¥° ²®°®¬ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ¢²®·ª¥ P 2 M , ¥±«¨� §­ ·¥­¨¿ ¥£® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ²®«¼ª® §­ ·¥­¨¿¬¨ ´³­ª¶¨© ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ P , ²®·-­¥¥, ¥±«¨ f; g 2 C1(M) ² ª®¢», ·²® f � g ­  ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨ U ²®·ª¨P , ²® D(f) = D(g) (\®¯¥° ²®° § ¤ ­ ­  °®±²ª µ ´³­ª¶¨©");� ¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥ �¼¾²®­ {�¥©¡­¨¶ D(fg) = f(P )D(g) + g(P )D(f) ¤«¿ «¾¡»µ f; g 2 C1(M):� §®¢¥¬ ² ª®© ®¯¥° ²®° ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ª ± ²¥«¼­»¬ ¢¥ª²®°®¬ ª M ¢ ²®·ª¥P .� ¤ ·  2.24. �³±²¼ (x1; : : : ; xn) | «®ª «¼­ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² ¢ ®ª°¥±²­®±²¨P 2M , P = (x10; : : : ; xn0),   � 2 TPM ¨¬¥¥² ª®®°¤¨­ ²» �i. �®£¤  ±®®²¢¥²±²¢¨¥f 7! nXi=1 @f@xi (x10; : : : ; xn0)�i­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  «®ª «¼­®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ² ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥² ®¯¥° ²®° ¤¨´´¥-°¥­¶¨°®¢ ­¨¿.�¥®°¥¬  2.25. �¯°¥¤¥«¥­¨¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­», ²®·­¥¥, ¥±²¥±²¢¥­­®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ª°¨¢ ¿ $ ª ± ²¥«¼­»© ¢¥ª²®° ª ª°¨¢®© ¢ ¤ ­­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ²$$ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥ ¯® ¥£® ­ ¯° ¢«¥­¨¾¯®°®¦¤ ¥² ¨§®¬®°´¨§¬ ¯°®±²° ­±²¢ ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ±¬»±«¥ ²°¥µ ®¯°¥-¤¥«¥­¨©. 12



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �» ¤®ª ¦¥¬ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ¯¥°¢»µ ¤¢³µ. � ±¨«³ § ¤ ·¨ 2.20¤«¿ ª®°°¥ª²­®£® § ¤ ­¨¿ ®²®¡° ¦¥­¨¿ � ¬­®¦¥±²¢  ª« ±±®¢ ª°¨¢»µ ¢ \²¥­§®°­»¥"¢¥ª²®°» ¤®±² ²®·­® (¢ ®¤­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ²) ¯°®¢¥°¨²¼ ·²® ¨§ 
1 � 
2 ±«¥¤³¥²,·²® �
1 = �
2 . �¥©±²¢¨²¥«¼­®,0 = limt!0 mXk=1 "xk(
1(t))� xk(
2(t))t #2 == mXk=1 "limt!0 (xk(
1(t))� xk(P ))� (xk(
2(t))� xk(P ))t #2 ;®²ª³¤  �
1 = �
2 . �²  ¦¥ ¢»ª« ¤ª  ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¤¢¥ ª°¨¢»¥ ±®¯°¨ª ± ¾²±¿ ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®­¨ ¨¬¥¾² ®¤¨­ ª®¢»© ª ± ²¥«¼­»© ¢¥ª²®°. �­ ·¨², � ª®°-°¥ª²­® ®¯°¥¤¥«¥­® ¨ ¨­º¥ª²¨¢­®. � ´¨ª±¨°³¥¬ ±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨­ ² xi ¢ ®ª°¥±²­®±²¨P . �¯°¥¤¥«¨¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥ � (¡»²¼ ¬®¦¥², § ¢¨±¿¹¥¥ ®² ¢»¡®°  ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨-­ ²) ¢ ®¡° ²­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨, ±®¯®±² ¢«¿¿ ¢¥ª²®°³ � ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ �i ¢ ¢»¡° ­­®©±¨±²¥¬¥, \¯°¿¬³¾", ². ¥. ª°¨¢³¾ ± ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ § ¤ ­¨¥¬ xi(t) = xi(P ) + t � �i.�®£¤  d xid t ���P0 = �i ¨ � �� = Id . � ª¨¬ ®¡° §®¬, � | ±¾°º¥ª¶¨¿. 2� ¤ ·  2.26. �®ª § ²¼ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ²°¥²¼¥£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ (·¥°¥§ ¤¨´´¥°¥­-¶¨°®¢ ­¨¿) ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®°  ¤¢³¬ ¤°³£¨¬.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.27. �³±²¼ f : M ! N | £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥, P 2 M . �¨´-´¥°¥­¶¨ «®¬ (ª ± ²¥«¼­»¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬) f ¢ ²®·ª¥ P ­ §»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥­¨¥ª ± ²¥«¼­»µ ¯°®±²° ­±²¢ dfP : TPM ! Tf(P )N , ®¯°¥¤¥«¥­­®¥ ®¤­¨¬ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ½ª¢¨¢ «¥­²­»µ ±¯®±®¡®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ²°¥¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿¬ ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª-²®° .�¥°¢»© ±¯®±®¡. �³±²¼ (UM ; 'M : UM ! V M � Rm) | ª °²  M ¢ ®ª°¥±²­®-±²¨ P , (UN ; 'N : UN ! V N � Rn) | ª °²  N ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ f(P ), (x1; : : : ; xm) ¨(y1; : : : ; yn) | ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ «®ª «¼­»¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ². �®ª «¼­®¥ ¯°¥¤±² -¢«¥­¨¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f , ²®·­¥¥, ®²®¡° ¦¥­¨¥ 'N �f �('M)�1 : V M ! V N , ¬®¦¥² ¡»²¼®¯¨± ­® ª ª ­ ¡®° ´³­ª¶¨©y1 = f1(x1; : : : ; xm); : : : ; yn = fn(x1; : : : ; xm):�³±²¼ ¢¥ª²®° � 2 TPM ±² ¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² (x1; : : : ; xm) ­ -¡®° (�1; : : : ; �m) (£®¢®°¿²: ¨¬¥¥² ³ª § ­­»¥ ª®®°¤¨­ ²» ¢ ½²®© ±¨±²¥¬¥), ²®£¤  ¯®®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¯®« £ ¾² ¥£® ®¡° §®¬ � = (dfP )� ¢¥ª²®° ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨�j = @f j@xi �i(±³¬¬¨°®¢ ­¨¥ ¯®¤° §³¬¥¢ ¥²±¿) ¢ ±¨±²¥¬¥ (y1; : : : ; yn).�²®°®© ±¯®±®¡. �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ [
] ª« ±± ±®¯°¨ª ± ¾¹¨µ±¿ ª°¨¢»µ ª°¨¢®© 
.�®«®¦¨¬ (dfP )[
] := [f � 
]:�°¥²¨© ±¯®±®¡. � ±±¬®²°¨¬ ®¯¥° ²®° ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ � ¢ ²®·ª¥ P 2 M .�®£¤  §­ ·¥­¨¥ ®¯¥° ²®°  ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ (dfP )� ­  ´³­ª¶¨¨ g 2 C1(N) § ¤ -¥²±¿ ´®°¬³«®© ((dfP )�)(g) := �(g � f):13



� ¤ ·  2.28. �®ª § ²¼ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ²°¥µ ®¯°¥¤¥«¥­¨© ¤¨´´¥°¥­¶¨ « .�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.29. � ±±¬®²°¨¬ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ f : M ! N , f(P0) = Q0.�®·ª  P0 2M ­ §»¢ ¥²±¿ °¥£³«¿°­®© ²®·ª®© f , ¥±«¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «dfP0 : TP0M ! TQ0N¿¢«¿¥²±¿ ½¯¨¬®°´¨§¬®¬ (®²®¡° ¦¥­¨¥¬ \­ "). �®·ª  Q0 2 N ­ §»¢ ¥²±¿ °¥£³«¿°-­»¬ §­ ·¥­¨¥¬ f , ¥±«¨ «¾¡®¥ P 2 f�1Q0 ¿¢«¿¥²±¿ °¥£³«¿°­®© ²®·ª®© f .�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.30. �²®¡° ¦¥­¨¥ f : M ! N ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®£°³¦¥­¨¥¬, ¥±«¨ ¢ª ¦¤®© ²®·ª¥ P 2M ¤¨´´¥°¥­¶¨ « dfP : TPM ! Tf(P )N ¿¢«¿¥²±¿ ¬®­®¬®°´¨§¬®¬.�±«¨ ¯°¨ ½²®¬ f : M $ f(M) ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ·­®,   f(M) § ¬ª­³²® ¢ N , ²® f(M)­ §»¢ ¥²±¿ ¢«®¦¥­¨¥¬.� ¤ ·  2.31. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ¯®£°³¦¥­¨¿, ¢§ ¨¬­®-®¤­®§­ ·­®£® ­  ®¡° §, ­®­¥ ¿¢«¿¾¹¥£®±¿ ¢«®¦¥­¨¥¬.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.32. �«®¦¥­¨¥, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬ ­  ®¡° §, ­ §»¢ ¥²±¿¢«®¦¥­¨¥¬ ¢ ±¨«¼­®¬ ±¬»±«¥.� ¤ ·  2.33. �«¿ ª®¬¯ ª²­»µ ¬­®£®®¡° §¨© ¢«®¦¥­¨¥ ¢±¥£¤  ¿¢«¿¥²±¿ ±¨«¼­»¬.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2.34. �®¤¬­®¦¥±²¢® L �M; dimM = m, ­ §»¢ ¥²±¿ £« ¤ª¨¬ ¯®¤-¬­®£®®¡° §¨¥¬, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®©  ²« ± (U�; '�) ¬­®£®®¡° §¨¿ M , ·²® fU�\Lg| £« ¤ª¨©  ²« ± L ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²®'�jU�\L : U� \ L! V� \Rl; Rl � Rm:�²®²  ²« ± ­ §»¢ ¥²±¿ ­®°¬ «¼­»¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, dimL = l,   (m� l) ­ §»¢ ¥²±¿ª®° §¬¥°­®±²¼¾. �°¨ ½²®¬ L ®ª §»¢ ¥²±¿ § ¬ª­³²»¬.� ¤ ·  2.35. �®ª ¦¨²¥.� ¤ ·  2.36. �³±²¼ f : M ! N ,   Q0 2 N | °¥£³«¿°­®¥ §­ ·¥­¨¥ f . �®£¤ MQ0 := f�1(Q0) ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬ ¯®¤¬­®£®®¡° §¨¥¬, dimMQ0 = dimM � dimN . �ª ·¥±²¢¥ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ­¥ª®²®°®© ²®·ª¨ MQ0 ¬®¦­® ¢§¿²¼­¥ª®²®°»¥ (m� n) ª®®°¤¨­ ² M .� ¤ ·  2.37. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ² ª®£® ¢«®¦¥­¨¿, ·²® ®¡° § ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬­®-£®®¡° §¨¥¬ (¨ ¤ ¦¥ ¬­®£®®¡° §¨¥¬).�¥®°¥¬  2.38. �®¤¬­®¦¥±²¢® A � N ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬­®£®®¡° §¨¥¬ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  ®­® ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° §®¬ ­¥ª®²®°®£® ¬­®£®®¡° §¨¿ M ¯°¨ ¢«®¦¥­¨¨ ¢±¨«¼­®¬ ±¬»±«¥.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ A � N ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬­®£®®¡° §¨¥¬, ²® ²®¦¤¥±²¢¥­­®¥®²®¡° ¦¥­¨¥ ¡³¤¥² £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬ ­  ®¡° §,   ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¯®¤¬­®£®®¡° §¨¿| ¯®£°³¦¥­¨¥¬.�¡° ²­®, ¯³±²¼ f :M ! N | ±¨«¼­®¥ £« ¤ª®¥ ¢«®¦¥­¨¥. �¢®©±²¢® ¡»²¼ ¯®¤¬­®-£®®¡° §¨¥¬ ¨¬¥¥² «®ª «¼­»© µ ° ª²¥°: ¤®±² ²®·­® ° ±±¬®²°¥²¼ ®²ª°»²®¥ ¯®ª°»-²¨¥ fNig ¢ N ¤«¿ A, ¨ Ai = A \ Ni. �²® ±¢®©±²¢® ¨­¢ °¨ ­²­® ®²­®±¨²¥«¼­® C1-¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢: ¬­®¦¥±²¢® A � N ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬­®£®®¡° §¨¥¬ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  g(A) � N 0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬­®£®®¡° §¨¥¬, £¤¥ g : N ! N 0 | ¤¨´´¥®-¬®°´¨§¬. � ±±¬®²°¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ª °² 	 = f i : Ni ! Rng ¬­®£®®¡° §¨¿ N , ¯®-ª°»¢ ¾¹¨µ A. �³±²¼ � = f'i : Mi ! Rmgi2� | ² ª®©  ²« ± M , ·²® f(Mi) � Ni14



(¥±«¨ ­³¦­®, ¬¥­¿¥¬ ¨­¤¥ª± ¶¨¾). �®±ª®«¼ª³ f ¿¢«¿¥²±¿ ¢«®¦¥­¨¥¬, ¢ · ±²­®±²¨,£®¬¥®¬®°´¨§¬®¬ ­  ®¡° §, ²® ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ � ¨ 	 ² ª, ·²® f(Mi) = A\Ni. �®£¤ ¢ ±¨«³ ¨­¢ °¨ ­²­®±²¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢ ±¨²³ ¶¨¿ ±¢®¤¨²±¿ ª ±«¥¤³-¾¹¥©. U := fVig = 'i(Mi) � Rm, f = fi =  if'�1i : U ,! Rn | C1-¢«®¦¥­¨¥.� ¤® ­ ©²¨ «®ª «¼­® ² ª®© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬, ·²® ®¡° § «¥¦¨² ¢ Rn�m. �® ½²®¯°®±²® ²¥®°¥¬  ®¡ ®¡° ²­®© ´³­ª¶¨¨. �¬¥­­®, «®ª «¼­® ±³¹¥±²¢³¾² (xi1; : : : ; xim),1 � i1 � : : : � im � n, ¨ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ g : Rmx ! Rn�mx , ·²® ½²® £° ´¨ª.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¢¥¤¿ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ¢ Rn ª®®°¤¨­ ²»(xi1; : : : ; xim; xj1 � (g(xi1; : : : ; xim))j1 ; : : : ; xjn�m � (g(xi1 ; : : : ; xim)));¯®«³· ¥¬, ·²® f(U) § ¤ ¥²±¿ ª ª ° § ª ª ª®®°¤¨­ ²­ ¿ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼. �®¤·¥°ª-­¥¬, ·²® «®ª «¨§®¢ ²¼ § ¤ ·³ ³¤ «®±¼ ²®«¼ª® ¡« £®¤ °¿ ²®¬³, ·²® ¢«®¦¥­¨¥ ¢ ±¨«¼-­®¬ ±¬»±«¥. � ¤®¯®«­¨²¼ ¤®  ²« ±  ¢±¥£® ¬­®£®®¡° §¨¿ ¬®¦­® ¢ ±¨«³ § ¬ª­³²®±²¨®¡° § . 2� ¬¥· ­¨¥ 2.39. �®¦­® ¯®-° §­®¬³ °¥¸ ²¼ ¢®¯°®± ±·¨² ²¼ «¨ (0; 1) � f0g � R2¯®¤¬­®£®®¡° §¨¥¬. �° ¢¨«¼­® ¢±¥ ¦¥ ­¥ ±·¨² ²¼. �±«¨ ±·¨² ²¼ | ­ ¤® ¢ ®¯°¥¤¥«¥-­¨¨ ¯®¤¬­®£®®¡° §¨¿ § ¬¥­¨²¼ \ ²« ±" ­  \­ ¡®° ª °²".�¥®°¥¬  2.40. (�¥¬¬  � °¤ ) (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ) �³±²¼ f :M ! N | £« ¤-ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥, M ¨ N | ª®¬¯ ª²­»¥ ¬­®£®®¡° §¨¿. �®£¤  ¬­®¦¥±²¢® G � N°¥£³«¿°­»µ §­ ·¥­¨© f | ®²ª°»²®¥ ¢±¾¤³ ¯«®²­®¥ ¬­®¦¥±²¢®.� ¤ ·  2.41. �¥¯°¥°»¢­®¥ ¡¨¥ª²¨¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ª®¬¯ ª²­®£® ¯°®±²° ­±²¢ ­  µ ³±¤®°´®¢® ¿¢«¿¥²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬.�¥®°¥¬  2.42. (�« ¡ ¿ ²¥®°¥¬  �¨²­¨) �³±²¼ M | £« ¤ª®¥ ª®¬¯ ª²­®¥ ¬­®-£®®¡° §¨¥. �®£¤  ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ ­ ²³° «¼­®¥ ·¨±«® p, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¢«®¦¥­¨¥(¢ ±¨«¼­®¬ ±¬»±«¥) f :M ! Rp.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ fU�gL�=1 | ª®­¥·­»©  ²« ± M , (x1�; : : : ; xm� ) | «®ª «¼­ ¿±¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² ¢ U�, ¯°¨·¥¬ '� : U� � B� = B1(a�) � Rm, £¤¥ Br(b) | ¸ °° ¤¨³±  r ± ¶¥­²°®¬ ¢ b. �³±²¼B"� := B1�"(a�), ¯°¨·¥¬ fU "� := '�1� (B"�)g ¯®-¯°¥¦­¥¬³¯®ª°»¢ ¾² M (¢®§¬®¦­® ¢ ±¨«³ ­®°¬ «¼­®±²¨). �»¡¥°¥¬ ²¥¯¥°¼f� 2 C1(Rm); f� � 1 ­  B"�; supp f� � B�:�³±²¼ gk� :M ! R ®¯°¥¤¥«¥­» ¤«¿ k = 1; : : : ;m ¨ � = 1; : : : ; L ´®°¬³« ¬¨gk�(P ) := ( f�('�(P ))xk�(P ) ¯°¨ P 2 U�;0 ¯°¨ P 62 U�.�°¨ ½²®¬ ¢»¯®«­¿¥²±¿ gk�(P ) = xk�(P ) ¯°¨ P 2 U "�. � ª¨¬ ®¡° §®¬, m � L ´³­ª¶¨©gk� § ¤ ¾² C1-®²®¡° ¦¥­¨¥ g :M ! Rm�L:15



�¯°¥¤¥«¨¬ ²¥¯¥°¼' :M ! RN = Rm�L+L; '(P ) := ( g(P )| {z }m�L ´³­ª¶¨©; f�('�(P ))| {z }L´³­ª¶¨© ):�®£¤  rk' � rk g. �±«¨ P 2 U "�, ²®rk gjP � rk  @gk�(P )@xj� ! � rk  @xk�(P )@xj� ! = m:�®±ª®«¼ª³ ¯® ±®®¡° ¦¥­¨¿¬ ° §¬¥°­®±²¨ rk' � m, ²® rk' � m. �» ¯®ª § «¨, ·²®' | ¯®£°³¦¥­¨¥.�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬, ·²® ' ¨­º¥ª²¨¢­®, ². ¥. ¿¢«¿¥²±¿ ¡¨¥ª¶¨¥© ­  ®¡° §. �³±²¼P 6= Q. �®£¤  ­ ©¤¥²±¿ ² ª®© ­®¬¥° �, ·²® P 2 U "� ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, f�('�(P )) = 1.�±«¨ ¯°¨ ½²®¬ f�('�(Q)) < 1, ²® ¢±¥ ¤®ª § ­®, ¥±«¨ ¦¥ f�('�(Q)) = 1, ²® Q 2 U "�,² ª ·²® gk�(P ) = xk�(P ), gk�(Q) = xk�(Q). �®±ª®«¼ª³ P 6= Q, ²® ­ ©¤¥²±¿ ª®®°¤¨­ ² xk0� (P ) 6= xk0� (Q), ² ª ·²® gk0� (P ) 6= gk0� (Q) ¨ '(P ) 6= '(Q).� ª ª ª M ª®¬¯ ª²­®,   '(M) � RN µ ³±¤®°´®¢®, ²® ¯® § ¤ ·¥ 2.41 ' ¿¢«¿¥²±¿£®¬¥®¬®°´¨§¬®¬ ­  ®¡° § ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢«®¦¥­¨¥¬ ¢ ±¨«¼­®¬ ±¬»±«¥, ¯®±ª®«¼ª³'(M) ª®¬¯ ª²­® ¨ § ¬ª­³²®. 2�¥®°¥¬  2.43. (�¨«¼­ ¿ ²¥®°¥¬  �¨²­¨) (¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ) � ¯°¥¤»¤³¹¥©²¥®°¥¬¥ ¬®¦­® ¢§¿²¼ p = 2 � dimM + 1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¤¥¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ±² °²®¢ ¢ ®² ª ª®£®-«¨¡® ¢«®¦¥­¨¿, ¯³²¥¬ ¯°®¥ª²¨°®¢ ­¨¿ ­  «¨­¥©­»¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ¬¥­¼¸¥© ° §-¬¥°­®±²¨, ¯®­¨§¨²¼ ° §¬¥°­®±²¼. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ­ ©¤³²±¿ ¯®«¥¬¬¥ � °¤ . 23. � ± ²¥«¼­®¥ ° ±±«®¥­¨¥�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3.1. �³±²¼ dimM = m. �¯°¥¤¥«¨¬ N = T�M { ¬­®£®®¡° §¨¥ «¨-­¥©­»µ ½«¥¬¥­²®¢ ¨«¨ ª ± ²¥«¼­®¥ ° ±±«®¥­¨¥ M . N ª ª ¬­®¦¥±²¢® ±®±²®¨² ¨§ ¯ °(P; �), £¤¥ P 2 M ,   � 2 TPM , ². ¥. ª ± ²¥«¼­»© ¢¥ª²®°. �®¯®«®£¨¿ ¨ ±²°³ª²³° ¬­®£®®¡° §¨¿ § ¤ ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¡¨¥ª²¨¢­»µ ®²®¡° ¦¥­¨© ­¥ª®²®°»µ ¯®¤¬­®-¦¥±²¢ N ­  ®²ª°»²»¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  R2m, ª®²®°»¥ ®¡º¿¢«¿¾²±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬ ¬¨¨ ª °² ¬¨ (² ª ·²® dimN = 2m). �¬¥­­®, ¥±«¨ (U;') { «®ª «¼­ ¿ ª °²  ­  M , ²®¢ ª ·¥±²¢¥ ³ª § ­­®£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢  N ¡¥°¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® ¯ ° (P; �) ± P 2 U ,   ¢ª ·¥±²¢¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¢ R2m ±«¥¤³¾¹¥¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ �:�(P; �) = (x1; : : : ; xm; �1; : : : ; �m);£¤¥ '(P ) = (x1; : : : ; xm); � = �1 @@x1 + : : :+ �m @@xm ;16



². ¥. � ª ª ª ± ²¥«¼­»© ¢¥ª²®° ±®¯®±² ¢«¿¥² ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² (x1; : : : ; xm) ­ ¡®°�i. �®£¤  § ¬¥­» ¯¥°¥¬¥­­»µ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ®¤­®© ² ª®© ª °²» ª ¤°³£®© ®±³¹¥-±²¢«¿¾²±¿ ¯® ¯¥°¢®© £°³¯¯¥ ¯¥°¥¬¥­­»µ ² ª, ª ª ¡»«® ­  M ,   ¯® ¢²®°®© { ¯°¨¯®¬®¹¨ ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ § ¬¥­» ¯¥°¢®© £°³¯¯». � · ±²­®±²¨, ®­¨ £« ¤ª¨¥.� ¬¥· ­¨¥ 3.2. �±«¨ M ¡»«® ¬­®£®®¡° §¨¥¬ £« ¤ª®±²¨ Ck, ²® T�M | ¬­®£®-®¡° §¨¥ ª« ±±  Ck�1.4. �­®£®®¡° §¨¿ ± ª° ¥¬�¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¡®§­ ·¥­¨¿:Rn+ � Rn; Rn+ := f(x1; : : : ; xn) 2 Rn j xn � 0g;Rn�10 := f(x1; : : : ; xn) 2 Rn j xn = 0g:�®¤ ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬®±²¼¾ ­¥¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¨ f : Rn+ ! R1 ¬» ¡³¤¥¬ ¯®­¨-¬ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥. �«¿ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª (xn > 0) ±®µ° ­¨¬ ®¡»·­®¥ ¯®­¿²¨¥. �«¿£° ­¨·­»µ ²®·¥ª (~x0 2 Rn�10 ) ¬» ¡³¤¥¬ ²°¥¡®¢ ²¼ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ ° §«®¦¥­¨¿f(~x) = f(~x0) + nXi=1 fi � (xi � xi0) + o(~x� ~x0); lim~x!~x0xn�0 o(~x� ~x0)k~x� ~x0k = 0:�®£¤  fi = @f@xi (~x0); (i = 1; 2; : : : ; n� 1),  fn = limh!+0 f(x10; : : : ; xn�10 ; xn0 + h)� f(x10; : : : ; xn�10 ; xn0)h (1)(®¤­®±²®°®­­¿¿ · ±²­ ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿).�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.1. �¥¯ ° ¡¥«¼­®¥ µ ³±¤®°´®¢® ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® M­ §»¢ ¥²±¿ ¬­®£®®¡° §¨¥¬ ± ª° ¥¬, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¥£® ®²ª°»²®¥ ¯®ª°»²¨¥fU�g ¨ ª®®°¤¨­ ²­»¥ £®¬¥®¬®°´¨§¬» '� : U� ! V� � Rn+, £¤¥ V� � Rn+ | ®²ª°»-²»¥,   ´³­ª¶¨¨ § ¬¥­» ª®®°¤¨­ ²'�'�1� : V�� = 'a(U� \ U�)! V�� = 'b(U� \ U�)¿¢«¿¾²±¿ £« ¤ª¨¬¨ ¢ ³ª § ­­®¬ ±¬»±«¥.� §®¢¥¬ ²®·ª³ P 2M ¢­³²°¥­­¥©, ¥±«¨ xn�(P ) > 0 ¨ £° ­¨·­®©, ¥±«¨ xn�(P ) = 0.�¥¬¬  4.2. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ £° ­¨·­»µ ¨ ¢­³²°¥­­¨µ ²®·¥ª ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®° «®ª «¼­®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ².�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¯³±²¨¬ ¯°®²¨¢­®¥: ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ P 2 M ¨­¤³¶¨°®¢ ­»¤¢¥ «®ª «¼­»¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ² (x1; : : : ; xn) ¨ (y1; : : : ; yn) ¨§ Rn+;x ¨ Rn+;y, ¯°¨·¥¬xn(P ) > 0,   yn(P ) = 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ (x1; : : : ; xn) ®±³¹¥±²¢«¿¾² £®-¬¥®¬®°´¨§¬ ®ª°¥±²­®±²¨ U 3 P ­  ®²ª°»²®¥ V � Rnx,   (y1; : : : ; yn) | ­  ~V � Rn+;y(¯¥°¥µ®¤¿ ª ¯¥°¥±¥·¥­¨¾, ±·¨² ¥¬ ®¡  £®¬¥®¬®°´¨§¬  § ¤ ­­»¬¨ ­  ®¤­®© ®ª°¥±²-­®±²¨). �®§­¨ª ¥² ´³­ª¶¨¿ ¯¥°¥µ®¤ , ². ¥. £« ¤ª¨© £®¬¥®¬®°´¨§¬ ' : V ! ~V ,yk = 'k(x1; : : : ; xn), ¯°¨·¥¬ 17



1) yn = 'n(x1; : : : ; xn) � 0,2) yn(P ) = 'n(x10; : : : ; xn0 ) = 0,². ¥. yn = 'n ¤®±²¨£ ¥² ¬¨­¨¬³¬  ¢ ²®·ª¥ (x10; : : : ; xn0). � ª ª ª V ®²ª°»²® ¢ Rnx, ²®(x10; : : : ; xn0) | ¢­³²°¥­­¿¿, ¤®«¦­» ¡»²¼ ¢»¯®«­¥­» ³±«®¢¨¿ «®ª «¼­®£® ½ª±²°¥¬³¬ :@'n@xi �����(x10;:::;xn0 ) = 0; (i = 1; : : : ; n):�® ²®£¤  det 



 @'j@xi ���(x10;:::;xn0 )



 = 0 ¨ ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² £« ¤ª®£® ®¡° ²­®£®, ¯®±ª®«¼ª³ ¤«¿®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®¤­®±²®°®­­¥© · ±²­®© ¯°®¨§¢®¤­®© (1) ¯°®¤®«¦ ¥² ° ¡®² ²¼ ¯° ¢¨«®¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ (³¬­®¦¥­¨¥ ¬ ²°¨¶ �ª®¡¨). 2�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.3. � §®¢¥¬ ª° ¥¬ ¨«¨ £° ­¨¶¥© @M ¬­®£®®¡° §¨¿ ± ª° ¥¬ M¬­®¦¥±²¢® ¥£® £° ­¨·­»µ ²®·¥ª.�¥®°¥¬  4.4. �° © ¿¢«¿¥²±¿ ¬­®£®®¡° §¨¥¬ ­  ¥¤¨­¨¶³ ¬¥­¼¸¥© ° §¬¥°­®±²¨.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ·¥±²¢¥  ²« ±  ¢®§¼¬¥¬ ®£° ­¨·¥­¨¿ ª °² ­  ª° ©. 2� ¤ ·  4.5. �°®¢¥°¨²¼ ¢»¯®«­¥­¨¥ ¢±¥µ ³±«®¢¨©.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4.6. �­®£®®¡° §¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ®°¨¥­²¨°®¢ ­­»¬, ¥±«¨ ­  ­¥¬ ¢»-¡° ­  ²« ± ± ¯®«®¦¨²¥«¼­»¬¨ ¿ª®¡¨ ­ ¬¨ ¢±¥µ ´³­ª¶¨© ¯¥°¥µ®¤ . �±«¨ ² ª®©  ²« ±¬®¦­® ¢»¡° ²¼, ²® ¬­®£®®¡° §¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ®°¨¥­²¨°³¥¬»¬.� ¤ ·  4.7. �°¨¥­²¨°®¢ ²¼ ®°¨¥­²¨°³¥¬®¥ ±¢¿§­®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥ ¬®¦­® °®¢­®¤¢³¬¿ ±¯®±®¡ ¬¨.� ¤ ·  4.8. � §®¢¥¬ § ¬ª­³²»© ¯³²¼ ¢ ¬­®£®®¡° §¨¨ M ¤¥§®°¨¥­²¨°³¾¹¨¬,¥±«¨ ¨¬¥¥²±¿ ­ ¡®° ª °² U1; : : : ; Uk ¯®ª°»¢ ¾¹¨µ ¥£®, ¯°¨·¥¬ ª ¦¤ ¿ ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿²®«¼ª® ± ¤¢³¬¿ ±®±¥¤­¨¬¨,   ¢±¥ ¿ª®¡¨ ­» ¯¥°¥µ®¤ , ª°®¬¥ ®¤­®£®, ¯®«®¦¨²¥«¼­».�®ª § ²¼, ·²® ¬­®£®®¡° §¨¥ ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¨¬¥¥²±¿¤¥§®°¨¥­²¨°³¾¹¨© ¯³²¼.� ¤ ·  4.9. � §®¢¥¬ «®ª «¼­®© ®°¨¥­² ¶¨¥© ¢»¡®° ®°¨¥­² ¶¨¨ (². ¥. ¡ §¨± )¢ ª ¦¤®¬ ª ± ²¥«¼­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥. �®ª «¼­ ¿ ®°¨¥­² ¶¨¿ «®ª «¼­® ¯®±²®¿­­ ,¥±«¨ ¤«¿ ª ¦¤®© ª °²» U ±² ­¤ °²­»© ¡ §¨± @i § ¤ ¥² «®ª «¼­³¾ ®°¨¥­² ¶¨¾ ¢¯°¥¤¥« µ ª °²» «¨¡® ¢® ¢±¥µ ²®·ª µ ±®¢¯ ¤ ¾¹³¾ ± ¤ ­­®©, «¨¡® ¥© ¯°®²¨¢®¯®-«®¦­³¾. �®ª § ²¼, ·²® ¬­®£®®¡° §¨¥ ®°¨¥­²¨°³¥¬® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ¨¬¥¥²±¿ «®ª «¼­® ¯®±²®¿­­ ¿ ®°¨¥­² ¶¨¿.� ¤ ·  4.10. �®ª § ²¼, ·²® ¬­®£®®¡° §¨¿ S1 , S2 , Sn , T 2 ®°¨¥­²¨°³¥¬».� ¤ ·  4.11. �®ª § ²¼, ·²® ª®¬¯«¥ª±­®- ­ «¨²¨·¥±ª®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥ ®°¨¥­²¨°³-¥¬®.� ¤ ·  4.12. �®ª § ²¼, ·²® «¥­²  �¥¡¨³±  ¨ ¯°®¥ª²¨¢­ ¿ ¯«®±ª®±²¼ RP 2 | ­¥-®°¨¥­²¨°³¥¬»¥ ¬­®£®®¡° §¨¿.�¥®°¥¬  4.13. �° © @M ®°¨¥­²¨°³¥¬®£® ¬­®£®®¡° §¨¿ M ¿¢«¿¥²±¿ ®°¨¥­²¨°³¥-¬»¬ ¬­®£®®¡° §¨¥¬. 18



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼  ²« ± fU�; (x1�; : : : ; xn�)g ­  M (xn� � 0) ¿¢«¿¥²±¿ ®°¨¥­-²¨°³¾¹¨¬, det 



@xi�@xj� 



ni;j=1 > 0. �  @M ¢®§¼¬¥¬  ²« ± W� = U� \ @M ± «®ª «¼­»¬¨ª®®°¤¨­ ² ¬¨ (x1�; : : : ; xn�1� ). �®ª ¦¥¬, ·²® ®­ ¿¢«¿¥²±¿ ®°¨¥­²¨°³¾¹¨¬, ². ¥. ¤«¿«¾¡®© P 2 W� \W� ¢»¯®«­¿¥²±¿ det 



@xi�@xj� 



n�1i;j=1 > 0. �®±ª®«¼ª³ ­  W� \W� ¨¬¥¥¬xn� = xn� � 0, ²® @xn�@xi� � 0, i = 1; : : : ; n� 1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ²®·ª¥ P0 < det 





@xi�@xj� 





ni;j=1 = det 





@xi�@xj� 





n�1i;j=1 � @xn�@xn� : (2)� ²®·ª¥ P@xn�@xn� = limh!+0 xn�(x1�(P ); : : : ; xn�(P ) + h)� xn�(x1�(P ); : : : ; xn�(P ))h == limh!+0 xn�(x1�(P ); : : : ; xn�(P ) + h)h :�®±ª®«¼ª³ ¤®¯°¥¤¥«¼­®¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼­®, ²® ¯°¥¤¥« ­¥®²°¨¶ ²¥«¥­,   ¯®-±ª®«¼ª³, ¢ ±¨«³ (2), ®­ ­¥­³«¥¢®©, ²® ®­ ¯®«®¦¨²¥«¥­: @xn�@xn� ����P > 0. �®£¤  ¨§ (2)¯®«³· ¥¬, ·²® det 



@xi�@xj� 



n�1i;j=1 > 0. 2�°¨¬¥° 4.14. �¡° ²­®¥ ­¥¢¥°­®: «¥­²  �¥¡¨³±  ­¥®°¨¥­²¨°³¥¬ ,   ¥¥ ª° © S1®°¨¥­²¨°³¥¬.5. �¨¬ ­®¢  ¬¥²°¨ª �¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.1. �¨¬ ­®¢®© ¬¥²°¨ª®© ­  ¬­®£®®¡° §¨¨ M ­ §»¢ ¥²±¿ ±®®²-¢¥²±²¢¨¥ g, ª®²®°®¥ ª ¦¤®© «®ª «¼­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² (x1�; : : : ; xm� ) ¢ U� ±®¯®±² -¢«¿¥² ­ ¡®° £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨© g�ij : U ! R, ¯°¨·¥¬1) ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ x 2 U ¬ ²°¨¶  kgijk | ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ (­¥¢»°®¦¤¥­­ ¿) ¯®-«®¦¨²¥«¼­® ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿;2) ¢»¯®«­¿¥²±¿ ²¥­§®°­»© § ª®­: ´³­ª¶¨¨ g�kl, ®²¢¥· ¾¹¨¥ ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ²(x1�; : : : ; xm� ), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¨§ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ª®®°¤¨­ ²­»µ®ª°¥±²­®±²¥© g�kl = g�ij @xi�@xk� @xj�@xl�(¯® ¯®¢²®°¿¾¹¨¬±¿ ¨­¤¥ª± ¬ | ±³¬¬¨°®¢ ­¨¥).� °  (M;g) ­ §»¢ ¥²±¿ °¨¬ ­®¢»¬ ¬­®£®®¡° §¨¥¬.� ¤ ·  5.2. �¥°¢®¥ ³±«®¢¨¥ ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼ ¤«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ P 2 M²®«¼ª® ¢ ®¤­®© ª °²¥. 19



�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.3. �°¨ ° ¡®²¥ ± ²¥­§®° ¬¨ ­ ¬ ³¤®¡­® ¢¢¥±²¨ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®£« -¸¥­¨¿ ®¡ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ. �» ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ «®ª «¼­»¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ² (U;'),(U 0; '0), (U 00; '00) ¨ ². ¤.,   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ª®®°¤¨­ ²» | (x1; : : : ; xm), (x10; : : : ; xm0),(x100; : : : ; xm00) ¨ ². ¤. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦­® ±ª § ²¼, ·²® xi0 ½²® ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥ x0i0 .�°®¬¥ ²®£®, ¯® ¨­¤¥ª± ¬, ¯®¢²®°¿¾¹¨¬±¿ ¢¢¥°µ³ ¨ ¢­¨§³, ¡³¤¥² ¯®¤° §³¬¥¢ ²¼±¿±³¬¬¨°®¢ ­¨¥. � ½²¨µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ²¥­§®°­»¥ § ª®­» ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ ¤«¿ ª®®°¤¨-­ ² ¢¥ª²®°  ¨ °¨¬ ­®¢®© ¬¥²°¨ª¨ ¯°¨¬³² ¢¨¤:�i0 = �i @xi0@xi ; gi0j0 = gij @xi@xi0 @xj@xj0 :�¥¬¬  5.4. �¨¬ ­®¢  ¬¥²°¨ª  § ¤ ¥² ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª-²®°®¢ ~�; ~� 2 TPM ¯® ´®°¬³«¥h~�; ~�i := g(~�; ~�) := gij�i�j:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±¥ ¿±­® ª°®¬¥ ¨­¢ °¨ ­²­®±²¨: gij�i�j = gi0j0�i0�j0 , ª®²®° ¿¯°®¢¥°¿¥²±¿ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ °¨¬ ­®¢®© ¬¥²°¨ª¨ ¨ ¯¥°¢®¬³ ®¯°¥-¤¥«¥­¨¾ ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®° . 2� ¤ ·  5.5. �°®¢¥±²¨ ½²³ ¢»ª« ¤ª³.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.6. �¨«¨­¥©­®© ´®°¬®© ­ §®¢¥¬ °¨¬ ­®¢³ ¬¥²°¨ª³ ¡¥§ ³±«®¢¨¿ 1).� ¤ ·  5.7. �°®¢¥°¨²¼ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨© ¡¨«¨­¥©­®© ´®°¬» ­ ¤ ²®·-ª®© ·¥°¥§ ²¥­§®°­»© § ª®­ ¨ ª ª ´®°¬» ­  ª ± ²¥«¼­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.8. �³±²¼ f : N ! M | £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥, g | ¡¨«¨­¥©­ ¿´®°¬  ­  (ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª²®° µ ª) M . �¯°¥¤¥«¨¬ §­ ·¥­¨¥ ¥¥ ®¡° ²­®£® ®¡° § f�g ­  ¢¥ª²®° µ ~�; ~� 2 TPN ´®°¬³«®©(f�g)(~�; ~�) := g((dfP )~�; (dfP )~�):� ª®®°¤¨­ ² µ ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¡° ²­»© ®¡° § ±«¥¤³¾¹¨¬ ¯³²¥¬. �³±²¼(x1; : : : ; xn) | ª®®°¤¨­ ²» ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ P , (y1; : : : ; ym) | ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ f(P ),  (f1(x1; : : : ; xn); : : : ; fm(x1; : : : ; xn)) | ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ª®®°¤¨­ ²­ ¿ § ¯¨±¼ f . �®-£¤  (¢ ª®®°¤¨­ ² µ (x1; : : : ; xn))(f�g)ij := gkl @fk@xi @f l@xj :� ¤ ·  5.9. �°®¢¥°¨²¼ ±®£« ±®¢ ­­®±²¼ ½²¨µ ¤¢³µ ®¯°¥¤¥«¥­¨©.� ¤ ·  5.10. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ i : N ! M | ¯®£°³¦¥­¨¥ (¢ · ±²­®±²¨, ¢«®¦¥-­¨¥),   g | °¨¬ ­®¢  ¬¥²°¨ª  ­  M , ²® i�g | °¨¬ ­®¢  ¬¥²°¨ª  ­  N . �®·¥¬³ ½²®­¥ ² ª ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ ?�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5.11. �³±²¼ i : N ,! M | ¢ª«¾·¥­¨¥ ¯®¤¬­®£®®¡° §¨¿ N ¢ °¨¬ -­®¢® ¬­®£®®¡° §¨¥ (M;g). �®£¤  i�g ­ §»¢ ¥²±¿ ¨­¤³¶¨°®¢ ­­®© °¨¬ ­®¢®© ¬¥²°¨-ª®© ­  ¯®¤¬­®£®®¡° §¨¨ N .�¥®°¥¬  5.12. �  ¢±¿ª®¬ ª®¬¯ ª²­®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨ M ±³¹¥±²¢³¥² °¨¬ ­®¢  ¬¥-²°¨ª .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ F :M ! Rp | ¢«®¦¥­¨¥ ¨§ ²¥®°¥¬» �¨²­¨. �®£¤  F �gRp| °¨¬ ­®¢  ¬¥²°¨ª  ­  M . 2� ¤ ·  5.13. �®ª § ²¼ ½²³ ²¥®°¥¬³ ± ¯®¬®¹¼¾ ° §¡¨¥­¨¿ ¥¤¨­¨¶» (¡¥§ ²¥®°¥¬»�¨²­¨). 20



6. �¥­§®°»: ¯¥°¢»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ±¢®©±²¢ �¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.1. �¥­§®°­»¬ ¯®«¥¬ ²¨¯  (p; q) ° ­£  (¢ «¥­²­®±²¨) p+ q ­  ¬­®-£®®¡° §¨¨ M ° §¬¥°­®±²¨ n ­ §»¢ ¥²±¿ ±®®²¢¥²±²¢¨¥, ±®¯®±² ¢«¿¾¹¥¥ ª ¦¤®© ±¨-±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² (x) = (x1; : : : ; xn) ±¨±²¥¬³ np+q £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨© T i1:::ipj1:::jq , ­ §»¢ ¥¬»µª®¬¯®­¥­² ¬¨, ¯°¨·¥¬ ¤«¿ «¾¡»µ ±¨±²¥¬ ª®®°¤¨­ ² (x) ¨ (x0) (± ®¡¹¥© ®¡« ±²¼¾)±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ª®¬¯®­¥­²» ±¢¿§ ­» ²¥­§®°­»¬ § ª®­®¬T i01:::i0pj01:::j0q = T i1:::ipj1:::jq @xi01@xi1 : : : @xi0p@xip � @xj1@xj01 : : : @xjq@xj0q :� ¤ ·  6.2. �®ª § ²¼, ·²® ²¥­§®° ²¨¯  (1; 1), ¨­¢ °¨ ­²­»© ®²­®±¨²¥«¼­® ®°²®-£®­ «¼­»µ § ¬¥­ ª®®°¤¨­ ², ¯°®¯®°¶¨®­ «¥­ ²¥­§®°³ �ij.� ¤ ·  6.3. �®ª § ²¼, ·²® ²¥­§®° ²°¥²¼¥© ¢ «¥­²­®±²¨, ¨­¢ °¨ ­²­»© ®²­®±¨-²¥«¼­® ¯°®¨§¢®«¼­»µ § ¬¥­ ª®®°¤¨­ ², ° ¢¥­ ­³«¾.� ¤ ·  6.4. � ©²¨ ®¡¹¨© ¢¨¤ ²¥­§®°  ·¥²¢¥°²®© ¢ «¥­²­®±²¨, ¨­¢ °¨ ­²­®£®®²­®±¨²¥«¼­® ¯°®¨§¢®«¼­®© § ¬¥­» ª®®°¤¨­ ².� ¤ ·  6.5. �»° §¨²¼ ±«¥¤ ¬ ²°¨¶» ¢ ¢¨¤¥ °¥§³«¼² ²  ²¥­§®°­»µ ®¯¥° ¶¨©.� ¤ ·  6.6. �»° §¨²¼ ¤¥²¥°¬¨­ ­² ¬ ²°¨¶» ¢ ¢¨¤¥ °¥§³«¼² ²  ²¥­§®°­»µ ®¯¥-° ¶¨©.� ¤ ·  6.7. �®ª § ²¼, ·²® ¢¥«¨·¨­» C ii , C ijCji , C ijCjkCki , ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ª®½´-´¨¶¨¥­²» ¬­®£®·«¥­  det (C � �E) .� ¤ ·  6.8. � ©²¨ ²¨¯ ²¥­§®° , ª®¬¯®­¥­²» ª®²®°®£® ±³²¼ ª®½´´¨¶¨¥­²»1) ¢¥ª²®°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿,2) ±¬¥¸ ­­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿¢¥ª²®°®¢ ¢ R3. �®ª § ²¼, ·²® ½²¨ ²¥­§®°» ¯®«³· ¾²±¿ ¤°³£ ¨§ ¤°³£  ¯³²¥¬ ¯®¤»-¬ ­¨¿ ¨«¨ ®¯³±ª ­¨¿ ¨­¤¥ª±®¢ (®¯°¥¤¥«¥­¨¥ | ­¨¦¥).� ¤ ·  6.9. �³±²¼ X ¨¬¥¥² ¢ «¥­²­®±²¼ (1; 0), W { (0; 1). � ©²¨ ° ­£ ®¯¥° ²®° X 
W .�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.10. �¥­§®°­®¥ ¯®«¥ ²¨¯  (0; 1) ­ §»¢ ¥²±¿ ª®¢¥ª²®°­»¬.�®£« ±­® § ¤ ·¥ ¢»¸¥ dxi = grad xi ¿¢«¿¥²±¿ ª®¢¥ª²®°®¬.� ¤ ·  6.11. � ²®·ª¥ ª®¢¥ª²®°» ¿¢«¿¾²±¿ ´³­ª¶¨®­ « ¬¨ ­  ¢¥ª²®° µ.� ¤ ·  6.12. � §¨±» f @@xig ¢ TPM ¨ fdxjg ¢ T �PM ¤¢®©±²¢¥­­».� ±±¬®²°¨¬ C1(M)-«¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ L(v1; : : : ; vq; a1; : : : ; ap) § ¢¨±¿¹¥¥ ®² q¢¥ª²®°­»µ ¨ p ª®¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥©, ¨ ¯°¨­¨¬ ¾¹¥¥ §­ ·¥­¨¿ ¢ C1(M). � ±±¬®²°¨¬±®®²¢¥²±²¢¨¿T 7! LT ; LT (v1; : : : ; vq; a1; : : : ; ap) := T i1:::ipj1:::jq vj11 : : : vjqq � a1i1 : : : apip;¨ L 7! TL; TL : (x1; : : : ; xn); (TL)i1 :::ipj1:::jq := L( @@xj1 ; : : : ; @@xjq ; dxi1; : : : ; dxip):� ¤ ·  6.13. 21



1) LT ¯®«¨«¨­¥¥­ ¨ ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ².2) TL ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² (p; q)-²¥­§®°­®¬³ § ª®­³.3) �²¨ ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¢§ ¨¬­® ®¡° ²­».�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.14. �³±²¼ ¤ ­» ¤¢  ²¥­§®°­»µ ¯®«¿ ²¨¯  (p; q): T ¨ S. �¯°¥¤¥«¨¬²¥­§®°­®¥ ¯®«¥ T + S, ­ §»¢ ¥¬®¥ ±³¬¬®© T ¨ S, ¯®« £ ¿(T + S)i1:::ipj1:::jq := T i1:::ipj1:::jq + Si1:::ipj1:::jq :�¥¬¬  6.15. �²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ²¥­§®° ²¨¯  (p; q).�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1 ±¯®±®¡. � ¤® ¯°®¢¥°¨²¼ ²¥­§®°­»© § ª®­.� ¤ ·  6.16. �°®¤¥« ©²¥ ¢»ª« ¤ª³.2 ±¯®±®¡. �³¬¬  ¤¢³µ ¯®«¨«¨­¥©­»µ ®²®¡° ¦¥­¨© LT + LS ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«¨«¨­¥©-­»¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬ ²®£® ¦¥ ²¨¯ , ° ¢­»¬ LT+S . 2�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.17. �±«¨ T i1:::ipj1:::jq | ²¥­§®°­®¥ ¯®«¥ ­  M ,   f 2 C1(M), ²®,®·¥¢¨¤­®, ²¥­§®°­»¬ ¯®«¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ´³­ª¶¨¨ ­  ²¥­§®° f � T :(x1; : : : ; xn); f � T i1:::ipj1:::jq .�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.18. �®«¥ S ²¨¯  (p; q) ¯®«³·¥­® ¨§ ¯®«¿ T ²¨¯  (p; q) ¯¥°¥±² ­®¢-ª®© ¢¥°µ­¨µ (­¨¦­¨µ |  ­ «®£¨·­®) ¨­¤¥ª±®¢ ± ­®¬¥° ¬¨ a ¨ b, ¥±«¨ Si1:::ia:::ib:::ipj1:::jq =T i1:::ib:::ia:::ipj1:::jq .�®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® ¯®«³·¥­® ²¥­§®°­®¥ ¯®«¥, ®·¥¢¨¤­®, ¥±«¨ ¬» ° ±±¬®-²°¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯®«¨«¨­¥©­»¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿.� ¤ ·  6.19. �®ª § ²¼ ­  ¯°¨¬¥°¥, ·²® ¯¥°¥±² ­®¢ª  ¢¥°µ­¥£® ¨ ­¨¦­¥£® ¨­¤¥ª± ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ²¥­§®°­®© ®¯¥° ¶¨¥©. � ±±¬®²°¥²¼ ±«³· © ²¥­§®°  ²¨¯  (1; 1) («¨­¥©-­®£® ®¯¥° ²®° ). �®«³·¨²¼ ¢ · ±²­®±²¨, ·²® ¯®­¿²¨¥ ±¨¬¬¥²°¨·­®±²¨ ®¯¥° ²®° C ij = Cji § ¢¨±¨² ®² ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ².�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.20. �¢¥°²ª®© ²¥­§®°  T ²¨¯  (p; q) ¯® ¢¥°µ­¥¬³ ¨­¤¥ª±³ ± ­®-¬¥°®¬ a ¨ ­¨¦­¥¬³ ¨­¤¥ª±³ ± ­®¬¥°®¬ b ­ §»¢ ¥²±¿ ²¥­§®° S ²¨¯  (p � 1; q � 1),®¯°¥¤¥«¿¥¬»© Si1:::ip�1j1:::jq�1 :=Xi T i1:::ia�1iia:::ip�1j1:::jb�1ijb:::jq�1 :�²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ²¥­§®°­®¥ ¯®«¥ ²¨¯  (p � 1; q � 1), ¯®±ª®«¼ª³LS(v1; : : : ; vq�1; a1; : : : ; ap�1) ==Xi LT (v1; : : : ; va�1; @@xi ; va; : : : ; vq�1; a1; : : : ; ab�1; dxi; ab; : : : ; ap�1);  Xi @xi0@xi @xi@xi0 = 1;² ª ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ².�°¨¬¥° 6.21. �¢¥°²ª  C ii ²¥­§®°  ²¨¯  (1; 1) | ±«¥¤ «¨­¥©­®£® ®¯¥° ²®° .22



�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.22. �¥­§®°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ T
S ¤¢³µ ²¥­§®°­»µ ¯®«¥© T ²¨¯ (p; q) ¨ S ²¨¯  (r; t) ­ §»¢ ¥²±¿ ²¥­§®°­®¥ ¯®«¥ ²¨¯  (p+r; q+t), § ¤ ¢ ¥¬®¥ ´®°¬³«®©(T 
 S)i1;:::;ip+rj1;:::;jq+t := T i1;:::;ipj1;:::;jq � Sip+1;:::;ip+rjq+1 ;:::;jq+t :�®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ LT
S ¥±²¼ ¯°®±²® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯®«¨«¨­¥©­»µ ®²®¡° ¦¥­¨©,  ±«¥¤®¢ ²¥«¼­® | ¯®«¨«¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ  °£³¬¥­²®¢. � ª¨¬®¡° §®¬, T 
 S ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ²¥­§®°­®¥ ¯®«¥.� ¤ ·  6.23. �®ª § ²¼, ·²® «®ª «¼­® ¤«¿ «¾¡®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ² ¨¬¥¥² ¬¥±²®° §«®¦¥­¨¥ T = T i1:::ipj1:::jq @@xi1 
 : : :
 @@xip 
 dxj1 
 : : :
 dxjq :�­® ¥¤¨­±²¢¥­­®.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.24. �³±²¼ bij | ­¥¢»°®¦¤¥­­®¥ ²¥­§®°­®¥ ¯®«¥ ²¨¯  (0; 2). �®¤­¥¢»°®¦¤¥­­®±²¼¾ ¯®­¨¬ ¥²±¿ ³±«®¢¨¥ det kbijk 6= 0.� ¤ ·  6.25. �°®¢¥°¨²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ½²®£® ³±«®¢¨¿ ®² ¢»¡®°  ±¨±²¥¬» ª®®°-¤¨­ ².� ¤ ·  6.26. �®ª § ²¼, ·²® ª®¬¯®­¥­²» ®¡° ²­®© ¬ ²°¨¶» bjk, ². ¥. ³¤®¢«¥²¢®-°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¾ bjkbki = �ji , ®¡° §³¾² ²¥­§®° ²¨¯  (2; 0).�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.27. �¯¥° ¶¨¿ ¯®¤­¿²¨¿ ¨­¤¥ª±  ³ ²¥­§®°  T ²¨¯  (p; q) ¯°¨ ¯®-¬®¹¨ b ¥±²¼ ª®¬¯®§¨¶¨¿ ®¯¥° ¶¨© ²¥­§®°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ± bij ¨ ±¢¥°²ª¨. �®«³-· ¥¬ ²¥­§®° S ²¨¯  (p+ 1; q � 1) � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ¯¥°¢®£® ¨­¤¥ª± :Si1:::ip+1j1;:::;jq�1 := bi1iT i2:::ip+1i j1;:::;jq�1 :�­ «®£¨·­®, ®¯³±ª ­¨¥ ¨­¤¥ª± :Si1:::ip�1j1;:::;jq+1 := bj1iT i i1 :::ip�1j2;:::;jq+1 :�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.28. �¯°¥¤¥«¨¬ ±¨¬¬¥²°¨°®¢ ­¨¥ ²¥­§®°­®£® ¯®«¿ T ²¨¯  (0; q)ª ª Sym(T )j1;:::;jq = T(j1;:::;jq) = 1q! X�2Sq Tj�(1);:::;j�(q);   «¼²¥°­¨°®¢ ­¨¥Alt (T )j1;:::;jq = T[j1;:::;jq ] = 1q! X�2Sq (�1)� Tj�(1);:::;j�(q):�·¥¢¨¤­®, ·²® ½²® ²¥­§®°­»¥ ®¯¥° ¶¨¨. �®«³·¥­­®¥ ¯°¨ ±¨¬¬¥²°¨°®¢ ­¨¨ (±®-®²¢.,  «¼²¥°­¨°®¢ ­¨¨) ¯®«¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨¬ (±®®²¢., ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥-±ª¨¬) ¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ¨µ ª®¬¯®­¥­²» ­¥ ¬¥­¿¾²±¿ ¯°¨ ¯¥°¥±² ­®¢ª¥ ¤¢³µ ¨­¤¥ª-±®¢ (±®®²¢., ¬¥­¿¾² §­ ª ¯°¨ ¯¥°¥±² ­®¢ª¥ ¤¢³µ ±®±¥¤­¨µ ¨­¤¥ª±®¢).� ¤ ·  6.29. �®ª ¦¨²¥, ·²®  «¼²¥°­¨°®¢ ­¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¥©­»¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬,®±³¹¥±²¢«¿¾¹¨¬ ¯°®¥ª²¨°®¢ ­¨¥ ­  ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ²¥­§®°»,   ±¨¬¬¥²°¨·¥-±ª¨¥ «¥¦ ² ¢ ¥£® ¿¤°¥. 23



�¥¬¬  6.30. �®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®¥ ²¥­§®°­®¥ ¯®«¥ Ti1:::in ­  M , dimM = n (². ¥.¯®«¥ ¬ ª±¨¬ «¼­®© ¢ «¥­²­®±²¨) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ²®«¼ª® ®¤­®© ±¢®¥© (±³¹¥±²¢¥­-­®©) ª®¬¯®­¥­²®© T12:::n. �±² «¼­»¥ ®²«¨· ¾²±¿ ®² ­¥¥ §­ ª®¬ �1, ²®·­¥¥,Ti1:::in = T�(12:::n) = (�1)�T12:::n:�³¹¥±²¢¥­­ ¿ ª®¬¯®­¥­²  T ¢ ¤ ­­®© ²®·ª¥ ®²­®±¨²¥«¼­® ¤°³£®© ±¨±²¥¬» ª®®°-¤¨­ ² ¯®«³· ¥²±¿ ¤®¬­®¦¥­¨¥¬ ­  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» �ª®¡¨ § ¬¥­».�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ®·¥¢¨¤­®. � «¥¥,T10:::n0 = Ti1:::in � @xi1@x10 : : : @xin@xn0 =  X� (�1)� @x�(1)@x10 : : : @x�(n)@xn0 !T12:::n = det 




 @xi@xi0 




 � T12:::n:�¥¬¬  ¤®ª § ­ . 2�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6.31. �¯°¥¤¥«¨¬ ¢­¥¸­¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ R = T ^ P ¤¢³µ ª®±®±¨¬-¬¥²°¨·¥±ª¨µ ²¥­§®°®¢ Ti1:::ik ¨ Pi1:::iq ´®°¬³«®©Ri1:::ik+q = T[i1:::ikPik+1 :::ik+q ] = 1k! q! X�2Sk+q(�1)�T�(i1:::ikPik+1 :::ik+q):� ²®·­®±²¼¾ ¤® ¬­®¦¨²¥«¿, ½²® ª®¬¯®§¨¶¨¿ ²¥­§®°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¨  «¼²¥°­¨-°®¢ ­¨¿.�«¿ ° ¡®²» ± ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ²¥­§®° ¬¨ ²¨¯  (0; q) ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ² ª¦¥¿§»ª ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ´®°¬. �®·­¥¥, ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¢­¥¸­¥£® ³¬­®¦¥­¨¿,dxi1 ^ : : : ^ dxiq = X�2Sq(�1)�dx�(i1 
 : : :
 dxiq):� ¤ ·  6.32. �°®¢¥°¼²¥.� ¤ ·  6.33. �®ª § ²¼, ·²® ¢­¥¸­¨¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¡ §¨±­»µ ª®¢¥ª²®°®¢ ®¡° -§³¾² ¡ §¨± ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ ²¥­§®°®¢ (¢ ²®·ª¥). � ©²¨ ° §¬¥°-­®±²¼ ¯°®±²° ­±²¢  ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ ²¥­§®°®¢. �±±«¥¤®¢ ²¼ ¢®§¬®¦­®±²¼ ° §«®¦¥-­¨¿ ²¥­§®°  ²¨¯  (0; q) ¢ ±³¬¬³ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®£® ¨ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®£®.�®£¤  ° §«®¦¥­¨¥ ²¥­§®°  ¯® ¡ §¨±³ ¨§ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨© ¯°¨¬¥² ¢¨¤:T = Ti1:::iqdxi1 
 : : :
 dxiq = Xi1<:::<iq X�2Sq T�(i1):::�(iq)dx�(i1) 
 : : :
 dx�(iq) == Pi1<:::<iq X�2Sq(�1)�Ti1:::iqdx�(i1) 
 : : :
 dx�(iq) = Xi1<:::<iq Ti1:::iqdxi1 ^ : : : ^ dxiq : (3)�²® ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ § ¯¨±¼¾ ¢ ¢¨¤¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®© ´®°¬».� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ±¨«³ ¡ §¨±­®±²¨ (§ ¤ · ) ° §«®¦¥­¨¿ (3) ®¤­®§­ ·­».� ¤ ·  6.34. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ ´®°¬³«» ¢­¥¸­¥£® ³¬­®¦¥­¨¿ ­ ¿§»ª¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ´®°¬ ¤®±² ²®·­® ¯¥°¥¬­®¦¨²¼ ¢»° ¦¥­¨¿,   § ²¥¬, ¯³-²¥¬ ¯¥°¥±² ­®¢®ª (± ³·¥²®¬ §­ ª®¢) ³¯®°¿¤®·¨²¼ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «».� ¤ ·  6.35. (±«¥¤±²¢¨¥ ¨§ «¥¬¬» 6.30) �»° ¦¥­¨¥ qdet kgijkdx1 ^ : : :^ dxn ¿¢«¿-¥²±¿ ²¥­§®°®¬ ®²­®±¨²¥«¼­® § ¬¥­ ª®®°¤¨­ ² ± ¯®«®¦¨²¥«¼­»¬ ¿ª®¡¨ ­®¬. �¤¥±¼gij | °¨¬ ­®¢  ¬¥²°¨ª .�²® ¢»° ¦¥­¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ´®°¬®© ®¡º¥¬ . �®§¦¥ ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ¨­²¥£° « ¨±¬®¦¥¬ ¢»·¨±«¿²¼ ®¡º¥¬ °¨¬ ­®¢  ¬­®£®®¡° §¨¿.24



7. �®¢ °¨ ­²­®¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥� ¤ ·  7.1. �®ª ¦¨²¥, ·²® ®¡»·­®¥ · ±²­®¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥ ª®¬¯®­¥­² ²¥­-§®°­®£® ¯®«¿ ¢ Rn ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ²¥­§®°­®© ®¯¥° ¶¨¥©.�®²¨¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ­  ²¥­§®°­»µ ¯®«¿µ ¢ Rn ²¥­§®°­³¾ ®¯¥° ¶¨¾ (p; q); (p; q+1), ª®²®° ¿ ±®¢¯ ¤ ¥² ¢ ¤¥ª °²®¢»µ ª®®°¤¨­ ² µ ± · ±²­»¬ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥¬.�«¿ ½²®£® ­ ¤® ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¯®¯»² ²¼±¿ § ¯¨± ²¼ °¥§³«¼² ² · ±²­®£® ¤¨´´¥-°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ¢ ¤°³£¨µ ª®®°¤¨­ ² µ.�¡±³¤¨¬ ±­ · «  ±«³· © ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ T i. �³±²¼ xi | ¤¥ª °²®¢  ±¨±²¥¬ ª®®°¤¨­ ² ¢ Rn,   xi0 | ­¥ª®²®° ¿ ª°¨¢®«¨­¥©­ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ². �®£¤  ¤«¿¨±ª®¬®© ®¯¥° ¶¨¨ r ¤®«¦­® ¡»²¼(rT )ij = @T i@xj ; (rT )i0j0 = @xi0@xi @xj@xj0 (rT )ij:�®£¤  (rT )i0j0 = @xi0@xi @xj@xj0 @@xj  @xi@xk0T k0! == @xi0@xi @xj@xj0 @xi@xk0 @T k0@xm0 @xm0@xj + @xi0@xi @xj@xj0 T k0 @@xj  @xi@xk0! == �i0k0 �m0j0 @T k0@xm0 + T k0 @xi0@xi @2xi@xj0@xk0 ;² ª¨¬ ®¡° §®¬, (rT )i0j0 = @T i0@xj0 + T k0�i0k0j0 ; �i0j0k0 = @xi0@xi � @2xi@xj0@xk0 :�«¿ ª®¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ Ti ¤®«¦­® ¡»²¼ (rT )ij = @Tidxj ,   (rT )i0j0 = @xi@xi0 @xj@xj0 (rT )ij.�®£¤  (rT )i0j0 = @xi@xi0 @xj@xj0 @@xj  @xk0@xi Tk0! == @xi@xi0 @xj@xj0 @xk0@xi @Tk0@xm0 @xm0@xj + @xi@xi0 @xj@xj0Tk0 @@xj  @xk0@xi ! == �k0i0 �m0j0 @Tk0@xm0 + Tk0 @2xk0@xj@xi � @xi@xi0 @xj@xj0 ;¨«¨ (rT )i0j0 = @Ti0@xj0 + Tk0��k0i0j0; ��k0i0j0 = @2xk0@xj@xi � @xi@xi0 @xj@xj0 :�¥¬¬  7.2. �¬¥¥¬ ��k0i0j0 = ��k0i0j0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬ ²®¦¤¥±²¢® @xi0@xi00 � @xi00@xk0 = �i0k0 ¯® xm0 :0 = @2xi00@xm0@xk0 � @xi0@xi00 + @xi00@xk0 � @2xi0@xm00@xi00 � @xm00@xm0 = �i0m0k0 + ��i0m0k0 : 225



�¥®°¥¬  7.3. � M = Rn ®¯°¥¤¥«¥­  ²¥­§®°­ ¿ ®¯¥° ¶¨¿ r, ¤¥©±²¢³¾¹¥¥ ­  ¯®«¥T i1:::ipj1:::jq ¯® ´®°¬³«¥(rT )i01:::i0pj01:::j0q ;m0 = @@xm0 (T i01:::i0pj01:::j0q ) + pXs=1T i01:::i0s�1r0i0s+1:::i0pj01:::j0q �i0sr0m0 � qXs=1 T i01:::i0pj01:::j0s�1r0j0s+1 :::j0q�r0j0sm0 ;  ´³­ª¶¨¨ � ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¯® ¯° ¢¨«³�i00j00k00 = @xi00@xi0 @xj0@xj00 @xk0@xk00�i0j0k0 + @xi00@xi0 @2xi0@xj00@xk00 :�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¢­»© ¢¨¤ r ³±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿  ­ «®£¨·­® ¢»ª« ¤ª ¬ ¤«¿ ¢¥ª-²®°­»µ ¨ ª®¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥©.� ¤ ·  7.4. �°®¤¥« ©²¥ ½²³ ¢»ª« ¤ª³.� ©¤¥¬ § ª®­ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ �.rk0T i0 := (rT )i0k0 = @T i0@xk0 + T r0�i0r0k0 ;rk00T i00 = @T i00@xk00 + T r00�i00r00k00 = @xk0@xk00 @@xk0  @xi00@xi0 T i0!+ @xr00@xr0 T r0�i00r00k00 == @xk0@xk00 @xi00@xi0 @T i0@xk0 + T i0 @xk0@xk00 @2xi00@xk0@xi0 + T r0 @xr00@xr0 �i00r00k00 :� ¤°³£®© ±²®°®­»,rk00T i00 = @xk0@xk00 @xi00@xi0 rk0T i0 = @xk0@xk00 @xi00@xi0  @T i0@xk0 + T r0�i0r0k0! :�®½²®¬³ T r0 @xk0@xk00 @xi00@xi0 �i0r0k0 = T r0 @xk0@xk00 @2xi00@xk0@xr0 + T r0 @xr00@xr0 �i00r00k00:� ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼­®±²¨ ¯®«¿ T i ¯®«³· ¥¬�i00r00k00 = �i0r0k0 @xr0@xr00 @xk0@xk00 @xi00@xi0 � @xr0@xr00 @xk0@xk00 @2xi00@xk0@xr0 :� ª ¯®ª § ­® ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ «¥¬¬» 7.2,� @xr0@xr00 @xk0@xk00 @2xi00@xk0@xr0 = @2xk0@xr00@xk00 @xi00@xk0 = @2xi0@xr00@xk00 @xi00@xi0 : 2�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7.5. �  £« ¤ª®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨ M § ¤ ­  ®¯¥° ¶¨¿ ª®¢ °¨ ­²­®£®¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ (¨«¨  ´´¨­­ ¿ ±¢¿§­®±²¼) r, ¥±«¨ ¤«¿ ª ¦¤®© ª °²» § ¤ ­­ ¡®° £« ¤ª¨µ ´³­ª¶¨© �ijk, ¯°¥®¡° §³¾¹¨µ±¿ ¯°¨ § ¬¥­¥ ª®®°¤¨­ ² ¯® ´®°¬³«¥�i0j0k0 = @xi0@xi @xj@xj0 @xk@xk0�ijk + @xi0@xi @2xi@xj0@xk0 :26



�®£¤  ¤¥©±²¢¨¥ r § ¤ ¥²±¿(rT )i1:::ipj1:::jq ;m = @@xm (T i1:::ipj1:::jq ) + pXs=1 T i1:::is�1ris+1:::ipj1:::jq �isrm � qXs=1 T i1:::ipj1:::js�1rjs+1:::jq�rjsm;� ¬¥· ­¨¥ 7.6. � ª ¯®ª §»¢ ¾² ¯°®¢¥¤¥­­»¥ ¢»ª« ¤ª¨, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ \¢®¡° ²­³¾ ±²®°®­³", r ¿¢«¿¥²±¿ ²¥­§®°­®© ®¯¥° ¶¨¥©.� ¬¥· ­¨¥ 7.7. �³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ±¢¿§­®±²¥© ¡³¤¥² ±«¥¤®¢ ²¼ ¨§ ²¥®°¥¬» ±³¹¥±²¢®-¢ ­¨¿ °¨¬ ­®¢®© ±¢¿§­®±²¨.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7.8. �¥­§®°®¬ ª°³·¥­¨¿ ±¢¿§­®±²¨ �ijk ­ §»¢ ¥²±¿ ²¥­§®°, § ¤ ¢ ¥-¬»© ¢ ª ¦¤®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² ° ¢¥­±²¢®¬ 
ijk = �ijk � �ikj .�¥¬¬  7.9. 
 ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® ¿¢«¿¥²±¿ ²¥­§®°­»¬ ¯®«¥¬ ²¨¯  (1; 2).� ¤ ·  7.10. �°®¢¥°¨²¼.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7.11. �¢¿§­®±²¼ � ­ §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·­®©, ¥±«¨ 
 = 0.�¥¬¬  7.12. �¢¿§­®±²¼ r ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢ ¬¨1) ®¯¥° ¶¨¿ r «¨­¥©­  ­ ¤ R;2) ®¯¥° ¶¨¿ r ²¥­§®°­ ¿;3) ª®¢ °¨ ­²­ ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ´³­ª¶¨¨ (²¥­§®°  ­³«¥¢®£® ° ­£ ) ±®¢¯ ¤ ¥² ±£° ¤¨¥­²®¬: rkf = @f@xk ;4) ®¯¥° ¶¨¿ r ­  ¢¥ª²®°­»µ ¨ ª®¢¥ª²®°­»µ ¯®«¿µ ¨¬¥¥² ¢¨¤rkT i = @T i@xk + T j�ijk;rkTi = @Ti@xk � Tj�jik;5) ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ²¥­§®°­»µ ¯®«¥© T ¨ S ¢»¯®«­¿¥²±¿ ´®°¬³«  �¥©¡­¨¶ r(T 
 S) = (rT )
 S + T 
 (rS):�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¢®©±²¢  ®·¥¢¨¤­», ª°®¬¥ (5). �°®¢¥°¨¬ ¥£®, ­ ¯°¨¬¥° ¤«¿¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥©.rk(T iSj) = @@xk (T iSj) + T rSj�irk + T iSr�jrk == ( @@xkT i)Sj + T i @@xk (Sj) + T rSj�irk + T iSr�jrk == (@T i@xk + T r�irk)Sj + T i(@Sj@xk + P r�jrk) == (rkT i)Sj + T i(rkSj): 2� ¤ ·  7.13. �°®¤¥« ²¼ ½²³ ¢»ª« ¤ª³ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ¯®«¥©.27



�¥®°¥¬  7.14. �¢®©±²¢  (1 { 5) ®¤­®§­ ·­® § ¤ ¾² ª®¢ °¨ ­²­®¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®-¢ ­¨¥. �®·­¥¥, ­ ©¤³²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬ ´³­ª¶¨¨ �ijk, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥§ ª®­³ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±¢¿§­®±²¨,   ¤¥©±²¢¨¥ r ­  ¯°®¨§¢®«¼­®¬ ¯®«¥¡³¤¥² § ¤ ¢ ²¼±¿ ´®°¬³«®© ¨§ ²®£® ¦¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§­ ·¨¬ ei = @@xi ¨ ej = d xj. �®£¤  ´³­ª¶¨¨ �ijk ¤®«¦­»®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ ¨§ ´®°¬³«rkei = �jikej; rkei = ��ijkej: (4)�®°¬³«» ­¥ ¯°®²¨¢®°¥· ² ¤°³£ ¤°³£³, ² ª ª ª ¨§ ±¢®©±²¢ (1 { 5) ¯®«³· ¥¬, ·²®rk(T iTi) = (rkT i)Ti + T i(rkTi) ==  @T i@xk + �ijkT j! Ti +  @Ti@xk � ~�jikTj! T i == rk(T iTi) + �ijkT jTi � ~�jikTjT i| {z }0 ;¨ ¢ ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼­®±²¨ ¯®«¥© �ijk � ~�jik = 0.� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ ¢»¢®¤¥ § ª®­  ¨§¬¥­¥­¨¿ �ijk ¢ ²¥®°¥¬¥ 7.3 ¬» ¯®«¼§®¢ «¨±¼²®«¼ª® ±®®²­®¸¥­¨¥¬ ¢¨¤  ¨§ ¯. 4, ² ª ·²® ¤®±«®¢­®¥ ¯®¢²®°¥­¨¥ ½²®© ¢»ª« ¤ª¨¤ ¥² ¨±ª®¬»© § ª®­ ¨§¬¥­¥­¨¿.�±² «®±¼ ¢»¢¥±²¨ ´®°¬³«³ ¤«¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ¯®«¥©. � ±-±¬®²°¨¬ ±«³· © ¯®«¿ ²¨¯  (1; 1). �³±²¼ «®ª «¼­®T = T ij ei 
 ej:�®£¤  rkT lm = (rT )lm;k = (r(T ij ei 
 ej))lm;k == �(rT ij )
 ei 
 ej + T ij (rei)
 ej + T ij ei 
 (rej)�lm;k == @T lm@xk + �T ij (�riker)
 ej�lm � �T ij ei 
 (�jrker)�lm == @T lm@xk + T im�lik � T lj�jmk: 2� ¤ ·  7.15. �°®¢¥±²¨ ¢»ª« ¤ª³ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7.16. �´´¨­­ ¿ ±¨¬¬¥²°¨·­ ¿ ±¢¿§­®±²¼ r ­  °¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®-®¡° §¨¨ (M;g) ­ §»¢ ¥²±¿ °¨¬ ­®¢®© (¨«¨ ±®£« ±®¢ ­­®© ± ¬¥²°¨ª®©) ¥±«¨ rg = 0.� ¤ ·  7.17. � ½²®¬ ±«³· ¥ r ª®¬¬³²¨°³¥² ± ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ¯®¤­¿²¨¿ ¨ ®¯³±ª ­¨¿¨­¤¥ª±®¢.�¥®°¥¬  7.18. �  °¨¬ ­®¢®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨ (M;g) ±³¹¥±²¢³¥², ¯°¨·¥¬ ¥¤¨­-±²¢¥­­ ¿, °¨¬ ­®¢  ±¢¿§­®±²¼. �°¨ ½²®¬ ¥¥ ª®½´´¨¶¨¥­²» (±¨¬¢®«» �°¨±²®´-´¥«¿) ° ¢­» �ijk = 12 gir  @gkr@xj + @gjr@xk � @gjk@xr ! : (5)28



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬, ·²® ±¨¬¢®«» �°¨±²®´´¥«¿ °¨¬ ­®¢®© ±¢¿§­®±²¨ ®¡¿-§ ­» ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ (5). �¥¬ ± ¬»¬ ¡³¤¥² ¤®ª § ­  ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼. �® ®¯°¥¤¥«¥-­¨¾, 0 = rkgij = @gij@xk � grj�rik � gir�rjk:�¯³±²¨¢ ¨­¤¥ª± �ijk := gir�rjk ¨ ¶¨ª«¨·¥±ª¨ ¯¥°¥±² ¢«¿¿ ¨­¤¥ª±», ¯®«³·¨¬@gij@xk = �jik + �ijk;@gki@xj = �ikj + �kij ;@gjk@xi = �kji + �jki:�«®¦¨¬ ¯¥°¢»¥ ¤¢  ° ¢¥­±²¢  ¨ ¢»·²¥¬ ¨§ ­¨µ ²°¥²¼¥. �®«³·¨¬, ± ³·¥²®¬ ±¨¬¬¥-²°¨¨ �ijk = �ikj , ·²®@gij@xk + @gki@xj � @gki@xj = �jik + �ijk + �ikj + �kij � �kji � �jki == �jki + �ijk + �ijk + �kji � �kji � �jki = 2�ijk = 2gir�rjk¨, ³¬­®¦ ¿ ­  ®¡° ²­³¾ ¬ ²°¨¶³ ª gij,�rjk = 12gir  @gij@xk + @gki@xj � @gki@xj ! :�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¤®±² ²®·­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª®½´´¨¶¨¥­²» ±¢¿§-­®±²¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ´®°¬³« (5) (¯°®¢¥°¼²¥ § ª®­ ¨§¬¥­¥­¨¿ !). 2�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7.19. �¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² ¥¢ª«¨¤®¢  ± ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¬¥²°¨ª¨, ¥±«¨gij ¢ ­¥© ¯®±²®¿­­» (¨ ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, § ¬¥­®© ª®®°¤¨­ ² ¯°¨¢®¤¿²±¿ ª �ij).�¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² ¥¢ª«¨¤®¢  ± ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ±¢¿§­®±²¨, ¥±«¨ ¢ ­¥© �ijk � 0.� ¤ ·  7.20. �®ª § ²¼ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ½²¨µ ²°¥¡®¢ ­¨©.8. � ° ««¥«¼­®¥ ¯¥°¥­¥±¥­¨¥ ¨ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥� ° ««¥«¼­®¥ ¯¥°¥­¥±¥­¨¥ | ±¯®±®¡ ±° ¢­¥­¨¿ ª ± ²¥«¼­»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ° §­»µ²®·ª µ. �  ¯«®±ª®±²¨ | \¯®±²®¿­±²¢® ª®®°¤¨­ ²", ². ¥. ° ¢¥­±²¢® ­³«¾ ¨µ · ±²­»µ¯°®¨§¢®¤­»µ. �±²¥±²¢¥­­® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯®²°¥¡®¢ ²¼ ° ¢¥­±²¢® ­³«¾ ª®¢ °¨ ­²-­®© ¯°®¨§¢®¤­®©. �²® ±«¨¸ª®¬ ¦¥±²ª®¥ ²°¥¡®¢ ­¨¥. �°¨µ®¤¨²±¿ ®±³¹¥±²¢«¿²¼ ¯¥-°¥­®±, ². ¥. ²°¥¡®¢ ²¼ ª®¢ °¨ ­²­®£® ¯®±²®¿­±²¢  ª®¬¯®­¥­² ¯®«¿ \¢¤®«¼ ª°¨¢®©".�°¨ ½²®¬ °¥§³«¼² ², ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, § ¢¨±¨² ®² ª°¨¢®©, ¤ ¦¥ ¥±«¨ ª®­¶» ®¡¹¨¥.�¥°¥©¤¥¬ ª ²®·­»¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿¬.�³±²¼ ­  ¬­®£®®¡° §¨¨ M § ¤ ­   ´´¨­­ ¿ ±¢¿§­®±²¼ r. �³±²¼ ²®·ª¨ P ¨ Q­  M ±®¥¤¨­¥­» £« ¤ª®© ª°¨¢®© 
 : [0; 1] ! M , 
(0) = P , 
(1) = Q. �  ª°¨¢®©¢®§­¨ª ¥² ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ±ª®°®±²¥© � (¢±¯®¬­¨¬ ²°¥²¼¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª ± ²¥«¼­®£®¢¥ª²®° ). 29



�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8.1. �®¢ °¨ ­²­®© ¯°®¨§¢®¤­®© ²¥­§®°­®£® ¯®«¿ T ²¨¯  (p; q)¢¤®«¼ ª°¨¢®© 
 ­ §»¢ ¥²±¿ ²¥­§®°­®¥ ¯®«¥ r _
(T ), ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ª ª ±¢¥°²ª  ²¥­-§®°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ª ± ²¥«¼­®£® ¯®«¿ ± ª®¢ °¨ ­²­®© ¯°®¨§¢®¤­®© T :(r _
(T ))i1;:::;ipj1;:::;jq := �krkT i1;:::;ipj1;:::;jq :�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8.2. �¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ T ­ §»¢ ¥²±¿ ¯ ° ««¥«¼­»¬ ¢¤®«¼ 
 ®²­®±¨-²¥«¼­® r, ¥±«¨ r _
(T ) � 0.� ¯¨¸¥¬ ½²¨ ³° ¢­¥­¨¿ ¢ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ (x1; : : : ; xn). �±«¨
(t) = (x1(t); : : : ; xn(t)); �k = dxk(t)dt ;²® ³° ¢­¥­¨¿ ¯°¨¬³² ¢¨¤�krkT i = dxk(t)dt  @T i@xk + T r�irk! = 0;dxk(t)dt @T i@xk + T r�irk dxk(t)dt = dT idt + T r�irk dxk(t)dt = 0:�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8.3. �®±«¥¤­¥¥ ° ¢¥­±²¢® ­ §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥¬ ¯ ° ««¥«¼­®£® ¯¥-°¥­¥±¥­¨¿ ¢¥ª²®°  ¢¤®«¼ ª°¨¢®©.� ¤ ·  ¯ ° ««¥«¼­®£® ¯¥°¥­¥±¥­¨¿ ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � ¤ ­  £« ¤-ª ¿ ª°¨¢ ¿ 
, ±®¥¤¨­¿¾¹ ¿ ²®·ª¨ P ¨ Q ­  ¬­®£®®¡° §¨¨ M ±® ±¢¿§­®±²¼¾ r, ¨¢¥ª²®° v 2 TPM . � ¤® ­ ©²¨ ² ª®© ¢¥ª²®° w 2 TQM , ·²® ¨¬¥¥²±¿ ª®¢ °¨ ­²­®¯®±²®¿­­®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ V (t), ¯°¨·¥¬ V (0) = v ¨ V (1) = w. �®±ª®«¼ª³ § ¤ ·³¬®¦­® °¥¸ ²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ¤«¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­»µ ª³±ª®¢ 
, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ«¥¦¨² ¢ ¯°¥¤¥« µ ¤¥©±²¢¨¿ ®¤­®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ², ²® ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ª°¨¢ ¿«¥¦¨² ¢ ®¤­®© ª®®°¤¨­ ²­®© ®ª°¥±²­®±²¨.�®§­¨ª ¥² § ¤ ·  °¥¸¥­¨¿ ±¨±²¥¬» ®¡»ª­®¢¥­­»µ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥-­¨© ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ®²­®±¨²¥«¼­® ´³­ª¶¨© V i(t) ± ­ · «¼­»¬ §­ ·¥­¨¥¬ V i(0) = vi,° §°¥¸¥­­®© ®²­®±¨²¥«¼­® ¯°®¨§¢®¤­»µ. � ª ¨§¢¥±²­®, °¥¸¥­¨¥ ² ª®© ±¨±²¥¬» ±³-¹¥±²¢³¥², ¥¤¨­±²¢¥­­® ¨ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® Q, ². ¥. t = 1.�®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¢¥ª²®° w = V (1) 2 TQM ­ §»¢ ¥²±¿ ¯ ° ««¥«¼­»¬ v 2 TPM¢¤®«¼ 
.�¥¬¬  8.4. �³±²¼ (M;g) | °¨¬ ­®¢® ¬­®£®®¡° §¨¥. �¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿  ´´¨­­ ¿±¢¿§­®±²¼ r ­  M ¿¢«¿¥²±¿ °¨¬ ­®¢®© ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹¥¥ ¯ ° ««¥«¼­®¥ ¯¥°¥­¥±¥­¨¥ ±®µ° ­¿¥² ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ª²®°®¢¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª g.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ r | °¨¬ ­®¢ , h:; :; i | ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥, ¯®°®-¦¤¥­­®¥ g, V (t) ¨ W (t) | ¢¥ª²®°­»¥ ¯®«¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³° ¢­¥­¨¾ ¯ ° ««¥«¼-­®£® ¯¥°¥­¥±¥­¨¿ ¢¤®«¼ 
 : [0; 1]!M . � ¤® ¯®ª § ²¼, ·²® ddthV (t);W (t)i � 0.ddthV (t);W (t)i = r _
hV (t);W (t)i = �krk �gijV iW j� =30



= �k(rkgij)V iW j + �kgij(rkV i)W j + �kgijV i(rkW j) == �k � 0 � V iW j + gij(r _
V i)W j + gijV i(r _
W j) = 0:�¡° ²­®, ¥±«¨ ½²® ±®®²­®¸¥­¨¥ ¢»¯®«­¥­® ¤«¿ ¯ ° ««¥«¼­»µ ¯®«¥© ¢¤®«¼ ª°¨¢®©,²® ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ¢¥ª²®°®¢ �, V ¨ W ¢»¯®«­¿¥²±¿ �kV iW jrkgij = 0 ®²ª³¤  (¡¥°¿¡ §¨±­»¥ ¢¥ª²®° ) rkgij = 0: 2� ¬¥· ­¨¥ 8.5. � ° ««¥«¼­®¥ ¯¥°¥­¥±¥­¨¥ ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¤«¿ ª³±®·­®{£« ¤ª¨µ ª°¨¢»µ ª ª ª®¬¯®§¨¶¨¾ ¯¥°¥­¥±¥­¨© ¯® £« ¤ª¨¬ ´° £¬¥­² ¬.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8.6. �°¨¢ ¿ 
 ­  ¬­®£®®¡° §¨¨ M ±  ´´¨­­®© ±¢¿§­®±²¼¾ r ­ -§»¢ ¥²±¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª®©, ¥±«¨ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ ¥¥ ±ª®°®±²¥© ¯ ° ««¥«¼­® ¢¤®«¼ ½²®©ª°¨¢®©: r _
( _
) = 0.� «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ (x1; : : : ; xn) ¯®«³· ¥¬ ³° ¢­¥­¨¿dxkdt �rk�i� = 0; i = 1; : : : ; n;£¤¥ �i = dxidt . �²±¾¤  dxkdt  @@xk �i + �irk�r! = 0;d2xidt2 + �irk dxrdt dxkdt = 0; i = 1; : : : ; n: (6)�¥¬¬  8.7. �³±²¼ P 2 M , v 2 TPM . �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¯°¨²®¬ ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿£¥®¤¥§¨·¥±ª ¿ 
(t), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¿¬ 
(0) = P ¨ _
(t) = v. �°¨ ½²®¬°¥¸¥­¨¥ £« ¤ª® § ¢¨±¨² ®² ­ · «¼­»µ ¤ ­­»µ.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±«¥ § ¯¨±¨ ¢ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨P § ¤ ·  ­ µ®¦¤¥­¨¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª®© ±¢®¤¨²±¿ ª °¥¸¥­¨¾ ±¨±²¥¬» n ®¡»ª­®¢¥­­»µ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨© ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ± ­ · «¼­»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ­  §­ ·¥-­¨¿ °¥¸¥­¨¿ ¨ ­  §­ ·¥­¨¿ ¥£® ¯°®¨§¢®¤­®© ¢ 0, ° §°¥¸¥­­ ¿ ®²­®±¨²¥«¼­® ±² °-¸¨µ ¯°®¨§¢®¤­»µ. � ª ¨§¢¥±²­®, ² ª®¥ °¥¸¥­¨¥ «®ª «¼­® ±³¹¥±²¢³¥², ¥¤¨­±²¢¥­­®¨ £« ¤ª® § ¢¨±¨² ®² ­ · «¼­»µ ¤ ­­»µ. 2� ¤ ·  8.8. �±«¨ ¤¢¥ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ±®¯°¨ª ± ¾²±¿ ¢ ­¥ª®²®°®© ²®·ª¥, ²® ®­¨±®¢¯ ¤ ¾².� ¤ ·  8.9. �°¨ ¯ ° ««¥«¼­®¬ ¯¥°¥­¥±¥­¨¨ ¢¥ª²®°  ¢¤®«¼ £¥®¤¥§¨·¥±ª®© °¨¬ ­®-¢®© ±¢¿§­®±²¨ ³£®« ¬¥¦¤³ ­¨¬ ¨ ª ± ²¥«¼­»¬ ¢¥ª²®°®¬ ®±² ¥²±¿ ¯®±²®¿­­»¬.�¥¬¬  8.10. (£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ±¨¬¢®«®¢ �°¨±²®´´¥«¿) �«¿ ¡ §¨±­»µ ¢¥ª-²®°­»µ ¯®«¥© ei := @@xi ¤ ­­®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ² ¢»¯®«­¥­® rei(ej) = �rjier (° §-«®¦¥­¨¥ ¢¥ª²®°  ¯® ¡ §¨±³). �­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯°¨ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «®¬ ¯ ° ««¥«¼­®¬¯¥°¥­¥±¥­¨¨ °¥¯¥°  e� ¯® i{¬³ ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ®¡° §» ° §«®¦ ²±¿ ¯® ¨±µ®¤­®¬³ °¥¯¥°³± ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ���i.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾(rei(ej))r = (ei)s (rs(ej))k = �si  @(ej)k@xs + �krs(ej)r! =31



= �si  @(�kj )@xs + �krs�rj! = �si ��krs�rj� = �kji: 2� ¤ ·  8.11. �¯¨± ²¼ ®¯¥° ¶¨¾ ¯ ° ««¥«¼­®£® ¯¥°¥­¥±¥­¨¿ ¢ °¨¬ ­®¢®© ±¢¿§­®-±²¨ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ²¥°¬¨­ µ (¯°®¥ª²¨°®¢ ­¨¥).�¥®°¥¬  8.12. �³±²¼ (M;g) | °¨¬ ­®¢® ¬­®£®®¡° §¨¥. �«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ P0 2M ­ ©¤³²±¿ ² ª¨¥ ®ª°¥±²­®±²¼ U ¨ ·¨±«® " > 0, ·²® «¾¡»¥ ¤¢¥ ²®·ª¨ ®ª°¥±²­®-±²¨ U ±®¥¤¨­¿¥² ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿ £¥®¤¥§¨·¥±ª ¿ ¤«¨­» ¬¥­¼¸¥ ". �°¨ ½²®¬ £¥®¤¥§¨-·¥±ª ¿ £« ¤ª® § ¢¨±¨² ®² ±¢®¨µ ª®­¶®¢.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® «¥¬¬¥ 8.7 ¬®¦­® ¤«¿ ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨ V ²®·ª¨ (P0; 0)¢ ¬­®£®®¡° §¨¨ «¨­¥©­»µ ½«¥¬¥­²®¢ TM , ¨¬¥¾¹¥© ¢¨¤V = f(P; v) 2 TM jP 2 U; kvk < "g¤«¿ ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨ U ²®·ª¨ P0, ®¯°¥¤¥«¨²¼ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥E : V !M �M; (P; v) 7! (P; expP (v));£¤¥ expP ±² ¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¢¥ª²®°³ v §­ ·¥­¨¥ 
(1) ¥¤¨­±²¢¥­­®© £¥®¤¥§¨·¥-±ª®©, ¢»µ®¤¿¹¥© ¨§ P ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ v. � ±¨«³ «®ª «¼­®±²¨, ¤® 1 ¯°®¤®«¦ ¾²±¿£¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ (°¥¸¥­¨¿ ±¨±²¥¬» ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ³° ¢­¥­¨©) ± ¬ «®© ¤«¨­®© v.�»·¨±«¨¬ ¿ª®¡¨ ­ E ¢ (P0; 0). �«¿ ½²®£® ­ °¿¤³ ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨(x1; : : : ; xn; v1; : : : ; vn) ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ (P0; 0) ¢ TM , £¤¥ v = vi @@xi , ° ±±¬®²°¨¬ ª®-®°¤¨­ ²» (x11; : : : ; xn1 ;x12; : : : ; xn2 ) ¢ U � U � M �M . �«¿ ª ± ²¥«¼­®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿dE ¨¬¥¥¬: @xi1@xj = �ij; @xi1@vj = 0; dP0 expP0([v � t]) = d
vdt �����0 = v¢ ±¬»±«¥ ¢²®°®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®° . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬ ²°¨¶ �ª®¡¨ dP0E ° ¢­   I �0 I ! £¤¥ I | ¥¤¨­¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶ ,   ¿ª®¡¨ ­ ¢ ³ª § ­­»µª®®°¤¨­ ² µ ° ¢¥­ 1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ­¥¿¢­®© ´³­ª¶¨¨, E ¤¨´´¥®-¬®°´­® ®²®¡° ¦ ¥² ­¥ª®²®°³¾ ®ª°¥±²­®±²¼ V 0 ²®·ª¨ (P0; 0) 2 TM ­  ®ª°¥±²­®±²¼W 0 ²®·ª¨ (P0; P0) ¢ M �M . �¥°¥µ®¤¿ ª ¬¥­¼¸¨¬ ®ª°¥±²­®±²¿¬, ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼,·²® W 0 = U 0 � U 0, ¯°¨·¥¬ U 0 ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢­³²°¨ ¸ °  ¤¨ ¬¥²°  " ®²­®±¨²¥«¼­® g,². ¥. ­¨¦­¿¿ £° ­¼ ¤«¨­ ª°¨¢»µ, ±®¥¤¨­¿¾¹¨µ ¶¥­²° ¸ °  P0 ± «¾¡®© ¥£® ²®·ª®©¬¥­¼¸¥ "=2. �®£¤  U 0 | ¨±ª®¬ ¿ ®ª°¥±²­®±²¼ ²®·ª¨ P0. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯³±²¼ P ¨ Q| ¤¢¥ ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ²®·ª¨ U 0. � ±±¬®²°¨¬ £¥®¤¥§¨·¥±ª³¾ 
, ¢»µ®¤¿¹³¾ ¨§ ²®·ª¨P 0 ¯® ­ ¯° ¢«¥­¨¾ ¢¥ª²®°  v, £¤¥ (P 0; v) = E�1(P;Q). �®£¤ , ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ E,¨¬¥¥¬ P 0 = P ¨ 
(1) = Q. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ²®·ª¨ P ¨ Q ±®¥¤¨­¥­» £¥®¤¥§¨·¥±ª®© 
.�¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ £¥®¤¥§¨·¥±ª ¿, ¯® ³ª § ­­®© ²¥®°¥¬¥, £« ¤ª® § ¢¨±¨²®² ±¢®¨µ ª®­¶®¢ P ¨ Q. �¯°¥¤¥«¨¬ ¥¥ ¤«¨­³. � ±¨«³ ¤®ª § ­­®© ¢»¸¥ «¥¬¬», ¤«¨­ ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®°  ª £¥®¤¥§¨·¥±ª®© ¯®±²®¿­­ , ¯®½²®¬³ ¯ ° ¬¥²° ®²«¨· ¥²±¿ ®²­ ²³° «¼­®£® ­  ¯®±²®¿­­»© ¬­®¦¨²¥«¼, ¢ ¤ ­­®¬ ±«³· ¥ ° ¢­»© kvk. �®£¤  ¤«¨­ ª°¨¢®© 
 ®² 0 ¤® 1 ° ¢­  1 � kvk < ". �±² «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼. �³±²¼¨§ P ¢ Q ¯°®¢¥¤¥­  £¥®¤¥§¨·¥±ª ¿ ¤«¨­» ¬¥­¼¸¥ ". �®£¤  ®­  ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥­¨¥¬32



±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© § ¤ ·¨ ± ­ · «¼­»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¨ ¯®²®¬³ ¥¤¨­±²¢¥­­ , ² ª ª ª¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¤«¨­  ª ± ²¥«¼­®£® ¢¥ª²®°  ¢ ­ · «¥ ¬¥­¼¸¥ " � t, £¤¥ 
(t) = Q, ¨®²±³²±²¢¨¥ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ¯°®²¨¢®°¥·¨«® ¡» ¡¨¥ª²¨¢­®±²¨ E. 2� ¤ ·  8.13. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ª®®°¤¨­ ² µ, § ¤ ­­»µ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬ exp, ¢±¥ �ijk®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ P0 ¢ ­³«¼.9. �¥­§®° ª°¨¢¨§­» �¨¬ ­ �®²¥«®±¼ ¡» ®¯¨± ²¼ ­  ²¥­§®°­®¬ ¿§»ª¥ ®²«¨·¨¥ °¥§³«¼² ²  ¯ ° ««¥«¼­®£® ¯¥-°¥­¥±¥­¨¿ ±­ · «  ¯® i-¬³ ­ ¯° ¢«¥­¨¾,   ¯®²®¬ ¯® j-¬³ ®² ¯¥°¥­¥±¥­¨¿ ¢ ¤°³£®¬¯®°¿¤ª¥. �®­¥·­® ª®­²³° ­¥ § ¬ª­³², ¯®½²®¬³ ª®­²³° ³±²°¥¬«¿¥¬ ª ­³«¾. �ª §»-¢ ¥²±¿, °¥§³«¼² ² ±¢¿§ ­ ± ¥¢ª«¨¤®¢®±²¼¾ ¬¥²°¨ª¨ (¢ °¨¬ ­®¢®¬ ±«³· ¥).�±¾¤³ ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ±¢¿§­®±²¼ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®©. � ±±¬®-²°¨¬ ¢ ¯°¥¤¥« µ ¤¥©±²¢¨¿ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨­ ² (x1; : : : ; xn) ¤¥©±²¢¨¥ rkrl�rlrk ­ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ T i (² ª ·²® °¥§³«¼² ² | ²¥­§®° ²¨¯  (1,2)). �®«³· ¥¬rlT i = @T i@xl + T r�irl;rkrlT i = @2T i@xk @xl + @T r@xk �irl + T r @�irl@xk + �isk  @T s@xl + T r�srl!� �slk  @T i@xs + T r�irs! ;(rkrl �rlrk)T i == T r  @�irl@xk � @�irk@xl !+ @T r@xk �irl � @T r@xl �irk + @T s@xl �isk � @T s@xk �isl + T r�isk�srl � T r�isl�srk == T r  @�irl@xk � @�irk@xl + �isk�srl � �isl�srk! :�¡®§­ · ¿ Riq;kl := @�iql@xk � @�iqk@xl + �isk�sql � �isl�sqk; (7)¯®«³·¨¬, ·²® (rkrl �rlrk)T i = T qRiq;kl:�¥¬¬  9.1. �³­ª¶¨¨ Riq;kl ®¡° §³¾² ²¥­§®° ²¨¯  (1; 3).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ T ´³­ª¶¨¨ (rkrl � rlrk)T i,  ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¨ T qRiq;kl, ®¡° §³¾² ²¥­§®°­®¥ ¯®«¥ ²¨¯  (1; 2). �®±ª®«¼ª³ Riq;kl =(eq)sRis;kl, ²®Ri0q0;k0l0 = (eq0)s0 Ri0s0 ;k0l0 = (eq0)sRis;kl @xk@xk0 @xl@xl0 @xi0@xi = (eq0)s0 @xs@xs0 Ris;kl @xk@xk0 @xl@xl0 @xi0@xi == �s0q0 @xs@xs0 Ris;kl @xk@xk0 @xl@xl0 @xi0@xi = Ris;kl @xs@xq0 @xk@xk0 @xl@xl0 @xi0@xi = Riq;kl @xq@xq0 @xk@xk0 @xl@xl0 @xi0@xi : 233



� ¬¥· ­¨¥ 9.2. � ª², ¯®«³·¥­­»© ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥, ¬®¦¥² ¡»²¼ ±´®°¬³«¨°®-¢ ­ ¢ ¡®«¥¥ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ª®½´´¨¶¨¥­²» «¨­¥©­®© § ¢¨±¨¬®±²¨²¥­§®°®¢ ®¡° §³¾² ²¥­§®°.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9.3. �¥­§®° Riq;kl ­ §»¢ ¥²±¿ ²¥­§®°®¬ ª°¨¢¨§­» �¨¬ ­  ±¨¬¬¥-²°¨·¥±ª®© ±¢¿§­®±²¨ r.�¥¬¬  9.4. �³±²¼ ¢ ­¥ª®²®°®© ²®·ª¥ (  §­ ·¨², ¨ ¢ ¥¥ ®ª°¥±²­®±²¨) ¬­®£®®¡° -§¨¿ M ²¥­§®° ª°¨¢¨§­» �¨¬ ­  ­¥ª®²®°®© ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ±¢¿§­®±²¨ ®²«¨·¥­ ®²­³«¿. �®£¤  ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ­¥«¼§¿ ¢¢¥±²¨ ¥¢ª«¨¤®¢» ª®®°¤¨­ ²» ¤ ­­®© ±¢¿§­®-±²¨.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ ¡» ² ª¨¥ ª®®°¤¨­ ²» ±³¹¥±²¢®¢ «¨ ¡», ²® ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾¢ ­¨µ ®¡­³«¿«¨±¼ ¡» ±¨¬¢®«» �°¨±²®´´¥«¿,   §­ ·¨², ¨ ²¥­§®° �¨¬ ­ . 2�¥°¥©¤¥¬ ª ¨­¢ °¨ ­²­®¬³ ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ R.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9.5. �®¬¬³² ²®°®¬ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© X ¨ Y ­ §»¢ ¥²±¿ ¢¥ª²®°­®¥¯®«¥ [X;Y ]k := X i @Y k@xi � Y i @Xk@xi :�«¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ±¢¿§­®±²¨rXY k �rYXk = X i  @Y k@xi + Y j�kji!� Y i  @Xk@xi +Xj�kji! = [X;Y ]k; (8)¢ · ±²­®±²¨, ®¯¥° ¶¨¿ ²¥­§®°­ ¿.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9.6. �¯°¥¤¥«¨¬ ®¯¥° ²®° ª°¨¢¨§­»R(X;Y )Z := rXrY (Z)�rYrX(Z)�r[X;Y ](Z):�­ ±®¯®±² ¢«¿¥² ²°¥¬ ¢¥ª²®°­»¬ ¯®«¿¬ X, Y ¨ Z ­¥ª®²®°®¥ ·¥²¢¥°²®¥ ¢¥ª²®°­®¥¯®«¥. �¢¨¤³ ¿¢­®£® ­¥° ¢­®¯° ¢¨¿ ²°¥²¼¥£®  °£³¬¥­²  ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª ¯¥°¢»¬¤¢³¬, ¬» ¯¨¸¥¬ R(X;Y )Z,   ­¥ R(X;Y;Z).�¥®°¥¬  9.7. �²®¡° ¦¥­¨¥ R ²°¨«¨­¥©­®. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ®­® ®¯°¥¤¥«¿¥² ²¥­-§®° ²¨¯  (1; 3).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ R | ²°¨«¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ®² ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© ±®§­ ·¥­¨¿¬¨ ¢ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¿µ, ²® ®²®¡° ¦¥­¨¥eT (X;Y;Z;!) := !(T (X;Y;Z))¡³¤¥² 4-«¨­¥©­»¬ ®² 3 ¢¥ª²®°­»µ ¨ 1 ª®¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ ±® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¢ ´³­ª¶¨¿µ.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢²®° ¿ · ±²¼ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥² ¨§ ¯¥°¢®©.�°¨«¨­¥©­®±²¼ ¢ ²®·ª¥ ®·¥¢¨¤­ . �¥®¡µ®¤¨¬® ¤®ª § ²¼ ª®¬¬³²¨°®¢ ­¨¥ ± ³¬­®-¦¥­¨¥¬ ­  £« ¤ª¨¥ ´³­ª¶¨¨. �®ª ¦¥¬, ·²® R(X;Y )(fZ) = f �R(X;Y )Z:rXrY (fZ)�rYrX(fZ)�r[X;Y ](fZ) == rX((rY f)Z)+rX(frY Z)�rY ((rXf)Z)�rY (frXZ)�r[X;Y ](f)Z � fr[X;Y ]Z =34



= (rXrY f)Z +rY f rXZ +rX(f)rY Z + f(rXrY Z)� (rYrXf)Z �rXf rY Z��rY f rXZ � f(rYrXZ)�r[X;Y ](f)Z � fr[X;Y ]Z == �rXrY f �rYrXf �r[X;Y ](f)�Z + f�(rXrY Z)� (rYrXZ)�r[X;Y ]Z� == f �R(X;Y )Z;² ª ª ª ¯¥°¢ ¿ ±ª®¡ª  ®¡­³«¿¥²±¿, ¯®±ª®«¼ª³rXrY f �rYrXf �rrXY f +rrY Xf == X iriY k @f@xk +X iY k @2f@xi @xk � Y iriXk � @f@xk � Y iXk @2f@xi @xk��(X iriY )k @f@xk + (Y iriX)k @f@xk = 0:�°®¢¥°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±®®²­®¸¥­¨¥ R(fX; Y )Z = f �R(X;Y )Z. � ¬¥²¨¬, ·²®(rfX)T = (fX)krkT = f XkrkT = f � rXT; rfX = f rX¨ [fX; Y ] = rfXY �rY (fX) = f rXY � (rY f)X � f rYX = f � [X;Y ]� (rY f)X:�®«³· ¥¬, ·²® R(fX; Y )Z = rfXrYZ �rYrfXZ �r[fX;Y ]Z == f rXrY Z �rY (frXZ)�rf [X;Y ]Z +r(rY f)XZ == f rXrY Z �rY (f)rXZ � f (rYrXZ)� f r[X;Y ]Z + (rY f)rXZ = f R(X;Y )Z:�­ «®£¨·­® ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® R(X; fY )Z = f �R(X;Y )Z. 2�¥¬¬  9.8. �¯°¥¤¥«¥­¨¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­».�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ¡ §¨±­»µ ¯®«¥© ei = @@xi ¨¬¥¥¬R(ei; ej)Zk = reirejZk �rejreiZk +r[ei;ej ]Zk = rirjZk �rjriZk;¯®±ª®«¼ª³ reiZk = (ei)mrmZk = �mi rmZk = riZk,riej �rjei = �ljiel � �lijel = 0; (9)rXY k �rYXk = [X;Y ]k; (10)¯® (8) ² ª ª ª ±¢¿§­®±²¼ ±¨¬¬¥²°¨·­ . �® «¨­¥©­®±²¨ ¯®«³· ¥¬ °¥§³«¼² ². 2�¥®°¥¬  9.9. (±¨¬¬¥²°¨¨ ²¥­§®°  �¨¬ ­ )35



1) ª®± ¿ ±¨¬¬¥²°¨¿ ¯® ¯®«¿¬ X ¨ Y :R(X;Y )Z +R(Y;X)Z = 0;¨«¨ Rij;kl +Rij;lk = 0;2) ²®¦¤¥±²¢® �ª®¡¨: R(X;Y )Z +R(Y;Z)X +R(Z;X)Y = 0;¨«¨ Rij;kl +Rik;lj +Ril;kj = 0;3) ¤«¿ ²¥­§®°  �¨¬ ­  °¨¬ ­®¢®© ±¢¿§­®±²¨hR(X;Y )Z;W i+ hR(X;Y )W;Zi = 0;¨«¨ ¢ ª®®°¤¨­ ² µRij;kl +Rji;kl = 0; £¤¥ Rij;kl = girRrj;kl;4) ¤«¿ ²¥­§®°  �¨¬ ­  °¨¬ ­®¢®© ±¢¿§­®±²¨hR(X;Y )Z;W i = hR(Z;W )X;Y i;¨«¨ ¢ ª®®°¤¨­ ² µ Rij;kl = Rkl;ij :�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³­ª² 1) ±«¥¤³¥² ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ²¥­§®°  �¨-¬ ­ .2). � ±¨«³ «¨­¥©­®±²¨ ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼ ¤«¿ (ª®¬¬³²¨°³¾¹¨µ) ¡ §¨±­»µ¯®«¥©. �® (9,10) ¤«¿ ¡ §¨±­»µ ¯®«¥©R(ei; ej)ek +R(ej ; ek)ei +R(ek; ei)ej = reirejek �rejreiek �r[ei;ej]ek++rejrekei �rekrejei �r[ej;ek]ei +rekreiej �reirekej �r[ek;ei]ej == rei[ej; ek]�rej [ei; ek]�rek [ej; ei] = 0:�¥°¿ ª®®°¤¨­ ²³ ½²®£® ¢¥ª²®°­®£® ° ¢¥­±²¢ , ¯®«³· ¥¬ ´®°¬³«³ ¢ ª®®°¤¨­ ² µ.3). �«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®© ¡¨«¨­¥©­®© ´®°¬» B ²®¦¤¥±²¢® ¯®«¿°¨§ ¶¨¨B(u+ v; u+ v) = B(u; u) +B(u; v) +B(v; u) +B(v; v)¯®ª §»¢ ¥², ·²® ª®±®±¨¬¬¥²°¨·­®±²¼ ° ¢­®±¨«¼­  ¢»¯®«­¥­¨¾ ³±«®¢¨¿ B(w;w) = 0¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  w. �¬¥±²¥ ± ­ ¸¨¬ ±² ­¤ °²­»¬ ° ±±³¦¤¥­¨¥¬ ® «¨­¥©-­®±²¨ ½²® ±¢®¤¨² § ¤ ·³ ª ¯°®¢¥°ª¥ ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯®«¿ Z ° ¢¥­±²¢ hR(ei; ej)Z;Zi = 0. � ³·¥²®¬ (9,10), ¤®±² ²®·­® ¤®ª § ²¼, ·²®hrirjZ;Zi = hrjriZ;Zi:36



�®±ª®«¼ª³ ¤«¿ ´³­ª¶¨© ª®¢ °¨ ­²­ ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ±®¢¯ ¤ ¥² ± · ±²­®©,   ±¢¿§­®±²¼°¨¬ ­®¢ , ²®@2@xi@xj hZ;Zi = ri (hrjZ;Zi+hZ;rjZi) = 2ri hrjZ;Zi = 2 hrirjZ;Zi+2hrjZ;riZi¨ @2@xj@xi hZ;Zi = 2 hrjriZ;Zi + 2hriZ;rjZi:�»·¨² ¿ ¨§ ¯¥°¢®£® ±®®²­®¸¥­¨¿ ¢²®°®¥ ¨ ¯®«¼§³¿±¼ ¥¹¥ ° § ±¨¬¬¥²°¨·­®±²¼¾±ª «¿°­®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿, ¯®«³· ¥¬ ²°¥¡³¥¬®¥ ±®®²­®¸¥­¨¥. �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¢»-° ¦¥­¨¥ ¢ ª®®°¤¨­ ² µ, § ¯¨¸¥¬:0 = hR(ei; ej)ek; eli+ hR(ei; ej)el; eki = grs(R(ei; ej)ek)r(el)s + grs(R(ei; ej)el)r(ek)s == grsRrm;ij(ek)m�sl +grsRrm;ij(el)m�sk = grlRrk;ij+grkRrl;ij = glrRrk;ij+gkrRrl;ij = Rlk;ij+Rkl;ij:4). �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ³¤®¡­® ° ±±³¦¤ ²¼ ± ª °²¨­ª®©. � ®ª² ½¤°  ¯° ¢ ¿¢¥°µ­¿¿ £° ­¼ ®¡®§­ ·¥­  ·¥°¥§ i, ¢ ¥¥ ¢¥°¸¨­ µ ±²®¿² ª®¬¯®­¥­²», ­®¬¥°  ª®²®°»µ­ ·¨­ ¾²±¿ ± i,   ®±² «¼­»¥ ²°¨ ¶¨ª«¨·¥±ª¨ ¯¥°¥±² ¢«¿¾²±¿. �° ­¨, ¯°¨¬»ª ¾¹¨¥³£«®¬ ª ¢¥°¸¨­ ¬ £° ­¨ i, ³ ª®²®°»µ ¢²®°®© ¨­¤¥ª± | q, k ¨ l, ®¡®§­ · ¾²±¿ ½²¨¬¨¡³ª¢ ¬¨. �²® «¥¢ ¿ ¢¥°µ­¿¿, ­¨¦­¿¿ § ¤­¿¿ ¨ ­¨¦­¿¿ ¯¥°¥¤­¿¿ £° ­¨. � ¢¥°¸¨­ µ,¶¥­²° «¼­® ±¨¬¬¥²°¨·­»µ ³¦¥ ®¡®§­ ·¥­­»¬, ±² ¢¿²±¿ ª®¬¯®­¥­²» ± ±¨¬¬¥²°¨·-­»¬¨ ­®¬¥° ¬¨, ². ¥., ­ ¯°¨¬¥°, ­ ¯°®²¨¢ ¢¥°µ­¥© ¢¥°¸¨­» Riqkl | ­¨¦­¿¿ Rlkqi.
��� �������������� BBBBBBBBBBB eeeeeeee@@@@@@@ ���������������LLLLLLLLLL ����������ikq lRlkqi Rilqk RiklqRiqklRqlki Rkqli

�³¬¬  ª®¬¯®­¥­², ±²®¿¹¨µ ¢ ¢¥°¸¨­ µ ª ¦¤®© ®¡®§­ ·¥­­®© £° ­¨, ° ¢­  ­³«¾,ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ ³¦¥ ¤®ª § ­­»µ ¯³­ª²®¢. �«¿ £° ­¨ i ½²® ±° §³ ±«¥¤³¥² ¨§ ²®¦¤¥±²¢ �ª®¡¨. �°®¢¥°¨¬ ½²®, ­ ¯°¨¬¥°, ¤«¿ £° ­¨ q:Riqkl +Rkqli +Rqlki = �Rqikl �Rqkli �Rqlik = 037



®¯¿²¼ ¯® ²®¦¤¥±²¢³ �ª®¡¨. �¥¯¥°¼ ±«®¦¨¬ ²®¦¤¥±²¢  ¤«¿ ¤¢³µ ¢¥°µ­¨µ £° ­¥© i ¨q ¨ ¢»·²¥¬ ¤«¿ ­¨¦­¨µ k ¨ l:0 = (Riqkl +Riklq +Rilqk) + (Riqkl +Rkqli +Rqlki)��(Rkqli +Riklq +Rlkqi)� (Rilqk +Rlkqi +Rqlki) = 2Riqkl � 2Rlkqi: 2�® ª®­¶  ½²®£® ¯ ° £° ´  ¬» ¡³¤¥¬ § ­¨¬ ²¼±¿ °¨¬ ­®¢»¬¨ ±¢¿§­®±²¿¬¨.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9.10. �¢¥°²ª  Rjl = Rijil ²¥­§®°  �¨¬ ­  ­ §»¢ ¥²±¿ ²¥­§®°®¬�¨··¨ ¤ ­­®© °¨¬ ­®¢®© ±¢¿§­®±²¨. �¢¥°²ª  ¯®±«¥ ¯®¤­¿²¨¿ ¨­¤¥ª±  ³ ²¥­§®° �¨··¨ R = gliRil ­ §»¢ ¥²±¿ ±ª «¿°­®© ª°¨¢¨§­®©.� ¤ ·  9.11. �®ª § ²¼, ·²® ²¥­§®° �¨··¨ ±¨¬¬¥²°¨·¥­.� ¤ ·  9.12. �®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥�¥®°¥¬  9.13. �«¿ °¨¬ ­®¢®© ±¢¿§­®±²¨ ¢»¯®«­¥­® ²®¦¤¥±²¢®Riqkl = girRrqkl = 12  @2gil@xq@xk + @2gqk@xi@xl � @2gik@xq@xl � @2gql@xi@xk!+ gmp(�mqk�pil � �mql�pik):�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§­ ·¨¬ ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ q ¨ l ·¥°¥§ �iql ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥,±®¢¯ ¤ ¾¹¥¥ ¢ ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² (x1; : : : ; xn) ± �iql. � ½²®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ²girRrqkl = gir "@�rql@xk � @�rqk@xl + �pql�rpk � �pqk�rpl# == gir 2Alt(k;l) "@�rql@xk + �pql�rpk# = 2Alt(k;l) 264girrk�rql + (rkgir)| {z }0 �rql375 == 2Alt(k;l) hrk(gir�rql)i :�®±ª®«¼ª³ gir 12 grs  @gsq@xl + @gsl@xq � @gql@xs! = 12  @giq@xl + @gil@xq � @gql@xi ! ;  ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ q ¨ l ¯®«¥ gir�rql | ²¨¯  (0,1), ²®girRrqkl = Alt(k;l) " @@xk  @giq@xl + @gil@xq � @gql@xi !�  @gmq@xl + @gml@xq � @gql@xm! �mik# == Alt(k;l) " @2giq@xk@xl + @2gil@xk@xq � @2gql@xk@xi!� 2 gmr�rlq �mik# == 12  @2giq@xk@xl + @2gil@xk@xq � @2gql@xk@xi!� 12  @2giq@xl@xk + @2gik@xl@xq � @2gqk@xl@xi!��gmr�rlq �mik + gmr�rkq �mil ;·²® ¤ ¥² ²°¥¡³¥¬»© °¥§³«¼² ² ¯®±«¥ ³·¥²  ±¨¬¬¥²°¨·­®±²¨ ±¢¿§­®±²¨ ¨ ¬¥²°¨ª¨.2 38



�«¥¤±²¢¨¥ 9.14. �±«¨ ²¥­§®° ª°¨¢¨§­» ­¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­®«¼ ¢ ­¥ª®²®°®© ±¨-±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ², ²® ­  ¬­®£®®¡° §¨¨ ­¥«¼§¿ ¢¢¥±²¨ «®ª «¼­® ¬¥²°¨·¥±ª¨ ¥¢ª«¨-¤®¢» ª®®°¤¨­ ²» (¬ ²°¨¶  ¬¥²°¨·¥±ª®£® ²¥­§®°  ¯®±²®¿­­ ) ¨«¨ «®ª «¼­® ¥¢-ª«¨¤®¢» ¢ ±¬»±«¥ ±¢¿§­®±²¨ (±¨¬¢®«» �°¨±²®´´¥«¿ ° ¢­» ­³«¾).� ¤ ·  9.15. �¥¬³ ° ¢¥­ ²¥­§®° ª°¨¢¨§­» ®¤­®¬¥°­®£® ¬­®£®®¡° §¨¿ ?�¥®°¥¬  9.16. �  ¤¢³¬¥°­®© £¨¯¥°¯®¢¥°µ­®±²¨ M ±ª «¿°­ ¿ ª°¨¢¨§­  ° ¢­  ³¤¢®-¥­­®© £ ³±±®¢®©: R = 2K.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±ª®«¼ª³ ° ¢¥­±²¢® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯®²®·¥·­®, ²® ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼,·²® ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ¨±±«¥¤³¥¬®© ²®·ª¨ P 2 M ¬­®£®®¡° §¨¥ § ¤ ­® ¢ ¢¨¤¥ £° ´¨ª x3 = f(x1; x2) ¢ ¤¥ª °²®¢»µ ª®®°¤¨­ ² µ, x3(P ) = 0, ª ± ²¥«¼­ ¿ ¯«®±ª®±²¼ TPM =Ox1x2, ~r1 = (1; 0; @f@x1 ); ~r2 = (0; 1; @f@x2 );g11 = 1 +  @f@x1!2 ; g22 = 1 +  @f@x2!2 ; g12 = g21 = @f@x1 � @f@x2| ª®¬¯®­¥­²» °¨¬ ­®¢®© ¬¥²°¨ª¨ ¢ ²®·ª¥ P . �§ ¢¨¤  ª ± ²¥«¼­®© ¯«®±ª®±²¨ ¯®-«³· ¥¬, ·²® ¢ ²®·ª¥ P ¢»¯®«­¥­® @f@x1 = @f@x2 = 0. �­ ·¨², ¯®±ª®«¼ª³@@xk  @f@xi � @f@xj! = @2f@xk@xi � @f@xj + @f@xi � @2f@xk@xj = 0 ¢ ²®·ª¥ P;²® @@xk (gij)jP = 0. �®½²®¬³ ¨ �ijk(P ) = 0. �® ´®°¬³«¥ ¨§ ²¥®°¥¬» 9.13 (¥¤¨­±²¢¥­­ ¿±³¹¥±²¢¥­­ ¿) ª®¬¯®­¥­²  (¤«¿ ª° ²ª®±²¨ ¯¨¸¥¬ @f@xi = fi)R12;12 = 12  @2g12@x1@x2 + @2g21@x1@x2 � @2g11@x2@x2 � @2g22@x1@x1! == 12 f2(f1f2)12 � ((f2)2)11 � ((f1)2)22g = (f11f2 + f1f12)2 � (f2f21)1 � (f1f12)2 == f112f2 + f11f22 + f12f12 + f1f122 � f12f12 � f2f112 � f12f12 � f1f122 == f11f22 � f12f12 = ����� f11 f12f12 f22 ����� = K;¯®±ª®«¼ª³ ª®½´´¨¶¨¥­²» ¢²®°®© ª¢ ¤° ²¨·­®© ´®°¬»bij(P ) = h~rij; ~ni = h(0; 0; fij); (0; 0; 1))i = fij;  ¬ ²°¨¶  ¯¥°¢®© | ¥¤¨­¨·­ ¿, ² ª ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ £« ¢­»µ ª°¨¢¨§­ ±®¢¯ ¤ ¥²± ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬ ¬ ²°¨¶» ¢²®°®© ´®°¬». � ¬¥²¨¬, ·²® ° ¢¥­±²¢® R12;12 = K ¬»³±² ­®¢¨«¨ ¢ ±¯¥¶¨ «¼­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ², ±«¥¢  | ª®¬¯®­¥­²  ²¥­§®° , ±¯° ¢ | ±ª «¿°. � «¥¥, R = gklRkl = gklRik;il = gklgirRrk;il:39



� ±±¬®²°¨¬ ±¨¬¬¥²°¨¨ Rij;kl:R12;12 = �R21;12 = �R12;21 = R21;21;R11;ij = R22;ij = Rkm;11 = Rkm;22 = 0:�®½²®¬³ R = g22g11R12;12+ g12g12R21;12 + g21g21R12;21 + g11g22R21;21 == R12;12 (g22g11 � g12g12 � g21g21 + g11g22) = 2 �R12;12 � det kgijk = 2 R12;12det kgijk:�²® ²¥­§®°­®¥ ° ¢¥­±²¢®. � ­ ¸¥© ±¯¥¶¨ «¼­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² gij(P ) = �ij ¨R(P ) = 2 �K(P ). 2�«¥¤±²¢¨¥ 9.17. � ³±±®¢  ª°¨¢¨§­  § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ¯¥°¢®© ´®°¬» ¯®¢¥°µ­®-±²¨ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ­¥ ¬¥­¿¥²±¿ ¯°¨ ¨§®¬¥²°¨¿µ.�¥¬¬  9.18. �³±²¼ (x1; : : : ; xn) | ª®®°¤¨­ ²» ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ P 2M , £¤¥(M;r) | ¬­®£®®¡° §¨¥ ± ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ±¢¿§­®±²¼¾, ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® °¨¬ ­®¢®©,xi(P ) = 0; 8 i. �³±²¼ � 2 TPM | ¯°®¨§¢®«¼­»© ¢¥ª²®°,   �" = �"(i; j) | °¥§³«¼-² ² ¥£® ¯¥°¥­¥±¥­¨¿ ¯® ª®­²³°³
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�®£¤  lim"!0 �k" � �k"2 = Rkl;ij�l:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»¯¨¸¥¬ ¯°¨° ¹¥­¨¥ ¢¤®«¼ ­¥ª®²®°®© ª°¨¢®© ®² s0 ¤® s:0 = d�kds + �klm�ldxmds ; d�k = ��klm�ldxm;¨ ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª �k(s) � �k(s0)� �klm(s0)�l(s0)�xm; �klm(s) � �klm(s0) + @�klm@xr (s0)�xr:� ª¨¬ ®¡° §®¬,d�k � "� �klm(s0) + @�klm@xr (s0)�xr! � ��l(s0)� �lpr(s0)�p(s0)�xr�# dxm �� "�klm(s0)�l(s0) +  �@�klm@xr (s0)�l(s0) + �klm(s0)�lpr(s0)�p(s0)! �xr# dxm:�¥°¥©¤¥¬ ª § ¬ª­³²®¬³ ª®­²³°³, ¡¥°¿ ¢±¥ §­ ·¥­¨¿ ¯® ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¢ P , ³·²¥¬,·²® ¯¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¤ ±² ­®«¼,   § ²¥¬ ³·²¥¬ ª®­ª°¥²­»© ¢¨¤ ª®­²³°  (¢ ¯«®±ª®±²¨¤¢³µ ª®®°¤¨­ ²) ¨ ª®®°¤¨­ ²­®¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ ²¥­§®°  �¨¬ ­ :�k" ��k � "�@�kpm@xr + �klm�lpr# �p �I �xr  @xm@u1 du1 + @xm@u2 du2! = ¯® ´®°¬³«¥ �°¨­ = "�@�kpm@xr + �klm�lpr# �p � Z Z2  @@u1  �xr@xm@u2 !� @@u2  �xr@xm@u1 !! du1 du2 == "�@�kpm@xr + �klm�lpr# �p � Z Z2  @xr@u1 @xm@u2 � @xm@u1 @xr@u2! du1 du2 == "�@�kpm@xr + �klm�lpr# �p�"2�(�ri ��mj ��rj ��mi ) = Altij "�@�kpi@xj + �kli�lpj# �p�"2 = "2Rkp;ij�p: 2� ¯®¬­¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9.19. �¢  ®²®¡° ¦¥­¨¿ f0; f1 : M ! N £« ¤ª®£® ¬­®£®®¡° §¨¿ M¡¥§ ª° ¿ ¢ ¬­®£®®¡° §¨¥ N ­ §»¢ ¾²±¿ £« ¤ª® £®¬®²®¯­»¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥£« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ F ¬­®£®®¡° §¨¿ ± ª° ¥¬ M � [0; 1] ¢ N , ·²®F (P; 0) = f0(P ); F (P; 1) = f1(P ); 8P 2 M:�²¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ ­¥ ®µ¢ ²»¢ ¥²±¿ ¯®­¿²¨¥ £®¬®²®¯¨¨ ¤¢³µ ¯³²¥©, ² ª ª ª¯³²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬ ¬­®£®®¡° §¨¿ ± ª° ¥¬ { ®²°¥§ª . �²®¡» ®¯°¥¤¥«¥­¨¥° ¡®² «®, ¬» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¯³²¼ ®²®¡° ¦ ¥² ­¥ [a; b],   (a � "; b + "), ² ª·²® (a � "; b + ") � [0; 1] ¿¢«¿¥²±¿ ¬­®£®®¡° §¨¥¬. �®­¥·­®, ¯°¨ ½²®¬ ¬» ¤®«¦­»²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡»F (a; t) = f0(a) = f1(a); F (b; t) = f0(b) = f1(b); 8 t 2 [0; 1]:41



� ¤ ·  9.20. �®·¥¬³ ½²® ­¥®¡µ®¤¨¬® ?�±«¨ ®²ª § ²¼±¿ ®² ²°¥¡®¢ ­¨¿ £« ¤ª®±²¨, ²® ¯®«³·¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ (­¥¯°¥°»¢-­®©) £®¬®²®¯¨¨ ­¥¯°¥°»¢­»µ ®²®¡° ¦¥­¨© f0 ¨ f1 ¯°®¨§¢®«¼­®£® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£®¯°®±²° ­±²¢  M ¢ ¯°®±²° ­±²¢® N .� ¤ ·  9.21. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¨§ ­¥¯°¥°»¢­®© £®¬®²®¯­®±²¨ ¤¢³µ £« ¤ª¨µ ®²®¡° -¦¥­¨© ±«¥¤³¥² ¨µ £« ¤ª ¿ £®¬®²®¯­®±²¼.�¥®°¥¬  9.22. �¥­§®° �¨¬ ­  ° ¢¥­ ­³«¾ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  °¥§³«¼-² ²» ¯ ° ««¥«¼­®£® ¯¥°¥­¥±¥­¨¿ ¯® ¤¢³¬ £®¬®²®¯­»¬ ¯³²¿¬ ±®¢¯ ¤ ¾² (¨«¨, ·²®²® ¦¥ ± ¬®¥, °¥§³«¼² ² ¯¥°¥­¥±¥­¨¿ ¯® ±²¿£¨¢ ¥¬®¬³ § ¬ª­³²®¬³ ª®­²³°³ ±®¢¯ -¤ ¥² ± ¨±µ®¤­»¬ ¢¥ª²®°®¬).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ °¥§³«¼² ² ¯¥°¥­¥±¥­¨¿ ¯® ±²¿£¨¢ ¥¬®¬³ § ¬ª­³²®¬³ ª®­-²³°³ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¨±µ®¤­»¬ ¢¥ª²®°®¬, ²®, ¢§¿¢ ¢ ª ·¥±²¢¥ ­¥£® "-ª®­²³° ¨§ ¯°¥¤»-¤³¹¥© «¥¬¬», ¯®«³· ¥¬ ¯® ­¥©, ·²® ²¥­§®° �¨¬ ­  ° ¢¥­ ­³«¾.�¡° ²­®, ¯³±²¼ 
0; 
1 : (�"; 1+")!M | ¤¢¥ £®¬®²®¯­»¥ ª°¨¢»¥, 
0(0) = 
1(0) =P0, 
0(1) = 
1(1) = P1, £®¬®²®¯¨¿ G : (�"; 1 + ") � [0; 1] ! M ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ½²®¬³³±«®¢¨¾ ¯°¨ «¾¡®¬ t (±·¨² ¥¬ s ¯ ° ¬¥²°®¬ ­  (�"; 1+ "),   t { ­  [0; 1]). �¡° §³¥¬¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ �t(s) | ª ± ²¥«¼­®¥ ¢¤®«¼ G(s; t) ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ t (¢ · ±²­®±²¨,�0(s) ¨ �1(s) | ª ± ²¥«¼­»¥ ª 
0 ¨ 
1), ¨ ¢¥ª²®°­®¥ ¯®«¥ �s(t) | ª ± ²¥«¼­®¥ ¢¤®«¼G(s; t) ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ s. �¡° §³¥¬ ¤«¿ § ¤ ­­®£® ¢¥ª²®°  v 2 TP0M ¢¥ª²®°­®¥¯®«¥ vs(t), £¤¥ vs(t) | °¥§³«¼² ² ¯¥°¥­¥±¥­¨¿ v ¢¤®«¼ 
t(s) = G(s; t) ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­-­®¬ t ¢ ²®·ª³ ± ¯ ° ¬¥²°®¬ s. (� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¯¥°¥­¥±¥­¨¿ ¢ ®¡¹¥¬±«³· ¥ ¬» ­¥ ²°¥¡®¢ «¨ °¥£³«¿°­®±²¨,   ²®«¼ª® £« ¤ª®±²¼ ª°¨¢®©.) �ª §»¢ ¥²±¿,¯®«¥ vs(t) ª®¢ °¨ ­²­® ¯®±²®¿­­® ¢¤®«¼ G(s; t) ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ s.�¥©±²¢¨²¥«¼­®,r�t(s)r�s(t)vis(t)�r�s(t)r�t(s)vis(t)�r[�t(s);�s(t)]vis(t) = Rij;klvjs(t)�kt (s)�ls(t):�® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ vs(t) ¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ±«¥¢  ° ¢­® ­³«¾. � ±¨«³ ° ¢¥­±²¢  ­³«¾²¥­§®°  �¨¬ ­ , ° ¢­  ­³«¾ ¯° ¢ ¿ · ±²¼. �°¥²¼¥ ±« £ ¥¬®¥ ±«¥¢  ° ¢­® ­³«¾, ² ªª ª, ¯®« £ ¿ G(t; s) = (x1(t; s); : : : ; xn(t; s)), ¨¬¥¥¬[�t(s); �s(t)]k = �t(s)j @�s(t)k@xj � �s(t)j @�t(s)k@xj == @xj@s @@xj  @xk@t !� @xj@t @@xj  @xk@s ! = @2xk@s@t � @2xk@t@s = 0:�² ª, ¯®«¥ r�s(t)vs(t) ª®¢ °¨ ­²­® ¯®±²®¿­­® ¢¤®«¼ ª°¨¢®© 
t(s) ¨ ¯® ¯®±²°®¥­¨¾° ¢­® 0 ¯°¨ s = 0 (² ª ª ª v0(t) � v). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, r�s(t)vs(t) = 0 ¯°¨ «¾¡®¬ s, ¢· ±²­®±²¨, ¯°¨ s = 1.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®±ª®«¼ª³ G(1; t) � P1, ²® �1(t) � 0 ¨0 = r�1(t)vi1(t) = ddtvi1(t) + �imk�m1 (t)vk1(t) = ddtvi1(t);². ¥. v1 ­¥ § ¢¨±¨² ®² t. 2 42



10. �¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥ ¨ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¤¨´-´¥°¥­¶¨ «¼­»µ ´®°¬� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª³¾ ±¢¿§­®±²¼ r ­  ¬­®£®®¡° §¨¨ M(­ ¯°¨¬¥°, °¨¬ ­®¢³ ±¢¿§­®±²¼ ­¥ª®²®°®© ¬¥²°¨ª¨) ¨ ¢­¥¸­¾¾ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼-­³¾ ´®°¬³ ! ° ­£  k, ². ¥. ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®¥ ²¥­§®°­®¥ ¯®«¥ ²¨¯  (0; k). �°®-±²° ­±²¢® ² ª¨µ ´®°¬ ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ·¥°¥§ �k(M). �®£¤  ®¯°¥¤¥«¥­ ¢­¥¸­¨©¤¨´´¥°¥­¶¨ « ¨«¨ £° ¤¨¥­² d! ´®°¬» ! ¯® ´®°¬³«¥d! := �(k + 1)!k! Altr!;¨«¨ ¢ ª®®°¤¨­ ² µ(d!)j1:::jk+1 = � 1k! X�2Sk+1(�1)�r�(jk+1)!�(j1):::�(jk):£¤¥ ®¡®§­ ·¥­® �(jk) := j�(k),   � ¢»¡¨° ¥²±¿ ² ª, ·²®¡» ¢ ª®®°¤¨­ ² µ�(�1)� = sgn 1 : : : k; k + 1�(k + 1)�(1) : : : �(k)! ;². ¥. � = (�1)k. � ª ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿, d! | ¢­¥¸­¿¿ ´®°¬  ° ­£  k + 1.�¥¬¬  10.1. �° ¤¨¥­² d! ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ±¢¿§­®±²¨.�¬¥­­®, (d!)j1:::jk+1 = k+1Xs=1(�1)s+1 @!j1:::js�1js+1:::jk+1@xjs :�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ª®¢ °¨ ­²­®© ¯°®¨§¢®¤­®©(d!)j1:::jk+1 == (�1)kk! X�2Sk+1(�1)� "@!�(j1):::�(jk)@x�(jk+1) � kXr=1 !�(j1):::�(jr�1)��(jr+1):::�(jk)���(jr)�(jk+1)# == (�1)kk! X�2Sk+1(�1)� @!�(j1):::�(jk)@x�(jk+1) �� (�1)kk! X¯® ·¥²­»¬ �2Sk+1 kXr=1 h���(jr)�(jk+1) � ���(jk+1)�(jr)i!�(j1):::�(jr�1)��(jr+1):::�(jk) =(¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨·­®±²¨ ±¢¿§­®±²¨)= (�1)kk! X�2Sk+1(�1)� @!�(j1):::�(jk)@x�(jk+1) == 1k! k+1Xs=1 X�2Sk sgn 1 : : : k + 1s� (1) : : : � (s� 1)� (s+ 1)� (k + 1)! @!�(j1):::�(js�1)�(js+1):::�(jk+1)@xjs =43



= 1k! k+1Xs=1 X�2Sk (�1)s�1(�1)� @!�(j1):::�(js�1)�(js+1):::�(jk+1)@xjs =(¢ ±¨«³ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·­®±²¨ !)= 1k! k+1Xs=1 X�2Sk (�1)s�1(�1)�(�1)� @!j1:::js�1;js+1:::jk+1@xjs == 1k! � k! k+1Xs=1(�1)s+1@!j1:::js�1;js+1:::jk+1@xjs : 2� ¬¥· ­¨¥ 10.2. �° ¤¨¥­² ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®© ´®°¬» ¢ ª®®°¤¨­ ² µ ¬®¦­® ¯®-«³·¨²¼ \­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­»¬ ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¥¬". �¬¥­­®, ¥±«¨ ¬» § ¬¥²¨¬,·²® ®¡»·­»© ¤¨´´¥°¥­¶¨ « ´³­ª¶¨¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¢­¥¸­¨¬, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ¥£®¬®¦­® ®¡®§­ · ²¼ ·¥°¥§ df , ­¥ ®¯ ± ¿±¼ ¯³² ­¨¶» (½²® 1-´®°¬ , ª®²®° ¿ ¢±¥£¤ (ª®±®)±¨¬¬¥²°¨·­ ), ²® ¤«¿! = Xi1<:::<ik !i1:::ikdxi1 ^ : : : ^ dxik®¯°¥¤¥«¨¬d! = Xi1<:::<ik d(!i1:::ik) ^ dxi1 ^ : : : ^ dxik = Xi1<:::<ikXi0 @(!i1:::ik)@xi0 dxi0 ^ dxi1 ^ : : : ^ dxik :�®£¤  ½²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¤ ­­»¬ ¢»¸¥.� ¤ ·  10.3. �°®¢¥°¨²¼.� ¤ ·  10.4. �®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥®°¥¬³:�¥®°¥¬  10.5. �³±²¼ !(1) ¨ !(2) | ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­»¥ ´®°¬» ±²¥¯¥­¥© p ¨ q ±®®²-¢¥²±²¢¥­­®. �®£¤ d(!(1) ^ !(2)) = d!(1) ^ !(2) + (�1)p!(1) ^ d!(2):�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼ ¢ ®¤­®© ¨§ ª °² ¤«¿ ´®°¬ ¢¨¤  (¢ ±¨«³«¨­¥©­®±²¨ ¯°®¢¥°¿¥¬®£® ° ¢¥­±²¢ )!(1) = f dxi1 ^ : : : ^ dxip; !(2) = g dxj1 ^ : : : ^ dxjq :�®£¤  ¯® ¯°¥¤»¤³¹¥¬³ § ¬¥· ­¨¾d(!(1) ^ !(2)) = d(fg dxi1 ^ : : : ^ dxip ^ dxj1 ^ : : : ^ dxjq) == @f@xk g dxk^dxi1^: : :^dxip^dxj1^: : :^dxjq+f @g@xk dxk^dxi1^: : :^dxip^dxj1^: : :^dxjq ==  @f@xk dxk ^ dxi1 ^ : : : ^ dxip! ^ �g dxj1 ^ : : : ^ dxjq�++(�1)p �f dxi1 ^ : : : ^ dxip� ^  @g@xk dxk ^ dxj1 ^ : : : ^ dxjq! == d!(1) ^ !(2) + (�1)p!(1) ^ d!(2): 2� ¤ ·  10.6. �®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥®°¥¬³:44



�¥®°¥¬  10.7. �«¿ «¾¡®© ´®°¬» ! ¨¬¥¥¬ d(d!) = 0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �­®¢  ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼ ¤«¿ ´®°¬» ¢¨¤  ! = f dxi1 ^ : : : ^dxip . �®«¥¥ ²®£®, ¥±«¨ ²¥®°¥¬  ¤®ª § ­  ¤«¿ !(1) ¨ !(2), ²® ®­  ¢¥°­  ¨ ¤«¿ ¨µ¢­¥¸­¥£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,dd(!(1) ^ !(2)) = d(d!(1) ^ !(2) + (�1)p!(1) ^ d!(2)) == dd!(1) ^ !(2) + (�1)p+1d!(1) ^ d!(2) + (�1)pd!(1) ^ d!(2) + (�1)p+p!(1) ^ dd!(2) = 0:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®±² «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼ ¤«¿ f ¨ ¤«¿ dxi. �¬¥¥¬d(df) = d( @f@xk dxk) = @2f@xi @xk dxi ^ dxk =Xi<k  @2f@xi @xk � @2f@xk @xi! dxi ^ dxk = 0:�²® ª ± ¥²±¿ dxi, ²® ¯°¨¬¥­¨¬ ¯°®¢¥¤¥­­³¾ ¢»ª« ¤ª³ ª f = xi:dd(dxi) = d(ddxi) = d(0) = 0: 2�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10.8. �­¥¸­¿¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­ ¿ ´®°¬  ­ §»¢ ¥²±¿ § ¬ª­³²®©,¥±«¨ d! = 0, ². ¥. ! 2 Ker d, ¨ ²®·­®©, ¥±«¨ ! = d!1 ¤«¿ ­¥ª®²®°®© ´®°¬» !1, ². ¥.! 2 Imd.�® ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬¥ (®·¥¢¨¤­®, «¨­¥©­®¥) ®²®¡° ¦¥­¨¥ d ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢®¬Imd � Ker d. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ª ¦¤®£® k ®¯°¥¤¥«¥­® ´ ª²®°¯°®±²° ­±²¢® k-¬¥°­»µ § ¬ª­³²»µ ´®°¬ ¯® k-¬¥°­»¬ ²®·­»¬ ´®°¬ ¬. �²® «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®Hk(M) ­ §»¢ ¥²±¿ £°³¯¯®© k-¬¥°­»µ ª®£®¬®«®£¨© ¤¥ � ¬  ¬­®£®®¡° §¨¿ M .�¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥.�¥®°¥¬  10.9. �³±²¼ 
 2 �k(M). � ±±¬®²°¨¬ ³° ¢­¥­¨¥d! = 
: (11)1) �° ¢­¥­¨¥ (11) ¨¬¥¥² °¥¸¥­¨¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  
 § ¬ª­³²  ¨ª« ±± ª®£®¬®«®£¨© [
] = 0 2 Hk(M).2) �¾¡»¥ ¤¢  °¥¸¥­¨¿ !1 ¨ !2 ³° ¢­¥­¨¿ (11) ®²«¨· ¾²±¿ ­  § ¬ª­³²³¾ ´®°¬³:d(!1�!2) = 0. �­®¦¥±²¢® ¢±¥µ °¥¸¥­¨© ¿¢«¿¥²±¿ ª« ±±®¬ ±¬¥¦­®±²¨ «¾¡®£®°¥¸¥­¨¿ ! ¯® ¯°®±²° ­±²¢³ § ¬ª­³²»µ k-´®°¬.3) �°®±²° ­±²¢® ¢±¥µ § ¬ª­³²»µ ´®°¬ ¨§®¬®°´­® ¯°¿¬®© ±³¬¬¥ ¯°®±²° ­±²¢ ²®·­»µ ´®°¬ ±²¥¯¥­¨ k ¨ Hk(M). (�²®² ¯³­ª² ­¥ ®²­®±¨²±¿ ª ³° ¢­¥­¨¾(11).) 2�®  ­ «®£¨¨ ± ®¡° ²­»¬ ®¡° §®¬ ¡¨«¨­¥©­®© ´®°¬» ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¡° ²-­»© ®¡° § ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®© ´®°¬».�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10.10. �³±²¼ f : M ! N | £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ £« ¤ª¨µ ¬­®-£®®¡° §¨©, ! 2 �k(N) | ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­ ¿ ´®°¬ . �¡° ²­»¬ ®¡° §®¬ f�! ½²®©´®°¬» ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«¨«¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¢¥ª²®°­»µ ¯®«¥© ­  M :f�!(~v1; : : : ; ~vk) := !(dP f(~v1); : : : ; dPf(~vk)); ~vi 2 TPM:� ¤ ·  10.11. �°®¢¥°¨²¼, ·²® ¯®«³·¨«¨ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­³¾ ´®°¬³.45



�¥¬¬  10.12. �³±²¼ (x1; : : : ; xm) | «®ª «¼­ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨­ ² ¢ ®ª°¥±²­®±²¨P 2 M ,   (y1; : : : ; yn) | ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ f(P ) 2 N , ² ª ·²® «®ª «¼­® f : M ! N§ ¤ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© ´³­ª¶¨©y1 = f1(x1; : : : ; xm); : : : ; yn = fn(x1; : : : ; xm);  ´®°¬  ! | ! = Xi1<:::<ik !i1:::ik(y1; : : : ; yn)dyi1 ^ : : : ^ dyik :�®£¤  ®¡° ²­»© ®¡° § «®ª «¼­® ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©f�(!) = Xi1<:::<ik !i1:::ik (y1(x1; : : : ; xm); : : : ; yn(x1; : : : ; xm))�� df i1(x1; : : : ; xm) ^ : : : ^ df ik (x1; : : : ; xm): (12)�®ª § ²¥«¼±²¢®.f�(!)(~v1; : : : ; ~vk) = !(dP f(~v1); : : : ; dP f(~vk)) = !(dP f(~v1); : : : ; dP f(~vk)) == 0@ Xi1<:::<ik !i1 :::ik(y1; : : : ; yn)dyi1 ^ : : : ^ dyik1A (dPf(~v1); : : : ; dP f(~vk)) == Xi1<:::<ik !i1 :::ik(y1; : : : ; yn)Alt[i1;:::;ik] ndyi1(dPf(~v1)) : : : dyik(dPf(~vk))o == Xi1<:::<ik !i1 :::ik(y1; : : : ; yn)Alt[i1;:::;ik] (@f i1@xj1 (~v1)j1 : : : @f ik@xjk (~v1)jk) == Xi1<:::<ik !i1:::ik(y1; : : : ; yn)Alt[i1;:::;ik] ndf i1(~v1) : : : df ik(~v1)o == 0@ Xi1<:::<ik !i1:::ik(y1; : : : ; yn)df i1 ^ : : : ^ df ik1A (~v1; : : : ; ~vk): 2�¥®°¥¬  10.13. �¡° ²­»© ®¡° § ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨.1) ¤«¿ f :M ! N ¨ g : N ! K ¢»¯®«­¿¥²±¿ (gf)� = f�g�;2) f�dN = dMf�;3) f�(KerdN ) � Ker dM , f� ¯®°®¦¤ ¥² ®²®¡° ¦¥­¨¥ ª®£®¬®«®£¨©f� : Hk(N)! Hk(M):46



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥°¢®¥ ±®®²­®¸¥­¨¥ ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬». �®ª ¦¥¬¢²®°®¥. �§ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬», ²¥®°¥¬ 10.7 ¨ 10.5 ¨ § ¬¥· ­¨¿ 10.2 ¯®«³· ¥¬f�(d!) = f�0@d0@ Xi1<:::<ik !i1:::ik(y1; : : : ; yn)dyi1 ^ : : : ^ dyik1A1A == f� 0@ Xi1<:::<ik nXs=1 @!i1:::ik@ys (y1; : : : ; yn)dys ^ dyi1 ^ : : : ^ dyik1A == Xi1<:::<ik nXs=1 @!i1:::ik@ys (f1(x1; : : : ; xm); : : : ; fn(x1; : : : ; xm))df s ^ df i1 ^ : : : ^ df ik == Xi1<:::<ik d(!i1:::ik(f1(x1; : : : ; xm); : : : ; fn(x1; : : : ; xm)) ^ df i1 ^ : : : ^ df ik == d0@ Xi1<:::<ik !i1:::ik(f1(x1; : : : ; xm); : : : ; fn(x1; : : : ; xm))df i1 ^ : : : ^ df ik1A = df�(!):� «¥¥, ¥±«¨ d! = 0, ²® df�! = f�d! = 0,   ¥±«¨ !(1) � !(2) = d!, ²®f�(!(1))� f�(!(2)) = f�(!(1) � !(2)) = f�d! = df�!: 2� ¤ ·  10.14. �»¢¥±²¨ ®²±¾¤ , ·²® £°³¯¯» ª®£®¬®«®£¨© ¤¨´´¥®¬®°´­»µ ¬­®-£®®¡° §¨© ±®¢¯ ¤ ¾².�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10.15. �®°¬  
 ±²¥¯¥­¨ k ­  M � I ­¥ § ¢¨±¨² ®² dt, ¥±«¨ ¥¥§­ ·¥­¨¥ ­  «¾¡®© ±¨±²¥¬¥ ¢¥ª²®°®¢ ¢¨¤  ( @dt ; ~v1; : : : ; ~vk�1) ° ¢­® 0.�¥¬¬  10.16. �®ª «¼­® ½²® ° ¢­®±¨«¼­® ²®¬³, ·²® ¢ ° §«®¦¥­¨¨ ¯® ±² ­¤ °²-­®¬³ ¡ §¨±³ ¨§ ¢­¥¸­¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨© dxi1 ^ : : : ^ dxik ®²±³²±²¢³¾² ±« £ ¥¬»¥,±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¢­¥¸­¨¥ ±®¬­®¦¨²¥«¨ dt.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¤¥©±²¢¨¿ ´®°¬» ­  ¢¥ª²®°. 2�¥¬¬  10.17. �¾¡ ¿ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­ ¿ ´®°¬  
 ­  M � I ®¤­®§­ ·­® ¯°¥¤±² -¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ 
 = 
(1) + 
(2) ^ dt, £¤¥ 
(1) ¨ 
(2) ­¥ § ¢¨±¿² ®² dt.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ «¥¬¬  ¤®ª § ­  ¤«¿ ´®°¬ ± ­®±¨²¥«¥¬ ¢ ®¤­®© ª °²¥.�®£¤  ° ±±¬®²°¨¬ ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶» f'�g ­  M ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ \¶¨«¨­¤°¨·¥-±ª®¥" ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶» '0�(x; t) = 'a(x) ­  M � I. �®£¤ 
 =X� '0�
 =X� (
(1;�) + 
(2;�) ^ dt) =  X� 
(1;�)!+  X� 
(2;�)! ^ dt|¨±ª®¬®¥ ° §«®¦¥­¨¥. �«¿ ´®°¬ ¦¥ ± ­®±¨²¥«¥¬ ¢ ®¤­®© ª °²¥ ¤®±² ²®·­® § ¯¨± ²¼¢ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ ¨ ±£°³¯¯¨°®¢ ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ·«¥­».�¤­®§­ ·­®±²¼ ² ª¦¥ ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼ ¢ ®¤­®© ª °²¥. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨! = 
01+
02^dt = 
1+
2^dt ¨  �
01 =  �
1,  �
02 =  �
2 ¤«¿ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨  � ¨§° §¡¨¥­¨¿ ¥¤¨­¨¶», ²®, ±³¬¬¨°³¿, ¯®«³· ¥¬ 
01 = 
1 ¨ 
02 = 
2. �®ª «¼­® ¦¥ 
1 ¨
2 ¢ ±¨«³ «¥¬¬» 10.16 ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ²®«¼ª® ®¤­®§­ ·­® | ®²¤¥«¨²¼ ±« £ ¥¬»¥¢ ° §«®¦¥­¨¨ ¯® ¡ §¨±³ ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¨ ­¥ ±®¤¥°¦ ¹¨¥ dt. 247



�¥¬¬  10.18. �³±²¼ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f0 ¨ f1 ¬­®£®®¡° §¨¿M ¢ N £®¬®²®¯­». �®£¤ ±³¹¥±²¢³¥² «¨­¥©­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ D : ��(N) ! ���1(M), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ¤«¿«¾¡®© ! ±®®²­®¸¥­¨¾ (f�0 � f�1 )(!) = (dMD �DdN )(!): (13)�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ F ®±³¹¥±²¢«¿¥² £®¬®²®¯¨¾ f0 ¨ f1:F :M � I ! N; F (P; 0) = f0(P ); F (P; 1) = f1(P ) 8P 2M:�«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®© ! ­  N ° §«®¦¨¬ F �(!) = 
1 + 
2 ^ dt ¯® ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬¥.�®«®¦¨¬ D(!) := 1Z0 
2(t)dt: (14)� ±¨«³ ®¤­®§­ ·­®±²¨ ° §«®¦¥­¨¿ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬¥ D ª®°°¥ª²­® ®¯°¥¤¥«¥­. �®-±ª®«¼ª³ f�0 = '�0F �, f�1 = '�1F �, £¤¥'0 :M !M � I; '0(P ) = (P; 0); '1 :M !M � I; '1(P ) = (P; 1);²® f�0 (!) = 
1(0); f�1 (!) = 
1(1) (15)(¢ F �
 ¯®¤±² ¢«¿¥¬ dt = 0 ¨ t = 0 ¨«¨ t = 1). � «¥¥,F �dN! = dM�IF �! = dM�I(
1 + 
2 ^ dt) = dM
1 � @@t
1(t) ^ dt + dM
2 ^ dt¨ DdN (!) = 1Z0  � @@t
1(t) + dM
2(t)! dt = �(
1(1) � 
(0)) + dM 1Z0 
2(t) dt: (16)� ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ dMD(!) = dM 1Z0 
2(t)dt: (17)�§ (15), (16) ¨ (17) ¯®«³· ¥¬ (13). 2�¥®°¥¬  10.19. �³±²¼ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f0 ¨ f1 ¬­®£®®¡° §¨¿ M ¢ N £®¬®²®¯­». �®-£¤  f�0 = f�1 ¢ ª®£®¬®«®£¨¿µ.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ § ¬ª­³² ¿ ´®°¬  ! ­  N ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ª« ±± ª®£®¬®«®£¨©[!]. � ª¨¬ ®¡° §®¬, dN! = 0. �«¿ ®²®¡° ¦¥­¨¿ D ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬»(f�0 � f�1 )(!) = (dMD �DdN )(!) = dM (D!)¨ ¤ ¥² 0 ¢ ª®£®¬®«®£¨¿µ. 2� ¤ ·  10.20. �»·¨±«¨²¼ ª®£®¬®«®£¨¨ ¤¥ � ¬  ¬­®£®®¡° §¨©48



1) �­²¥°¢ «  (a; b).2) �ª°³¦­®±²¨ S1.3) �¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ­±²¢  Rn.4) �´¥°» S2.5) �«®±ª®±²¨ R2 ± ®¤­®© ¢»ª®«®²®© ²®·ª®©.6) �«®±ª®±²¨ R2 ± ¤¢³¬¿ ¢»ª®«®²»¬¨ ²®·ª ¬¨.� ¤ ·  10.21. �®ª § ²¼ «¥¬¬³ �³ ­ª °¥: «¾¡ ¿ § ¬ª­³² ¿ ´®°¬  ­  «¾¡®¬ ¬­®-£®®¡° §¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ «®ª «¼­® ²®·­®©.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10.22. �³±²¼ ­  £« ¤ª®¬ ®°¨¥­²¨°®¢ ­­®¬ ¬­®£®®¡° §¨¨ M ,dimM = n, § ¤ ­  ´®°¬  ! ¬ ª±¨¬ «¼­®© ±²¥¯¥­¨ (². ¥. deg ! = n) ± ª®¬¯ ª²-­»¬ ­®±¨²¥«¥¬ ¢ ®¤­®© ª °²¥ (U;'�) ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ (x1�; : : : ; xn�). �¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥,¥±«¨ ­¥ ®£®¢®°¥­® ¯°®²¨¢­®¥, ¯®¤ ª °²®© ¢±¥£¤  ¯®¤° §³¬¥¢ ¥²±¿ ª °²  ¨§ ®°¨¥­-²¨°³¾¹¥£®  ²« ± . �¯°¥¤¥«¨¬ ¨­²¥£° « ®² ! ¯® U ´®°¬³«®©ZU ! := Z'�(U)�Rn !�12:::n dx1� : : : dxn�: (18)�¥¬¬  10.23. �­²¥£° « ®¯°¥¤¥«¥­ ª®°°¥ª²­®, ². ¥. ¯° ¢ ¿ · ±²¼ (18) ­¥ § ¢¨±¨²®² ¢»¡®°  «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² ¢ ¯°¥¤¥« µ U .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ (U;'�) | ¤°³£ ¿ ª °²  ­  U ± «®ª «¼­»¬¨ ª®®°¤¨­ ² ¬¨(x1�; : : : ; xn�). �®£¤  ¯® ¯° ¢¨«³ § ¬¥­» ª®®°¤¨­ ² ¢ ª° ²­®¬ ¨­²¥£° «¥ ¨ «¥¬¬¥ 6.30¢ ±¨«³ ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ®°¨¥­²¨°®¢ ­­®±²¨ ®¡¥¨µ ª °²Z'�(U)�Rn !�12:::n dx1� : : : dxn� = Z'�(U)�Rn !�12:::n � �����det 




@xi�@xj�




 ����� dx1� : : : dxn� == Z'�(U)�Rn !�12:::n � det 




@xi�@xj�




 dx1� : : : dxn� = Z'�(U)�Rn !�12:::n dx1� : : : dxn�: 2�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10.24. �³±²¼ M | £« ¤ª®¥ ®°¨¥­²¨°®¢ ­­®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥,dimM = n, ´®°¬  ! ¬ ª±¨¬ «¼­®© ±²¥¯¥­¨ (². ¥. deg! = n) ± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®-±¨²¥«¥¬. �«¿ «®ª «¼­® ª®­¥·­®£®  ²« ±  f(U�; '�)g ¨ ¯®¤·¨­¥­­®£® ¥¬³ ° §¡¨¥­¨¿¥¤¨­¨¶»  � ®¯°¥¤¥«¨¬ ¨­²¥£° «ZM ! = I(M;!; f(U�; '�;  �)g) :=X� ZU�  �!:� ¤ ·  10.25. �®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ «¥¬¬³:�¥¬¬  10.26. �­²¥£° « ®¯°¥¤¥«¥­ ª®°°¥ª²­®, ². ¥. ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®° f(U�; '�;  �)g. 49



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ ³ ­ ± ¥±²¼ ¤¢  ° §­»µ  ²« ± , ²® ¢®§¼¬¥¬ ¨µ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥,  ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶» ¤®¯®«­¨¬ ­³«¥¢»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨. �«¿ ª ¦¤®£® ¨§ ­¨µ ¨­²¥£° «­¥ ¨§¬¥­¨²±¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ­ ¤® ¤®ª § ²¼I(M;!; f(U�; '�;  �)g) = I(M;!; f(U�; '0�;  0�)g):�¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ (ª ¦¤®£® ±« £ ¥¬®£®) ®² ¢»¡®°  ª®®°¤¨­ ², ². ¥. '�, ³¦¥ ¤®ª § ­ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬¥. �² ª, ®±² «®±¼ ¤®ª § ²¼, ·²®I(M;!; f(U�; '�;  �)g) = I(M;!; f(U�; '�;  0�)g):�®«®¦¨¬ 
� :=  � �  0�, � = 1; : : : ; N , ² ª ·²®kX�=1 
� = 0; k = N: (19)�®£¤  ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±¢®¤¨²±¿ ª ¯°®¢¥°ª¥ ´®°¬³«»kX�=1 ZU� 
�!; k = N; (20)ª®²®°³¾ ¬» ¡³¤¥¬ ¯°®¢®¤¨²¼ ¨­¤³ª¶¨¥© ¯® k. �. ¥. ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿ k =1; : : : ; N � 1 ¨ ¯°®¨§¢®«¼­»µ 
� : 0 ! R+ ± supp 
� � U� ´®°¬³«  (19) ¢«¥·¥²(20) (¤«¿ k = 1 ½²® ²°¨¢¨ «¼­®). �³±²¼ £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ � : M ! [0; 1] ° ¢­ 1 ­  supp 
N � UN ± supp� � UN . � ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨¬¥¥²±¿ ¢ ±¨«³ ­®°¬ «¼­®±²¨²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  M . � ª¨¬ ®¡° §®¬,�
N � 
N ; 
N = � N�1X�=1 
� = � N�1X�=1 �
�; supp (�
�) � (UN \ U�):�®½²®¬³ NX�=1 ZU� 
�! = ZUN 
N! + N�1X�=1 ZU� 
�! = �N�1X�=1 ZU� �
�! + N�1X�=1 ZU� 
�! == N�1X�=1 ZU� (
� � �
�)!: (21)�®±ª®«¼ª³N�1X�=1(
� � �
�) = N�1X�=1 
� � �N�1X�=1 
� = N�1X�=1 
� + �
N = N�1X�=1 
� + 
N = NX�=1 
� = 0;²® ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¨¬¥­¨²¼ ª (21) ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¨­¤³ª¶¨¨. 2�·¥¢¨¤­® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥�°¥¤«®¦¥­¨¥ 10.27. �­²¥£° « ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¥©­»¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬ ­ ¤ R�ncomp(M;Or)! R:50



�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10.28. �¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¡º¥¬ ª®¬¯ ª²­®£® °¨¬ ­®¢ ¬­®£®®¡° §¨¿ ª ª  ¡±®«¾²­³¾ ¢¥«¨·¨­³ ¨­²¥£° «  ®² ´®°¬» ®¡º¥¬ .� ¤ ·  10.29. �®ª § ²¼, ·²® ¯°¨ ±¬¥­¥ ®°¨¥­² ¶¨¨ ¨­²¥£° « ¬¥­¿¥² §­ ª.� ¤ ·  10.30. �®ª § ²¼, ·²®, ¯°¨ ­¥ª®²®°»µ ¥±²¥±²¢¥­­»µ ®£° ­¨·¥­¨¿µ ­ ª °²», ¬®¦­® ¢»·¨±«¿²¼ ¨­²¥£° « ®² ´®°¬» ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ° §¡¨²¼ ¬­®-£®®¡° §¨¥ ­  ª³±ª¨, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ «¥¦¨² ¢ ®¤­®© ª °²¥, ¯°®¨­²¥£°¨°®¢ ²¼®£° ­¨·¥­¨¿ ´®°¬» ¢ «®ª «¼­»µ ª®®°¤¨­ ² µ,   °¥§³«¼² ²» ±«®¦¨²¼.�¥®°¥¬  10.31. (�¡¹ ¿ ´®°¬³«  �²®ª± ). � ±±¬®²°¨¬ £« ¤ª®¥ (ª®¬¯ ª²­®¥)®°¨¥­²¨°®¢ ­­®¥ ¬­®£®®¡° §¨¥ M ± ª° ¥¬ @M , dimM = n, ¨ ¢­¥¸­¾¾ ¤¨´´¥°¥­¶¨- «¼­³¾ ´®°¬³ ! (± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬ ­ M , ¥±«¨ ¬­®£®®¡° §¨¥ ­¥ª®¬¯ ª²­®),deg ! = n � 1. �¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ®¡¹ ¿ ´®°¬³«  �²®ª± (�1)n ZM d! = Z@M ! �= Z@M '�!� ; (22)£¤¥ ' : @M !M | ¢«®¦¥­¨¥ ª° ¿.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ «¨­¥©­®±²¨ ®¡¥¨µ · ±²¥© ´®°¬³«» (22) ¯® !, ¤®±² ²®·­®¥¥ ¯°®¢¥°¨²¼ ¤«¿ ´®°¬» ! ± ­®±¨²¥«¥¬ ¢ ®¤­®© ª °²¥ (¯®±ª®«¼ª³ ! = P�  �!, £¤¥f �g | ° §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶», ¯®¤·¨­¥­­®¥ ­¥ª®²®°®¬³ («®ª «¼­®) ª®­¥·­®¬³  ²« ±³)¨ ¨¬¥¾¹¥© ¢¨¤! = f(x1; : : : ; xn) dx1^: : :^dxk�1^dxk+1^: : :^dxn; d! = (�1)k�1 @f@xk dx1^: : :^dxn;£¤¥ f : Rn+ ! R | £« ¤ª ¿ ´³­ª¶¨¿ ± ª®¬¯ ª²­»¬ ­®±¨²¥«¥¬. (�·¨² ¥¬ ª °²³± ®¡° §®¬ Rn+) � ¯®¬­¨¬, ·²® xn � 0 ¨ @M µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ³±«®¢¨¥¬ xn = 0.�®®²¢¥²±²¢¥­­®, ° ±±¬®²°¨¬ ±­ · «  ±«³· © k � n � 1, ².¥. k 6= n. �®ª «¼­®¢«®¦¥­¨¥ ª° ¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤' : @M !M; '(x1; : : : ; xn�1) = (x1; : : : ; xn�1; 0);¨ dxn = 0, ² ª ·²® '�! = 0 (±°. (12)). �«¿ «¥¢®© · ±²¨ (22) ¨¬¥¥¬ZRn+ d! = ZRn+ (�1)k�1 @f@xk dx1 : : : dxn == (�1)k�1 ZRn�1+ 8<: +1Z�1 @f@xkdxk9=; dx1 : : : dxk�1dxk+1dxn == (�1)k�1 ZRn�1+ nf(x1; : : : ; xk�1;+1; xk+1; : : : ; xn)��f(x1; : : : ; xk�1;�1; xk+1; : : : ; xn)o dx1 : : : dxk�1dxk+1dxn =51



= (�1)k�1 ZRn�1+ n0 � 0o dx1 : : : dxk�1dxk+1dxn = 0(§ ª®­­®±²¼ ¯¥°¥µ®¤  ¨ ° ¢¥­±²¢® ­³«¾ ¢ ±¨«³ ª®¬¯ ª²­®±²¨ ­®±¨²¥«¿).� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· © k = n. �¥¯¥°¼ZRn+ d! = ZRn+ (�1)n�1 @f@xn dx1 : : : dxn == (�1)n�1 ZRn�10 8<: +1Z0 @f@xndxn9=; dx1 : : : dxn�1 == (�1)n�1 ZRn�10 nf(x1; : : : ; xn�1;+1)� f(x1; : : : ; xn�1; 0)o dx1 : : : dxn�1 == (�1)n ZRn�10 f(x1; : : : ; xn�1; 0) dx1 : : : dxn�1 = (�1)n ZRn�10 '�!(§ ª®­­®±²¼ ¯¥°¥µ®¤  ¨ ° ¢¥­±²¢® ­³«¾ ®¤­®£® ¯°¥¤¥«  ¢ ±¨«³ ª®¬¯ ª²­®±²¨ ­®±¨-²¥«¿). 2� ¤ ·  10.32. �»¢¥±²¨ ¨§ ®¡¹¥© ´®°¬³«» �²®ª±  ´®°¬³«»1) �°¨­ ;2) �²®ª± ;3) �±²°®£° ¤±ª®£® | � ³±± .
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