
�������� 
 ����	
  -  ���
 �
�	
, ����
��
� ���������� � ������ � ��� �
������ ����� 

�
	����������� ������� �������, �������
 � �������� �
�����,  � �
	��� �� ��������. 
 �������� ����� �������� ������� - �	���������
�
���. ��� ��
���, ��� ������ 

�������� � �����
� ��������� ����
 ����� �
��������  ������	��� �������
��, 	������ 
�� ������ ��� ����
��� �	���
���� �
� �����. !
��� ������ ��������� ��� ��� �
 ���	 
�
���
��	�:  ���������� �
���
�����	
� �����
 �
���"�  ������	�"� �������. #���� 
���"� �����
, ���������� ��� ��
 - ����������	�� � ���������� � ��������� ����� ����	�� 
�
�������
����� ����� 	���
������"� ���������
���. ��� ��� ��������� ���" ���"
. 

 $������  �
�
�
  ���	� ������� � ���, ����� ����
�
 � �
��� ����
��� �
	�� 
	
�����  ������	�"� ���
, 	����
� �
������ ����� ���
�
�� �������
 �"� � ���������
�� 
�
	�� ����������� ����� �������
�� ������, 	
	�� ���������� ����� �������
�� 
������"� ���
. 

 %�
	,  ���	
 ����
�� �����
 �	���
���"� �
� ���
 � ����
�� �� �������
. &� ���
� 
�����
 �������� �"�
��������. $�� ����
��� ������� ��"� ��� ���"� ������� ������
���� 
�� ����
��� ���
	� ������������ ��� �
���"� 	��"
 ������� �������
 � �����. � ���� � 
�
	���
���� ��	������ �����"� - �� ���"� ���"����
��� ����
�
 "�
����. $������� ������� 
 ������	�' �������: 

1)  (�� �	��
��' ��
�
 ��������  ���	�: �������������� ( ����
���
�
� �����
 ); 
���"��������
�
� ( 5-8 	�. ); ������ � �' �
�. ���
������ ( 9-11 	�. ) 

2)  II �
	�� &
����
 - �����
 ��������
� � 	�
������	��  ���	� � � ����)�
�
��' 
������
' ������
 ( %*� ) 

3)  !
	��� #�����
 - �����
 �������� ��
��� 	
	 �
����
�
��' ����	 ��� ����
 
�������"� �
������ � �
	���� ����� ������ ���������
����� ( �(� ) 
 �������	�� ������ �������� �
���
�����	���, �� �� �
���
��	
 �������� �' 
�������. #������������� ����������� �����  ������	��� �������
�� ���������� � 
�����
�
�� ���������, �
�������� � �	���������
�
��' ��������
��� � ���
 ���
�
���� 
�
 ���	� �
���
��	�. ���
	� ���"�"� ���	
 ��� ����������  ������	�' ������ �� 
����������. 
 #��� ����� ( ��� �	���������
�
��� )  ���	� �
�����
� �
 ��� �������
 � ������� 
�� 6 �
������: 
+,-.&%#.                                                             II  ������� 
(,/+�0%&.+%#. % *(.(. �%!%#.    
�1,#(/%2,*(��  %  +.3&,(%!+                   III  ������� 
 ��1&4        
�$(%#.                                                                    IV  ������� 
.(�+&.5 % 50,/&.5 �%!%#. 
 
 �������� ������	�:      *
���
�� %.�. #��� �����  ���	� �.1-3 
                                                                              #���  ���	� �.1-3 
 0���������
��� :          5����	��, 0���
  #���  ���	� 
 !
�
���	:                         %����� %.,. !
�
�� �� �����  ���	� 
 

+,-.&%#. 

%�
	, ����'���� 	 ��'
��	�, 	����
� ������� �� 4 �
����: 
1) #����
��	
 
2) 0��
��	
 � ��
��	
 
3) !
	��� ��'�
����� 
4) #����
��� 



3�
�
1.#����
��	
   

1.1+�'
�����	�� �������� 
0�������� � ����	�� ������ ����
 �
���
���� ���	�� ��������� ������. $��������� 

 ����� �������� �������� ��'
�����	�� ��������, 	������ �
	���
���� � ��������� � 
�������� ������� ��������� ��� ��� �' �
���� ���" ���������
�� ���"
. � ���� �
��� 	���
 
����� ����
�
�� �������� ���' �����
��' ��6�	��� - �
����
�
��� ���	� � 
�������� 
������"� ���
 (.((). ��� ���
���� ��� ��"�, ����� ������
 �
������ ����� �
	����������� 
��'
�����	�"� ��������. 

+
����
�
�
� ���	
 - ����, �
����
�� 	�����"� ����� ���������
 �� ��
������ � 
�
���������� �� ���"�' ��� � �
���� �
�
��. $�����
�� �
	�"� ��6�	�
 ��"�� ���
 !���� 
��� �� �������� ��	��" *���)
 (�� �� ��� ������	
, �
'�����"��� �
 �� �����'�����); 
����	��
 � �
��������� "
��. 

.�������� ������� ���� - ��� ����, �� ���
)���� 	�����"� (�� �� �
����
��) ����� 
���������
 � �������' �
���� �
�
��. 
#
	 ���� �� ����������� ��'
�����	�"� ��������, ����'����� ���������
 ���� ������
, �� 
���
 �� ����, ���������
�� 	�����"� ����
���� ��������. #���� ��"�, �����
 ���
 
���������
 ������
 	������
�, ����
��
� � ���� �����, � ������ ��� ��������� �������. 
��� ��� ������ �
���
���� �������� ������
. $������� �
	�� ������� ������
 ����� ���
 
��	
����
� ������
 	������
� � �
�
��� � ��	������ ���	� � ��	�������. %��"�
 � 	
������ 
������� 	������
� �����
�� � ������	�� ��� )����������	��.  

(����
 �� ����� ������
��� ���������
 
��������� ���
 � ������
�����. $���
   
�
����
�
�
�   ���	
 �
'����
�
 � ��������� 1 � 
����������
�
 � ��������� 2 . 1����, 
���������
� ���	�, ����� 	������    ���'�����    
����, �
���
���� ��
�	������, 
 �� ����
 
'
�
	�������� ���������� ���
. (
	 	
	 ���
 - 
��� ����
 , �� ��
 �� ����� ���
 ����)
���
���.  
$� '
�
	���� ��
�	����� �������� ����� 
�
������
 �
 ��
 ���������' ���
, 	������ �� � 
����� �
�
�
: ������������� � �������� �� 

�	��������. %� ��
	 �������� ����� ����
���
 �����, �
�� ����
 ������� ��������. 
������	 ��	�
�, ����������� �� ����� ���	� ��
�	����� � ���"��, �
���
���� 
������������. $���������� '
�
	���������� �� ���
	� ������ �����	
 �
, �� � �"� 
�
��
�������, ������� ����������� - ��� ������	 �� �����	��, �� ���
 ������. !
	��� 
�������� �
	�' ������� �������, ��� �����. ��	���
 �	�
���
���� ��� �����
���� 
"����������	�.  
 �������� �������� �������
 ��	�����. 
1). *������� � �����
��� ��	����� (� �
�
������ ��	���
 ����� ����� �������� ������ 
��� ��� - ������ �������	� �
� ��	���). 

          a  +  b  =  c 
          b  =  c  -  a 
      a  +  b  =  b  + a  - �������� 	�����
��������  
          �=a  +  b - �����
 ����� 

2). 7�������� ��	���
 �
 ����� 
 b  =  αa                   
 
         b =   α a 

  
 
           Z 
 
                                 1 
                      r1 
                                             2 
                                    r2 
                                                          Y 
X 

      a            b 
 
 
                 c 

                  a                                             a 
      α > 1                                       α < 1 
                         b               b 



3). $���	)�� ��	���
 �
 ��
 - ��� ������	 ������, ����	
���� �
 ��� ����� 
��������	����
��, ���������� �� �
�
�
 
� 	��)
 ��	���
 
 Ax = ACosα 
 
 cx = ax +  bx  ����   c  =  a  +  b 

4). $�����
������ ��	���
 � ����	)��' �
 ���. 
��	��� �������
� ������������ �
�
���� ���' ��
�����: 
A ≡ (Ax , Ay, Az) 
A  = Ax ex + Ay ey + Az ez , "�� ex , ey , ez  -  ���� (��������� 
��	���
) ��������������� ���: 
ex=ey=ez = 1 
5). *	
������ ������������ ��	�����. 
A B = AB Cos ( A,B). � �����
�
�� �����
���� 
�	
���. ����������� �������: 
	�����
�������� -  A B  =  B A 

���)�
�������� - (A B) C = A (B C) 

�������, ���  A B = 0 , ����  Cos(A,B) = 0, 
�� ���
 ��	���
 ��
���� ��������	������. 
6). +����
 ��	���
 A. 
0�� ����������� ������ ��	���
 ����� �"� ����	)�� �
 ��� ������
������  ������� 
�	
�����"� ������������ ��� ����"� ��	���
 

( ) ( )A A A e A e A e A e A e A e A A e ex x y y z z x x y y z z x y x y= = + + = + + + +
� 2

2 2 2 2 2 2 ...... . 

(
	 	
	  ex
2 = ey

2 = ez
2 =1, 
  exey = eyez = exez = 0, ����� � �����
�
�� 

A A A Ax y z= + +2 2 2 . 

7). ��	������ ������������ ��	����� A � B - ��� ��	���, �����
�
���� ��������  [AB] ���  
A××××B � ������������  �������: [AB] = AB Sinα n, "�� 
A � B - ������ ��������
���' ��	�����, α - �"�� ����� ��	���
��, n - ��������� ��	��� 
����
�� 	 ����	���� � 	������ ���
� ��	���� A � B. &
��
������ n �����
���� �
	, ����� 
��������
���
����
 ��	����� A,B,n ���
�����
�
 ��
���������� �������:  
���� �������
 ����
 ��	���
 n , �� ������� �� 	�
��
�����  ����  
�� �����"� ����������� 	� ������� �������������� �� �
����� �����	�. 
�������, ��� ��	������ ������������ �
�
����
��' ��	����� �
��� 
����. 
8).   /
���� - ��	���  -  ��	���, ����������� �� �
�
�
 	������
� � ���	�,  

� 	������ �
'������ � �
���� ������ 
���������� ����. ,"� ����� ���
���
 � 
����	)��' �
 ���: 
 
    r  =  x ex  +  y ey  +  z ez ; 
 

    r = r = x y z2 2 2+ +       
 

1.2 *	�����
: ������
� � �"���
� 
�	������. 

     A                         B 
 
            α                             X
     Ax                     Bx 

                 Z 
 
               Az                     
                                A 
                  ez 
                         ey             Ay       Y
              ex 
        Ax 
 
   X 

        A  
 
            α  
                         B  

        A  
 
 
     n                   B  

  
 
           Z 
 
            z                   A 
                      r 
 
                           y                             Y 
X            x 



#���� 	������
�, ����������� � ����, �
���� ��������� �������� ����� �������� � 
����
��
� � ���� �	�����
. ,��� ���� �
 ����� �
���� ��������	� ������� ���'���� 
�
���� ����, �� �������� �
���
���� �
���������; ��"�
 �������
 v = S / ∆t ����� 
���������
 �	�����
 �������� � ����� ������ �������. ,��� �� �������� � ������� ���"� 

������� ���� ���
���������, �� ��
 �������
 ����� �
	 
�
���
���� ������� �	�����
� < v > = S / ∆t. -��� � 	
���� 
������ ������� �	�����
 ����� ���
 � �� �
��
 ������� 
�	������, �� ������� �	�����
 '
�
	�������� �������� �
 
���� ���������	 ������� � )����. 2���� ������� 	 
�"�������� �	������, �
������ "�
 �	 �
��������� 
���������"� ���� �� �������. �������, ��� tgα = S / ∆t. 
(����
 ����� ����
�
�
 ���������	 ������� ∆t. $������ 
v1 = ∆S1 / ∆t1 - ������� �	�����
 �
 ��������	� ������� ∆t1. 

(�"�
 lim∆

∆
∆t

S
t

v→ =0  - �"������
� �	�����
 ��� ������ 

�	�����
. ��� �
	 �
���
��
� �����
� �	�����
, �� ���
 �	�����
 ���������� ����. ��
 
�������
, ���
	�, �� '
�
	�������� �
��
������ ��������. 

�������
 �� 
t

lim 0t ∆
∆= →∆

r
v  �
���
���� ��	����� �	������ � 

�����
 ���"� ������
�	
. %�
�� ��� ����� �
���
�
 v = dr/dt - 
���������
� �� �
����
 - ��	���
 �� �������. � ����	)��' �
 
��� 	������
� �	�����
 ����� �
���
�
 �
	: 
v = vx ex + vy ey + vz ez, 
"�� 
vx =dx/dt,  vy = dy/dt,  vz = dz/dt. 

 !�
� �
��������
 �
���� - ��	���
 r(t), ����� ���������
 �	�����
 ���
 � ����� 
������ �������. &� �
��� ������
���� � ���"
� �
�
�
: �������
 �
��������
 v(t) � �
�� 
���������
 ���������� ���
. � ���� ����
� ������
�� 

��������� ���
���. �����
�� �
	�� 
���������	 �������, ����� 
∆ti << 1 (����� ��	����). (�"�
 �������� 
� ���� ���������	 ������� ����� ����
�
 
�
��������� � ���������� ���
 
∆Si = vi ∆ti (�
 �����	� ��� ����
�
 
�
����'��
���"� ������"��
��	
). 
���
 �� ���
, ���������� ����� �
 ����� 
�� t1  ��  t2, ����� �
��� 

S ≅ ∆ ∆S v ti i i
i

N

i

N

=
==
��

11

. 2�� ���
�� 

���������	 ������� ∆ti, ��� ������ �� ����� ���������
 ���������� ���
. (
	�� 

���
���, S = lim∆t→0 v t v t dti i
i

N

t

t

∆
=
� �=

1
1

2

( )  ����������� 	
	 ������������ ����"�
� �� ������ 

�	������. &
 "�
 �	� �
��������� �	������ �� ������� ���������� ���
 �������� �
��� 
����
�� ��� 	�����, �"�
�������� ������
�� ������� t1 � t2. 

        V

        vi

                                                                                                    t

                         t1    ∆ti                        t2
 

       S 
        
 
   ∆S1 
 
 
                  α 
                     ∆t1           ∆t       t 

        Z          ∆S 
 
 
 
            r1    ∆r  
                        r2           Y 
 X 



 (����
 �
��� ����������� ��� ����� ��������, ������
���� �������� 
�
����
�
��� ���	� - �"����� �	������. 0�� ���"� �
�������� ��
����� �
��"� �
��	
 . 

�
 �����	� ��	��" ��	������ ���	�. 
1����, ��������	�����
� ����	���� 
��
�����, ���'����
� ����� ���	� �’, 
�
���
���� ��
� ��
�����. !
 ��	������ 
����� dt ���	
 . ��������
�
 �
 �"��  dϕ. 
(�"�
 ����� ������ ������� �"����� 

�	������ ω
ϕ

=
d
dt

. &� ��� ����������� �� 

���
�
�� �
��
������ ��
����� �
��	
. 
2���� ��� ���� ���������� ������
���, 
������ �
	 �
���
���� ��
������� ��	��� 

ϕϕϕϕ � ωωωω. ��� ��	���
 ��������	������� ����	���� ��
����� � ����
���� � �
��
������� 

��
����� �
��	
 ��
����� ��
��"� ����
. %�
	, ωωωω = 
dt
dϕ

. &
���� ����
 ����� ��	���
�� 

�������� � �"����� �	������. 0���
 ��"�, ����
��
��� �
 �"�� dϕ �
��
, � ����� ������� 
 v dt = R dϕ , ��"�
 v = R dϕ/dt = ω R. &
��
������ ���' ���' ��	����� ����
�� ��
����� 
��
��"� ����
 (��	������ ������������ ��	�����), ��"�
 
v = ωωωω ×××× r = ωωωω ×××× R 
 

1.3 7�	������. 
 ,��� �	�����
 ���
 ��������
, �� �������� �
���
���� �
���������. ,��� �� ��
 
��������, �� �����
������ ��� ����
��� ��������� �	������ ���"
� �������
 - ��	������. 
��� ������������ �
	: 

a = lim ∆t→0 ∆v / ∆t = dv/dt, ��� a = �
�

�
�
�

�

dt
d

dt
d r

. $�����
��� a � ����	)��' �
 ���: a = ax ex + ay ey 

+ az ez. 0�� ��"�, ����� �����
, ��-�
 ��"� �����	
�� ��	������, ������
��� ��	��� �	������ 
� ���� ������������ ������ �	������ �
 ��������� ��	���, ����
�
���� �� �
��
������ � 
�
��
������� �	������ ���
 ev = v / v  = ττττ (��
�� ���� ��	��� �
���
�� �
�"��)�
�
���): 
v = v ττττ. (�"�
 ��	������ ����� �
���
�
 �
	  
�

� �
�

�

a
dv
dt

d v
dt

dv
dt

v
d
dt

= = = +
( )τ

τ
τ

. 

/
��������, 	
	 ����� ���� ��� ���
����� � ���' ������' ����
�'. 
 1). $������������ ��������: ��� ���� �
��
������ �	������ �� �������� � ττττ = Const 
� a = dv/dtττττ. 

 2). /
��������� �������� �� 
�	��������: ��� ���� a = dv/dt = 0 � v = Const, 
��"�
 a = v dττττ/dt. 
�������� ����������� �� ��������"� ��	���
 
ττττ � ��������� �� �
��
������: 

n
R
v

n
t
n

lim
t

lim
dt
d *

0t0t

��
���

=ω=
∆
ϕ∆=

∆
τ∆=τ

→∆→∆
. 

� ���' ����������' �����
���
�� ������� 
����"��
��	�� � �
	�� ��, ��� 
ττττ(t)=ττττ(t+∆t)=1. (
	�� ���
���, � ���� 
����
� ��	������ �
��
����� ��������	������ 

                               ωωωω

                              v2

                                                                    v1

                                 �’          dϕ
                                                   R

                                                   r
                                  O  

                                              ττττ(t)

                              ∆ϕ                                    ττττ(t)

                                                          ∆ϕ
                                                                    ∆ττττ
                                    ττττ(t+∆t)  



�	������ � �
���
���� )��������������
���: a = v2/R n. 
 $������ ����� ���
����� ��� ��	������, �
���
���� � �
	 �
���
���� ������������ 
������� 	������
�: � ����	)��' �
 �
�"��)�
�
��� � ����
�
��� �
��
������ �� 
��������� 	 ��
�	����� ��������: 

a = aττττ + an =   
dv
dt

ττττ + 
v
R

2

 n  =  aτ ττττ + an n ; a =  a a nτ
2 2+ . 

$�� ����  ττττn = 0 � aτ =
dv
dt

; an = 
v
R

2

 = ω2 R. 

 
1.4    /��
 �
�
�
��' ������� 

 %�
	, ���� �������
 �
��������
 r(t), �� ����� ������
��� �
��� �
��������
 
�	������ � ��	������ �� �������. ���
	�, ��� ������� ���
���� �
�
�� ��'
��	� (�������
 
�
��������
 ��	������ �� ������� � �
�� �
��� �	�����
 � �
����-��	���) �����	
�� 
������������ �����������. !�
��� a(t) ������
�����, ����'����� ��� ��
�
 �
	 �
���
���� 
�
�
�
��� �������, 
 ������: �
�
�
��� ��������� ���
 r0 � �
�
�
��� �	�����
 v0. 
 7������� � ����: 

�
	 	
	 a = dv/dt, �� dv = a dt � v = � a dt + C1. �����	
�� ��
 	����
��
 ������, ��� ��� 

���
���� ��  ����)����
��� ��
 �����
�� - dC1 / dt = 0. % ���������
 �� ����� ���
	� ��
� 
��
����� �	������ � �
�
�
��� ������ ������� vt=0 = v0. 0
���, ��
�, ��� v = dr / dt, 

�����
�� r = � v dt + C2. 

�	���
���
�� r(t) = �� a dt dt’ + C1 t + C2. ��� ����� ������� ���
���� �
�
�� ��'
��	�. % 

����
 ����'����� ��
�
 ��	��� r|t=0 = r0, ��� �� ���������
 �
�����  �������, 
��������������� �
����� ����
�. � 	
������ ������
 �
�������� �������� ���
 � ���� 

���� ������� (�� ���� ������� ���
 �������) � ��	������� g: a = g = Const. (�"�
 v = � g dt 

+ v0 =  v0 + g t � r = r0 + v0 t +g t2/2. 
 
 3�
�
 2. 0��
��	
 � ��
��	
. 
            1.5 %���)�
�
��� ������� ������
, I �
	�� &
����
. 
,��� �
���
����
�
 �������� ��	�����"� ��6�	�
, �
������ �
�����
, � �
���' ������
' 
������� (� �����, �� �
���
 �
�����
 ��� �� ���"�"� �
�����
), �� � ��"�����
 ��� ����� �� 
�
�����. � 	
������ �
"�����"� ������
 �����
��� ��
�	����� �������� ���	� �
 ����� 
	����
 �
"��
 �����
 � ���' ������
' ������
: 
       *� - �
"�� �����
    *�  - �
����
���
 �
 !����. � �����
�
�� ����
�  

	���
� - �	�������
, 
 ����
� - )�	����
. 
(
	�� ���
���, ����� ������� ������
 ��� 
	
���� 	��	������ �
�
�� ����
 �
��� - �� 
����� 	
	 ����"���
 �������, �
	 � ��������
 
�"�. 

 



 %��� ��� ��� �����, �
�������� �������� �
����
�
��� ���	� . � ���' ������
' 
������
, 	������ �������� � ������
����� ���" ���������
�� ���"
 �� �	�����
� v0, 
 
�
�������� ����� �
�
�
�� 	������
� ���' ������ r0. ��� �������� ��"�� �
�����
 �� 
�������. %� �����	
 �����, ��� r = r0 + r’. $����  ����)����� ��� ���
����� 
dr
dt

v
dr
dt

dr
dt

= = +
′0 ,  ������� 

v = v0 + v’. $����  ����)����
� ��� �
�, 
������� ������������ �
� �����������: 
a’ = a - a0. ��� ���
����� ��	
���
��, ��� 
��	������ ��	�����"� ��6�	�
 � �������  K’ 
����� ���
 ����
�� 	
	 ��	������� ��������� 
��6�	�
 � ������� #, �
	 � ���
��������� 
��������� �
��� ������� K’. $� ����� �����
	� 
�������� �
������
 ��� ������� ������
 �
 ��� 
"�����: ����)�
�
��� � ������)�
�
���.  
 %���)�
�
���� �
���
���� �������, 
���������� ���" ���������
�� ���"
 �
�������� 

� ������������. �� ���' �
	�' ������
' ��	������ �
���"� ��6�	�
 ����� ���� � �� �� 
��
����� (a0 = 0). 
 7���������� � ���������
��� ����)�
�
��' ������ ������
 ( %*� )  &
���� 
� ���������
� � ���� �
	��
 ����)�� ��� ����
�
 ���
�� ����
��: 
 ��	��� ��
� ��
�����	 � �����	��� ����	 �
� ������������ � ��	��
�������� 
�������	, ���� ������� ����������� �� �������� ��� �������� ��� �����	���. 
 5���, ���  %*� ������������ ���������. *������ ������
, ���������� ���" 
���������
�� ���"
 � ��	�������, �
���
���� ������)�
�
���� (a0 = 0). 
2
�� ���"� � 	
������ ��'����� ������� ��� ����������� ����)�
�
����� �
���� 
�����
���� � ��
 ����������' �����. $�� ������� �
�
� � �����  ���	� !���� ������ 
����
�� %*�. 
  

1.6 $���)�� ���������
����� 3
�����. 
 0�� %*� ���
������ ����)�� ���������
����� 3
�����: 
 ��� �������
���� ������� ������� �� ����� ��
��������� ��������� 
������
����� ���� �����. 
 ��� ��
���, ��� ��	
	��� ��'
�����	��� ����
��, �����������  
«������» ���� �������, ���
�� ���
�����
, ��	����� ��
 ������
 ������
 ��� �������� 
������������ � �
��������. �� ���' %*� �������
 ������
����
 � ������� ����
	���, 
����
	��� �
	�� � ��� �
	��� ��'
��	�. 
 (����
 � ���������� �
���
�����	�� ���
����� ����)��
 ���������
����� 

3
����� - ������
���
��� 3
�����. 
$���
 � ��	������ ���	� ������
����
 
�
'������ ���	
 .. ������� ��� %*� - # 
� #’, 	������ �������� ���" ���������
�� 
���"
 �� �	�����
� V �
	, ��� ��� � � �’ 
��� ����� �
�
����
��, 
 �
��
������ 
���� ' � '’ ����
�
��. (�"�
 
�
��"���� 
 �����
� �
�
"�
   1.5 �
����� 
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’                          y’
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r’ = r - V t � t’ = t. ���� �����������, ������� �
	�� �������� �	������� � 	�
������	�� 
��'
��	�: 
v’ = v - v0, � 	���� ��"� a’ = a. ��� � ���
 ������
���
��� 3
�����, 	������ ����� 
������
���
 � ���"��  ����: 

′ = −
′ =
′ =
′ =

	




�
�

�

�
�

x x Vt
y y
z z
t t

          &
������ �
���� � ���' ��
������' ��, ��� ����� ���������� ���
������ 

�� ������
����
, � �� ���' %*� ���� ����
	��� (�����)
 ��������� ������� - 1 ��	���
 - 
����
	��
 �� ���' *�). 
 ���
	�, '��� ����� ���� � ����
	��� �� ���' %*�, �� ���
�����
 �
�� ��� �
��� �
�� 
�
	, ����� ��� ���� ���'�������
��. ��� ��
���, ��� � ������ �������, �
������, t=0 ��� 
�
�� ������ ��	
���
�
 �� �� �
���. #������, ����� ����
�
 ��� �
�� � ����� ����� � 
���
�����
 �' ���' ����
	���. &� � ��
�
��' �������' ��� ����������. (�"�
 ������
�� 
��������� ���
���: � 	
������ ���������	
 �� ���
)�� �����
���� �������� ����� (��� 
�
��������). %� ��	������ ���	�, "�� �
'������ ��
������ �
�� , �����
�� ��"�
� � ���	� 
., 	������ ���
�
���� � �����
�
���� � ���	� �. ����� �"� �������� ∆tA ������� �
 ��
 - 

�����
���� �����, �
 	������ ��"�
� �����"��� 
���	� .. (����
 �
����
���
 � ������������ 
�
�
��� ������ ������� t0 �����
�� ��"�
� � 
���	� . � �
����
���
 � ���	� . ���
�
����
�� 
�
 ����' �
�
' ����� 
t  =  t0  + ∆tA/2  , "��  ∆tA = 2 lOA/c . ,��� ����
�
, 
��� �	�����
 �
�������
����� ��"�
�
 ����
	��
 
�� ���' �
��
������', �� 
�
��"����� �������� 
����� ����������
 ��� ����� ���	� 
������
����
 (�
 �����	� ��� ���	
 �) � �
	�� 
���
��� ���
�����
 ��� �
�� ���'�����.  

 � �
�
������ �� ��������, ��� ����� ���� ���
������ �� ������
����
 �� 

��������, 
 ���
 � �
�	
' 	�
������	�� ��'
��	� &
����
. (� ���
, ���� v << c , �� 
����)�� ���������
����� 3
����� ���
������. $������ ����
� ������ ������� ��
"�
�� 
+��	���	�"�, 	������ ����� ��6�����
 � 	�
������	�� ��'
��	�, �� ����
 �
���� 
��
����� ��� ����� ���
 � ���)�
�
��� ������ ���������
�����. %�
	, ���
 ������ 
������
����� - ����� ( x, y, z, t ) - ������'������. � ���� ������
����� �������� ���� - 
��
�	����� �"� �
���
�� ���
�
� ������, 
 	
���� �� ���	� - ���
�
� �
��
�. /����
�
 

������'������ ������
����� ������, 
������� �����
�
�� ��� �
 ������� 
��������"�: x �  ct. ��� ��� ����� 
�����)�� ��������� ����. %����
��� ��� 
������' �����: �
�������� 
���������� ����
 ��� ' ���	� (
) � 
��
�	����� ���
 (�), ��������"� ��� 
�"��� 	 "�������� (�� ��� ' �������
 
�����
 ���6��
 ���
 �
� !�����). 
$��	����
� ����� �
 �����	
' - ��� 
��
�	����� �������"� ���
, �������"��� 

����
 ��� ' �� �	�����
� �. 
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1.7 +
��
, �����
�, II �
	�� &
����
. 
� �
�
"�
 � 1.5 ��� � ���������
� I �
	�� &
����
. %� ��"� ������
��, ��� � %*� 

���
	� ������� ����������� ����� ����
�
 ��	������� �������� ���
. 0�� ����
��� ���"� 
����������� �����
���� ������� - ���
. $������ ����� �
���
�� ��	������ ��������, 
'
�
	���������� ����������� �
 �
���� ���� �� ������� ���"�' ���. +����
 ���� 
�������� ���������� «������
» ���"� �����������, 
 �
��
������ ���� ����
�
�� � 
�
��
������� ��	������, �����
���"� ���� �
���� ������������. 

���� ��	
���
��, ��� ���	�� ���� �	
���
�� ������������� ��� ����' �����	
' 
�������
 �"� �	�����
 - 	
	 �� ������, �
	 � �� �
��
������. ��� ��������, ���
�
���� 
������
 �����
�������� ���
 	 ��������� �"� �	������, �
���
�� ���������
�. 7 �
���' 
��� ��� ����������� � �
���� �������. +���� ���������� ������ �������
, �
���
��
� 
�
����. ������ ������� �
���, ��������� ��������� �
�� ���' �
������' ��� �� ���
����� 
��������� ��	������, �����
���' �� �
����� �������� ������������� (���
��): 

m
m

a
a

1

2

2

1

= .  (
	�� ���
���, ����'����� �������
 ��	������ ���, 
 ����� ������� 

��
������ � ��
����� �������
 �
��� ����"� ���
. (�"�
  m1a1 = m2a2 = F. 
* ����������  II  �
	�� &
����
: 
������������ ����� �������
���� ����� �� �� ��������� ����� ����������� �� 

��� ��
�, �� ���� m a = F . 
���� �
	�� ����� �
���
�
 � ��
��. ������ ������� �����
�
 (��
��� �
��
��� - 

	��������� ��������) p =m v , ��"�
 � ������ a = dv/dt, �����
�� 

ma = Fpvv ===
dt
d

dt
)m(d

dt
md

. � ����  ���������	� p - �����
� �
����
�
��� ���	�, 
 

F - ����
 ���' ��� (�
������������
�), ����������' �
 ��� ���	�. *���
 ��� ������������ 
�
	 ��, 	
	 � ����
 ����' ��	�����. (����
 ���������� �����)� ��������� ��������' 
������� � ������� *%: 
[ m ] = 	" , [ 
 ] = �/�2 , [ F ] = & = 	" �/�2.  
 ����
 �
��� �������
, ��� ��
 �
	��
 &
����
 ���
������� ���
	� � ����)�
�
��' 
������
' ������
. 
 

1.8 *���, III �
	�� &
����
. 
 ����������� ��� ���" �
 ���"
 ���"�
 ����� '
�
	��� ��
�����������. ,��� ���� 2 
��������� �
 ���� 1 � ����� F21, �� � ���� 1 ��������� �
 ���� 2 � ����� F12. (����� �
	�� 
&
����
 �������
��, ���  
 ��
�, � �������� ��������������� ��� ��
�, ����� �� ����
�, 
���������
���� �� ������
���� � ���
����� �����	 � ������ ��
�. 

+
���
�����	�� ���
����� ���"� �
	��
 ��"����� �
	 : 
 F12 + F21 = 0. 
#
	 � ������ ��
, ���� �
	�� ���� ���
������ ���
	� � %*�. #���� 
��"�, �� �
���
���� � ����
�', 	�"�
 �	������ ��
�������������' 
��� ����	� 	 �	������ ����
. 
 (����
 �������� 	 �
���������� ������� ���. &
������ 
����� 	�
��� �	
)��� ��� �������� �' �
�������� �
 

 ���
����
�
��� ����, �� ���
 �� ���������� 	 ���"��, ����� ������� ���
�. !
 	
���� 
�
	�� ���� (�
 	
���� �
	�� ��
�����������) �����
�� ������������ �������� �
�����. 
(
	�' ����� ��� ������: 

1)  3�
���
)������ ���� (����
�� � �
������ � ��� �
���) 
2)  ���	����
"������ ���� (����
�� � �
������ � ��� �
���
) 

    
           1       2 
                             F21 
 
  F12 



3)  5������ ���� - ���
��� ��
����������� (���� ����� �������� � ����; ����
�� � 
�
������ � ��	���
 ����������	�"� ����
) 

4)  5������ ���� - ��
��� ��
����������� (����������� � ������' ��
	)��'; ����
�� 
�� ��������� �������
) 

&
������ �
��� ������
������ ���� � ��'
��	� ��������� 	 "�
���
)������ (���
 
�������) � ���	����
"������ (���
 ����"����, ���
 ������, ���
 #����
). /
�������� ��� 
����. 

.) *��
 "�
���
)�����"� ����������. 0�� ���� ���� ���������� �
	�� ��������"� 
��"������, ���
��������� ��� ��
����������� �
����
�
��' ����	 ��� ���������' 
� ������	�' ���: 

F = γ 
m m

r
1 2

2 ; � ����  ������ γ- �������
�
�
� 

"�
���
)����
� ��������
�, 
 m1 � m2 - �
��� 
��
�������������' ���, 	������ �
���
���� 
"�
���
)������� � ������� �� �������� �
���, 
�'������ �� ������ �
	�� &
����
. 

�) #�������	
� ���
, ���������
� ����� ����� 

��������� �
���
�� q1 � q2: F = k 
q q

r
1 2

2 . ��
 ���
 ����� ���
 	
	 ����� ����������, �
	 � 

����� ���
�	��
��� (��� ����������' �
�����). 
0�� ������� 	��	�����' �
�
� ������ ������
 � �
���������� ����, 	������ ����� 

�������
 ��  ���
����
�
��', �� ���������� �������������. 
 ��������	 ��
� �	����� - F = m g, "�� m - �
��
 ���
, g - ��	������ ��������"� 

�
�����. 
!�����	 ��
� - ���
, ������)���
�
�
� �������� �
����
�
��� ���	� �� 

��������� �
�������� � �
��
�����
� 	 ��������� �
��������: F = - κ r. 
"�
� �����	 ���
�����	, �����	
��
� ��� �	��
����� �
���"� ���
 �� 

�����'����� ���"�"� ���
: F = k N, "�� k - 	��  �)���� ������ �	��
�����, �
������� �� 
������� � ��������� �����	
�
���'�� �����'������, N - ���
 ����
�
��"� �
������ 
(��
	)�� �����). *��
 ������ F�� ���"�
 �
��
����
 �������������� ���������� 
�������� ���
. #���� ��"�, ���� ���� �
'������ � ��	��, �� ���
 ������ (� �
��������� �� 
���������
���) ����� �����
�� �� ���� �� �
	���
�
��"� ��
�����, �
���"� F��max = k N. 

C�
� ��������
���	, ���������
� �
 ���� ��� �"� ������
���
��� �������� � "
�� 
��� ���	���� (�
	 �
���
���� ���	�� ������, � ������� �� ��'�"� � ���������� ���	��): F 
= - β v, "�� 	 - ���������
��� 	��  �)����, '
�
	������ ��� �
���"� ���
 � �
���� �����. 
���� 	��  �)���� �
����� �� �	������. &� ��� �
��' �	������' ���� �
��������
� ����� 
���������
. 

 
!
	��� ��'�
����� � ��'
��	� 
 
1.9 !
	�� ��'�
����� �����
�
. 
������� ��
�
�
 �
���� ���
�
. $��	��
	� ���
 - �������
 ��	����
�, �� II �
	�� 

&
����
 ��� �
����
�
��� ���	� ����� ������
���
 � ����: 
dp
dt

F
dp

dt
F

dp
dt

Fx
x

y
y

z
z= = =; ;  

,��� ���
 �� ����	)�� ���� (�
������, �
 ��
 y) Fy = 0, �� � ���� �
��
������ �����
� 
�
����
�
��� ���	� �������
�� �� ����� py = const. � ���� ����
� "������, ��� ��'�
������ 
����	)�� �����
�
  py . $�� ���� �������
 ���
�
��' ����	)�� ����� �������
�� 

         m1                            m2

             F12                             F21

 



��������
��� ���
��� (� �
��������� �� �������� ����	)�� ����). ,��� ��  F = 0 , �� 
��'�
������ ��	��� �����
�
 p = const. ��� �����	
�
���� ����� ����
�
 �
	���� 
��'�
����� �����
�
 ����� �
����
�
��� ���	�. 

(����
 �
�������� �������, ��������� �� N �
���). ��� ��"�� ��
�����������
�
 
���" � ���"�� ���
�� Fij, "�� i - ����� ����� �� ��
�������������' �
���), 
 j - ����� 
���"��; � � 	
	���-���� �������� ��6�	�
�� � ���
�� Fi , i - ����� ����
���� �
�� 
�
���)�. ������ ������� �
�	����� �������. *�����
 �
���
���� �
�	�����, ���� �
 ��� �� 
��������� ��	
	�� ������� ���� ��� �' �
������������
� �
��
 ����. (����
 �
����� 
��
������ II �
	��
 &
����
 ��� 	
���� �
���)� � �������: 

dp
dt

F F F F

dp
dt

F F F F

dp
dt

F F F F

N

N

N
N N NN N

�
� � � �

�
� � � �

�
� � � �

1
12 13 1 1

2
21 23 2 2

1 2 1

= + + + +

= + + + +

= + + + +

	




�
�
�

�

�
�
� −

......

......

............................................

......

 

*����� ��� ��� ��
������ ������. 7����, ��� �� ����
��� �
	��� &
����
  
Fij + Fji = 0. #���� ��"� �
����� ������ �����
��� ������� ����� �����
��� �����
��' 
�
���): P = p1 + p2 + ... + pN. (�"�
 � �����
�
�� ������� 

 
dP
dt

F Fi
i

N

�&,8 &

�
� �

= =
=
�

1
.  . ��� �
���
�����	�� ���
����� �
	��
 ��������� �����
�
 

�������: �����
� ������� �
���) ��"�� �������
 ���
	� ������� ����. !
	�� ��'�
����� 
�����
�
 � ���������� �
	: 
 � ��������� ������� ��
��� ����
�� ���
 ������ �������	 ����������. 
� 	
������ ������
 �
�������� 
�������� ������"�� ��
� ���' ���. $�� ���� 

����
�����
����, ��� � �����
�
�� ��
�
 
���������
 ���������� ��������� ����' ��� 
(�����
 .(( ��� ���"� ����
� �� ���'����) �
	, 
��� ��� ��6��������
 � ���� )����. $����� ���� 
�� ��
�
 ����� �����
� p01, 
 ������ - p02. 
$���� ��
�
 �����
� ��6��������"� ���
 �
���  
pΣΣΣΣ. 7�
� ����
���� �"��������, 
 ������
 �� 
���' ��� - �
�	�����. $������ 	������� 

�����
� ������� �
��� �
�
�
���� �����
��, �� ���
  
 
 p01 + p02 = pΣΣΣΣ 
 

1.10 /�
	������ �������� 
 ������� ��
������ �������� �
����
�
��� ���	� � ���������� �
���� �
 ������� 

�
	���. (������, � �������� ������������ �
���  �
	���, 
�"��
�� � ������������ "
� ����� ���
��� �	�����
, �����, 
�
	�� ���
���, �
��
 �����
�
. ,��� ��� ������' ���, �� 
������
 
«�
	��
 + "
�» �
�	���
 � �����
� �� ������ ��'�
���
��. 
,��� �� ������� ���
 ���
, �� �����
� ����� �������
�� 
�
	: dp = F dt. ���
��� ��������� �����
�
 �
 ����� dt 
����� �
��� � �	������. $���
 m(t) - �
��
, 
 v(t) - �	�����
 
�
	��� � ������ ������� t, ��"�
 �� �����
� p = m v. 2���� 

          P01                             p02                                 pΣΣΣΣ

 

                           V

                  v#$%
 



���������	 ������� �
��
 �
	��� ����
����� �
 dm (dm < 0), �	�����
 �� ���������� �
  
dv. (�"�
 ����� �����
� �
	��� ����� �
��� p(t+dt) = (m + dm) (v + dv). 2���� �������
 
����� �����
� �������, ����� 	 �����
�� �
	��� ���
���
 �����
� "
���, ��������� ��� 
�
 ����� dt: dm3.!v3.!. (�"�
 
 dp = ( m + dm ) ( v + dv) + dm3.! v3.! - m v = F dt.  
(
	 	
	 �
��
 ������� � )���� �� ��������, �� dm + dm3.! = 0 � �
�	��� �	��	�, �����
�� 
 mdv + dm( v − v#$% ) = F dt ��� 

 m
dv
dt

F
dm
dt

v v3.!

�
� � �= + −( )    . �����
���  µ = 

dm
dt

  -  �
�'�� ������
, 
 

u��� = v#$% - v - �	�����
 ��������� "
��� ���������
�� �
	���. (�"�
 ����� �
���
�
 
��
������ +�����	�"�: 

m 
dt
dv

 = F + µ u��� 

�������
 µu��� �
���
���� ��
	������ �����. 
 %����
���� ��� ��
������ ��� ���������  ������ 9���	���	�"�. ��
 ������������� 
�������� ��������� �
	���, �� ���
 ����
�, 	�"�
 F = 0. (�"�
 
����	����� ��
������ +�����	�"� �
 �
��
������ �������� �
	���, ����� 

 m
dv
dt

u
u

dv
dm
m

m
v

u
C���

��� ���

= − = − = − +µ ; ; ln
1

. 

%����
���� �
�
�
��� ������� ��� �
'�������  C: ��� t=0  m=m0 � v=v0 . 

$����
��        ln ln ; ; lnm m
v v
u

m m e v v u
m
m���

v v
u

���
���− = −

−
= = +

−
−

0
0

0 0
0

0

 

 
1.11*��
 ������� � ��� ��� 
������ �����'����� !���� �
 ���� ��������� ���
 ������� F = mg. ��
 � �������� 
������������ ����� "�
���
)��. #
	 ���������
 ��� ���? &���'����� �������� ���� � 
��������� �
�������� ���������
�� ������
 ��� ����� � �������
 ����, � 	
	�� ���� �
��� 
�
 ����� ��� �
���"��
�� ������. (
	�� ���
���, ��� ��� - ��� ���
, � 	������ ���� ��������� 
�
 ������ ��� �����. +���� ������� �����  ������ ��� ���
 ���
. 0�� ���"� �
�������� 
����, �
 	�����' �
'������ ��	������ ����, ��� 	�����"� �
�� ���������
. $������� �' � 
�� �, ��������� ���"
�
�� � ����' �
��
������' � ��	�������. ,��� �� � ����������, �� 
�� II �
	��� &
����
 0 = N + mg, 
 �� III �
	��� &
����
 P + N = 0 , "�� N - ��
	)�� �����, 
 

P - ��� ���
. � ���� ����
�  P = mg , �� ���
 ��� � ���
 ������� 
�������� �
���. 

,��� �� �� � �������� � 	
	�� ���� ������� � 
��	������� a, �� II �
	�� &
����
 

ma = N + mg; P + N = 0  �  P0 = m ( g - a ). 
��� � ���
 ���
�  �����
 ��� ���
 ���. /
�������� ��� ����
�: 
1)  ���� ��	������ �� �
 �
��
����� ����', �� ��� ���
 ����� 
���
�� ���� ������� P↑ = m (g + a) - ����"���	
. 

2)  ���� ��	������ �� �
 �
��
����� ����, �� ��� ���
 ���
�� 
���� ������� - P↓ = m (g - a). � ����
�, 	�"�
 g = a, 
�
����
���� ����������
. 

3)  ���� �� �� � ���"
���� ���
�� � ��	������� 
, �� II �
	�� &
����
 �
�����
���� � 
����	)��' �
 ���  x  �  y  �
	: 

 OX:   0 = Px - mg 
 OY:    ma = Py 

    x 
 
 
 
                   N 
 
 
 
               mg 

 



(�"�
  Px = mg  �  Py = ma ;  P→ = P P m g ax y
2 2 2 2+ = + . (
	�� ���
���, ��� ��� ����� ���
 

	
	 ���
��, �
	 � ���
�� ���� �������. 
 

1.12 /
���
 ����. +������
. 
$���
 �
���)
 ��� ��������� ���� F ������
�� ����������� �� ��	������ ��
�	����� 1 - 2. 
� ����� ����
� ���
 F � ���)���� �������� �
���)� ����� �����
�� 	
	 �� ������, �
	 � 

�� �
��
������. /
�������� �������
���� ����������� 
dr , � ������
' 	�����"� ���� F ����� ����
�
 
����������. 0������� ���� F �
 ����������� dr 
'
�
	�������� ���������, �
���� �	
������� 
������������ F dr, 	������ �
���
�� �������
���� 
�
����� ���� F �
 �����������  dr. ,� ����� 
������
���
 � � ���"�� ���� F dr = F Cosαds = Fs ds, "�� 
α - �"�� ����� ��	���
�� F � dr, ds = dr- 
�������
���� ���
, Fs - ����	)�� ��	���
 ���� �
 ��	��� 

����������� (�	
�
� �
 �����	�). %�
	, dA = Fs ds . ,��� �"�� α ������, �� �
���
 
������
���� ���������
�
�, ���� �"�� α �����, �� ����)
���
�
�. ,��� �� �"�� α �
��� π/2, 
�� �
���
 ���� �
��
 ����. *������� (����"�����) ���
����� ��� dA �� ���� 
�������
���� ��
��	
� ���� �� ���	� 1 �� ���	� 2, �
���� �
���� ���� F �
 �
���� ����: 

 A Fdr F dss= = ��
1

2

1

2

 

����  ������ ����� ����
�
 �
"������ "����������	�� �����. %����
��� "�
 �	 Fs 	
	 
 ��	)�� ��������� �
���)� �
 ��
�	�����. $���
, 
�
������, ���� "�
 �	 ����� ���, ��	
�
���� �
 
�����	�. %� �����	
 �����, ��� �������
��
� �
���
  
dA �������� �
��
 ����
�� �
����'��
���� �����	�, 

 �
���
 . �
 ���� �� ���	� 1 �� ���	� 2 - ����
�� 
 �"���, �"�
�������� 	�����, �����
�
�� 1 � 2 � ��
� 
s. $�� ���� ����
�
  �"��� �
� ��
� s ������� �� 
��
	�� ���� (��
 ������������� ���������
��� 
�
����), 
 ����
�
  �"��� ��� ��
� s - �� ��
	�� 
����� (��
 ������������� ����)
���
��� �
����). 
 /
�������� ���	��
	� �������� �
 ���������� 

�
����. 
.) /
���
 ����"�� ����  F = - k r , "�� r - �
���� - ��	��� �
���)� + ���������
�� ���	� �. 

$��������� �
���)� +, �
 	������ ��������� ��
 ���
, 
�� ��������
���� ���� �� ���	� 1 � ���	� 2. &
���� 
��
�
�
 �������
���� �
���� ���� F  �
 �������
���� 
�����������  dr:   dA = F dr = - k rdr. *	
������ 
������������  rdr = r (dr )r =  rdr , ������� 
dA = -k r dr = - d ( kr2/2 ). (����
 �������� �
���� 
�
���� ���� �
 ���� ����, �� ���
 �������"������ 

��������� ���
����� �� ���	� 1 �� ���	� 2:  

 A d
kr kr kr

= −
�

�
�

�

�
� = −�

2

1

2
1
2

2
2

2 2 2
 

:) /
���
 "�
���
)������ ( ��� 	�������	�� ) ����. 

                                                   2
                Fs

          dr
                          αααα
                                             F

          1
 

 
 Fs 
 
 
                             + 
 
   0                                                          s 
                1                                      2 
                                                               

 

                      +          dr

 1                                   2
           r
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$���
 � ���	� � �
'������ ����������� ������� )���� - �
����
�
�
� ���	
, 
���������
� �
 �
���)� + � �����  F, 	����
� 	
	 ��� "�
���
)�����"�, �
	 � ��� 
	�������	�"� ��
����������� ����� ���
 ������
����
 � ���� F = (α/r2) er, "�� α - 
�������������
� ��������
� ( - γ m1m2 ��� "�
���
)������ ��� kq1q2 ��� 	�������	�� ���), 
r - �
�������� �� ���	� � �� �
���)� +, er - ��������� ��	��� � �
��
������ �
���� - 
��	���
 (������	 �������
� �	���
������ �����������). �������
��
� �
���
 ���� ���� 
�
 ����������� dr �
��
 dA = F dr = ( α/r2 ) er dr = α dr/r2 = - d ( α/r ). /
���
 �� ���� ���� �
 
���� ���� �� ���	� 1 �� ���	� 2 

 ( ) ( )12
21

21
2

1
"�
�12

21

21
2

1
	�� rr

rr
mm

r
dA;rr

rr
qkq

r
dA −γ−=�

�

�
�
�

� α−=−=�
�

�
�
�

� α−= ��  

�) /
���
 ���������� ���� �������  F = m g .  
!
����� ��� ���� � ����  F = − m g ez , "��  ez  - ��� �����	
�
��� ���, ���������
��� 
�
��
������ 	������ ����
�� ����'. �������
��
� �
���
 ���� ������� �
 �����������  dr   
dA = F dr= - mg ez dr  =  - mgdz  =  - d ( mgz ) . 
/
���
 �� �
���� ���� �
 ���� ���� �� ���	� 1 �� ���	� 2 

( )A d mgz mg z z= − = −�
1

2

1 2( )  

 ,��� �� �
 �
���)� � ���)���� �������� ��������� ���	��
	� ���, �����
������
� 
	�����'  F = F1 + F2 + …, �� �������� ��	
�
�
, ��� �
���
 �����
�������� ���� �
 
��	������ ����������� �
��
 
�"���
����	�� ����� �
���, ������
���' 	
���� �� ��� � 
�����
����� �
 ��� �� �����������. 0���������
��, 

A F F dr F dr F dr A A= + + = + + = + +� � �( ......) ..... .......1 2 1 2 1 2  

,����)�� �
���� � ������� *% �������� 0����
: 1 0� = 1 & * 1 � 
 +������
 - ��� �
���
, ������
��
� � �����)� �������, ������� 

N
d A
d t

F d r
d t

F
d r
d t

F v A N d t
t

t

= = = = = �
� �

�
�

� �
;

1

2

 

� ������� *% �������
 ���������� � �
��
': 1 �� = 1 0� * 1 �-1 . 
 

1.13 #������
������ ����. 
,��� � 	
���� ���	� ������
����
 �
 ���������� ���
 �
���)� ��������� ���
, �� 

"������, ��� �
���)
 �
'������ �  � � � �   � � �. (
	, �
������, �
���)
 ����� �
'����
�� � 
���� ��� �������, � ���� ����"�' ���, � ���� ��� ������������� (� ����	� "
�
). $���, 
���
������ ���������� �� �������, �
���
��  � � 
 ) � � � 
 � � � �. � ��
)���
���� 
������� ���� ���
, ���������
� �
 �
���)�, �
����� ���
	� �� �� ���������. /
���
, 
	������ ������
�� ���� ���� ��� ����������� �
���)� �� ���	� 1 � ���	� 2, �
�����, 
������ "�����, �� ���� ����� ����� ����� ���	
��. ������ � ��� ������� ��
)���
���� 
������� ����, � 	�����' �
���
, ������
��
� �
� �
���)�� ���
�� ����, �� �
����� �� ���� 
����� ���	
�� 1 � 2. *���, ���
�
���� �
	�� ���������, �
���
��  	������
�������. 

��� �������� 	������
�����' ��� ����� 
� ���������
�
 � ��
��: 
��� �
�	 	��	��
	 
�
�
�����������, �
�� � 
����
����
� 
����� �� ���
�� �� 
���
� �������
� ���� ����� ����. 2���� � ���� ������
��, 
�
���
�� ��������
��� �
�	����� 	����� �
 ��� �
���:  1
2  � 
2b1 (�����
���� �
 �����	�). (�"�
 �
���
 . �
 �
�	����� 
����  A = A1a2 + A2b1. &������� �
�����
, ��� �
���
 ��� ���� 

                         a

    1                                              2

                              b
 



��� ����������� �
���)� �� ������ � ���� �� ���� ���
 � ���
��� �����
���� ���
	� 
��
	��, �
	 	
	 dr1a= - dra1 , ������
���
��, A2b1 = - A1b2, �������  A = A1a2 - A1b2 . $� 
����������� 	������
�����' ���, �
���
 �' �� �
����� ��  ���� ���� � A1a2 = A1b2 . !�
��� 
. = 0. (�� �
��� ��	
�
�
 �	���
��������
 ���' ���'  ����������	. 

 
1.14 $����)�
�
�
� ����"�� �
���)�. *���
 ���� � �����)�
�
��� ����"�� 
*�����
��� 	
���� ���	� ���� 	������
�����' ��� ��
����� ��	������  ��	)�� Ep 

(r), 	������ ��������� ��������� ���
���. $�������
�� ����
���� ���	� � �������� 
��
�����  ��	)�� Ep0, ������ ���� ��������
��. 
!�
�����  ��	)�� � ����� ���"�� ���	� 1 ������� 
�
���� ����� Ep0 � �
���� A10, ������
���� ���
�� 
���� ��� ����������� �
���)� �� ���	� 1 � ���	� 0 Ep1 = 
Ep0 + A10. 0�� ���	�  2  Ep2 = Ep0 + A20. (�"�
 �
�����
 Ep1 
- Ep2 = A10 - A20. (
	 	
	 ��� 	������
�����' ��� �
���
 
�� �
�	������ ���� �
��
 ����, ��  A01 + A12 + A20 = 0 � 

Ep1 - Ep2 = A12 (∆Ep = - A12). (
	�� ���
���, �
�����
 �����)�
�
��' ����"�� ���' ����	 
���� �
��
 �
���� �� ����������� �
���)� ����� ����� ���	
��. 

(����
 ������� ����
 ���� ����  F � �����)�
�
��� ����"��� �"�  Ep(r). 
,��� �������
 �
��������
  Ep(x,y,z), �� ����� �
��� F(r). $���
 �
���)
 �������
���� 
����
 ���  ', ��"�
 �
���
 �� �� ��������  dA = F dr = Fx dsx, ��� ����  dsy = dsz = 0. (�"�
  dA 
= Fx dx. ������ � ���  dEp = - dA  �  Fx dx = - dEp. ���
�
� �����
 ����	)�� ����, �����
��  
Fx = - dEp/dx  ��� ������� dsy = dsz = 0. ���� �����
�
� �
���
��	� �
�����
�� � ���� 
��
��
� ��
���
��
�: 

F
E

xx
p= −

∂
∂

 

%����
���
��� ��	��  ∂   ������  d  � �
����� ����������� ��������� �������
 ���  
	�, ��� 
���������
� ������� �� ����� ����������, 
 ���
�
��� ���������� ��� ���� ����
���� 
�����������. .�
��"���� ����� �
���
�
 � ����	)�� ���� �
 ���
�
��� ��� 	������
�  z  
�  y. (�"�
 ��	��� ���� �
������� � ���� 

 F = Fx ex + Fy ey + Fz ez = ��
�

�
��
�

�

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

− z
p

y
p

x
p

z

E

y

E

x

E
eee . 

0
���� ���
����� ������
����� ����� ������������ ��  ����)�
�
��"� ��	���
, 	������ 
����� �
��
��� �������� � �����)�
�
��� ����"��  
 F = - grad Ep. ������� �����
�� �
���
�����	��  ������ ��� "�
�����
 

  
zyx

grad zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂≡ eee  

&
��
������ ��	���
  gradEp  ����
�
�� � �
��
������� ���  l, ����
 	������  ��	)��  Ep 
����
��
�� � �
����
��� �	�����
�, 
 �����
 �
���  dEp/dl , �� ���
 �	������ ����
��
��� 
 ��	)�� ����
 ���� ���. &
������ �
�������
������ �����
����� �
	�"� 
��  ����)�
�
��"� ��	���
 - ����
��� �
��
  grad  ≡ ∇ , ��"�
  F = - grad Ep = - ∇ Ep . 
 
 1.15  #��������	
� ����"�� �
���)� 
 $���
 �
���)
 �
��� m �������� ��� ��������� ��	������ ���� F (� ����� ����
� 
���
 F ����� ���
 �����
�������� ���	��
	�' ���). &
���� �������
���� �
����, 	������ 
������
�� ��
 ���
  F  ��� ����������� �
���)� �
 dr. * ������ �
	��
 ��'�
����� 
�����
�
 F = mdv/dt  �  dr = v dt, �����
�� 
 dA = F dr = m v dv 

                 A12                   2
       1

                                  A20

           A01

                       0  



*	
������ ������������ v dv = v ( dv )v, "�� (dv)v - ����	)�� ��	���
 dv �
 �
��
������ 
��	���
 v. ��
 ����	)�� �
��
  dv - ����
����� ������ ��	���
 �	������. $������  v dv = v 
dv � �������
��
� �
���
 

 dA = m v dv = d 
mv2

2
�

�
�

�

�
� . �����
 �����, ��� �
���
 �����
�������� ���� F  ���� �
 

����
����� ��	������ ��������, 	������ �
���
�� 	��������	�� ����"���: E	 = 
mv2

2
. 

(
	�� ���
���, ����
����� 	��������	�� ����"�� �
���)� ��� �� �������
���� 
����������� �
���  dEk = dA , 
 ��� 	������� ����������� �� ���	� 1 � ���	� 2 
 Ek2 - Ek1 = A12  
���
�� 
��� ��� ����������� ����������
� �
��� ����� ���������� ��������
�
� 
������� ��
� �
���. 
 $��������� �����
�
� ��� ����
 �����
���� �
 ����
� ��������
��� ������� �
���). 
#��������	�� ����"��� ������� �
���
���� ����
 	��������	�' ����"�� �
���), �� 	�����' 
��
 ������
 ������� ��� �
 	������ �� ����� �������� �
������
. &
����� ���������� 
��
������ ��� 	
���� �
���)� �������, 
 �
��� ������ ��� ��� ��
������. � �����
�
�� 
����
 ��������� �
 ��  �����
, �� ��� �� ��� ����� �
���)�, 
 ��� ������� �
���) 
(�
����
�
��' ����	). $�� ���� ��� .12 �
�� �����
�
 ����� �
��� ���' ���, 	
	 
���������', �
	 � ������', ����������' �
 �
���)�. *�����
���
��, ���������� 
������������ ������� ������
	���	 ��&���� �� ��
��� ������
, �� � ���������
 ��
. 
 

1.16 !
	�� ��'�
����� ����"�� � ��'
��	�. 
����� �
	��
 ��'�
����� ����"�� � ��'
��	� �
������ �
 ��
 ��
�
. *�
�
�
 

������� �"� ��� ����� �
���)� (�
����
�
��� ���	�), 
 �
��� � ��� ������� 
��
�������������' �
���). %� ����������� 	��������	�� ����"�� �������, ��� ����
����� 
	��������	�� ����"�� �
���)� �
��� �������
���� �
���� �����
�������� F ���' ���, 
����������' �
 �
���)�. 2�� ��� �
 ���
? ,��� �
���)
 �
'������ � ������������ �
� 
��
)���
���� ���� 	������
�����' ���, �� �
 ��� ��������� 	������
����
� ���
 F���� �� 
������� ��
�
 ����. #���� ��"�, �
 �
���)� ��"�� ��������
�
 � ���"�� ����, ������� 
���� �����'�������. &
����� �' ���������� ���
�� F����. % ��, � ���"�� ���� ����� �� 
��������� 	 �
���)� �����
�� ��������. (
	�� ���
���, �����
������
�  F ���' ���, 
����������' �
 �
���)�, ����� ���
 ������
����
 � ���� F = F���� + F����. /
���
 ���' ���' 
��� ���� �
 ����
����� 	��������	�� ����"�� �
���)�: 
∆E	 = .	��� + .����. $� ����������� �����)�
�
��� ����"��, �
���
 ��� ��
�
 ���� �
��
 
����� �����)�
�
��� ����"�� �
���)� � ���� ����: .	��� = - ∆E� $����
��� ��� ���
�����  
� ���������� � �������� �������� ∆,p �����, �������  ∆Ek + ∆Ep = ∆( Ek + Ep ) = A����. 
�����
 �����, ��� �
���
 ��������' ��� ���� �
 ����
����� �������� Ek + Ep. ��� 
�������� - ����� 	��������	�� � �����)�
�
��� ����"�� - �
���
�� ������ ��'
�����	�� 
����"��� �
���)� � ���� � �����
�
�� E = Ek + Ep. %�
	, E2 - E1 = A����. ��� �
	�� ��������� 
����"�� ��� ����� �
���)�: ����
� ��'
�����	
� ����"�� �
���)� ����� �������
�� ��� 
��������� ���
	� ��������' ���. ������ � 	
������ ��������' ��� ������
�� 
������
������ ����, �
	�� 	
	 ���� ������, �������������  �����, �� ���
 ����, 	������ 
��������� ��'
�����	�� ����"�� � ��������. ���
	�, ���������� ����� ����
�
 ����� 
����, 	������ �� ��� ��� ���� ������
� �� )��������
��� ������
�
 ����������� 
�����)�
�
��� ����"��. 
 * ���������� �
	�� ��'�
����� ����"�� ��� ����� �
���)�: 



��
� ��������� ��
� ����������� �
� ������, ��� �� ��������� ��&��� � ������� 
������������� ��� �������, �� ��
��	 ��
��������	 ������	 ������� � ������������ 
��
� �������������
 ��
 �������	 �����	���� �� ��� ����	 E = Ek + Ep = Const. 
 (����
 ����'���� 	 ������ �
	��
 ��'�
����� ��'
�����	�� ����"�� ��� �������, 
��������� �� N �
���). /
��� ���
 �������
  �����
 ��� 	��������	�� ����"�� ������� 
�
���). $�	
�
��, ��� ����
����� 	��������	�� ����"�� ������� ��� �� ����'��� �� 
��������� 1 � ��������� 2 �
��� �
����, 	������ ������
�� ��� ����, ����������� �
 ��� 
�
���)� �������. /
������ ��� ���� �
 ���������� � �������, 
 ����������, � ���� 
������
 - �
 	������
������ � ������
������. /
���� ���������' 	������
�����' ��� 
����� ���
���
 ����� �
�����
 ���' �������, �
���
���' ����������� �����)�
�
��� 
����"��� ������� A�����

	��� = - ∆Ep
���. ,��� ����������
� �
� ������
 �
���) �
'������ �� 

������� ��
)���
���� ���� 	������
�����' ���, �� ������ ��� ������� ����, 
����������� �
 �
���)� �������, �
������
 �
 ���� �� ������� ������"� ���� (������� 
���� ����) � ��������� ������� ����, �� ����������� 	 �
����� �������� ���� (������� 
��������� ����). *������������� �
���
 A���� ������' ��� ����� ���
 ������
����
 	
	 

�"���
����	
� ����
 �
��� ������' ��� ���� � ��������' ������' ���: .���� =  .����

	��� + 
.����

����. /
���
 ������' ��� ���� ����� ���
 ������
����
 	
	 ����
 �����)�
�
��� 
����"�� ������� �� ������� ����  .����

	��� = - ∆,�����, ��"�
 .���� = - ∆,����� + .����
����. 

*�����
���
��, ��������� 	��������	�� ����"�� ������� �
���) ��� ����'��� �� ��������� 
1 � ��������� 2 ����� �
��� ∆,	 = - ∆,���� + .�����

��� - ∆,����� + .����
����. �	���
���
��, ∆(,	 

+ ,���� + ,�����) =  .�����
���� + .����

����. ��� � ���
 �
	�� ��������� ��'
�����	�� ����"�� 
������� �
���), �
'�������� �� �������  ����. �������
  , = ,	 + ,����  �
���
���� ������ 
��'
�����	�� ����"��� �������, 
 �������
 ,’ = ,	 + ,���� + ,����� �
���
���� ������ 
��'
�����	�� ����"��� ������� �� ������� ��
)���
���� ���� 	������
�����' ���. * 
������ ���"� �����	
�
���"� �
���
�����	�� ���
����� ��� �
	��
 ��������� 
��'
�����	�� ����"�� ������� ����� �
���
�
 �
	: 
 E E A .�� ��

���

�� ��

� � � �

2 1
' ' �

�− = +  

������� ��������� ���� ��"�� 	
	 ��������
�
 ��'
�����	�� ����"�� �������, �
	 � 
����
�
�
 ��; ������
������ �� ���� ��"�� ���
 �� ����
�
�
  
(���������
 � ���"�� ���� ����"��). $������, ����� � ���������
�
 �
	�� ��'�
�����  
����"�� � ��'
��	� �
	: 
 � ��������� �������, ������ ������� ��������� ��
��� �������������� ��
�, 
��
��	 ��
��������	 ������	 ������� �� �����	���	 � �������� �������. 
$�� �
�	����� �������� ����
�����
���� �� ��, ��� � ��� ������ �
	��
 ��'�
����� 
�����
�
. 
 :���� "����	�� ���������� ���)���
 ����'��
 ����"�� �� ����"� ���
 � ���"�� 
��������� ����
�
 ����� � ���������
��� � ������� �������
�
��"� �
	��
 ��'�
����� 
����"��: 
'�����	 ������� �� ��������	 � �� �����������	, ��� ����� ��
��� ����
����� �� 
����� (���� � ������ �
� �&���������	 ����� ����
����� ����	�� �������. 
���� �
	�� �������� ���������� ���
��"� 	��������
 �	���������
�
��'  
	���. 
 

1.17 9����
�
��� 
�������� ����"�� ��
� �
��� 
 � 	
������ ������
 �����
���
��� �
	��
 ��'�
����� ����"�� �
�������� 
)����
�
��� 
�������� ����"�� ��
�. 9����
�
��� �
���
���� �
	�� ��
� ���' �
���, ��� 
	������ ��� � ��, � ����� ����	������� �������� ����
 ����� ������, �� ��
�
��
. 
.�������� ����"�� �
���
���� �
	�� ��
�, ��� 	������ ����
� ��'
�����	
� ����"�� 
��
�	��
���'�� ��� ��'�
������. � ���)���� ��
�
 ��
�
�
 	��������	
� ����"�� �
������ 



��� �������
� ����'���� � �����)�
�
��� ����"�� ����"�� �� ���
)��. !
��� ���
 
�����
�
���� 	 ������
�
�
���  ����, ���
�	��
� ���" ���"
. � ���"� �����)�
�
�
� 
����"�� ����"�� �� ���
)�� ����
 ����'���� � 	��������	�� � ���
 �
����
���� �� 
�	��������, ������������� ����� ��������� - �
	��
�� ��'�
����� �����
�
 � ����"��. 
��� ��������, �
	 	
	 �
 ����� ����
����� ��������� ���� �� �����
�� ��������
 �	��
	� - 
�� ���
 �
������ �
����. +
��� �
��� �
��� m1 � m2, �	������ �
��� �� � ����� 
����	������� �
��� ��������������  v1 , v2  �  u1 , u2 . 
!
	�� ��'�
�����  �����
�
              m1v1 + m2v2 = m1u1 + m2u2 
!
	�� ��'�
�����   ����"��               m1 v1

2 + m2 v2
2 = m1 u1

2 + m2 u2
2 

%����
��� ��� �
���
�����	��  ������  A2 - B2 = ( A - B ) ( A + B )     �,       ����  
AB = CD  �  A = C , �� � B = D , �����
�� 
  m1 ( v1 - u1 )  = − m2 ( v2 - u2 ) 
  m1 ( v1 - u1 ) ( v1 + u1 ) = m2 ( u2 - v2 ) ( u2 + v2 ) 
 �          v1 + u1 = u2 + v2 . 
7����
� ��������� �
������� �
 m2 � ���
� �"� ��������� � ������, �����
�� ����� 
�

� �
�

� �

u
m v m m v

m m
u

m v m m v
m m1

2 2 1 2 1

1 2
2

1 1 2 1 2

1 2

2 2
=

+ −
+

=
+ −

+
( )

;
( )

 

 /
�������� ��
 ������' ����
�: 
1)  +
��� �
��� ����
	���, ��"�
 �
�� ������ �������
���� �	��������, �� ���
  u1 = v2; 

u2 = v1 . 
2)  (������ �
� �
��� m2 ��	�����, 
 �
 ��"� �
���
�� ��"	�� �
� �
��� m1. (�"�
 ��� 
�������  m1 << m2 �	������ �
��� �	
���
���� 

 u1 = - v1 ; u2 = 0. 
 

1.18 (�����
 � �������� )����
 �
��. (�����
 #���"
. 
 $���
 ������
 ������� �� N �
����
�
��' ����	, ��������� 	�����' � ������
����� 
� �
��� ������������ �������
��  r1, m1; r2, m2; .............. 9������ �
�� (��� )������ 
����)��) ������� �
���
���� �
	
� �����
�
��
� ���	
, �
���� - ��	��� 	������ rc 
���
�
���� ����� �
���� - ��	���� ����	 ������� ��������� ���
���:  

 
�

� �
�

r
m r m r

m m

m r

m
c

i i
i

N

i
i

N=
+ +
+ +

= =

=

�

�
1 1 2 2

1 2

1

1

. . . . . . .
. . . . . .

 

$����  ����)����� ��� ���
����� �� ������� � ������� �	�����
, � 	������ �������� 
)���� �
�� ������� �
����
�
��' ����	: 

 
�

� � � �

v
d r
d t

m v m v
m m

P
Mc

c= =
+ +
+ +

=1 1 2 2

1 2

. . .
. . .

 

���
��� ��� ���� ����������� �� ������� � ������� ��	������ )����
 �
��: 

 M
d v

d t
d P
d t

Fc
� �

�
= =  

(����
 ����� � ���������
�
 ������� � �������� )����
 �
��: 
 )���� ���� ������� �������
���
 ����� �������	 ��� �������
���	 �����, 
����� ������� ����� ��������� ����� ���� �������, � ����������	 ��
� - 
�������������� ����� ���
 ������
 ��
, ����������
 �� �������. 
 $�����: �� �
�
�������	�� ��
�	����� ����� ��
��� � �
����
���� � ��	������ ���	� 
������
����
. ��� ��	��	� ����� � �
���� �������, �� )���� �
�� ��
���
 �������
�� 
���"
�
�� �� �
�
����. 



 (����
 �������� 	 	��������	�� ����"��. 5���, ��� ��
 �
����� �� ������� ������
, � 
	������ ����������. &���'����� �
��� �
	��, �� 	������� ������
������ 	��������	
� 
����"�� ������� �
����
�
��' ����	 ��� ����'��� �� ����� %*� 	 ���"��. *�
�
�
 
�
������ ����
� ����� �
���)� �
��� mi � �	������  vi � ��� ������� ������
 # � #’, 
���������
�
� �	�����
 	�����' V . (�"�
 �� �
	��� �������� �	������� 3
�����  vi

’ = vi - V  
� 	��������	�� ����"�� �
���)� � # ������� ����� ���
���
 �
	: 

 
2
Vm

Vvm
2
vm

2
)Vv(m

2
vm

E
2

i,
i

2
ii

2
ii

2
ii

ki i

�
��

���

++=+==  

���  Eki = Eki
’ + 0.5 mi V2 + ( pi

’ V ) (*) , "�� pi
’ - �����
� �
����
�
��� ���	� � ������� #’. 

 (����
 �
�������� ������� �� N �
����
�
��' ����	. 0�� 	
���� ���	� �
����� �� 
��
������ (*), 
 �
��� �' ��� ������. �����
�
� ����
���� �����
� �
���) � ������� #’ 
�����  P’ = m1 v1

’ + m2 v2
’ +...... = M vc

’, �����
�� 

 E E MV P V E MV Mv Vk k k c= ′ + + ′ = ′ + + ′
1
2

1
2

2 2
� � � � � �

 

,��� � 	
������ ������� #’ ����
�
 ������� )����
 ����)�� (�������� �� �	�����
� vc), �� 
�	�����
  vc

’ = 0  �  Ek = Ek
’ + 0.5 MV2 (V = vc). 

(�����
 #���"
: #��������	
� ����"�� ������� �
����
�
��' ����	 �
��
 ����� 
	��������	�� ����"�� ���� �
��� �������, �������� ��������������� � �� )����� �
�� � 
���������� ������ � ���, � 	��������	�� ����"�� ��� �� ������� � �� ���������
��� 
�������� �� ��������� 	 ������
���
�� ���������� ������� 	������
� � �
�
��� � 
)����� �
��. 
 

1.19 +����� ����, ������ �����
�
. 
 5���, ��� �
	�����
�
 "
�	� 	����� � ������� ���	�� ��"��, ��� � 	����	��. %� 
���"� �������, ��� 	���� ������ ���� � �� �
��
������, ���
 � ���"
� �������
 - ���	
 
���������� ����, '
�
	��������
� �������� (� �
���� ����
� ��� ��
�
���
��� 
��������). 0�� �����
����� ���� �������� �����
������ ������ ����. +����� ���� 

���������
�� ���	� � - ��� ��	��� *, �����
 	�����"� 
�
���  M = F l = F r Sinα, 
 �
��
������ �"� 
��������	������ ����	����, � 	������ ���
� ��	���
 r  
�  F. $����
����, ��� ������ ���� ����� ������
���
 � 
���� ��	�����"� ������������ �
���� - ��	���
 
(����������"� � ���	� ���������� ���� �� ���	� �, 
����
���� � �
���� ����
� �
 �
�
�� 	������
�) � 
���� M = [r , F]. !�
� �������
 ��	�����"� 
������������, ����� �
�����
, ��� �
��
������ 
������
 ���� ����
�� � �
��
�������� ��	����� r � F 

��
����� ��
��"� ����
. $������� ������ ���� 	 ���	� � (�����
���� �
 �����	�). 
$� ��� �� ��
���
� ����� ������ � ���"�� 

 ������	�� ��������, 	������ �
���
�� �������� 
�����
�
. ��
 �����
�
���� ��	���  L  � �
��
 

L = [r , p] = m [r , v]. ,"� �����
 �
���  L = m v 
r Sinα, 
 �
��
������ ������������ �
	 ��, 	
	 � 
������
 ����. $������� ������ �����
�
 �
	 �� 	 
���	� �. 2
���)
 ���
�
�� �������� �����
�
, 
���
������ ��  ���� ��
�	�����, �� 	������ ��
 
��������. /
�������� � 	
������ ������
 �
����
 

������
 �����
�
 ��
 �
����' ����
�: 

 
      * 
 
 
 
        O 
                           r                                F 
               l                                        α 
                                          A 

 

 
     L 
 
 
       O 
                                                                 p 
           l                       r                      α  
                                                A 
 
  



1). 2
���)
 ��������  �
�������� �� ������������� ��
�	�����. &��
������ �� 
��"�, "�� �
'������ �
���)
 �����
 � �
��
������ ������
 
�����
�
 L ���
����� ����������. +����
 ������
 
�����
�
 � ���� ����
� �
���  L = m v r Sinα= m v l . 
�������
  l  �
���
���� ������ �����
�
. 
 

2). 2
���)
 �������� �� �	�������� �
����
 r. 
+����
 ������
 �����
�
  ���������
�� )����
 
�	�������� L = mvr. &
��
������ ��	���
  L ��� �������� 
�
���)� ���
���� ���������� - ��������	������ 
����	���� �����	
 �� �
�. 

 
1.20 !
	�� ��'�
����� ������
 �����
�
 

�������, 	
	
� ��'
�����	
� �������
 �����������
 �
 
��������� ��	���
 L � �
���� ������� ������
. 0�� ���"� �����  ����)����� ���
����� 
��� ������
 �����
�
 �� �������: 

 
d L
d t

d r
d t

p r
d p
d t

� �
� �

�

= 


��
�

��
+ 


��
�

��
, ,  

(
	 	
	 ���	
 � ���������
 (�
����
�
�
� ���	
 �������� �
	, 	
	 �����
���� �
 �����	� 
�
�
"�
 
 1.19), �� ��	���  dr/dt  �
��� �	������ v �
���)�, �� ���
 ����
�
�� �� 
�
��
������ � ��	����� p , ������� ����
� �	��	
 �  ������ ��� ��������� ��	���
 
������
 �����
�
 �
��
 ����. 0
���, ��"�
��� ������� �
	��� &
����
, dp/dt = F, "��  F - 
�
������������
� ���' ���, ����������' 	 �
����
�
��� ���	�. *�����
���
��, ��
������ 
��������
�� ���  dL / dt = [r , F]. �������
, �����
� � ��
��� �
��� ��
������, - ��� ������ 
���, ������������ ���������
�� ���	� �. %�
	, ���������
� �� ������� �� ������
 
�����
�
  L  �
���)� ���������
�� ��	������ ���	� � ����
���� ������� ������
 �
��
 
�������  M  �
�������������� ����  F  ���������
�� ��� �� ���	� 

  
d L
d t

M

�
�

=  

��� �
	�� ��������� �����
�
 ����� �
���)�. ���� �
	�� ������
����� ����� ��� 
���
������' ��
������ ��� 	
���� �� ����	)�� ������
 �����
�
. ,��� 	
	
�-�����
 �� 
����	)�� ������
 ���� �
��
 ����, �� "������, ��� �������������
� ����	)�� ������
 
�����
�
 ��'�
������. 
 (����
 �
�������� �������, ��������� �� N �
���), 	������ ��
������������ 
����� ����� � � �	���
���� ������. &
����� �������� �����
�
 ������� �
���)  ����� 
�������� �����
�
 �����
��' �
���). �������� ����������� �� ������� �� ������
 
�����
�
 �������: 

 
d L
d t

d L
d t

M Mi

i
ij
�&7 (/

j

N

i
�& ,8 &

i

N
� �

� �
= = +

�

�
�

�

�
�� ��

== 11
 

(
	 	
	 ��� ��
����������� ������ ������� 
����������� III �
	��� &
����
, ��  Fij = −−−− Fji  �  
Mij

* = Mij + Mji = [ri , Fij] + [rj , Fji] = [ri - rj , Fij] = 
- [rij , Fij] = 0 , �
	 	
	 ��� ��	���
 �
��
����� �� 
����� ������. (�"�
 ��
������ ��� ��������� 
������
 �����
�
 ��������
�� ���: 

                  p 
    m 
 
 
                     r                        l 
 
 
                                    O       L 

  
 
                                                 m 
                                        r 
                                 L              v 

 

     F ij

                                    r ij

                                                          F ji

               r i

                                    r j
           O

 



d L
d t

M Mi
� & ,8 &

i

N
� & ,8 &

�
� �

= =
=
�

1
 

(
	�� ���
���, ������ �����
�
 ������� ��
�������������' �
���) ����� �������
�� 
���
	� ��� ��������� �������� ������' ��� - ��� ����������� ����
����� �
	�� ��������� 
������
 �����
�
 �������. ,��� �� �
 ������� ������� ������' ��� �� ��������� 
(������
 �
�	���
 � ���	� ������ ������
 �����
�
), �� ������ �����
�
 �
	�� ������� 
��'�
������ � �������� �������. ��� ����������� ����
����� ���
� 

�������	 �
����� 
������
� 
�
���� ��
���. 
 &
���� � �
	��
�� ��'�
����� �����
�
 � ����"��, �
	�� ��'�
����� ������
 
�����
�
 ��������  ���
����
�
��� �
	���� ������� � �"�
�� ������������ ���
 ��� 
�
���������� ����' ��������' �������. 
 

1.21 �������� ��
������ ���
��	� ��
�
���
��"� �������� 
$���'���� 	 �������� �������� .(( - ���
 ��������' �
�
"�
 �� ����� 

��������� ������ �����. � ������� �� �
����
�
��� ���	�, .(( ����� �
����� � ����� 
���"
�
�� �
 ���
	� �

���������
, �� � �������
	 ���������
�� ��	������ ���. 
��������� ������� ������
���
��"� � ��
�
���
��"� ��������. 

$�����
���
��� �������� - ��� ��������, ��� 	������ ���
� ����
�, ����	� 
����
��
� � �����, �������
���� �
�
����
�� �
��� ����. $�� ���� ��� ���	� ���
 �������� 
� ����
	����� ��������� �	�������� � ��	��������, 
 �' ��
�	����� ����� ����
	���� 
���. 0�� ������
���
��"� �������� ���
������ II �
	�� &
����
 ��� �
����
�
��� ���	�, � 
	
������ 	������ ������ ����
�
 )���� �
��. (
	�� ���
���, ������
 � �������� )����
 
�
�� �������
� ������
�� ������
���
��� �������� 
�������� ������"� ���
. 

��
�
���
��� �������� - ��� ��������, ��� 	������ '��� �� ���
 ���	
 ���
 
���
���� �����������. ,��� .(( ��
�
���� ��	��" ����������� ���, �� ��� ���	� ���
 
����� ����
	���� �"����� �	������ � �"����� ��	������, 
 �' ��
�	������� �������� 
�
������� �	��������. � ���� ������ ��
�
���
��� �������� ������ ������
�
 �"������ 
�����������: ϕ, ω, β. 

(
	�� ���
���, �������� .(( ���"�
 ����� �
������
 �
 ������
���
��� �������� 
)����
 �
�� � ��
����� ���������
�� ��"� � ����
�
 �' �����
��. $������ �
��� �
�
��� 
�����
 �������� ��������� ��
������ ��� ��
�
���
��"� �������� .(( ��	��" 
����������� ���. 

+������� �
���
�� ����, ��
�
������ ��	��" ����������� ��� � �"����� 
�	�����
� ωωωω, �
 �������
���� �
��� ∆mi. &
 �����	� �����
���� ��������� ���
 

���������
�� ��� ��
�����. ��
 ��
����� � 
�������
��
� �
��
 ���
� � ����	���� ������
. *	�����
 
vi �
��
����
 �
 ������. +����� �����
�
  Li  
��������	������ 	 ��	���
�  vi � ri. /
�������� �
��� ∆mi 
�� ��� ��
����� �
���  Ri = ri Cosϕi. $� ����������� 
������
 �����
�
 +(  Li = ∆mi [ri, vi]. !���
 ri - �
���� - 
��	���, ������������ ��������� �
��� ∆mi 
���������
�� ���	� �, vi - �	�����
  i - ��� �������
���� 
�
���. +����� �����
�
 ���
  L  �
��� ����� �������� 
�����
�
 �������
���' �
��: L = � Li  = �∆mi[ri, vi]. %� 
�����	
 �������, ��� � ����
� �������������"� ���
 

��	����  ωωωω  �  L  ��	������
����. $������ ��� �
��������� ��
����� ������ �����
�
 
������
�� 	���� ��	��" ��� ��
�����. 0�� ������"� ���
, 	
	 � ��� ������� �
����
�
��' 
����	, ���
������ �
	�� ��������� ������
 �����
�
. !
����� �"� � ����	)�� �
 ��
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��
�����, 	������ �����
��� �
 ��
 z: z
z M

dt
dL = . &
���� ������ �����
�
 .(( 

���������
�� ��� ��
����� z, �� ���
 ����	)�� ��	���
  L �
 ��
 z. %� �����	
 ����� 
����
�
 �����, ���  Lzi = Li Cosϕi. $��	��
	� �"�� ����� ��	���
�� ri � vi ������, Li = ∆mi ri 
vi. *�����
���
��, Lzi =∆mi ri vi Cosϕi = ∆mi Ri vi, "�� Ri - �
�������� �
��� ∆mi �� ��� 
��
�����. !�
�, ���  vi = ω Ri , �������  Lzi = ω Ri

2 ∆mi. $���	)�� ������
 �����
�
 ���
  Lz  
�
��
  �����  ����	)��  Lzi :    Lz = � Lzi = � ω Ri

2 ∆mi = ω � Ri
2∆mi. $��������� ���
����� 

�� �
����� �� ��������� �
 ��� ��
����� ���	� �, ���������
�� 	������ ������������ 
������ �����
�
 L. �������
 ��  Iz = � Ri

2 ∆mi  �
��
� ����� ������������ �������
���' 
�
�� �
 	�
��
� �' �
�������� �� ��	������ ���, �
���
���� �������� ����)�� ���
 
���������
�� ���� ���. ���	�� ����, ���
������ �� ��"�, ��
�
���� ��� ��� ��	�����, 
���
�
�� �������� ����)�� ���������
�� ����� ���, ������� ����, 	
	 ���� ���
�
�� 
�
���� ���
������ �� ��"�, �������� ��� ��� ��	�����. (����
 ����	)�� �
 ��
 z ������
 
�����
�
 .(( ����� ������
���
 � ����  Lz = Iz ω. $�����
� �� ����
��� ��, ��� ��� .(( 
������ �����
�
 ���������
�� ��� ���
 �������
 ��������
�, �����
�� �������� ��
������ 
��
�
���
��"� �������� .((: 

 I
d
dt

Mz
z

z

ω
=       ���      Iz βz = Mz. 

��� ��
������ �
������ ������ �
	�� &
����
 � ����
� ��
�
���
��"� ��������. /��
 
�
��� � ��� �"�
�� ������ ����)��, 
 ���
 ���� - ������ ����. 
 

1.22 (����� ����)�� 
 %�
	, �� �������� ����� �������� - ������ ����)�� ���������
�� ���. &� ���� 
�������� �����'���� ���������
�� ���	��
	�' ����, �� ����"� �����"� ������
 ����)�� 
��� ����
��� ������
�����. &���'����� �������
 ����� ��
������, ������
���� ������ 
�����
�
 .(( � �"����� �	�����
. 0�� ��������� �
������ ������
������ ������
������� 
� ���� 	
	 � ����	������� �
����
�
��' ����	 �
��� ∆mi. /
���
����
� �� �� ��������, ��� 
� � ���������� �
�
"�
 �, �
����� ����� ���
����� ��� ��	���
 ������
 �����
�
  L = 
�∆mi [ri,vi]. (
	 	
	  vi = [ωωωω, ri], ��  L = �∆mi [ri, [ωωωω, ri]] = �∆mi ri

2 ωωωω - �∆mi ri (ωωωωri). $�� 
��������� ���"� �����
�
�
 �����
���
�
�
 ��
�����
�  �����
 «�
) ����� )
�» $ ×××× � ×××× " 
= � ($") - " ($�). (�"�
 L = ωωωω �∆mi ri

2 - �∆mi ri (ωωωω,ri). 7�� � ����  ������ �
�����
 
�
��������
 ����� L � ωωωω �������, ��� L = I ωωωω. (����
 �����, ��� ωωωωr = ωx xi + ωy yi + ωz zi � 
ri

2= xi
2 + yi

2 + zi
2. (�"�
 ����	)�� ������
 �����
�
 �
 ��
 (�
������, x) ����� ��"�����
 

�
	: Lx = ωx �∆mi (xi
2 + yi

2 + zi
2 - xi

2) - �∆mi xi yi ωy - �∆mi xi zi ωz . � ����� ����
� ��� ����� 
�
���
�
 �
	: 
 Lx = Ixx ωx + Ixy ωy + Ixz ωz, "��   Ixx = �∆mi ( yi

2 + zi
2) 

 Ly = Iyx ωx + Iyy ωy + Iyz ωz          Ixy = - �∆mi xi yi 
 Lz = Izx ωx + Izy  ωy + Izz ωz                 � �
	 �
���. 

%� ���'  ����� ����, ��� Iαβ = Iβα, ������� �� ������ �������  Ixx , Ixy ....  
�
������ ���
 ����
. �������� Ixx, Iyy, Izz �
���
���� ������� 
������
�� ����)��, 
  Ixy = Iyx , Ixz = Izx , Iyz = Izy  �
���
���� 
)������������ ������
�� ����)��. *���	������
 �������, 
�����
�����' ����, �
���
���� �������� �������. ��������  Ixx, Iyy, Izz 
�������� ��
"��
�
���� �������
�� ������
, 
 ���
�
��� - 
����
"��
�
����. � �
���� ����
� ��������, �
����������� 

����������� ���������
�� ��
"��
��, �
���. (
	�� ������ �
���
���� ������������. 
$���������� ������ ������������ ����
 ����� ����� ��	���
�� - ��� ������ �����"� �
�"
. 
*	
��� � ���� ���� �������� �������� ������"� �
�"
, 
 ��	��� - �������� �����"� �
�"
. 

�
�
�
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�
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!�
����� 	�������� ����"� ������
 �
����� �� �����
 ������� 	������
�. 0�� 	
���"� 
������
 ���������� �
	
� ������
 	������
�, � 	������ ����
"��
�
��� 	��������� 
���
�
���� � ���
. (
	�� ������ �
���
���� ��
"��
�
���, 
 ��� 	������
� - "�
����� 
����� ������
. *�������������, �������� Ix = Ixx, Iy = Iyy , Iz = Izz �
���
���� "�
����� 
������
�� ����)��.  %� ���' 	�������� ������
 �
������ �
���� ��
����� ����� ������ 
������ ����)�� Izz = �∆mi (ri

2 - zi
2) = �∆mi Ri

2, 	������ ��� ������� �
���. � ���
������� 
����
�� � �����
� �"� ��
���� �����
 ����
������� �
�
��. 
 

1.23 ���������� �����' �������� ����)��. (�����
 8 ������
. 
 $�������
�  �����
 ��� �����"� ������
 .(( ������������� ����������� �
���
 
+(. ,��� �� ����'����
 	 	������
�
���� ������� (��������� ����), �� ����� ����'����� 
�
�����
 ����"�
��� ��������"� ���
 

 Izz = R d m R d V
m V

2 2� �= ρ  

"�� ρ - ��������
 ���
, 
 R - �
�������� �� �������
���"� ��6��
 dV �� ��� ��
�����. ,��� 
���� ����������, �� ��������
 �"� ����
	��
 �� ���' ���	
' � 

 I R dVzz
V

= �ρ 2 . 

���������� �
	�"� ����"�
�
 � ����� ����
� ����
����� ������. /
�������� ���	��
	� 
������' ����
��. 
 1). +����� ����)�� �
����
�
��� ���	� (�
��
 m, �
�������� �� ��� - R). 
� ���� ����
� ����"�����
��� �����
�
�� � � �����
�
��  I+( = m R2. 
 2). +����� ����)�� ���������"� ������� (m, ����
 l, ��
 ���'���� ����� )���� 

�
��). *������
 ����������, ������� dV = Sdx, R = x, ρ = m/V 
= m/(Sl), ��"�
 

I
m
l

x d x
m
l

l m l
z z

l

= = �
�
�

�
�
� =�2 2

1
3 2 1 2

2

0

2 3 2/

. 

 3). +����� ����)�� )������
 (m, �
���� r, ���������
�� ��� ���������) 
%� ���"� ��6��
 )������
 ������� ���	�� 
)����������	�� ���� �������� dR(������� �
 �����	� 
���	�����), ����
�
� 2πRh, "�� h - �����
 )������
, 
 R - 
�
�������� �� ���������"� ��6��
 �� ��� ��
�����. (�"�
 
�
��
 ���� �
��� �
��
 dm = 2πρRh dR � dIz = R2 dm = 
2πρhR3 dR. !�
�, ��� m = ρ V = ρπr2 h, �����
�� ��� ���"� 

)������
  I R dR
mr

z
9%1

r

= =�2
2

3

0

2

πρ . 

 4). +����� ����)�� �
�
 (m, R�, ��
 ���'���� ����� )���� �
�
). 
&
�
�� ������
 ����
 ������� �
 ��� � � 	
������ dV ������� �� �
��
 ��6��
 ���
, 	����
� 

�
'������ �
 �
�������� R �� ��� ��
����� � ����
 ��� 
�"��� ϑ  	 ���: dV = 2πr2Sinθdrdθ. ��� ��6�� �����	
 
�
������ rSinθ � �������� rdθ×dr. (����
 �����
��� ���� 
��6�� �  ������ ��� �����"� ������
 dIz = ρR2 dV = 2πρr4 
Sin3θ dr dθ. ��� ������ ����)�� �����	
, 
 ��� �
�
 
�����
�� 

I r dr Sin d
R R

mRz
8 ./

R
� �

�

�

= = =� �2
4

3
2

5
2
5

4

0

3
3

0

2
2πρ ϑ ϑ

π
ρ

π
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 ��� ��� ������� ����)�� ���������� ���������
�� ���� ��������� ��� (�� ���
 
���'���� ����� )���� �
�� �����������'  �"��). $������  ������, ������
����  

������� ����)�� ��� ��� �' ��
����� ��	��" ��� 
�
�
����
��� ���, ����������� ����� )���� �
��, � 
��������� �� ��� �
 �
�������� a. %�
	, �
�������� 
��� �
�
����
��� ���: ���
 ���'���� ����� )���� 
�
��, 
 ����
� - �
 �
�������� �� ��� 
. +����� 
����)�� ���
 ���������
�� ���, ���'������ ����� 
���	� �, ����� �
��� I = �Ri

’2 ∆mi = �(xi
’2 + yi

’2)∆mi 
=�[(xi + a)2 + yi

2] ∆mi = � (xi
2 + 2xia + a2 + yi

2) ∆mi =� 
Ri

2 ∆mi + 2a � xi ∆mi + a2 � ∆mi = Ic + m a2 + 2 a m xc = 
Ic + m a2. (
	 	
	 ���
 �� �
��' ���� ���'���� ����� )���� �
��, �� xc = 0, ������� ������
 
8 ������
 ������ �
	: 
�
���� ������� 
��

������
 ��
���
���
� 

� ����� 
���� �
����� ������� 

��

������
 

�, ����������
� ����
� � ��
�
�	��� ����� ����� ��

 ����, � 
��
��������	 ��

� ���� �� ������� ��

�
	��	 �� �� 

	��: 

I = Ic + m a2. 
 

1.24 #��������	
� ����"�� ��
�
���"��� � 	
����"��� ���
. 
 ,��� .(( ��
�
���� ��	��" ����������� ��� � �"����� �	�����
� ωωωω, �� 
�������
��
� �
��
  ∆mi, �������
� �� ��� ��
����� �
 �
��������  Ri, ���
�
�� �	�����
�  
vi = ω Ri. *�����
���
��, �� 	��������	
� ����"�� �
��
 ∆Eki = 1/2 ∆mi vi

2 = 1/2 ∆mi ω2 Ri
2. 

*���
 ���' �
	�' ����"�� �
�� ������ 	��������	�� ����"�� ���
 ��� �"� ��
�����  Ek
�/ = 

1/2 ω2 �Ri
2 ∆mi = 1/2 I ω2. ��� ���
����� 
�
��"���� ���
����� ��� 	��������	�� ����"�� 

������
���
��"� ��������, �� ���
 �
��� ����
 ��������� ������ ����)��, 
 ���
 
�������� �	������ - �"���
�. (����
 �������, ��� ����� �������
 ��� ����"��. &
����  

�
����, ������
���� ������� ����� ��� ��
����� .((. 
/
�������� �
����� ����
�, 	�"�
 ���
 �
��
����
 �� 	
�
���
��� 	 
�	��������, �� 	������ �������� ���	
 ���������� ����. � ���� 
����
� F  ds, �� ���
 ���
 � ����������� �
�
����
�� � dA = Fs ds 
= Fs R dϕ = Mz dϕ. ,��� �� ���
 �
��
����
 ��������
�� �� 
��������� 	 ��������, �� �� ����� �
������
 �
 ��� 
����
�������: �
�
����
�� ��� ��
����� F||||||||(�� ������ 

���������
�� ��� �
��� ����), �
�
����
�� �
����� ��
����� F⊥⊥⊥⊥(�� ������ ���� �
��� 
����) � �� 	
�
���
��� 	 �	�������� Fττττ(��� � ���
 �
���������
� ���� ���
). (
	�� 
���
���, ���
�  �����
 �
	��
   dA = Mω dϕ. 0�� �������� �����
�� �
	��  ������  P = 
Mω ω = Mωωωω . 
 ,��� �� ���� � ��
�
���� � �������� ������
���
��, �� ������ ������
����
 �"� 
	��������	�� ����"�� � ���� ����� ������
���
��� �
��� � ����"�� ��
�����, 
������������ ���������
�� ���, ���'������ ����� )���� �
��. (�"�
 �� ������� #���"
 
�����
��: 

  E E E
m v I

k k
$ � * (

k
� / 9+ c= + = +

2 2

2 2
ω

 

� 	
������ ������
 ����� ���������
 	��������	�� ����"�� �����
, 	
����"��� ��� 
�	��
����� �� "�������
�
��� �����'�����. � ���� ����
�  ω=v/R  �  Ek = mv2/2 + m R2/2 
(v/R)2 = m v2. 
 

1.25 3����	���. 3����	������	�� �  �	� 
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 3����	���� �
���
���� �
������� ������������ ����, ��
�
������ ��	��" ��� 
��������� � ���
��� �	�����
�. 0�� �����������"� "����	��
 �
��
������ ��	����� L �  
ωωωω  ����
�
��, ��"�
 L = I ωωωω. (
	 	
	 "����	�� �
������, �� I ����
 ����	, �
	 �� ����	
 � ω. 

%����
��� ��������� "����	��, �� ���
 �
	��, ��� ����
 �������� 
���' ���, ����������' �
 ��"� �
��
 ���� M = 0. ��
 "����	��
 
�
	������
 � ���	� �, ������ �����
�
 �
��� L. (����� ���. 
$����
���� ��������
 "����	�� ����� F, ����������� 
"�������
�
�� � ������� ������� ∆t. �	
���
����, ��� "����	�� 
����� �����
���
�
�� � �
��
������ DD’. ��� ������� �
���
���� 
"����	������	�� �  �	���. (
	�� ��������� "����	��
 ����
�� � 
���, ��� ��������� ������
 �����
�
 �
��� dL = M dt; ����� 
��
����� ������
 �����
�
 ����� �
���  L(t+dt) = L(t) + M dt � ��
 
"����	��
 ���������� � �
��
������, ��������	������� ����. 
������� ���  
	�, ��� L>>M dt. (
	�� ���
���, ���� �
 
��������� "����	�� ����������
�
 ����� F, �� �� ����� ������
�
 
��
�
���
��� �������� ��	��" ��'����� ��� ��
�����. ��� 

������� �
��
�� ���)������. /
�������� ���)����� "����	��
 ��� ��������� ���� �������. 
%�������
�
 ����� ��� �� "����	��, �� ����
 � ���� ����
� �� ����� �
	����� 	 
�����	
�
��� ��� ��� �"��� β. &
 "����	�� ����� ��������
�
 ������ ���� mg,  �
����  M 
= [r, mg]. +����
 ���"� ������
 �
���  M = mgbSinβ, "�� b – �
�������� �� ���	� � �� 
)����
 �
�� "����	��
. 0������� ������
 ���� ������� ���
����� � ��������� ������
 

�����
�
 "����	��
 dL = Mdt � ��
 ��
����� 
"����	��
 ���������� �
 �"�� dϕ. +����
 ���"� 
��������� �
��� dL= L Sinβ dϕ. ���
��� �����
 
�"�� �������
 � ������� �
����� ���)�����: 

d
mgbSin dt

LSin
d
dt

mgb
L

mgb
I�ϕ

β
β

ω
ϕ

ω
= = = =; � . � 

�����
�
�� �
 	
���� dt "����	�� ���������� �
 
�
��� �"�� �� �	��������, ��� ���� ���������� � 
������ ���� �������. ��� � ���
 ���)����� � 
�"����� �	�����
� ω�� << ω. $���������  ������ 
�����, ����  mgb << I ω2. $���
� �
��
 ���"� 
����������� �� �����	� �������� �
��
 
�����)�
�
��� ����"�� "����	��
 � ���� ���� 

�������, 
 ����
� - 	��������	�� ����"�� "����	��
. %�
	, ����������  ������ �����, ����  
Ep << Ek. 
 

1.26 *�������� ������
����
 - ������� � �
	��� ��'�
����� 
 !
	��� ��'�
����� �����
�
, ����"�� � ������
 �����
�
 ����
�� � ������������� 
�������
�� ��������� ������
����
 � �������. ��� ��� �
	��� ����� �������
 �� II �
	��
 
&
����
, ���� � ���
������ 	 ���� �����
���
�
 �������
 ��������� ������
����
 � 
�������. 
 $�� ���������� ������
����
 - ������� �����
�� �����������
 �������, 
�����������
 � �����������
 ������
����
. 
1). �����������
 ������� ���
�
��  �
�����
��� ���' �������� �������: �
�� � ��� ����� 
�
����� ������� �
� ���� �������
� 
�
���� �

������ � 

���!���
 
�����
��� 
�
�
��	, �
 ������	 
 ���� �
����
� ������� �
� 	�����	 � ��� ����� ��
������ 


���!���
 
�����
�
. 
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2). �����������
 ������
����
 ���
�
��, ��� � ������
����� ��� ���������' ���������, ��� 
���	� ������
����
 �
�����
���: �
�� ��������� 
�
���� ��� ������
�� �� 
��
�
 ��
�� 
��

����
��� � ����
�, �

����� ��� ��
� �
� ���� � ��� � ��  � �
�
��	, � ����� 
�� 
���
����
� � ��� ��� �
�
 ����, �
 ��
 �� 
������
	 �� �
�� �
�� �

�������� 	������. 
3). %�������� ������
����
 ���
�
��, ��� � ������
����� ��� ���������' �
��
������, ��� 
�
��
������ �	���
������: �
�� ��������� 
�
���� ��� �
������� �� ��
���
����� ��
� 
�
���� ���
�
�
� 

�, �

����� ��� ��
� �
� ���� � ��� � ��  � �
�
��	, � ����� 
�� 
���
����
� � ��� ��� �
�
 ����, �
 ��
 �� 
������
	 �� �
�� �
�� �

�������� 	������. 
&
������ �
���� ��� ���� ���
���� ������� �������

�� �������. 
 ���
����� 	 ������ �
	��
 ��'�
����� ����"��. %� ���
��	� ���
��� ��������� II 
�
	��
 &
����
  A12 = Ek2 - Ek1. 0
��� �����������, ��� ��� ����, ����������� �
 ��6�	��, 
����
������� �������, ����� ������
���
 � ���� �����)�
�
��� ����"��, 	����
� ��� 
����� �
���)� ����� ��"�����
 �
	 - Ep(x,y,z,t). (
	�� ���
���, ��
 ����� �
�����
 � �� 
�������. (�"�
 �
���
 ���' ��� ����� ���
 ������
����
 	
	 ����
 �����)�
�
��� ����"�� 

A
E

x
dx

E

y
dy

E

z
dz

p p p
12 = − + +

�

�
�

�

�
��

∂
∂

∂
∂

∂
∂

.!
����� ������ ��  ����)�
� Ep � �����
��� � 

���
����� ��� �
���� dE
E

x
dx

E

y
dy

E

z
dz

E

t
dtp

p p p p= + + +
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

, ��"�
 

A dE
E

t
dtp

p
12 = − + ��

∂
∂

  �  ( ,k2 + Ep2 ) - ( Ek1 + Ep1 ) = 
∂
∂
E

t
dt

p

� . ,��� ������
 �
�	���
, �� 

�����)�
�
�
� ����"�� �� ����� ���� �
�����
 �� ������� � ���� ������������ 
������
����
. (
	�� ���
���, �
	�� ��'�
����� ����"�� ��	
�
�. 
 $������� 	 ��	
�
���
���� �
	��
 ��'�
����� �����
�
. $���
 ��'
�����	
� ������
 
�
�	���
. ��� ���� F1, F2, ..., ����������� �
 �
����
�
��� ���	� �������, �������� 
���
�� �����������, ������' ��� ���. ����� ������������ ������
����
 ����"�� ������� 
�� ���������, ���� ������� �������
 �� ����"� ��������� � ���"��. +
���
�����	� ��� 
���
�
��, ��� ���
������ �� �������  r1 , r2 , ... � R - ��	���
 �������� ������� � ���"�� 
��������� Ep (r1 , r2 , ...) = Ep (r1 + R , r2 + R , ...). ������� R ���	������ �
���, �
	��, ��� 

R = dx ex � �
������ � ���: Ep (r1 + R,..) = Ep  (  r1 ,.. ) + 
∂
∂

∂
∂

E

x

E

x
dx

p p

1 2

+ +
�

�
�

�

�
�...... . ���
����� � 

�	��	
' ������ �
����
�� ����, 
 ���
 ��� - ����
 ����	)�� ���' ���, ����������' ������ 
�������, �
 ��
 ' (��� ��
	
 �����). ����� ��������
����� �����
 R ����� ����
�
, ��� � 
���� ����
� ����
 ���' ���, ����������' �
 �������, �
��
 ����, 
 ��� 	
	 �
� �� �������, 
��� 	������ �� II �
	��
 &
����
 �����
���� �
	�� ��'�
����� �����
�
. 
 !
	�� ��'�
����� ������
 �����
�
 �������, ����� ����
 �������� ���' ���, 
����������' �
 �������, �
����
�
 ����. /
�������� ������� �
�	����� ��'
�����	�� 
������� �
 �"�� dϕ. ����� ������������ ������
����
 �
 ���� ������� �
���� �� 
�
��
���
����, �������  dA = (M1 + M2 + ...) dϕϕϕϕ = 0  � "����������	
� ����
 �������� ���' 
���, ����������' �
 �������, �
��
 ����. 
 

1.27 *������ ������� � ���������� 	������
�� 
 $�������� �
����
�
��� ���	� � ������
����� ����� ���
 �
�
�� ����� ����
�� - 
	������
�
��. &
������, ��� ��"�� ���
 ��	
����� 	������
�� - x,y,z, � ������	�� 
	������
��  - ρ, θ, ϕ. � ����� ����
� ��� ���	� �' ���. $�� �
	�� ��6�	� "������, ��� �� 
���
�
�� ����� ��������� �������. +���� ������
��, ��� �������� ���	� �"�
������, 
�
������, �������� ��� ���
�. (�"�
 "������, ��� �
 �������� �
������ �����. � ���� 



����
� ��
������  f(x,y,z)=0 - ��� ��
������ ��������, � �����
�
�� ��"� ���
�������� 
���
���� ���
 ��� 	������
��. 3������, ��� ���	
 ���
�
�� ����� ��������� �������. 
�������� � ���������� ��������, �
������ �� ��"�. � ���� ����
� "������, ��� ���	
  
���
�
�� ����� ������
� �������. $������� �
	�"� �������� �������� �������� 

�
����
�
��� ���	� �� �	��������. $�� ���� ����
���� ����
������, 
��� �������� ������
���� ����� 	������
�
�� (x,y). &� �
	 	
	 
��
������ �������� (x2 + y2 = R2) ������
�� ��� 	������
��, �� 
���
������� ��������� ���
���� ���
	� ���
. � 	
������ �
	�� 
	������
�� ����� ����
�
 ����� ��"� �	�������� � �
�
��� 
������
 � ���	�, �
������, � 	������
�
�� (0,R). � ���� ������� 
����
 ��"� L �������� ���������� 	������
���. 
 ������� ������� �������� ������� �
 ������� �� n 

�
����
�
��' ����	. ,��� �"�
������� �������� ���, �� ��� ����������� �"�������"� 
��������� ���' ����	 ������� �
�� �
�
�
 3n 	������
�. � ���� ����
� ������
 ���
�
�� 3n 
��������� �������. $���
 �
 ������� �
������ 	
	��-���� 	��������� ������. (�"�
 
���
������' 	������
� ���
�����  f. 0�� �' �
�
��� ����� �����
���
�
 ����� f ����� q1 , 
q2 ,...., qf , � �����
� 	�����' ����� �
�
�
 ��������� n ����	. ��� � ����� ���������� 
	������
��. $���������� �� ���������' 	������
� ����� �
���
�
�� ����������� 
�����
�
��. 2���� ���
������' ���������' 	������
� � �
���
���� ������ �������� 
������� �������. 
 � 	
������ ������
 �
�������� ����� �������� ������� .((. 2���� ���
������' 
	������
� ��������� �
	: .(( ����� ��
�����
�
 �� ��
�
���
��� (3 	������
��) � 
������
���
��� (3 	������
��) ��������. 0��"�' ������������ ��� - ��
��� ���"� � .(( 6 
�������� �������. 
 
 3�
�
 4. #����
��� 
 
 1.28. 3
��������	�� 	����
��� 
 /
�������� ������� � ����� ������
� �������, 	������ ����� '
�
	�������
�
 
���������� 	������
��� q. (�"�
 ����� �	
�
�
��, ��� �
��������
 �����)�
�
��� ����"�� 
������� �� ���������� 	������
�� Ep(q) ����� ����
 ���, �����
������ �
 �����	�. ,��� 

, - ����
� ��'
�����	
� ����"�� �
���)� � 
�������, �� �
���)
 ����� �
'����
�� 
���
	� � ��' ����
' ��� q, "�� ,p(q) ≤ 
E(��
����� , �����
���� �
 �����	� 
"�������
�
��� ������). $������ �������� 
� ���
��� �� q3 �� ���	��������� ����� 
���"�
������� (�� ������), 
 � ���
��� �� 
q1 �� q2 ����� �"�
������ ( ������). (��	
 
q0 �	
���
���� ���	�� ���������"� 
�
�������� �������. $�� �����������' 
�������' (���������� ��� ������������ 

�
��� ������) � �
	�' ���	
' ����� �����	
�
 ������ ��� ��'
�����	�"� �������� - 
��'
�����	�� 	����
���. #����
����� � ����	�� ������ �
���
���� ��������, 
���
�
���� ��� ��� ���� ������
� ������������� �� ������� (���. ��)�	�������). 
$������ �������� ��
������ 	����
��� � �"� �������� �������
. /
������ �����)�
�
��� 
����"�� � ��� ������ q0 - ��������� ���������"� �
��������: 

       Ep

       E                      ��
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                                x 



E q E q
dE

dq
q q

d E

dq
q qp p

p

q q

p

q q

( ) ( ) ( ) ( ) ......= + − + − +
= −

0 0

2

2 0
2

0 0

 

(
	 	
	 � ���	� q = q0 � �����)�
�
��� ����"�� �
����
���� �������, �� ����
� 
���������
� ����  ��	)�� ��� ���� �
��
 ����. ,��� �����
 ������ ����������� 
�����
���
 ��������� k/2, �� �����)�
�
�
� ����"�� �������  � ��
����� ����, 
����������� �
 �
���)�, ������ q0 ����� �
��� 

 E q E q
k

q q f q k q qp p( ) ( ) ( ) ; ( ) ( )= + − = − −0 0
2

02
 

(
	
� ���
 �
���
���� �����
�
����, �
	 	
	, "�� �� �� �
'����
�
 �
���)
, ���
, 
���������
� �
 ���, ����� �
��
����
 	 ��������� �
�������� �������. %�
	, ��� 
�����	������� 	����
��� ����'����� �
����� ���' ������� - �����
�
��
� ���
 � 
���������� (��� ����
 �
���) ������. #����
���, 	
	 � ����� ��'
�����	�� ��������, 
����������� II  �
	��� &
����
. 0�� 	����������� �
���)� �
��� m  ��� ��
������ 
��"����� �
	 mW = F ��� 

m
d q
dt

k q q
2

2 0= − −( ) . ������ ����� ����������  x = q - q0, ������
���� �������� �
���)�. 

��� ���
�
��, ��� �� ��������� �
�
�� 	������
� ������� ������
 � ��������� ���������"� 
�
�������� �������. (�"�
, �����
���  ω2 = k / m, �����
��   m x’’ = -k x  ���     x’’ + ω2 x = 0. 
$�������� ��
������ ����� ����
�
 ������������ ����
����
��� �
�������: �
������	, 
��
�
�
�	��� � 


����
���� 
 ���� ����������, ��������
	 ����
����
����. ����� 
�������� �
	�"� ��
������ �������� ����
 "
��������	�'  ��	)��  x (t) = A1 Sinωt + A2 

Cosωt = A Sin(ωt + ϕ0). � ����  ������ tg
A
A

A A Aϕ 0
2

1
1
2

2
2= = +; . *������� �
���)� �� 

��������� �
�������� (��
������ ��������) ����� �
���
�
 �
	: 
x(t) = A Sin (ωt + ϕ0) 

� ���� ��
������ �������
 . �
���
���� 
��������� 	����
���, ω - �
������, �������
 ϕ0 - 
�
�
�
���  
���, 
 ϕ(t) = ωt + ϕ0 -  
��� 	����
���. ��� ��
������ �������� ��� �������, 
��� ��	������� �� ��������� �
�������� �
��, ������� �
	�� 	����
��� �
���
���� 
�
���� 	����
�����. ����"�� �������, ������
���� �
��� 	����
���, �
��
 

 E
mv kx m A Cos kA Sin m A

= + = + =
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
ω ϕ ϕ ω

  

� �� �
����� �� �������. (
	�� ��������, ���� �
���
 ��� ������ ������������ �
�
. 0
��� 
�� �
�������� ���������, �
��'
���� � ����������� 	����
���. 
 

1.29 *�������� 	����
��� (�
���
�����	�� �
����	, "��� �
 �������) 
 *��������� �
���
���� 	����
��� ������� ��� ��������� ���
	� ���������' ��� � 
������� ��� ������� ���	�' ������' �����������. 0�� ���' 	����
���
��' ������ ����� 
�
���
����
�
 �
��� 	����
���, �� ���
 �
	��, ��� 	�����'  x << 1. 



 � 	
������ ������ �
�	����� ������� �
�������� �
���
�����	�� �
����	 (+( �
 
��������� ����) � ���� ���� ������� (������ ���). !
����� ����� ���
����� ��� II �
	��
 

&
����
 	��������"��� �
����	
, 
 �
��� �����	������ �"� �
 
	
�
���
��� 	 ��
�	����� (��"
 �	�������� �
 �����	�): 
 m a = F     ;   OX:    ma = - mg Sinα 
(
	 	
	  x << 1, �� � �"�� ��	������� �
����	
 �� �����	
�� 

�
� � Sinα ≅ α = x/l. (�"�
  a
g
l

x= − . 7�����
�, ��� a = x’’, 

�����
�� ��
������ "
��������	�' 	����
���  x
g
l

x"+ = 0 . 

�������
  ω0 = 
g
l

 �
���
���� �
������ ��������' 	����
��� 

�
���
�����	�"� �
����	
. * ��� ����
�
 �������
 ������
 	����
���  T
l
g

= =
2

2
0

π
ω

π . %, 

�
	���), ����� ��
������ �������� ��� ���"� ����
�  x(t) = A Sin (ω t + ϕ0). 0�� �����"� 
����������� 	����
��� ����'����� �
�
�
 ��
����� 
�������� � �
�
�
���  
�� 
	����
���. ��� ����� ����
�
, �
������, ����� ������
��: �
�
�
 	��������	�� ��� 
�����)�
�
��� ����"��: 

1) � �
�
�
��� ������ +( ������ �
 �
�������� '0 �� �����	
�� � �������� 
���������. (�"�
 
 x|t=0 = x0              � ���� ����
� ��
������ 	����
��� ��"����� �
	 
 v|t=0 = 0                                   x(t) = x0 Cos ω0t  

2)  � �
�
�
��� ������ +( �� ��������� �
�������� ����	�� �����
�� �	�����
 v0 . 
(�"�
 
 x|t=0 = 0               � ���� ����
�  ϕ0= 0  �   
 v|t=0 = v0                                 x(t) = v0/ω0 Sin ω0t 
 ������ �������� ����� ������
 «"��� �
 �������». /
�������� ��
�
�
 ����
�, 

�����
������ �
 �����	�. $�� ��������� ����� 
������� �
 "��� ����� ��������
�
 ���
 ����"����, 
	����
� ��� �
��' 	����
��� ����������� �
	��� 3�	
  
F��� = - k x (	 - ����	���
 �������), �� ���
 �������� 
�����
�
����. (�"�
 II �
	�� &
����
  ma = F��� + mg + 
N  � ����	)�� �
 ��
 ' ����� ����
 ���: ma = - kx. *���
 
�����
�� ��
������ "
��������	�' 	����
��� � 

�
������ ����������' 	����
��� ω0 = 
k
m

 � ��������  

T = 2 π
m
k

. /
���������� �����	
�
��' 	����
��� "���
 �
 ������� ���������� 


�
��"���� � �
�� �� �� �����
�
��. 
 � �
	������� �������� ��������  ������ ��� 	����
���
��� ������� « ������	�� 
�
����	». �������	�� �
����	�� �
���
���� .((, 	������ ����� 	
�
�
�� ��	��" 
����������� "�������
�
��� ���. 2
����
 	����
��� �
	�� �������  

ω π0 2= =
m g a

I
� � � ��T

I
m g a

, � , "��  m - �
��
 .((, 
 - �
�������� �� ���	� . �� 

)����
 �
�� .((, I - ������ ����)�� .(( ���������
�� ���	� .. 

                                          T
                                                       x

                        O                    mg
 

                               m

                                      x
 



 
1.30 !
��'
���� ��'
�����	�� 	����
��� 

 � ��
�
��� ������� ���"�
 ��������� ���� ������, ������� ��������� 	����
��� 
��� ���� ����� �
��'
�����. *� �������� ����
�
���� �' ����"�� � 
�������
. #���� 
��"�, �
	 	
	 ���
 ������ ��������� ������ �����
�
���� ����, �� � �
����
 �
��'
���' 
	����
��� �����
 ���
 ���
��, ��� � �
	�' �� ��������'. � 	
������ ��� ������ 
�
�������� �
	 �
���
���� «���	�� ������», �� ���
 ������, �������
 	�����"� �
����� �� 
�	������ ���������
��"� �������� �����'�� ��6�	���  F = - βv = - βx’ . !
����� II �
	�� 
&
����
 � ���� ����
� ma = - kx - βv  ��� x’’ = - ω0

2 x - β/m x’. ������  �����
����� γ = β/2m; 
ω0

2 = k/m, ��"�
 ��
������ �������� ����� ����
 ���: 
   x’’ + 2 γ x’ + ω0

2 x = 0 
/������ ���"� ��
������ �� - �������� ����� ����
 ����������	�� '
�
	���, �� ����, ��� 

�������
 	����
��� ����� ����
�
. %��� ������� � ���� 
   x(t) = x0 e- α t Cos ωt 
� ����  ������ ������������ �������
�� ��������  ω � α. 0�� �' ����������� �������� 
������ � ������ ����������� �� ������� �� ' � �����
��� ���������� ���
����� � 
��
������ ��������. $��������� ���
����� ����� ��� 
       (α2 - ω2 + ω0

2 - 2αγ) x0 e- α t  Cos ωt  +  (2αω - 2ωγ) x0 e- α t Sin ωt = 0 
2���� ��� ���
����� ���� ���
������� � ����� ������ ������� ����'�����, ����� ��� 
	��"��� �	��	� (��� 	������� � ������) ���� �
��� ����. $� ���� �������� � ����������  

α � ω: α = γ; ω ω γ= −0
2 2 . (
	�� ���
���, ������� ��
������ ��� �
��'
���' 	����
��� 

����� ��"�����
 �
	: 

  x t x t C o s te( ) = − −�
�
� �

�
�0 0

2 2γ ω γ . 

�������
 γ �
���
���� ��	�������� �
��'
���. &
 �����	
' �����
���� "�
 �	� 
�
��������� �������� ���
 �� ���������  �
�������� ��� �
��' (�����) � ���
��' 
 (��
���) �������
' ��	������
 �
��'
���. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

$�� ����
 ���
��� ������ � ������� 	����
��� ������ �� �����, 
 ����� ����� ��� ����� 
��
���� ����������� 	����
���
��� ������� 	 ��������� ���������"� �
�������� 
 

1.31 ����������� ��'
�����	�� 	����
��� 
 ������������ 	����
����� �
���
���� 	����
���, 	������ ������
���� ��� 
�������� ������' ���. � �
���� ����
� ����� ����
�
�� ��'
�����	�� 	����
��� ��� 
���������  ������� ����, ������������ �� "
��������	��� �
	���. 7�
������ II �
	��
 
&
����
 � ���� ����
� ������ ���: ma = - kx - 2 γ m x’ + F0 Cosωt ���  

x’’ + 2 γ x’ + ω0
2 x = (F0/m) Cos ωt. 

$��)��� ���
�������� 	����
��� ����� ���'����
 �
	. *�
�
�
 � ������� ��	�����"� 
������� τ ����� �����'����
 ���������� 
�������� 	����
��� (�
	 �
���
���� 

       x
      

     O                                                           t

 

        x 
           
      
 
 
      O                                                      t  



����'����� ���)���), 
 �
��� �
������ ���
���������� ���)��� 	����
��� � ���������� 

���������, �
������� �� �������� ������
���� ���� � �� �
�����. /
���
����
�
 ����� 
���
���������� ���)���, ������� ������� ����� ��	
�
 �
 �
����� ������
���� ���� � 
����  x(t)= x0Cos( ωt + ϕ ) �, �
	�� ���
���, ����'����� �
��� ��� ��������:  
�� 
	����
��� ϕ � 
��������  '0. 0������� �� ��� �� ����)��
�, ��� � � ����
� �
��'
���' 
	����
���, �����
�� ��������� ��
������ ��� ����������� ����������': 
[(ω0

2 - ω2)Cosϕ - 2γωSinϕ - F0/(mx0)]Cosωt + [(ω2 - ω0
2)Sinϕ - 2γωCosϕ]Sinωt = 0. 

2���� ��� ���
����� ���� ���
������� � ����� ������ ������� ����'�����, ����� ��� 
	�
��
���� �	��	� (��� 	������� � ������) ���� �
��� ����. $� ���� �������� � 
���������� '0 � ϕ: 

 
( )

x
F
m

tg0
0

2
0
2 2 2 2

2
0
2

1

4

2
=

− +
=

−ω ω γ ω
ϕ

γ ω
ω ω

; . 

$������� "�
 �	 �
��������� 
�������� 	����
��� �� �
����� ������
���� ����  x0 = 
f(ω). $�� �
����
', ����	�' 	 ����������� 
�
����� 	����
��� �������, �����'���� ���	�� 
���������� 
�������� ����������' 	����
���. 
��� ������� �
���
���� �����
����, 
 
�������������
� �
����
 - �����
�����. ��
 
�
��
 

 ω ω γ��� = −0
2 22 . 

�
���� '
�
	�������	�� 	����
���
��� ������� 
�������� ����������
 Q. ��
 '
�
	�������� 
������ �����
����� 	�����. 2�� ���
�� 
����������
, ��� ��� �����
���
� 	���
�. 
���������
 ����������
 ����� ��  ������  

Q � �=
ω �

∆ ω
. $�� ∆ω �����
���� �����
 ���
���, 

"�� 
�������
 	����
��� �� ���
�� 0.7 �� 
�������� 	����
��� ��� �����
��� (������ �
 
�����	�). 
 

1.32   *������� 	����
���. :����� 
 /������ ���
 ��������, � �
������� �������� ���	��
	�' 	����
��� ����
	���"� 
�
��
������ (���, ��� �� �� �
���, �������� ���	��
	�' "
��������	�'  ��	)��), 
��
�����
�� ����"�
���� � ��
������� �
"������, ���� �����
�
�
 	����
��� "�
 ����	� � 
���� ��	����� �
 ����	����. $�������
� �
	�� ���
��� �'��
 �
���
���� ��	������ 
��
"�
����. 
 ���
��� ��
, 	������ �����
��� �
 ' (�����
���
 �
 �����	� "�������
�
��). %� 
���	� �, ������ �
 ���, �������  ��	��� ����� 
, ���
������ � ��
� �"�� α. ,��� �������� 
���� ��	��� �� ��
����� � �"����� �	�����
� ω0, �� ����	)�� 	��)
 ��	���
 ����� 
�������
�
�� �� ��� ' � ������
' ��  -
  ��  
, ������ 	������
�
 ���� ����	)�� ����� 
�������
�� �� �������� �� �
	���  x = a Cos(ωt + α). !�
���, "
��������	�� 	����
��� 
����� ���
 ������
����� � �����
� ��	���
, ����
 	�����"� �
��
 
�������� 	����
���, 
 
�
��
������ ��	���
 ���
���� � ��
� ' �"��, �
����  
�� 	����
���. 

           x0

    0.7xm

          F0

      mω0
2

                                                                    ω
                                  ω���

 



 (����
 � �����
� ��	������ ��
"�
��� �
�������� �������� ���' "
��������	�' 
	����
��� ����
	���"� �
��
������ � ����
	���� �
�����. 
*������� ' 	��������"��� ���
 ����� ������ �������� '1 � 
'2, 	������ �
������� ��������� ���
���: x1 = a1Cos(ω0t + 
α1); x2 = a2Cos(ω0t + α2). $�����
��� ��
 	����
��� � �����
� 
��	����� �1 � �2 , 	
	 �����
���� �
 �����	�. $������� �� 
��
���
� �������� ��	����� �����
�������� ��	��� �. 1�"	� 
�����
, ��� ����	)�� ���"� ��	���
 �
 ��
 ' �
��
 ����� 
����	)�� ��
"
���' ��	�����: 
 ' = '1 + '2 . *�����
���
��, ��	��� � ������
����� ����� 

�����
�������� 	����
���. ���� ��	��� ��
�
���� � ��� �� �"����� �	�����
� ω0, ��� � 
��	���
 �1 � �2, �
	 ��� �����
�������� �������� ����� 
"
��������	�� 	����
���� � �
������ ω0 , 
��������� 


 � �
�
�
���  
��� α. %� ���������� �����, ���  
a2 = a1

2 + a2
2 + 2a1a2Cos(α2 - α1)  

� tgα = 
a Sin a Sin
a Cos a Cos

1 1 2 2

1 1 2 2

α α
α α

+
+

. ,��� �
����� 	����
��� '1 � 

'2 ������
	���, ��	���
 �1 � �2 ����� ��
�
�
�� � 
�
������� �	�����
�. � ���� ����
� �����
�������� 
��	��� � ���
������ �� �������� � ��
�
���� � 
������������ �	�����
� - ��
"�
��
 ����� 

����
)���
����. 
 ������ ������� ������
����� ����
�, 	�"�
 ��
 �	�
���
���' "
��������	�' 
	����
��� ����
	���"� �
��
������ �
�� �����
���� �� �
�����. /����
�������� �������� 
��� ���' �������' ����� �
���
����
�
 	
	 "
��������	�� 	����
��� � ���
�������� 

���������. (
	�� 	����
��� �
���
����  ��������. �����
��� �
����� ����"� �� 
	����
��� ��	��� ω, �
����� �����"� 	����
��� �����  ω + ∆ω. $� ������� ∆ω << ω. 
.�������� ����' 	����
��� ����� ���
"
�
 ����
	����� � �
�����  
. 0�� �������� 
�������, ���  α1 = α2 = 0. (�"�
 ��
������ 	����
��� ����� ����
 ��������� ���: 
x1 = aCosωt , x2 = aCos(ω+ ∆ω)t . *	�
���
� ��� ���
����� � �������� ���"�����������	�� 
 ������ ��� ����� 	��������, �����
�� 

  x x x a C o s t C o s t= + = �
�
�

�
�
�1 2 2

2
∆ ω

ω  

3�
 �	 ����  ��	)�� ��	
�
� �
 �����	�, �����
������  ����. !
	�������� � �	��	� 
��������
 ���������� "��
��� ���������, ��� ������ ��������
. ��� �
�� �����
��� 
����
�
, ��� �
���
����
���� 	����
��� - "
��������	�� � �
������ ω, 
�������
 	�����"� 
���������� �� ��	������� ����������	��� �
	���. ���
������ ���"� �
	��
 �� ����� ���
 
��������
, ������� � �	��	
', �
	 	
	 �� ���������� � ������
' �� - 2
  �� + 2
, � �� ����� 
	
	 
�������
 �� ����������� - ���������
�
� �������
. .�
�������	�� ���
����� 


�������� ����� ���: 
�������
 = 2
2

aCos t
∆ω

. ��
 �������
 - ����������	
�  ��	)�� � 

�
������, � ��
 �
�
 ������
��
� �
����� ���
�����, ������"� ��� ��
	�� ������, �� ���
 
� �
������ ∆ω. (
	�� ���
���, �
����
 ���
�
)�� 
�������� - �� �
���
�� �
����
 ������ - 
�
��
 �
������ �
���� �	�
���
���' 	����
���. 

                  ω0

              a
                 α
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1.33 &
����������
 � �����)�
� "�
���
)�����"� ����. 
 3�
���
)������ ��
����������� �������������� ����������� "�
���
)�����"� ����. 
���	�� ���� �������� �������
 �	���
���"� �"� ������
����
 - ����
�� � ��� 
"�
���
)������ ����. ��� ���� ��������� ���� � ���, ��� �
 ���������� � ��"� ���"�� ���� 
��������� ���
. 0�� '
�
	�������	� "�
���
)�����"� ���� �������� ��	����
� �������
 g = 
F/m��. ��
 �������
 �
���
���� �
����������
� "�
���
)�����"� ����. ��
 �
��
 
��������� ����, ����������� �
 ������� �
��� (�
��� �� �������� � ��������), 
��������� � �
���� ���	� ����, 	 �
��� ������� �
���. $������ �������� �
����������� 
���� �������� �
��� (��� ���������"� � ������	�"� ���
). %����
���� �
	�� ��������"� 
��"������, ��"�
 

  
� � � �
F G

m M
r

e g G
M
r

er r= − = −2 2;  

� ���'  �����
' + - �
��
 ���
, ����
���"� ����, G - �������
�
�
� "�
���
)����
� 
��������
�. $����)�
�
�
� ����"�� ��
����������� ���' �
	�' �
�� 	
	 + � m�� �
��
 
�
����, 	������ ����� ���������
 ��  ������ 

  E F d r C on st G
m M

r
C on stp

�= − + = − +�
� � �  

������ ����
��, ��� ���
, �
'�������� �
 ���
��' �
��������' ���" �� ���"
, �� 
��
������������, ������� ������ Const = 0. ,��� ����
�
, ��� ,� - �����)�
�
�
� ����"�� 

���
 m�� � ���� �������� �
��� (�
������, !����), �� �������
 ϕ = = −
E

m
G

M
r

p

��

 �
���
���� 

�����)�
��� "�
���
)�����"� ���� � ������	�"� ���
 (�������� �
���). ,��� 
"�
���
)������ ���� ����
���� ��	������ �
������������ �
����, �� �
����������
 � 
�����)�
� �
	�"� ���� ����� �
��� �� ����)��� ���������)��  
�

�

g
d F

m
�

d E

m�

p

�

= =� �
� �

ϕ , "�� dF �  dEp - ���
 � �����)�
�
�
� ����"�� ���
 m�� � 

���� �������� �
��� dM, ����
���� ����. *���
 ����� �
����������
� � �����)�
��� 
�
	
� ��, ��� � ��� ����"� �����)�
�
��"� ����: F = −−−− ∇Ep � g = −−−− ∇ϕ. 
 

1.34 0������� 	�������	�' ��� � "�
���
)������ ����. !
	��� #�����
. 



 /
�������� �������� 	�������	�"� ���
 (�
������, !����) � ���� ���"�"� 
�
������"� ���
 (�
������, *���)
). $��� �
	�"� ���
 ����� ����
�
 )����
�
���, �� ���
 
�����, � 	������ ���
, ���������
� �
 !����, ��� ����� ���'���� ����� ��	������ ���	�, 
	����
� �
���
���� ������� )������. 0�� )����
�
��"� ���� ����������� �
	�� ��'�
����� 
������
 �����
�
: ������ )����
�
��� ���� ���"�
 �
��� ����. !�
���, ������ �����
�
 
!���� � ���� ����������"� *���)
 ���
���� ����������. 

%�
	, ����� ���"������' �
��������, #����� � ���������
� ��� �
	��
, 	������ 
������������ ��
�� ����� �
	��
�� #�����
: 

I. #
��
� ��
���
 �������� �� �
�	����� ��
�	����� - �������, � ����� ��  �	���� 
	�����"� �
'������ *���)�. 

II.  /
���� - ��	��� ��
���� �
 �
���� ��������	� ������� ������
�� �
���� 
����
��. 

III. #�
��
�� ������ ���
����� ��
��� ��������� 	
	 	��� ���
��' �������� 
����������	�' �����, �� 	������ ��� �������� ��	��" *���)
. 

0�	
��� ��� �
	���, �����
��� �
	��� ��'�
����� ����"�� � ������
 �����
�
. 
*�
�
�
 ��	
���, ��� ���
� ��
�	����� ��
���� - ����	
�. !
����� ������ �����
�
 
��
����  L = m r × v = m r × dr/dt. (
	 	
	  L = Const, �� ��	���
 �	������ � �
���� - ��	��� 
��� ����� ��������	������ ��	���� ������
 �����
�
, 
 ��
��� ��
�	����� �������� 
��
���� ����	
�. 

II �
	�� #�����
. �������� �����
 ������
 �����
�
 |L|= m|r × dr/dt|= m r dr/dt Sin 
(r, dr) = mrdh/dt = 2mdS/dt. (�"�
 ���� �����
���
 ��	����� 
����
�	� ��������  dS = dS n, �� �	���
���
�� ������� II �
	�� 
#�����
 

dS
dt

L
m

Const

� �

= =
2

.  

��
 �������
 �
���
���� ��	����
�
��� �	�����
� � 
���
���� ���������� ��� �������� ��
���� �� ������. 

I �
	�� #�����
. (
	 	
	 ��
�	����� ����	
�, �� �������� '
�
	���������� ����� 
����������� 	������
�
��. %' ����� �����
�
 ��������
��, �� �
������ ��
���� ����� 

- ������
� ������
 	������
� - r � ϕ. � ���� ������� 
	������
� �	�����
 ��
���� ����� ������
���
 � ���� 
v = vr + vϕϕϕϕ  , 	
	 �����
���� �
 �����	�. (�"�
, ���� dr = (dr)ϕ 
eϕϕϕϕ + (dr)r er = r dϕ eϕϕϕϕ + dr er, ��  
v = dr/dt = r ω eϕϕϕϕ + dr/dt er � v2 = vϕ

2 + vr
2. $����
��� 

���������� ���
����� ��� �	������ � �
	��� ��'�
����� 
������
 �����
�
 � ����"�� 
L = m r × v = m r × (eϕϕϕϕ vϕ + er vr) = m r × vϕ eϕϕϕϕ  = m ω r2 e⊥⊥⊥⊥ 
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G
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2 2
− =

+
− =

( )ϕ
. 

+����
 ������
 �����
�
  L = m ω r2 = m r2 
dt
dϕ

 � 
dt
dϕ

 = L/(mr2). (����
 ����� ������ ����� 

����������  ρ = 1/r. (�"�
 

ϕ
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ϕ
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ϕ
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ρ
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d
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�
� � ���
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	��
 ��'�
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�

�

ϕ
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�
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�
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ϕ
ρ

�
�

�
�
�
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$����  ����)����� ���������� ���
����� �� ϕ, �, ����� ���������, ������� 
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$��������� ��
������ � ���	� ������ �
���
��	� ������������� ��
������ ����������' 
	����
��� ��� �
��'
��� � �
������ ������
���� ���� ω = 1, ��"�
  ρ = ASinϕ + BCosϕ + C 

= A B C o s C tg
B
A

2 2
0 0+ − + =( ) ;ϕ ϕ ϕ . �����
��� p = 

1 2

2

2 2

C
L

G m M
e

A B
C

= =
+

; . 0�� ρ �����
���� ��
������ ρ� = 1 + �Cos (ϕ - ϕ0), 
 ��� r 

����� r
p

eCos
=

+ −1 0( )ϕ ϕ
. � 
�
�������	�� "�������� �
	�� 	����� �
���
�� �
����
��� 


�������. ��
 ����� ���
: � < 1 - ������; � = 1 - �
�
���
; � > 1 - "�������
; � = 0 - 
�	�������
. +����
�
���� �
�������� r���  ��
���� �� *���)
 ������������� �"�� ϕ = ϕ0. 
$������ �
�
�� ������
 �"�
 ������ ��������� ���
. ��
 ���	
 �
���
���� ���������, 
�������������
� - �"����. (
	�� ���
���, ��
�	����� 	�������	�"� ���
 ������
���� 
	����� 

   r
p

e C o s
=

+1 ϕ
. 

0�� �
�	����� ��
�	����� - ��� ������. 
�������� �������� �������
 ������
: 
1.  $���
�
  S = π a b. 
2.  L1 + L2 = 2a (������ �
 �����	�). 
3.  � = b2/a. 
4.  r��� = �/(1+�); r�
' = �/(1-�). 
 III �
	�� #�����
. %� II �
	��
 
#�����
 ����
� ����
�
 ������
 �
��
  

S
L
m

T=
2

. ��� �� ����
�
 ����� ��������
 ���
������ (�������� 1)  S = π a b, "�� 
 � b - 

����� �������� ������
. �������� a � b ����� ���������
, ��
� �	�)���������� � � 
�
�
���� p: r(0) + r (π) = 2a = 2p/(1- e2)  �  a = p/(1 - e2), 	���� ��"�, ��
� �������� 2 ������
, 
�����
�� ��� �����, ����������� ���	� F2, b � �: 

 a2 = (a - r���)2 + b2 �  b
p

e
� � � � � � 
 � � �
� � p

b
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=
−

− =
1 2

2
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�
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