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ÇÇÖÑÖçàÖ

 

íÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ÒÔÓ-
ÒÓ·ÒÚ‚Û˛Ú ÎÛ˜¯ÂÏÛ ÔÓÌËÏ‡ÌË˛ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÓÒÓ-
·ÂÌÌÓÒÚÂÈ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Ë ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ
(ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸, ÌÂÂ‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚ¸, ÂÊËÏ˚ Ò
Ó·ÓÒÚÂÌËÂÏ Ë ‰.). éÌË ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÓˆÂÌËÚ¸ Ó·Î‡ÒÚ¸
ÔËÏÂÌËÏÓÒÚË ÛÔÓ˘ÂÌÌ˚ı „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÏÓ-
‰ÂÎÂÈ (ÌÂ‚flÁÍ‡fl ÊË‰ÍÓÒÚ¸, ÔÓÎÁÛ˘ËÂ ÚÂ˜ÂÌËfl, ÔÓ„‡-
ÌË˜Ì˚È ÒÎÓÈ Ë ‰.) Ë ÌÂÁ‡ÏÂÌËÏ˚ ‰Îfl ÚÂÒÚËÓ‚‡ÌËfl
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı, ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËı Ë
ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚ı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı ÏÂÚÓ‰Ó‚ (‚‡ÊÌÓ ÓÚ-
ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‰Îfl ÚÂÒÚËÓ‚‡ÌËfl ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸
‰‡ÊÂ ÚÂ Â¯ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ÌÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡˛Ú flÒÌÓÈ ÙË-
ÁË˜ÂÒÍÓÈ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËË). íÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏËÍË ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜Â-
ÒÍÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ÏÌÓ„Ëı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ıËÏË˜ÂÒÍÓÈ
Ë ÌÂÙÚÂıËÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂıÌÓÎÓ„ËË [1, 2], ‚ÍÎ˛˜‡fl ÔÓ-
ˆÂÒÒ˚ ÍÓÌ‚ÂÍÚË‚ÌÓ„Ó Ï‡ÒÒÓ- Ë ÚÂÔÎÓÔÂÂÌÓÒ‡, Ë ‡Á-
ÎË˜Ì˚ı ÔËÓ‰Ì˚ı fl‚ÎÂÌËÈ. íÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ËÏÂ˛Ú ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÔËÍÎ‡‰ÌÓÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡„Îfl‰Ì˚ı ÔËÏÂÓ‚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜-
ÌÓ ‚ÒÔÓÏÌËÚ¸ ÙÓÏÛÎÛ èÛ‡ÁÂÈÎfl, ÍÓÚÓ‡fl ¯ËÓÍÓ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚ ÚÛ·‡ı, ‚ËÒÍÓ-
ÁËÏÂÚ äÛ˝ÚÚ‡, Â¯ÂÌËÂ ä‡Ï‡Ì‡ (ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÓÒÌÓ‚ÓÈ ÚÂÓËË ‚‡˘‡˛˘Â„ÓÒfl ‰ËÒÍÓ‚Ó„Ó ˝ÎÂÍÚÓ-
‰‡ ãÂ‚Ë˜‡) Ë ‰. èÓÒÚ˚Â Â¯ÂÌËfl ˜‡ÒÚÓ ÔËÏÂÌfl-
˛ÚÒfl ‰Îfl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ï‡ÚÂË‡Î‡ Ë
ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔËÎÓÊÂÌËÈ ‚ Û˜Â·Ì˚ı ÍÛÒ‡ı ÛÌË‚ÂÒË-
ÚÂÚÓ‚ Ë ÚÂıÌË˜ÂÒÍËı ‚ÛÁÓ‚ (ÔÓ ÚÂÓËË ÍÓÌ‚ÂÍÚË‚ÌÓ-

„Ó ÚÂÔÎÓ- Ë Ï‡ÒÒÓÔÂÂÌÓÒ‡, ıËÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂıÌÓÎÓ„ËË,
„Ë‰Ó- Ë ‡˝Ó‰ËÌ‡ÏËÍÂ Ë ‰. [3–6]).

èÓËÒÍ ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍ-
Ò‡, ‚ ÒËÎÛ Ëı ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË, fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÒ¸Ï‡ ÒÎÓÊÌÓÈ
Á‡‰‡˜ÂÈ. ÇÒÂ ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–
ëÚÓÍÒ‡ (Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÔÓÎÌ˚È, ÌÓ ‰‡ÎÂÍÓ ÌÂ ËÒ˜ÂÔ˚‚‡-
˛˘ËÈ, ÔÂÂ˜ÂÌ¸ ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ‰‡Ì ‚ [7–9]) ÔÛÚÂÏ
ÔÓ‰ıÓ‰fl˘Â„Ó ‚˚·Ó‡ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú
Û‰Ó·ÌÓ ‡Á·ËÚ¸ Ì‡ ÚË Í‡ÚÂ„ÓËË (ÔÓÒÚÂÈ¯‡fl ÍÎ‡Ò-
ÒËÙËÍ‡ˆËfl, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ‡fl Ì‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ-
Â ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚË ÊË‰ÍÓÒÚË): 1) Â¯ÂÌËfl, ÎË-
ÌÂÈÌ˚Â ÔÓ ˜‡ÒÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı (Ú‡-
ÍËı Â¯ÂÌËÈ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ·ÓÎ¸¯Â ‚ÒÂ„Ó); 2) Â¯ÂÌËfl,
ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÂ ÍÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÚÂ˜ÂÌËfl, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ Û·˚‚‡ÂÚ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌË˛ ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú; 3) ‰Û„ËÂ Â¯ÂÌËfl.

 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ
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 0 (‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚È ÒÎÛ˜‡È).
Ç ‰‡ÌÌÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â Ò Â‰ËÌ˚ı ÔÓÁËˆËÈ ÓÔËÒ‡Ì ¯ËÓ-

ÍËÈ ÍÎ‡ÒÒ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı Ë ÌÓ‚˚ı ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ÒÚ‡ˆË-
ÓÌ‡Ì˚ı Ë ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı (‰‚ÛÏÂÌ˚ı Ë ÚÂıÏÂ-
Ì˚ı) Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ Ò ÎËÌÂÈÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓ-
ÒÚ¸˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ‰‚Ûı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı
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ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ¯ËÓÍËÈ ÍÎ‡ÒÒ ‰‚ÛÏÂÌ˚ı Ë ÚÂıÏÂÌ˚ı ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Ë ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁ-
ÍÓÈ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË. ë˜ËÚ‡ÂÚÒfl, ̃ ÚÓ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË ÊË‰ÍÓÒÚË ÎËÌÂÈÌÓ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‰‚Ûı ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. íÂıÏÂÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ò‚Ó‰flÚÒfl Í Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÈ ÒËÒÚÂÏÂ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ̄ ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ̃ ‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË ÚÂÚ¸Â„Ó Ë ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ-
fl‰ÍÓ‚. Ñ‡Ì Í‡ÚÍËÈ Ó·ÁÓ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÚÂ˜ÂÌËÈ ÊË‰ÍÓ-
ÒÚË (ÚÂ˜ÂÌËfl äÛ˝ÚÚ‡–èÛ‡ÁÂÈÎfl, ùÍÏ‡Ì‡, ëÚÓÍÒ‡, ä‡Ï‡Ì‡ Ë ‰.). éÔËÒ‡Ì˚ ÒÎÛ˜‡Ë Ò‚Â‰ÂÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ Í Ó‰ÌÓÏÛ ËÎË ‰‚ÛÏ Û‡‚ÌÂÌËflÏ. èÓÎÛ˜ÂÌÓ ÏÌÓ„Ó ÌÓ‚˚ı ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ‰‚ÛÏÂÌ˚ı Ë ÚÂıÏÂ-
Ì˚ı ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â Ô‡-
‡ÏÂÚ˚. éÔËÒ‡Ì˚ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ (Í‡Í ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ, Ú‡Í Ë ÔÓ ‚ÂÏÂÌË) Ë ÌÂÍÓÚÓ˚Â
‰Û„ËÂ Â¯ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ̋ ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. àÒÒÎÂ‰Û˛ÚÒfl ‚ÓÔÓÒ˚ Ó ÌÂÎË-
ÌÂÈÌÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Â¯ÂÌËÈ. ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ fl‰ ÌÓ‚˚ı „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜. Ñ‡Ì‡ Ó·˘‡fl ÙËÁË˜ÂÒÍ‡fl
ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl Ë ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËfl Â¯ÂÌËÈ.
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ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. Ç ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Û‡‚ÌÂÌËfl
ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ Ò‚Ó‰flÚÒfl Í Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÈ
ÒËÒÚÂÏÂ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ¯ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ˜‡ÒÚÌ˚ÏË
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË ÚÂÚ¸Â„Ó Ë ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰ÍÓ‚. Ç ˝ÚË
Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ıÓ‰flÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰‚Â ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚Â, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÓÌË ÔÓ˘Â ËÒıÓ‰Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â-
ëÚÓÍÒ‡ (‚ ÍÓÚÓ˚Â ‚ıÓ‰flÚ ̃ ÂÚ˚Â ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚Â). Ñ‡ÌÌ˚È ÍÎ‡ÒÒ Â¯ÂÌËÈ Óı‚‡Ú˚‚‡ÂÚ ÁÌ‡˜Ë-
ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ Â¯ÂÌËÈ ËÁ ÔÂ‚ÓÈ Í‡ÚÂ„ÓËË (Á‰ÂÒ¸
ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÓÔËÒ‡ÌÌ‡fl ‚˚¯Â ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËfl).

 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ

 

. Ç ÎËÚÂ‡ÚÛÂ ‚ÒÚÂ˜‡˛ÚÒfl Ë ‰Û„ËÂ
ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–
ëÚÓÍÒ‡ [7–11]. ç‡ÔËÏÂ, ‰‚Â ÔÓÒÚÂÈ¯ËÂ ÍÎ‡ÒÒË-
ÙËÍ‡ˆËË, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚Â Ì‡ ˜ËÒÎÂ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı, ‚˚„Îfl‰flÚ Ú‡Í: 1) ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â Ë ÌÂÒÚ‡ˆËÓ-
Ì‡Ì˚Â Â¯ÂÌËfl [9]; 2) ‰‚ÛÏÂÌ˚Â (ÔÎÓÒÍËÂ, ÓÒÂÒËÏ-
ÏÂÚË˜Ì˚Â Ë ‰.) Ë ÚÂıÏÂÌ˚Â Â¯ÂÌËfl [10, 11].
ìÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË ÎÂ„ÍÓ ÏÓÊÌÓ Ó·˙Â‰Ë-
ÌËÚ¸. é „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ÒÏ. [7, 12].

èÓ‰ ÚÓ˜Ì˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–
ëÚÓÍÒ‡ ÔÓÌËÏ‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Â¯ÂÌËfl: 1) Â¯Â-
ÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â
ÙÛÌÍˆËË; 2) Â¯ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â
Í‚‡‰‡ÚÛ; 3) Â¯ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Ó·˚Í-
ÌÓ‚ÂÌÌ˚ÏË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ÏË Û‡‚ÌÂÌËflÏË (ÒË-
ÒÚÂÏ‡ÏË Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ); 4) Â¯ÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ Â¯Â-
ÌËfl ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË
(ÎËÌÂÈÌ˚ı ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ);

Ñ‡ÎÂÂ ÓÒÌÓ‚ÌÓÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ·Û‰ÂÚ Û‰ÂÎÂÌÓ Â¯Â-
ÌËflÏ ËÁ ÔÔ. 1 Ë 2.

Ç˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚ÏË (ÌÂ‚flÁÍËÏË) Â¯ÂÌËflÏË Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ Â¯ÂÌËfl, ÍÓÚÓ-
˚Â Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Ë Û‡‚ÌÂÌËflÏ
ùÈÎÂ‡ ‰Îfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË (Ú.Â. Û‡‚ÌÂÌËflÏ (1)
ÔË 

 

ν

 

 = 0). Ç˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl ‰‡ÎÂÂ, Í‡Í Ô‡‚Ë-
ÎÓ, ÌÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl.

 

éÅôàÖ ëÇéâëíÇÄ ìêÄÇçÖçàâ 
çÄÇúÖ–ëíéäëÄ

 

íÂıÏÂÌ˚Â ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl ‚flÁÍÓÈ
ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËflÏË
ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ Ë ÌÂ‡Á˚‚ÌÓÒÚË:

(1)

á‰ÂÒ¸ 

 

x

 

, 

 

y

 

, 

 

z

 

 – ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚, 

 

t

 

 – ‚ÂÏfl, 

 

V

 

1

 

,

 

V

 

2

 

, 

 

V

 

3

 

 – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË ÊË‰ÍÓÒÚË, 

 

P

 

 – ‰‡‚ÎÂ-
ÌËÂ, ÓÚÌÂÒÂÌÌÓÂ Í ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë ‚ÍÎ˛˜‡-
˛˘ÂÂ ‚ ÒÂ·fl ÔÓÚÂÌˆË‡Î Ï‡ÒÒÓ‚˚ı ÒËÎ, 

 

ν

 

 – ÍÓ˝ÙÙË-

∂V i

∂t
-------- V1

∂V i

∂x
-------- V2

∂V i

∂y
-------- V3

∂V i

∂z
--------  =+ + +

=  ∇iP– ν
∂2

V i

∂x
2

----------
∂2

V i

∂y
2

----------
∂2

V i

∂z
2

----------+ +
 
 
 

,+

∂V1

∂x
---------

∂V2

∂y
---------

∂V3

∂z
---------+ + 0, i 1,2,3.= =

 

ˆËÂÌÚ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË, 

 

∇

 

1

 

P

 

 = 

 

∂

 

P

 

/

 

∂

 

x

 

, 

 

∇

 

2

 

P

 

 =
=

 

 ∂

 

P

 

/

 

∂

 

y

 

, 

 

∇

 

3

 

P

 

 = 

 

∂

 

P

 

/

 

∂

 

z

 

.
çËÊÂ ÓÔËÒ‡Ì˚ Ó·˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂ-

ÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó „ÛÔÔÓ‚Ó„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ [7, 12] Ë ÔÓÁ-
‚ÓÎfl˛Ú “‡ÁÏÌÓÊ‡Ú¸” ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl.

èÛÒÚ¸ (

 

x

 

, 

 

y

 

, 

 

z

 

,

 

 

 

t

 

),   (

 

x

 

, 

 

y

 

, 

 

z

 

,

 

 

 

t

 

),  (

 

x, y, z, t),

(x, y, z, t) – ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–
ëÚÓÍÒ‡ (1). íÓ„‰‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÚ‚Â-
Ê‰ÂÌËfl:

1. ç‡·Ó ÙÛÌÍˆËÈ

„‰Â A, B1, B2, B3, B4, C – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â,
Ú‡ÍÊÂ ‰‡ÂÚ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1) (˝ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ò‰‚Ë„‡ Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ÔÓ
‚ÒÂÏ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï Ë ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË
Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÚflÊÂ-
ÌËfl ÔÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Ï Ë Á‡‚ËÒËÏ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï).

2. ç‡·Ó ÙÛÌÍˆËÈ

„‰Â α – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, Ú‡ÍÊÂ ‰‡ÂÚ Â¯Â-
ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1) (˝ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ‚ÓÓÚ‡
ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ÓÍÛ„ ÓÒË z Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È
Û„ÓÎ α ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË x, y ÔË ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌÌÓÏ ÔÓ‚ÓÓÚÂ
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚÂÈ; ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ÙÓÏÛÎ˚ ÔÓÎÛ-
˜‡˛ÚÒfl ÔÛÚÂÏ ÔÓ‚ÓÓÚÓ‚ ‚ ‰Û„Ëı ÔÎÓÒÍÓÒÚflı).

3. ç‡·Ó ÙÛÌÍˆËÈ

(2)

„‰Â x = x0(t), y = y0(t), z = z0(t), p = p0(t) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â
ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË (¯ÚËıË Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÔÓËÁ‚Ó‰-
Ì˚Â ÔÓ t), Ú‡ÍÊÂ ‰‡ÂÚ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1) (˝ÚÓ
Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ÔË ÔÂÂıÓ‰Â ‚ ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓ-

V1 V2 V3

P

V i AV i Ax B1,Ay B2,Az B3,A
2
t B4+ + + +( ),=

i 1,2,3,=

P A
2
P Ax B1,Ay B2,Az B3,A

2
t B4+ + + +( ) C,+=

V1 V1 X ,Y ,z,t( ) αcos V2 X ,Y ,z,t( ) α,sin–=

V2 V1 X ,Y ,z,t( ) αsin V2 X ,Y ,z,t( ) α,cos+=

V3 V3 X ,Y ,z,t( ), P P X ,Y ,z,t( ),= =

X x αcos y α, Ysin+ y αcos x α,sin–= =

V1 V1 x x0,y– y0,z– z0,t–( ) x0
' ,+=

V2 V2 x x0,y– y0,z– z0,t–( ) y0
' ,+=

V3 V3 x x0,y– y0,z– z0,t–( ) z0
' ,+=

P P x x0,y– y0,z– z0,t–( ) x0
''x– y0

''y– z0
''z– p0,+=



íÖéêÖíàóÖëäàÖ éëçéÇõ ïàåàóÖëäéâ íÖïçéãéÉàà������ÚÓÏ 43������‹ 5�����2009

íéóçõÖ êÖòÖçàü ìêÄÇçÖçàâ çÄÇúÖ–ëíéäëÄ 549

ÚÓÓÈ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ x = x0(t), y = y0(t), z = z0(t), ‡
ÓÒË ÔÂÂÏÂ˘‡˛ÚÒfl Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ ËÒıÓ‰Ì˚Ï ÓÒflÏ;
ÔË ˝ÚÓÏ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡ÌÌÓ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl).

4. ÑÎfl ÔÎÓÒÍËı ‰‚ÛÏÂÌ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚
(‚ÂÎË˜ËÌ˚ V1, V2, P ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ z, V3 ≡ 0) ÍÓÏÔÓÌÂÌ-
Ú˚ ÒÍÓÓÒÚË ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚˚‡ÊÂÌ˚ ̃ ÂÂÁ ÙÛÌÍˆË˛
ÚÓÍ‡: V1 = ∂Ψ/∂y, V2 = –∂Ψ/∂x. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡·Ó
ÙÛÌÍˆËÈ

„‰Â ω – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ ‰‡-
‚‡Ú¸ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1) (˝ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓ ‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ÓÍÛ„ ÓÒË z Ò
ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ω ÔË ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡Ì-
ÌÓÏ ‚‡˘ÂÌËË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚÂÈ Ë ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÏ
ËÁÏÂÌÂÌËË ‰‡‚ÎÂÌËfl).

ë‚ÓÈÒÚ‚‡ 3 Ë 4 ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ÔÓÎÛ˜‡Ú¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â
Â¯ÂÌËfl.

íéóçõÖ êÖòÖçàü ë ãàçÖâçéâ 
áÄÇàëàåéëíúû äéåèéçÖçí 

ëäéêéëíà éí ÑÇìï 
èêéëíêÄçëíÇÖççõï èÖêÖåÖççõï

ëÚÛÍÚÛ‡ Â¯ÂÌËÈ. éÔÂ‰ÂÎfl˛˘‡fl ÒËÒÚÂÏ‡
Û‡‚ÌÂÌËÈ. ëËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (1) ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ¯ËÓ-
ÍËÈ ÍÎ‡ÒÒ ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ Ò ÎËÌÂÈÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓ-
ÒÚ¸˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ‰‚Ûı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ‚Ë‰‡:

(3)

àÒıÓ‰Ì‡fl Ë‰Âfl ËÒÍ‡Ú¸ ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ
ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚ ÙÓÏÂ (3), ÔÓ-‚Ë‰ËÏÓÏÛ, ÔËÌ‡‰ÎÂ-
ÊËÚ ãËÌ˛ [13] (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ [14]). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓ‰-
ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚˚‡ÊÂÌËÈ (3) ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ‰‡‚ÎÂÌËfl ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÔÓÎËÌÓÏË-
‡Î¸Ì˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ÔÂ‚ÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï
x Ë y ‚Ë‰‡ Anx + Bn y + Cn = 0, ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÍÓÚÓ˚ı
An, Bn, Cn Á‡‚ËÒflÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı z Ë t Ë ‚˚‡-
Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ ÙÛÌÍˆËË fi, gi, hi, F Ë Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â.
èË‡‚Ìfl‚ An, Bn, Cn ÌÛÎ˛, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔÂÂÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl fi, gi, hi, F. ÄÌ‡ÎËÁ
˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ ËÚÓ„Â ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂ-
ÌËÂ ‰Îfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚË Ë ‰‡‚ÎÂÌËfl:

V1 V1 X ,Y ,t( ) ωt( ) V2 X ,Y ,t( ) ωt( ) ωY ,–sin–cos=

V2 V1 X ,Y ,t( ) ωt( ) V2 X ,Y ,t( ) ωt( ) ωX ,–cos+sin=

P P X ,Y ,t( ) 2ωΨ X ,Y ,t( )–
ω2

2
------ x

2
y

2
+( ),+=

X x ωt( )cos y ωt( ),sin+=

Y y ωt( )cos x ωt( ),sin–=

V i f i z,t( )x gi z,t( )y hi z,t( ), i+ + 1,2;= =

V3 F z,t( ).=

V1 U w
1

2
---

∂F

∂z
------– 

  x vy,+ +=

(4)

„‰Â p0, α, β, γ, ε, δ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË t,
Á‡‰‡˛˘ËÂ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl, U,
V, F, u, v, w – ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË, Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ z Ë ‚ÂÏÂÌË t.

Ç˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı ÒÍÓÓÒÚË Ë ‰‡‚ÎÂ-
ÌËfl (4) Â‰ÛˆËÛ˛Ú Û‡‚ÌÂÌËfl „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏËÍË (1) Í
ÒËÒÚÂÏÂ ̄ ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ̄ ÂÒÚË ÌÂËÁ-
‚ÂÒÚÌ˚ı U, V, F, u, v, w, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ô‡-
‡ÏÂÚÓ‚ ÔflÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË α,
β, γ, ε, δ:

(5)

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔË ε = δ = γ = 0 (α, β – Î˛·˚Â) ÒÚÛÍ-
ÚÛ‡ ÚÓ˜ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl (4) Ë ÒËÒÚÂÏ‡ (5) ËÁ ‰Û„Ëı ÒÓ-
Ó·‡ÊÂÌËÈ (ÔÛÚÂÏ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Ó‰ÌÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ ˜‡-
ÒÚË˜ÌÓ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ) ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ ‡·ÓÚ‡ı [15, 16].

éÔÂ‰ÂÎfl˛˘‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (5) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÂ‰ÏÂÚÓÏ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡. ë‡ÁÛ ÓÚÏÂÚËÏ,
˜ÚÓ ÔÂ‚˚Â ˜ÂÚ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (5) ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú Á‡ÏÍ-
ÌÛÚÛ˛ ÔÓ‰ÒËÒÚÂÏÛ, ÍÓÚÓ‡fl Â¯‡ÂÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ
‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı Û‡‚ÌÂÌËÈ.

èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ, ÒÓı‡Ìfl˛˘ÂÂ ‚Ë‰ ÒËÒÚÂÏ˚ (5).
ÖÒÎË F0(z, t), u0(z, t), v0(z, t), w0(z, t), U0(z, t), V0(z, t) – ÌÂ-
ÍÓÚÓÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (5), ÚÓ Ì‡·Ó ÙÛÌÍˆËÈ

V2 V ux w
1

2
---

∂F

∂z
------+ 

  y, V3–+ F,= =

P p0

α
2
---x

2
–

β
2
---y

2
– γxy– εx– δy–

1

2
---F

2
––=

–
∂F

∂t
------ z ν∂F

∂z
------,+d∫

∂2
F

∂t∂z
---------- F

∂2
F

∂z
2

---------
1

2
---

∂F

∂z
------ 

 
2

 =–+

=  ν∂3
F

∂z
3

--------- 2 uv w
2

+( ) α β+( ),–+

∂u

∂t
------ F

∂u

∂z
------ u

∂F

∂z
------–+ ν∂2

u

∂z
2

-------- γ ,+=

∂v
∂t
------- F

∂v
∂z
------- v

∂F

∂z
------–+ ν∂2

v

∂z
2

--------- γ ,+=

∂w

∂t
------- F

∂w

∂z
------- w

∂F

∂z
------–+ ν∂2

w

∂z
2

---------
α β–

2
-------------,+=

∂U

∂t
------- F

∂U

∂z
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ÄËÒÚÓ‚ Ë ‰.

(6)

ÚÓÊÂ ·Û‰ÂÚ ‰‡‚‡Ú¸ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (5). 
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ F0(z), u0(z),

v0(z), w0(z), U0(z), V0(z), ÍÓÚÓÓÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÒÚÂ-
ÏÓÈ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ (5) ÔË α = const, β = const, γ = const, ε = const,
δ = const, ∂/∂t = 0, ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ
ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ (6) ÔÓÎÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (5).
èË ˝ÚÓÏ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË ψ(t) ‚ (6) ·Û‰ÛÚ
Á‡‰‡‚‡Ú¸ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (5).

îàáàóÖëäÄü àçíÖêèêÖíÄñàü 
êÖòÖçàâ èêà U = V = 0

ÅÛ‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚flÁÍÓÈ ÌÂÒÊËÏ‡Â-
ÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÍÚÓ ÒÍÓÓÒÚË ÊË‰ÍÓÒÚË Ì‡
ÓÒË z Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ‚‰ÓÎ¸ ˝ÚÓÈ ÓÒË. Ç·ÎËÁË ÓÒË z ÔÓÔÂ-
Â˜Ì˚Â ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË Ï‡Î˚ Ë Ëı ÏÓÊÌÓ
‡ÁÎÓÊËÚ¸ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ ÔÓ ÔÓÔÂÂ˜Ì˚Ï ÍÓÓ‰ËÌ‡-
Ú‡Ï x Ë y. ÖÒÎË ‚ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ı ÒÍÓÓÒÚË Ó„‡ÌË˜ËÚ¸-
Òfl „Î‡‚Ì˚ÏË ̃ ÎÂÌ‡ÏË ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ÔÓ x Ë y, ÚÓ ÏÓÊÌÓ

F F0 z ψ t( )+( ) ψt(t ), u– u0 z ψ t( ),t+( ),= =

v v 0 z ψ t( ),t+( ), w w0 z ψ t( ),t+( ),= =

U U0 z ψ t( ),t+( ), V V0 z ψ t( ),t+( ),= =

ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (3) ÔË hi = 0, ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰Û-
ÂÚ (4) ÔË U = V = 0. 

ã˛·˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚË, ËÏÂ˛˘ËÂ ‰‚Â ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË ÒËÏÏÂÚËË, ‰ÓÔÛÒÍ‡˛Ú ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‚Ë‰‡ (4)
ÔË U = V = 0 ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÎËÌËË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ̋ ÚËı
ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ (‚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËflı ÎËÌËfl
ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ Á‡‰‡ÂÚ ÓÒ¸ z). ä Ú‡ÍËÏ ÚÂ˜Â-
ÌËflÏ ÓÚÌÓÒflÚÒfl ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl, ÍÓÏ·Ë-
Ì‡ˆËË ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ Ò ‚‡˘ÂÌËÂÏ ‚Ó-
ÍÛ„ ÓÒË z (‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÚÂ˜ÂÌËfl Í‡Ï‡ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó ÚË-
Ô‡), ÔÎÓÒÍËÂ ÚÂ˜ÂÌËfl, ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÔflÏÓÈ ÎËÌËË, ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ ÔflÏÓÎËÌÂÈÌ˚ı ÌÂÔÓÌË-
ˆ‡ÂÏ˚ı Ë ÔÓËÒÚ˚ı ÚÛ·‡ı Ò ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËÏ Ë Ôfl-
ÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚Ï ÒÂ˜ÂÌËÂÏ, ÒÚÛË ÊË‰ÍÓÒÚË, ‚˚ÚÂÍ‡˛-
˘ËÂ ËÁ ÓÚ‚ÂÒÚËÈ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ
ÙÓÏ˚ Ë Ú.‰. 

ìÍ‡Á‡ÌÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ
ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚Ë‰‡ (4) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ëı Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ„Ó ÓÔËÒ‡ÌËfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ
·ÓÎÂÂ ¯ËÓÍÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ ÚÂ˜ÂÌËÈ.

ç‡ ËÒÛÌÍÂ ÔË‚Â‰ÂÌ‡ ÒıÂÏ‡ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ËÒÒÎÂ-
‰Ó‚‡ÌËfl Ë ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË ÚÂ˜ÂÌËÈ, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ˚ı
ÒËÒÚÂÏÓÈ (5).

äÎ‡ÒÒ ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ Ò ÎËÌÂÈÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ‰‚Ûı
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

é·˘ÂÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ
ÒÍÓÓÒÚË ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı

ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (x, y, z):
V1 = U + (w – Fz/2)x + vy,
V2 = V + ux – (w + Fz/2)y,

V3 = F

é·˘ÂÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚË ‚
ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı (r, ϕ, z):

Vr = U cosϕ + V sinϕ – r(Fz/2 – w cos2ϕ – W sin2ϕ),
Vϕ =V cosϕ – U sinϕ + r(Ω + W cos2ϕ –w sin2ϕ),

Vz = F

á‰ÂÒ¸ Ë ÌËÊÂ Ω = (u – v)/2, W = (u + v)/2

ëÎÓËÒÚ˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl:
Vr = U cosϕ + V sinϕ,

Vϕ = V cosϕ – U sinϕ + rΩ0,
Vz = 0,

„‰Â Ω0 = const

ëÎÓËÒÚ˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl:
V1 = U – Ω0y,
V2 = V + Ω0x,

V3 = 0,
„‰Â Ω0 = const

Ç‡˘‡ÚÂÎ¸ÌÓ-ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â
ÚÂ˜ÂÌËfl (ÍÎ‡ÒÒ ä‡Ï‡Ì‡):

V1 = – 1
2

Fz x – uy,

V2 = ux – 1
2

Fzy, V3 = F

Ç‡˘‡ÚÂÎ¸ÌÓ-ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl
ä‡Ï‡Ì‡):

Vr = – r
2

 ∂F
Vϕ = Ωr = ur, Vz = F∂z

,

èÎÓÒÍËÂ ÚÂ˜ÂÌËfl:
V1 = U – Fz x, V2 = 0, V3 = F

ëıÂÏ‡ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË ÚÂ˜ÂÌËÈ, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏÓÈ (5), ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ‡fl Ì‡ ÒÚÛÍÚÛÂ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÊË‰ÍÓÒÚË.
çÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â u, v, w, U, V, F ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ z Ë ‚ÂÏÂÌË t.

 (ÍÎ‡ÒÒ
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ëãéàëíõÖ íÖóÖçàü ÜàÑäéëíà (F ≡ 0)

Ç ‡ÏÍ‡ı ÍÎ‡ÒÒ‡ ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ (4) ‡ÒÒÏÓÚËÏ
ÚÂ˜ÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚË, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ‚ÂÍÚÓ ÒÍÓÓÒÚË Ô‡-
‡ÎÎÂÎÂÌ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xy. èÓÎ‡„‡fl ‚ (5) V3 = F = 0, ÔÓ-
ÎÛ˜ËÏ ÔÂÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ

(7)

çÂ ÓÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡flÒ¸ Ì‡ Ó·˘ÂÏ ‡Ì‡ÎËÁÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ-
ÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚ (7), ÔË‚Â‰ÂÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÙËÁË˜ÂÒÍË ÒÓ-
‰ÂÊ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔËÏÂÓ‚ ÂÂ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÈ ‡ÁÂ-
¯ËÏÓÒÚË.

é‰ÌÓÌ‡Ô‡‚ÎÂÌÌ˚Â ÔÓÚÓÍË. “ãË¯ÌÂÂ” ÔÂ‚ÓÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (7) Ë ÚË ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ·Û‰ÛÚ
ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓÂÌ˚, ÂÒÎË ÔËÌflÚ¸, ˜ÚÓ
u = v = w = α = β = γ = 0. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË Ò‰ÂÎ‡ÌÌ˚ı
ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı ‚ÂÍÚÓ ÒÍÓÓÒÚË ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ Á‡‚Ë-
ÒÂÚ¸ ÓÚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı x, y, ÚÓ ÔÓ‚ÓÓÚÓÏ ÒËÒÚÂÏ˚
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓÊÌÓ ‰Ó·ËÚ¸Òfl Â„Ó ÍÓÎÎËÌÂ‡-
ÌÓÒÚË ÓÒË ı, Ú.Â., ÌÂ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡fl Ó·˘ÌÓÒÚË, ÏÓÊ-
ÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ V = δ = 0. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ËÏÂÂÏ

(8)

(9)

ëËÒÚÂÏ‡ (8), (9) ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ò‚ÓËı Â-
¯ÂÌËÈ fl‰ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËı Ì‡ÔÓÌ˚ı Ë Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı ÚÂ-
˜ÂÌËÈ.

1. èÎÓÒÍÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ äÛ˝ÚÚ‡–èÛ‡ÁÂÈÎfl [17–19].
ÇflÁÍ‡fl ÊË‰ÍÓÒÚ¸, Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌ‡fl ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË
z = ±h, ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x ÔÓ‰ ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÂÏ Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó „‡‰ËÂÌÚ‡ ‰‡‚ÎÂÌËfl, ‡‚ÌÓ„Ó –ε, Ë
Ò‰‚Ë„‡, ‚˚Á˚‚‡ÂÏÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËÂÏ ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = h Ò ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ U0. êÂ¯ÂÌËÂ ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë, Û‰Ó-
‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÔËÎËÔ‡ÌËfl (Ú.Â. Í (9) ‰Ó·‡‚-
Îfl˛ÚÒfl „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl: U(h) = U0, U(–h) = 0), ‰‡-
ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

(10)

é·˘Û˛ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ Á‡‰‡˜Ë Ó ÚÂ˜ÂÌËË ÊË‰ÍÓ-
ÒÚË ‚ ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍËı ÚÛ·‡ı ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÓ-
ÔÂÂ˜ÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ÍÌË„‡ı
(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [2, 4]).

2. èÂ‚‡fl Á‡‰‡˜‡ ëÚÓÍÒ‡ [20]. Ç Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓ-
ÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ z = 0, Ì‡‰ ÍÓÚÓÓÈ ÔÓÍÓËÚÒfl
‚flÁÍ‡fl ÊË‰ÍÓÒÚ¸, ‚ÌÂÁ‡ÔÌÓ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò
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ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ U0 ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÓÒË x (‚
˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (9) ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ε = 0 Ë ‰Ó·‡‚-
Îfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl: U(t, 0) = U0, U(0, z) = 0). ù‚ÓÎ˛ˆËfl
‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl, ‚ÌÂÒÂÌÌÓ„Ó ‚ ÒÂ‰Û Ú‡ÍËÏ ÒÔÓÒÓ·ÓÏ,
ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÔÓ ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ

(11)

3. ÇÚÓ‡fl Á‡‰‡˜‡ ëÚÓÍÒ‡ [20]. èÎÓÒÍÓÒÚ¸ z = 0
ÒÓ‚Â¯‡ÂÚ „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x Ò
˜‡ÒÚÓÚÓÈ ω Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ U0/ω ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ x(t, 0) =
= (U0/ω)sin(ωt) (‚ ̋ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (9) ÔÓÎ‡„‡-
ÂÚÒfl ε = 0 Ë ‰Ó·‡‚Îfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl: U(t, 0) = U0cos(ωt),
U(t, ∞) = 0). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚ ÊË‰ÍÓÒÚË Ú‡ÍÊÂ ‚ÓÁÌËÍ‡-
ÂÚ ÍÓÎÂ·‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛

(12)

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (12) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ Ò Û‰‡ÎÂÌËÂÏ ÓÚ ÍÓÎÂ·-
Î˛˘ÂÈÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÒÍÓÓÒÚ¸ ‰‚ËÊÂÌËfl ˝ÍÒÔÓÌÂÌ-
ˆË‡Î¸ÌÓ ·˚ÒÚÓ Ô‡‰‡ÂÚ Ë ÔË ˝ÚÓÏ, ÔÓ ÎËÌÂÈÌÓÏÛ
Á‡ÍÓÌÛ, ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ò‰‚Ë„ Ù‡Á˚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. í‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ÍÓÎÂ·Î˛˘‡flÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ‚Ó‚ÎÂÍ‡ÂÚ ‚ ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ ÚÓÌÍËÈ ÒÎÓÈ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔËÎÂ„‡˛˘ÂÈ
Í ÌÂÈ ÊË‰ÍÓÒÚË.

íÂ˜ÂÌËfl ‚Ó ‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl ÊË‰ÍÓÒÚË. èÛÒÚ¸ ‚flÁ-
Í‡fl ÊË‰ÍÓÒÚ¸ ‚‡˘‡ÂÚÒfl Í‡Í Ú‚Â‰ÓÂ ÚÂÎÓ Ò ÔÓÒÚÓflÌ-
ÌÓÈ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ Ω ‚ÓÍÛ„ ÓÒË z. ÄÌ‡ÎËÁ ÔÂÂ-
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (7) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ì‡ ÙÓÌÂ
˝ÚÓ„Ó ‚‡˘ÂÌËfl ÏÓÊÂÚ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ¸ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÔÓ
ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï x, y ÚÂ˜ÂÌËÂ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ (U, V, 0). àÌ˚-
ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÔËÌfl‚, ˜ÚÓ u = Ω, v = –Ω, α = β = –Ω2/2,
w = γ = 0, ËÁ (4) Ë (7) ÔÓÎÛ˜ËÏ

(13)

á‰ÂÒ¸ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â U Ë V Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌËflÏ

(14)

àÁ (13) Ë (14) ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˆÂÌÚÓ·ÂÊÌ‡fl ÒËÎ‡, ‚ÓÁÌË-
Í‡˛˘‡fl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚‡˘ÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚË, Û‡‚ÌÓ-
‚Â¯Ë‚‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÔÓ ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï x, y ˜‡ÒÚ¸˛
„‡‰ËÂÌÚ‡ ‰‡‚ÎÂÌËfl. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡fl
˜‡ÒÚ¸ „‡‰ËÂÌÚ‡ ‰‡‚ÎÂÌËfl Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂÏ
‚ÚÓË˜ÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ (U, V, 0).

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Á‡‚ËÒËÏ˚ı
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

U U0 1
2

π
------- η–( )2

dηexp

0

ξ

∫–
 
 
 

, ξ z

2 νt
------------.= =

U U0 ωt
ω
2ν
------z– 

  ω
2ν
------z– 

  .expcos=

V1 U Ωy, V2– V Ωx, V3+ 0,= = =

P p0 εx– δy–
Ω2

4
------ x

2
y

2
+( ).+=

∂U

∂t
------- ΩV– ν∂2

U

∂z
2

--------- ε,
∂V

∂t
------- ΩU+ ν∂2

V

∂z
2

--------- δ.+=+=

U U Ωt( )cos V Ωt( )sin
δ
Ω
----,+ +=

V U– Ωt( ) V Ωt( )cos  – 
ε
Ω
----+sin=
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ÄËÒÚÓ‚ Ë ‰.

ÔË‚Ó‰ËÚ ÒËÒÚÂÏÛ (14) Í ‰‚ÛÏ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Ï Û‡‚-
ÌÂÌËflÏ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË

Ç ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ (14) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(15)

„‰Â  – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl Ò ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸˛
Ó·‡ÚÌÓÈ ‰ÎËÌÂ, Ci – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl
(i = 1, 2, 3, 4), ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â, ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Á‡‰‡˜Ë, ÔË ÔÓÏÓ˘Ë „‡ÌË˜Ì˚ı Ë ‰Û„Ëı
‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÍÓÌÍÂÚ-
Ì˚Â ÔËÏÂ˚.

1. ëÎÓÈ ùÍÏ‡Ì‡ [21]. ç‡ ·ÓÎ¸¯ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÓÚ
ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = 0, ‚‡˘‡˛˘ÂÈÒfl ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÊË‰ÍÓÒÚ¸˛ Ò
Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ Ω, ‰ÛÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚È ‚ÂÚÂ
(U0, V0, 0) (Ú.Â. V Ë U ‚ ÙÓÏÛÎ‡ı (15) ‰ÓÎÊÌ˚ Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚ÓflÚ¸ „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ: U(0) = V(0) = 0, U(∞) =
= U0, V(∞) = V0). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Û ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ ÒÎÓÂ ÚÓÎ-
˘ËÌÓÈ ÔÓfl‰Í‡ ω–1 ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚Ë‰‡ (13), ÓÔË-
Ò˚‚‡ÂÏÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË

2. ç‡ÔÓÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚Ó ‚‡˘‡˛˘ÂÏÒfl ÒÎÓÂ [22].
Ç ÒÎÓÂ ÊË‰ÍÓÒÚË, Ú‚Â‰˚Â „‡ÌËˆ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó z = 0,
z = h ‚‡˘‡˛ÚÒfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ Ω
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË z, ÔÓ‰‰ÂÊË‚‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È
ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚È „‡‰ËÂÌÚ ‰‡‚ÎÂÌËfl (–ε, –δ, 0) (ÎËÌÂÈÌ‡fl
ÔÓ x, y ̃ ‡ÒÚ¸ „‡‰ËÂÌÚ‡, Í‡Í ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, Û‡‚ÌÓ-
‚Â¯Ë‚‡ÂÚ ˆÂÌÚÓ·ÂÊÌÛ˛ ÒËÎÛ). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚ÓÁÌË-
Í‡ÂÚ Ò‰‚Ë„Ó‚ÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ Ò ‚ÂÍÚÓÓÏ ÒÍÓÓÒÚË (U, V, 0),
‚˚˜ËÒÎflÂÏ˚Ï ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (15), ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÍÓÌÒÚ‡Ì-
Ú˚ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, Ì‡È‰ÂÌÌ˚Â ËÒıÓ‰fl ËÁ „‡ÌË˜Ì˚ı
ÛÒÎÓ‚ËÈ U(0) = U(h) = V(0) = V(h) = 0, ‡‚Ì˚

∂U

∂t
------- ν∂2

U

∂z
2

---------,
∂V

∂t
------- ν∂2

V

∂z
2

---------.= =

V C1 ωz( )ch C2sh ωz( )+( ) ωz( ) +cos=

+ C3 ωz( )ch C4sh ωz( )+( ) ωz( ) ε
Ω
----,+sin

U C4 ωz( )ch C3sh ωz( )+( ) ωz( ) –cos=

– C2 ωz( )ch C1sh ωz( )+( ) ωz( ) δ
Ω
----,+sin

ω Ω / 2ν( )=

U U0 U0 ωz( )cos V0 ωz( )sin+( ) ωz–( ),exp–=

δ ΩU0,=

V V0 V0 ωz( )cos U0 ωz( )sin–( ) ωz–( ),exp–=

ε ΩV0.=

C1

ε
Ω
----,–=

C2

δ ωh( )sin ε ωh( )sh+( ) ωh( )ch ωh( )cos–( )
Ω ωh( )2

sin ωh( )2
sh+( )

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------,=

C4

δ
Ω
----,–=

C3

δ ωh( )sh ε ωh( )sin–( ) ωh( )ch ωh( )cos–( )
Ω ωh( )2

sin ωh( )2
sh+( )

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------.=

3. íÂ˜ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË, ‚‡˘‡˛˘ËÏËÒfl
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÁÌ˚ı ÓÒÂÈ [23]. èÎÓÒÍÓÒÚË z = 0 Ë
z = h ‚‡˘‡˛ÚÒfl Ò Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ Ω ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓ ÓÒÂÈ, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË x = 0, y = 0 Ë x = x0,
y = y0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔË‚Ó‰fl ‚ ‰‚ËÊÂÌËÂ Á‡ÍÎ˛-
˜ÂÌÌÛ˛ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ÊË‰ÍÓÒÚ¸. èÓÒÚÓflÌÌ˚Â ËÌÚÂ-
„ËÓ‚‡ÌËfl ‚ (15), ÒÓ„Î‡ÒÌÓ „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ
U(0)= V(0) = 0, U(h) = Ωy0, V(h) = –Ωx0 (‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚
Ò˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ ε = δ = 0), ‡‚Ì˚

ùÚÓ Â¯ÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌÓ ‚ Í‡˜Â-
ÒÚ‚Â ÏÓ‰ÂÎË ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏ ÂÓÏÂÚÂ,
ÔËÏÂÌflÂÏÓÏ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÂÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËı
Ò‚ÓÈÒÚ‚, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ÌÂÌ¸˛ÚÓÌÓ‚ÒÍËı ÒÂ‰.

íÂ˜ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰ËÒÍ‡ÏË, ‚‡˘‡˛˘ËÏËÒfl Ò ‡Á-
ÎË˜Ì˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÁÌ˚ı ÓÒÂÈ,
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÓÒ¸ ‚ ‡ÏÍ‡ı ÍÎ‡ÒÒ‡ (4) ‚ ‡·ÓÚÂ [24].

íË ‚˚¯ÂÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËfl ‰‡˛Ú ÔÓÒÚ˚Â
ÔËÏÂ˚ Á‡ÍÛ˜ÂÌÌ˚ı ÔÓÚÓÍÓ‚ Ò ËÒÍË‚ÎÂÌÌÓÈ
ÓÒ¸˛ ‚‡˘ÂÌËfl – ÎËÌËÂÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ÚÓ˜ÂÍ, ‚ ÍÓ-
ÚÓ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË Ó·‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸
(V1 = V2 = 0).

èãéëäàÖ íÖóÖçàü ÜàÑäéëíà

ÅÛ‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÂ˜ÂÌËfl ‚flÁÍÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË
‚Ë‰‡ (4), Ú‡ÍËÂ, ̃ ÚÓ Í‡ÚËÌ‡ ‰‚ËÊÂÌËfl ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÌÂËÁ-
ÏÂÌÌÓÈ ‚ Î˛·ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË
y = 0. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚
‚ (4) ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ y, Ë ‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ˝ÚÓÈ
ÓÒË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ (V2 = 0). í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎ‡„‡fl ‚
(4) u = v = V = β = δ = γ = 0, w = –Fz/2, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(16)

á‰ÂÒ¸ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â F Ë U Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Û‡‚ÌÂÌËflÏ

(17)

(18)

ÔÂ‚ÓÂ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÓ, ‡ ‚ÚÓÓÂ Ô‡ÒÒË‚ÌÓ
‚ ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ, ̃ ÚÓ Â„Ó Â¯ÂÌËÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÒÍ‡Ú¸ ÔÓÒÎÂ

C2 Ω
y0 ωh( ) ωh( )cossh x0 ωh( ) ωh( )sinch+

ωh( )2 ωh( )2
sh+sin

------------------------------------------------------------------------------------------------,=

C1 0,=

C3 Ω
y0 ωh( ) ωh( )sinch x0 ωh( ) ωh( )cossh–

ωh( )2
sin ωh( )2

sh+
------------------------------------------------------------------------------------------------,=

C4 0.=

V1 U x
∂F

∂z
------, V2– 0, V3 F,= = =

P p0

α
2
---x

2
– εx–

1

2
---F

2
–

∂F

∂t
------ zd ν∂F

∂z
------.+∫–=

∂2
F

∂t∂z
---------- F

∂2
F

∂z
2

---------
∂F

∂z
------ 

 
2

–+ ν∂3
F

∂z
3

--------- α,–=

∂U

∂t
------- F

∂U

∂z
------- U

∂F

∂z
------–+ ν∂2

U

∂z
2

--------- ε,+=
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ÚÓ„Ó Í‡Í Â¯ÂÌÓ (17). ëÂ‰Ë Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl
(18) ËÏÂÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ U = ε = 0 Ë Â¯ÂÌËÂ

„‰Â F Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ (17), ‡ ÙÛÌÍˆËfl ‚ÂÏÂÌË n ÔÓ‰-
˜ËÌflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌË˛ d2n/dt2 = αn + ε.

èË‚Â‰ÂÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈ-
ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (17):

(19)

(20)

(21)

(22)

Ç Â¯ÂÌËflı (19)–(20) ÙÛÌÍˆËfl a(t) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚-
·‡Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ. çÂÍÓÚÓ˚Â ‰Û„ËÂ ÚÓ˜Ì˚Â Â-
¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (17) ·Û‰ÛÚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‰‡ÎÂÂ
(ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ [9, 25, 26]).

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. ÑÎfl Â¯ÂÌËfl (19) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ (18) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ò‚Â‰ÂÌÓ Í ÎËÌÂÈÌÓÏÛ
Û‡‚ÌÂÌË˛ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ÍÓ˝Ù-
ÙËˆËÂÌÚ‡ÏË [9].

íÂ˜ÂÌËfl ‚·ÎËÁË Á‡ÒÚÓÈÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. á‡ÒÚÓÈÌÓÈ ËÎË
ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸
Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸. èÓÎÂ ÒÍÓÓÒÚË ÔÎÓÒÍÓ„Ó ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Á‡ÒÚÓÈÌÓÈ ÚÓ˜ÍË
fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚÌ˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ (16) Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌ ‚ ‚Ë‰Â [5]

(23)

îÓÏÛÎ˚ (16) Ë Û‡‚ÌÂÌËfl (17)–(18) ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl ËÁÛ˜ÂÌËfl ÚÂ˜ÂÌËfl ‚·ÎËÁË ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ
ÚÓ˜ÍË Ò Û˜ÂÚÓÏ ÒËÎ ‚flÁÍÓ„Ó ÚÂÌËfl. àÌÚÂÂÒ Í Ú‡ÍËÏ
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËflÏ Ò‚flÁ‡Ì Ò Á‡‰‡˜‡ÏË Ó·ÚÂÍ‡ÌËfl Ú‚Â-
‰˚ı ÚÂÎ Ë ÚÂÓËË ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl.

ÇÔÂ‚˚Â ÚÂ˜ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÍËÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ Ë
Ú‚Â‰ÓÈ ÒÚÂÌÍÓÈ ËÁÛ˜‡ÎÓÒ¸ ïËÏÂÌˆÂÏ [27] ‚ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ÂÈ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ: ‚flÁÍ‡fl ÊË‰ÍÓÒÚ¸ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ Ì‡ÚÂ-
Í‡ÂÚ Ì‡ Ú‚Â‰Û˛ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÛ˛ ÔÂÔÂÌ-
‰ËÍÛÎflÌÓ ÓÒË z, ‚‰‡ÎË ÓÚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
ÒÍÓÓÒÚË Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ (23). èÓ-
ÒÎÂ‰ÌÂÂ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Á‡ÒÚÓÈÌ‡fl ÚÓ˜Í‡ ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚ-
Òfl Ì‡ ÓÒË z Ë Ì‡·Â„‡˛˘ËÈ ÔÓÚÓÍ ÓÚÓ„ÓÌ‡ÎÂÌ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË (U ≡ 0). Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÛÌÍˆËfl F = F(z) Û‰Ó‚ÎÂ-

U n
∂F

∂z
------

dn

dt
------,+=

F a t( ) b t( )z, bt
' b

2
– α+ + 0;= =

F at
' t( ) 6ν

a t( ) z–
------------------, α+ 0;= =
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bt
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F
at
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ω t( )
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ωt
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' νω2
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' b

2
– ω2
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2
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V1 ax, V3– az, a const V2 = 0( ).= = =

Ú‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ (17), ‡ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ ÔËÎËÔ‡ÌËfl
ÊË‰ÍÓÒÚË Ì‡ Ú‚Â‰ÓÈ ÒÚÂÌÍÂ z = 0 Ë ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚Â ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËfl (23) Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ÔË‚Ó‰flÚ Í „‡ÌË˜-
Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ

(24)

êÂ¯ÂÌËÂ Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (17), (24) ÌÂ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl
‚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÙÛÌÍˆËflı. èË·ÎËÊÂÌÌ˚È Ë ˜ËÒ-
ÎÂÌÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë [6] ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ Û
Ú‚Â‰ÓÈ ÒÚÂÌÍË Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ÔÓ„‡ÌË˜Ì˚È ÒÎÓÈ, ËÏÂ-

˛˘ËÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ ÚÓÎ˘ËÌÛ ÔÓfl‰Í‡ 

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ ÚÂ˜ÂÌËfl Ò Á‡ÒÚÓÈÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ,
ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏÓ„Ó Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (17) (U = 0), ‚˚-
‡Ê‡˛˘ËÏÒfl ‚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÙÛÌÍˆËflı, ‡ÒÒÏÓÚ-
ËÏ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÔÂÂ‰ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, ‰‚ËÊÛ˘ÂÈÒfl ‚ Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËË Ò‚ÓÂÈ ÌÓÏ‡ÎË ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ z = Z(t). ç‡
ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl ÔËÎËÔ‡ÌËfl, ‡ ‰‡-
ÎÂÍÓ ÔÂÂ‰ ÌÂÈ – ÛÒÎÓ‚Ëfl (23):

(25)

êÂ¯ÂÌËÂ ‰‡ÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â
(21), ÂÒÎË ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ

(26)

„‰Â F0 – Ì‡˜‡Î¸Ì‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (F0 > 0). èÓ‰-
ÒÚ‡‚Ë‚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (21) ‚ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (25) Ë
Û˜ËÚ˚‚‡fl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ (26), ËÏÂÂÏ a(t) = d(t) = 0. Ç
ËÚÓ„Â Ì‡ıÓ‰ËÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÊË‰ÍÓÒÚË

(27)

êÂ¯ÂÌËÂ (27) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Á‡ÚÛı‡˛˘ÂÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ
ÊË‰ÍÓÒÚË ÔÂÂ‰ Á‡ÏÂ‰Îfl˛˘ÂÈÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛.

èÎÓÒÍÓÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ Ò Á‡ÒÚÓÈÌÓÈ ÚÓ˜-
ÍÓÈ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, Ì‡ÍÎÓÌÂÌÌÓÈ Í Ì‡·Â„‡˛˘ÂÏÛ ÔÓ-
ÚÓÍÛ ÔÓ‰ ÌÂÍÓÚÓ˚Ï Û„ÎÓÏ (U ≠ 0), ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÓ ‚
[28–30].

íÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ (21) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌÓ
‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ‡ÁÛ¯‡˛˘ËıÒfl Á‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ‚ÂÏfl
ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚ Á‡ÒÚÓÈÌÓÈ ÁÓÌÂ Û ÔÓÌËˆ‡ÂÏÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.
èÓ‰Ó·ÌÂÂ ‡ÁÛ¯‡˛˘ËÂÒfl ÚÂ˜ÂÌËfl Ó·ÒÛÊ‰‡˛ÚÒfl ‚
Ó·ÁÓÂ [7] ‚ Ò‚flÁË Ò Á‡‰‡˜ÂÈ Ó ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ‰ÂÙÓ-
Ï‡ˆËË ÔÎÓÒÍÓÈ ÔÓÎÓÒ˚ ‚flÁÍÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË Ò ‰‚ÛÏfl
Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ÏË „‡ÌËˆ‡ÏË. ó‡ÒÚÌ˚Â Â¯ÂÌËfl ˝ÚÓÈ Á‡-
‰‡˜Ë ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â (22). ê‡ÁÎË˜Ì˚Â ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Ë Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜ Ó ‰‚ËÊÂÌËË ÊË‰ÍÓÒÚË
‚·ÎËÁË Á‡ÒÚÓÈÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÓÔËÒ‡Ì˚ ‚ Ó·ÁÓ‡ı [31–33].

íÂ˜ÂÌËfl ÓÍÓÎÓ ‡ÒÚfl„Ë‚‡˛˘ÂÈÒfl ËÎË ÒÊËÏ‡˛-
˘ÂÈÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚË. èÛÒÚ¸ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ‡fl
ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓ ÓÒË z, ‡ÒÚfl„Ë‚‡ÂÚÒfl (A < 0) ËÎË
ÒÊËÏ‡ÂÚÒfl (A > 0) ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ

(28)

F 0( ) Fz
' 0( ) 0; Fz

' ∞( ) a.= = =

a/ν.

z Z t( ): F Z t
',

∂F

∂z
------ 0;= = =

z  ∞: F  c t( )z.

Z
ν

2F0

--------- 1 τ+ 1 τ+( ), τln
6F0

2

ν
---------t,= =

F F0

2 3z

ν 1 τ+( )
--------------------

3F0z

ν 1 τ+
-------------------– 

 exp+ 
  .=

V1 A t( )x,–=
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ÄËÒÚÓ‚ Ë ‰.

„‰Â A = A(t) – Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‚ÂÏÂÌË ËÎË ÍÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚ‡. íÓ„‰‡ ‚·ÎËÁË ˝ÚÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ÓÁÌËÍÌÂÚ ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ ÊË‰ÍÓÒÚË, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÔËÒ‡ÌÓ ‚˚-
‡ÊÂÌËflÏË (16). É‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‚Ë‰‡ (28) ÌÂÚË-
ÔË˜Ì˚ ‰Îfl „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏËÍË, ÌÓ ÏÓ„ÛÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl
‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÚÂ˜ÂÌËÈ, ÔÓËÒıÓ‰fl˘Ëı ‚·ÎËÁË ‰ÂÙÓ-
ÏËÛ˛˘ËıÒfl, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ˝ÍÒÚÛÁËË, ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚÂÈ. èË‚Â‰ÂÏ ‰‚‡ ÔÓÒÚ˚ı ÔËÏÂ‡, ÓÚÌÓÒfl-
˘ËıÒfl Í ‰‚ËÊÂÌËflÏ ˝ÚÓ„Ó ÚËÔ‡.

1. ìÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚¯ÂÂÒfl ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚·ÎËÁË ÒÊËÏ‡˛˘ÂÈ-
Òfl ÔÎÓÒÍÓÒÚË [34]. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÊË‰ÍÓÒÚË ‚
ÔÓÎÛ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÒÎÓÂ z > 0, ËÌ‰ÛˆËÛÂÏÓÂ ÒÚ‡ˆËÓ-
Ì‡Ì˚Ï ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = 0 ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ
(28). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (17) ‰Îfl
ÒÍÓÓÒÚË F = F(z) ‰ÓÔÓÎÌflÂÚÒfl „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚Ëfl-
ÏË: F(0) = 0,  = –A, (∞) = 0. êÂ¯ÂÌËÂ ‰‡ÌÌÓÈ Á‡-
‰‡˜Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚÌ˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ Â¯ÂÌËfl (21) Ë ËÏÂ-
ÂÚ ‚Ë‰

(29)

2. çÂÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚¯ÂÂÒfl ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚·ÎËÁË ‰ÂÙÓÏË-
Û˛˘ÂÈÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚË. íÂ˜ÂÌËÂ ÊË‰ÍÓÒÚË ‚ ÔÓÎÛ-
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÒÎÓÂ z > 0, ËÌ‰ÛˆËÛÂÏÓÂ ÌÂÒÚ‡ˆËÓ-
Ì‡Ì˚Ï ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂÏ ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = 0 ÔÓ Á‡-
ÍÓÌÛ (28), „‰Â

(30)

Ú‡ÍÊÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ ‚Ë‰‡ (21) ÔË a(t) =
= c(t) = 0:

(31)

ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ Î˛·˚Ï ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ
ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ B Ë B > 1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÊ‡ÚËÂ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË, ‡ ÔË ÂÂ ‡ÒÚflÊÂÌËË (0 < B < 1) Â¯ÂÌËÂ (31) Á‡
ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ‚ÂÏfl ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÒËÌ„ÛÎflÌ˚Ï. 

îÓÏÛÎ˚ (16) Ë Û‡‚ÌÂÌËfl (17)–(18) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓÈ ÊË‰ÍÓ-
ÒÚË ‚ Í‡Ì‡Î‡ı ÒÓ ÒÊËÏ‡˛˘ËÏËÒfl Ë ‡ÒÚfl„Ë‚‡˛˘ËÏË-
Òfl ÒÚÂÌÍ‡ÏË. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Á‡‰‡˜Ë ÔË U = 0 (ÓÒ¸
x Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì‡ ÓÒË Í‡Ì‡Î‡) ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚ ‚ [34, 35].

íÂ˜ÂÌËfl ‚ ÔÎÓÒÍËı Í‡Ì‡Î‡ı Ò ÔÓÌËˆ‡ÂÏ˚ÏË ÒÚÂÌ-
Í‡ÏË. èÎÓÒÍÓÔ‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚flÁÍÓÈ ÊË‰ÍÓ-
ÒÚË ‚ Í‡Ì‡ÎÂ ÒÓ ÒÚÂÌÍ‡ÏË ‡‚ÌÓÈ ÔÓÌËˆ‡ÂÏÓÒÚË Ë ‚
ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ÔÓ‰ÓÎ¸ÌÓ„Ó „‡‰ËÂÌÚ‡ ‰‡‚ÎÂÌËfl, ‚ ‡Ï-
Í‡ı ÍÎ‡ÒÒ‡ ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ (16) (U = 0, ÓÒ¸ x Ô‡‡Î-
ÎÂÎ¸Ì‡ ÓÒË Í‡Ì‡Î‡), ‚ÔÂ‚˚Â ·˚ÎÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÓ ÅÂ-
Ï‡ÌÓÏ [36]. àÏ ·˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡Á-
ÎÓÊÂÌËÂ Â¯ÂÌËfl ÔË Ï‡Î˚ı ˜ËÒÎ‡ı êÂÈÌÓÎ¸‰Ò‡,
ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚ı ÔÓ ¯ËËÌÂ Í‡Ì‡Î‡ Ë ÒÍÓÓÒÚË ÔÓ‰‚Ó-
‰‡/ÓÚ‚Ó‰‡ Ï‡ÒÒ˚ ÊË‰ÍÓÒÚË ̃ ÂÂÁ ÔÓÌËˆ‡ÂÏ˚Â ·ÓÍÓ-
‚˚Â ÒÚÂÌÍË. Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â Ë ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜Â-
ÒÍËÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚ Í‡Ì‡Î‡ı Ò ÔÓÌËˆ‡ÂÏ˚-
ÏË „‡ÌËˆ‡ÏË ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ fl‰ÓÏ ‡‚ÚÓÓ‚, ·˚ÎË
ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ‰Îfl ÒËÏ-
ÏÂÚË˜Ì˚ı ‚‰Û‚Ó‚ Ë ÓÚÒÓÒÓ‚ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓ-

Fz
' Fz

'

F νA
A
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  1–exp 
  .=

A t( ) νλ2
B

B νλ2
t–( )exp–

--------------------------------------,=

F
A t( )

λ
---------- e

λz–
1–( ), λ const 0.>= =

ÒÚË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ˜ËÒÎÂÌÌÓ ËÁÛ˜ÂÌ˚ ÂÊËÏ˚ Ò ÌÂÒËÏÏÂÚ-
Ë˜Ì˚Ï ‡ÒıÓ‰ÓÏ ÊË‰ÍÓÒÚË ˜ÂÂÁ „‡ÌËˆ˚ [37]. èÓ-
‰Ó·ÌÓÂ ËÁÎÓÊÂÌËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ̋ ÚËı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ Ë
ÒÒ˚ÎÍË Ì‡ ÎËÚÂ‡ÚÛÛ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ ÍÌË„Â [38].

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËfl ‚Ë‰‡ (22) ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÚÂ-
˜ÂÌËÈ ‚ Í‡Ì‡ÎÂ Ò ÔÓËÒÚ˚ÏË ÒÚÂÌÍ‡ÏË, ˜ÂÂÁ ÍÓÚÓ-
˚Â ÊË‰ÍÓÒÚ¸ ÔÓ‰‡ÂÚÒfl ËÎË ÓÚ‚Ó‰ËÚÒfl ÔÓ ÒÔÂˆË-
‡Î¸ÌÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ.

ÇêÄôÄíÖãúçé–ëàååÖíêàóçõÖ 
íÖóÖçàü íàèÄ äÄêåÄçÄ

Ç‡˘‡ÚÂÎ¸ÌÓ-ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ÒÓÓÒÌ˚ı
ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı Ë ̃ ËÒÚÓ ‚‡˘‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ
ÊË‰ÍÓÒÚË. éÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‰Îfl Ú‡ÍËı
ÚÂ˜ÂÌËÈ ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ (4)
Ë (5) ‚ÂÎË˜ËÌ w = U = V = ε = δ = γ = 0, v = –u, α = β:

(32)

„‰Â ËÒÍÓÏ˚Â ÙÛÌÍˆËË F Ë u Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÒËÒÚÂ-
ÏÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ

(33)

(34)

èË ÔÓÏÓ˘Ë ÍÎ‡ÒÒ‡ Â¯ÂÌËÈ ‚Ë‰‡ (32), Á‡ÔËÒ‡Ì-
ÌÓ„Ó ‚ ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ä‡Ï‡-
ÌÓÏ [39] ·˚Î‡ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì‡ Á‡‰‡˜‡ Ó ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏ
ÚÂ˜ÂÌËË ‚flÁÍÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË, ‚˚Á˚‚‡ÂÏÓÏ ‚‡˘ÂÌËÂÏ
ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ò Û„ÎÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ Ω. ÜË‰ÍÓÒÚ¸, ÔËÎÂ-
„‡˛˘‡fl Í ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÛÌÓÒËÚÒfl ‚ ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚-
ÎÂÌËË ̂ ÂÌÚÓ·ÂÊÌ˚ÏË ÒËÎ‡ÏË, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÏË ‚ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚‡˘ÂÌËfl. èË ̋ ÚÓÏ, ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ Á‡ÍÓÌ‡ ÒÓ-
ı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚, ÙÓÏËÛÂÚÒfl ÍÓÏÔÂÌÒËÛ˛˘ËÈ
ÔÓÚÓÍ, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ˚È Í ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË ‚‡˘Â-

ÌËfl, ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛, ÒÚÂÏfl˘ÂÈÒfl Í V3 = –0.886
ÔË z  ∞. éÔËÒ‡ÌÌ˚È ÔËÌˆËÔ Ó„‡ÌËÁ‡ˆËË Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚË ÎÂÊËÚ ‚ ÓÒÌÓ‚Â
‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ˆÂÌÚÓ·ÂÊÌ˚ı Ì‡ÒÓÒÓ‚, ‰ËÒÍÓ‚˚ı ÏÂ¯‡-
ÎÓÍ, ‰ËÒÍÓ‚˚ı ̋ ÎÂÍÚÓ‰Ó‚ (ÔËÏÂÌflÂÏ˚ı ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â
‰‡Ú˜ËÍÓ‚ ‚ ˝ÎÂÍÚÓıËÏËË) Ë ÏÌÓ„Ëı ‰Û„Ëı ÚÂıÌË˜Â-
ÒÍËı ÛÒÚÓÈÒÚ‚. ê‡‰Ë‡Î¸ÌÓÂ Ë ‡ÁËÏÛÚ‡Î¸ÌÓÂ ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂ ‚ Á‡‰‡˜Â ä‡Ï‡Ì‡ ÔÓ˜ÚË ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÓ ‚

ÒÎÓÂ ÚÓÎ˘ËÌ˚ ÔÓfl‰Í‡  ÔËÎÂ„‡˛˘ÂÏ Í ‚‡-
˘‡˛˘ÂÏÛÒfl ‰ËÒÍÛ. á‡‰‡˜‡, ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ Ó·-
‡ÚÌ‡fl Í‡Ï‡ÌÓ‚ÒÍÓÈ, Ó ‰‚ËÊÂÌËË ‚·ÎËÁË ÌÂÔÓ‰‚ËÊ-
ÌÓ„Ó ‰ËÒÍ‡, ‚˚Á‚‡ÌÌÓ„Ó ‚‡˘ÂÌËÂÏ ÊË‰ÍÓÒÚË Ì‡ ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, ËÁÛ˜ÂÌ‡ ‚ ‡·ÓÚÂ [40].
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ÄËÒÚÓ‚ Ë ‰.

‚ÂıÌÓÒÚÌÓ„Ó Ì‡ÚflÊÂÌËfl τ ÓÚ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ T. ó‡ÒÚÓ
˝Ú‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÔËÌËÏ‡ÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ:

(40)

„‰Â ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÌ˚È ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓ„Ó
Ì‡ÚflÊÂÌËfl σ, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸-
ÌÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÚÂÏÓÍ‡ÔËÎ-
ÎflÌ‡fl ÒËÎ‡ 

(41)

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÒÓÁ‰‡Ì‡ ÎÓÍ‡Î¸Ì˚Ï Ì‡„Â‚ÓÏ ÔflÚÌ‡ Ò‚Ó-
·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡‰ËÛÒ‡ R Ô‡ÒÒË‚ÌÓÈ ÔËÏÂÒ¸˛ Ò
Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ Ó·˙ÂÏÌÓ„Ó ÚÂÔÎÓ‚˚‰ÂÎÂÌËfl
Q, ÔÓËÒıÓ‰fl˘Â„Ó, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ıËÏË˜ÂÒÍËı
Â‡ÍˆËÈ (ËÎË Ì‡„Â‚‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ËÁÎÛ˜ÂÌËfl). èË
˝ÚÓÏ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ Ô‡ÒÒË‚ÌÓÈ ÔËÏÂÒË, ‡ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÌÂÈ
Ë Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ ∆T = –Q, ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ

(42)

„‰Â T0 = QR2/4 – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ‚ ̂ ÂÌÚÂ
ÔflÚÌ‡ (ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ‚ÌÂ ÔflÚÌ‡ ÔËÌflÚ‡ Á‡ ÌÛÎ¸).

èË ÔÓÏÓ˘Ë (39)–(42) ÌÂÚÛ‰ÌÓ Ò‚flÁ‡Ú¸ ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÔÓÒÚÓflÌÌÛ˛ τ0 Ò ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË σ, T0 Ë R:

3. íÂ˜ÂÌËÂ ‚·ÎËÁË ‡‰Ë‡Î¸ÌÓ ÒÊËÏ‡˛˘ÂÈÒfl
ÔÎÓÒÍÓÒÚË. èÎÓÒÍÓÒÚ¸ z = 0, ÔÓÍ˚Ú‡fl ÊË‰ÍÓÒÚ¸˛
(ÔË z > 0), ‡‰Ë‡Î¸ÌÓ ÒÊËÏ‡ÂÚÒfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ Vr =
= –A(t)r. ÇÓÁÌËÍ‡˛˘ÂÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ ÓÔËÒ‡Ú¸ Ò ÔÓ-
ÏÓ˘¸˛ (36), ÂÒÎË ‚ÁflÚ¸ ÙÛÌÍˆË˛ A(t) = [4(t* – t)]–1,
„‰Â t ∈ [0, t*). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ

(43)

ÖÒÎË ÊË‰ÍÓÒÚ¸ Û‰‡ÎflÂÚÒfl ÓÚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÓÒË z (a(t) > 0), ÚÓ ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl
ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl „‡‰ËÂÌÚ‡ ‰‡‚ÎÂÌËfl Ì‡ Â„Ó ÔÓ‚ÂıÌÓ-
ÒÚË  = –8ν2/a3 ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡. çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÓÚÏÂ-
ÚËÚ¸, ̃ ÚÓ ‚ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Â¯ÂÌËÂ (36) ÔÂÂ-
ıÓ‰ËÚ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë Ó Á‡ÚÓÔ-
ÎÂÌÌÓÈ ÒÚÛÂ ÊË‰ÍÓÒÚË, ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ë
Â¯ÂÌÌÓÈ ã‡Ì‰‡Û [5].

4. á‡ÍÛ˜ÂÌÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚flÁÍÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË ‚·ÎË-
ÁË Ú‚Â‰ÓÈ „‡ÌËˆ˚. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍËÈ
ÒÚ‡Í‡Ì, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÊË‰ÍÓÒÚ¸ ‚·ÎËÁË Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ „‡-
ÌËˆ˚ ÔË‚Â‰ÂÌ‡ ‚Ó ‚‡˘ÂÌËÂ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ ÊË‰-
ÍÓÒÚË ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÔÓÎÓË‰‡Î¸Ì‡fl ̂ ËÍÛÎflˆËfl, ‡ ‚·ÎËÁË
ˆÂÌÚ‡ ÙÓÏËÛÂÚÒfl ÌËÒıÓ‰fl˘ËÈ ÔÓÚÓÍ, Û‚ÎÂÍ‡˛-
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˘ËÈ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ô‡ÒÒË‚ÌÓÈ ÔËÏÂÒË Í ÒÚÂÌÍ‡Ï ÒÚ‡Í‡Ì‡,
˜ÚÓ Ú‡‰ËˆËÓÌÌÓ Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl ‚ÎËflÌËÂÏ ̂ ÂÌÚÓ·ÂÊ-
Ì˚ı ÒËÎ. ÇÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÛÒÎÓ‚ËÈ ÔËÎËÔ‡ÌËfl Ì‡ ‰ÌÂ ÒÚ‡-
Í‡Ì‡ Ú‡ÍÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ·Û‰ÂÚ Á‡ÚÛı‡Ú¸. ÖÒ-
ÎË Ó„‡ÌË˜ËÚ¸Òfl ‡Ì‡ÎËÁÓÏ ÒËÚÛ‡ˆËË ÚÓÎ¸ÍÓ ‚·ÎËÁË
ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ˜‡ÒÚË ‰Ì‡ ÒÚ‡Í‡Ì‡, Á‡‰‡˜Û ÏÓÊÌÓ Â-
¯‡Ú¸ ‚ ‡ÏÍ‡ı ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ Â¯ÂÌËÈ.
Ä ËÏÂÌÌÓ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl (37) ÔÓÚÂ·ÛÂÏ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl
ÛÒÎÓ‚ËÈ ÔËÎËÔ‡ÌËfl Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = 0: F(0, t) =
= Fz(0, t) = u(0, t) = 0. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ

„‰Â ω0 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl.

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÌÚÂ„ËÛÂÚÒfl ‚ Í‚‡‰‡ÚÛ-
‡ı. Ö„Ó Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ ‰‚Â (ÔË ω0 ≠ 0)
ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚Â ‚ÂÚ‚Ë, ÒÚÂÏfl˘ËÂÒfl Í Ó·˘ÂÏÛ ÔÂ‰ÂÎÛ
ω = –ω0 ÔË t  ∞. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ÔË ̋ ÚÓÏ Á‡ÚÛı‡ÂÚ, ÌÓ
ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ˝ÚÓ ÒÔÂˆËÙË˜ÂÒÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ. èË ÔÂÂ-
ÒÂ˜ÂÌËË ÙÛÌÍˆËÂÈ ω = ω(t), ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ÂÈ Ó‰ÌÓÈ
ËÁ ‚ÂÚ‚ÂÈ, ÌÛÎfl ÔÓÎÓË‰‡Î¸Ì‡fl ̂ ËÍÛÎflˆËfl ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ
ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡Í (F ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡Í), ÌÓ Ë ËÌÚÂÌÒËÙËˆËÛÂÚÒfl
(ÌÂÒÎÓÊÌÓ ÔÓ‰Ó·‡Ú¸ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ‰‡ÌÌ˚Â Ú‡ÍËÏ Ó·-
‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ÓÌ‡
·˚Î‡ Ì‡ÏÌÓ„Ó ·ÓÎ¸¯Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ). ùÚÓ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Â‡Î¸Ì˚Ï fl‚ÎÂÌËÂÏ ‚ ÒÚ‡Í‡ÌÂ, ÍÓ„‰‡ ˜‡-
ËÌÍË Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓ ÒÓ·Ë‡˛ÚÒfl ‚ ˆÂÌÚÂ
ÒÚ‡Í‡Ì‡ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÔÓÒÎÂ ÔÂÍ‡-
˘ÂÌËfl Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÁÏÂ¯Ë‚‡ÌËfl. î‡ÍÚ Ì‡ÎË˜Ëfl
‰‚Ûı ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÓÒÚÓflÌËÈ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÈ Á‡‰‡-
˜Â ÔË Û˜ÂÚÂ ˝ÙÙÂÍÚ‡ ÔËÎËÔ‡ÌËfl Ì‡ ·ÓÍÓ‚˚ı ÒÚÂÌ-
Í‡ı ÒÚ‡Í‡Ì‡, ÌÓ ·ÂÁ Û˜ÂÚ‡ ÚÂÌËfl Ì‡ ‰ÌÂ ·˚Î ‰ÓÍ‡Á‡Ì
‡ÌÂÂ ‚ ‡·ÓÚÂ [49], Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‰Û„Ó„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡
ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ÔÓÎÓÊËÚ¸ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚flÁ-
ÍÓÒÚË ‡‚Ì˚Ï ÌÛÎ˛, Â¯ÂÌËÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Á‡-
‰‡˜Ë ÚËÔ‡ (37) ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ˜ÚÓ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Â‰ÍËÏ ÔËÏÂÓÏ Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ
ùÈÎÂ‡, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚ËflÏ ÔËÎËÔ‡ÌËfl.

êÂ¯ÂÌËfl ‚Ë‰‡ (37) ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ËÁÛ˜‡Ú¸ ÌÂÍÓÚÓ-
˚Â ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â ÂÊËÏ˚ ÚÂ˜ÂÌËÈ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‰‚ËÊ-
Ì˚ÏË ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË, Ì‡ ÍÓÚÓ˚ı ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ-
‚Ëfl ÔËÎËÔ‡ÌËfl.

íêEïåÖêçõÖ íÖóÖçàü

é·‡ÚËÏÒfl ÚÂÔÂ¸ Í Ó·˘ÂÏÛ ÒÎÛ˜‡˛ Â¯ÂÌËÈ Ò
ÎËÌÂÈÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸˛ ÒÍÓÓÒÚË ÚÂ˜ÂÌËfl ÓÚ ‰‚Ûı
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (4), (5). éÒÌÓ‚Ì‡fl Ë‰Âfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ‡Ì‡-
ÎËÁ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ËÁ ÒËÒÚÂÏ˚ (5) ‚˚‰ÂÎËÚ¸
Ó‰ÌÓ ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÔÓ‰ÓÎ¸ÌÓÈ
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË V3 = F. 
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ë‚Â‰ÂÌËÂ ÔÂ‚˚ı ˜ÂÚ˚Âı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (5)
Í Ó‰ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÒÔÂˆË-
‡Î¸Ì˚È ÍÎ‡ÒÒ ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ, ÍÓÚÓ˚È ÓÔËÒ˚‚‡-
ÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ. Ç Û‡‚ÌÂÌËflı (5) ÔÓÎÓÊËÏ

(44)

„‰Â m, n, k, A, B, C – ËÒÍÓÏ˚Â ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË t. èÓ-
ÚÂ·ÛÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔÂ‚˚Â ˜ÂÚ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (5) ‰Îfl
F, u, v, w ÒÓ‚Ô‡ÎË ÔÓÒÎÂ ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍË ‚ ÌËı (44). Ç
ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ËÒÍÓÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ÔÓ-
ÎÛ˜ËÏ ÌÂÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ, ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó
‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ë ¯ÂÒÚË Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌ-
Ì˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

(45)

(46)

(47)

ùÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ ÒÓ‰ÂÊËÚ ÒÂÏ¸ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ‰Â‚fl-
ÚË ÙÛÌÍˆËÈ – ̄ ÂÒÚË ÙÛÌÍˆËÈ m, n, k, A, B, C ËÁ (44) Ë
ÚÂı ÙÛÌÍˆËÈ α, β, γ ËÁ (5) (‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌË Ú‡Í-
ÊÂ Ò˜ËÚ‡˛ÚÒfl ËÒÍÓÏ˚ÏË). åÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔÓ-
ÒÎÂ‰ÌÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ (46) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ÚÂı
‰Û„Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ (45)–(47). èÓ˝ÚÓÏÛ ÚË ËÒÍÓÏ˚Â
ÙÛÌÍˆËË ‚ ÒËÒÚÂÏÂ (45)–(47), ‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ÏÓÊÌÓ
‚˚·‡Ú¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ.

èÂ‚˚Â ˜ÂÚ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (5) Ò Û˜Â-
ÚÓÏ (45)–(47) Ò‚Ó‰flÚÒfl Í Ó‰ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

(48)

„‰Â ÙÛÌÍˆËË p = p(t) Ë q = q(t) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËflÏË

(49)

èË ÔÓÒÚÓÂÌËË Â¯ÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (45)–(47) ÒÎÂ-
‰ÛÂÚ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ‰‚‡ ÒÎÛ˜‡fl.
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êÂ¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (45)–(47) ÔË m = n. Ç ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (45)–(47) ÏÓÊÌÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â

(50)

„‰Â p(t), q(t), ϕ(t) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË. ÑÎfl Û‰Ó·-
ÒÚ‚‡ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË p Ë q ‚ (50) ‚˚·‡Ì˚ Ú‡Í,
˜ÚÓ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl (44), (50) ÔÂ‚˚Â
˜ÂÚ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (5) ÔË‚Ó‰flÚÒfl Í Ó‰ÌÓÏÛ
Û‡‚ÌÂÌË˛ (48) Ò ̋ ÚËÏË ÊÂ ÙÛÌÍˆËflÏË p = p(t), q = q(t).

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚‡ÊÌÓÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ.
ã˛·ÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (48) ‰Îfl Î˛·˚ı ÙÛÌÍˆËÈ
p = p(t) Ë q = q(t) ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ ç‡‚¸Â – ëÚÓÍÒ‡ (1). ùÚÓ Â¯ÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl
ÙÛÌÍˆËÂÈ F = F(z, t) Ë ÙÓÏÛÎ‡ÏË (4), (44), (50).

êÂ¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (45)–(47) ÔË m ≠ n. Ç ̋ ÚÓÏ ÒÎÛ-
˜‡Â Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (45)–(47) ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ-
˜ËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. îÛÌÍˆËË m = m(t), k = k(t),
q = q(t) Á‡‰‡˛ÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË m2 + k2 ≠
≠ 1/4. éÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË, ‚ıÓ‰fl˘ËÂ ‚ ÒËÒÚÂÏÛ (45)–
(47) Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (48), ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ
ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï

(51)

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ p = p(t) ‚ Û‡‚ÌÂ-
ÌËË (48) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ̃ ÂÂÁ ÙÛÌÍˆËË m = m(t), k = k(t),
q = q(t) Ë Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â (‡ ÌÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ,
Í‡Í ·˚ÎÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â m = n). èÓÔ˚ÚÍ‡ Á‡‰‡Ú¸ ÌÂÔÓÒÂ‰-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ p = p(t) ‚ÏÂÒÚÓ Á‡‰‡ÌËfl ÙÛÌÍˆËË
m (ËÎË k) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÌÂÎËÌÂÈÌÓÏÛ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓÏÛ
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡
‰Îfl ÙÛÌÍˆËË m (ËÎË k) c ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ q(t).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ, Í‡Í Ì‡‰Ó ‚˚·‡Ú¸ ÙÛÌÍˆË˛ q = q(t),
˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌflÎÓÒ¸ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó p = 0. àÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl
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ÄËÒÚÓ‚ Ë ‰.

‰Îfl p ‚ (51) ËÏÂÂÏ A = B + s0, „‰Â s0 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl
ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl. éÚÒ˛‰‡, Û˜ËÚ˚‚‡fl ÙÓÏÛÎ˚ (51) ‰Îfl
ÙÛÌÍˆËÈ A, B, n, Ì‡ıÓ‰ËÏ ÙÛÌÍˆË˛ q:

  (ÔË p = 0). (52)

é·˘ÂÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ë ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (48). é·˘ÂÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (48): ÂÒÎË F0(z, t) –
ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â„Ó Â¯ÂÌËÂ, ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl

(53)

„‰Â ψ(t) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ Â-
¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (48).

èË q ≠ 0 Û‡‚ÌÂÌËÂ (48) ËÏÂÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÚÓ˜-
Ì˚Â Â¯ÂÌËfl (ÓÔÛ˘ÂÌÓ ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÎË-
ÌÂÈÌÓÂ ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ z):

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

á‰ÂÒ¸ A, B, k, λ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â; ‚ (56)–
(58) ‚ıÓ‰flÚ ÙÛÌÍˆËË, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘ËÏË ÒËÒÚÂÏ‡ÏË Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÔË˜ÂÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÙÛÌÍˆËÈ ÏÓÊ-
ÌÓ ‚˚·‡Ú¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ; ‚ Â¯ÂÌËÂ (59) ‚ıÓ‰flÚ ‰‚Â
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË a(t) Ë b(t). Ö˘Â ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ
ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl (48) ÔË‚Â‰ÂÌÓ ‰‡ÎÂÂ.

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó (53) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ó·Ó·˘ËÚ¸
Â¯ÂÌËfl (54), (55), (58), ‰Ó·‡‚Ë‚ ‚ ÌËı ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛
ÙÛÌÍˆË˛.
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F F0 z ψ t( ),t+( ) ψt
' t( ),–=

F 6νk k z λt–( ) A+[ ] λ,+th–=

p 0, q 8νk
2
;= =

F 6νk k z λt–( ) A+[ ] λ,+tg=

p 0, q 8– νk
2
;= =

F ω t( )z
ξ t( )
θ t( )
---------- θ t( )z a+[ ],sin+=

θt
' ωθ, ωt

'– ω2
q t( )ω p t( ) ξ2

,+ + += =

ξt
' 2ω νθ2

– q t( )+[ ]ξ;=

F
a t( )
θ t( )
---------- θ t( )z–[ ]exp b t( ) c t( )z,+ +=

θt
' cθ, at

'– νθ2
q 2c bθ+ + +( )a,= =

ct
' c

2
qc p;+ +=

F ω t( )z
ξ t( )
θ t( )
---------- Ae

θ t( )z
Be

θ t( )z–
+[ ],+=

θt
' ωθ, ωt

'– ω2
q t( )ω p t( ) 4ABξ2

,–+ += =

ξt
' 2ω νθ2

q t( )+ +[ ]ξ;=

F at
' t( ) b t( ) z a t( )–[ ] 6ν

z a t( )–
------------------,–+=
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èÓÎÓÊË‚ ‚ (56) ω = 0, θ = const, ξ(t) – ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl
ÙÛÌÍˆËfl, ÔÓÎÛ˜ËÏ Â¯ÂÌËÂ, ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ Í‡Í ÔÓ
‚ÂÏÂÌË t, Ú‡Í Ë ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ z.

è Ë Ï Â  . ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚È ÒÎÛ˜‡È
Â¯ÂÌËfl (56). Ç ÙÓÏÛÎ‡ı (50), (56) ÔÓÎÓÊËÏ

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (4), (44) ÔÓ-
ÎÛ˜ËÏ Â¯ÂÌËÂ

ÍÓÚÓÓÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÚÂıÏÂÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÒÎÓfl ÊË‰-
ÍÓÒÚË ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÎÓÒÍËÏË ÛÔÛ„ËÏË ÔÎÂÌÍ‡ÏË
(ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÎÂÌÓÍ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË z = 0 Ë
z = 2π/θ), ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÍÓÚÓ˚ı ‡ÒÚfl„Ë‚‡˛ÚÒfl ÔÓ
Á‡ÍÓÌÛ V1 = a1x, V2 = a2y.

ë‚Â‰ÂÌËÂ ÔÂ‚˚ı ˜ÂÚ˚Âı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (5)
Í ‰‚ÛÏ Û‡‚ÌÂÌËflÏ. èÂ‚˚È ÒÎÛ˜‡È. èÓÎ‡„‡fl

(60)

„‰Â a, b – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, Ò‚Â‰ÂÏ ÔÂ‚˚Â
˜ÂÚ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (5) Í ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌÓÏÛ
Û‡‚ÌÂÌË˛ ‰Îfl ÔÓ‰ÓÎ¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË F Ë ‰ÓÔÓÎÌË-
ÚÂÎ¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË G = G(z, t):

(61)

(62)

ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (61) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Û‡‚ÌÂÌË-
ÂÏ (33) ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÌÂÁ‡ÍÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl Í‡Ï‡-
ÌÓ‚ÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡ ÔË u = 0, ‡ (62) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Û‡‚ÌÂÌË-
ÂÏ (34) ‰Îfl ‡ÁËÏÛÚ‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË.
èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‡ÌÂÂ ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl (35),
(36) ÔËÏÂÌËÏ˚ ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÚÂıÏÂÌ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ.

ëËÒÚÂÏ‡ (61)–(62) ËÏÂÂÚ ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl
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„‰Â C1, C2 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â.

èÛÒÚ¸ F = F(z) – ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (61). íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ (62) ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÌÂÒÚ‡ˆËÓ-
Ì‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡

(63)

„‰Â ω – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, Ë ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ
Â¯ÂÌËÂ

(64)

„‰Â ÙÛÌÍˆËË g = g(z) Ë h = h(z) ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ÒËÒÚÂ-
ÏÓÈ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

(65)

êÂ¯ÂÌËfl (64), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‰Îfl ‡ÁÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ
ω = ω1, …, ω = ωn (‰Îfl Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ F = F(z)), ‚ ÒËÎÛ
ÎËÌÂÈÌÓÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (62), ÏÓÊÌÓ ÒÍÎ‡‰˚‚‡Ú¸.

ì‡‚ÌÂÌËÂ (62) ‰Îfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÔÓ‰ÓÎ¸ÌÓÈ
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË F(z) ËÏÂÂÚ Ú‡ÍÊÂ ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊ-
ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‚Ë‰‡ G(t, z) = eµt[sin(ωt)g(z) + cos(ωt)h(z)].

ë‚ÓÈÒÚ‚Ó (6) (ÙÛÌÍˆËË G, r, g, h ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl
Í‡Í u) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ó·Ó·˘ËÚ¸ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÙÓ-
ÏÛÎ˚ (63)–(65).

ë‚Â‰ÂÌËÂ ÔÂ‚˚ı ˜ÂÚ˚Âı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (5)
Í ‰‚ÛÏ Û‡‚ÌÂÌËflÏ. ÇÚÓÓÈ ÒÎÛ˜‡È. Ç Û‡‚ÌÂÌËflı (5)
ÔÓÎÓÊËÏ

„‰Â p = p(t), q = q(t) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË,
a, b – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, G = G(z, t) – ËÒ-

Bt
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=
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Fgz
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'– νgzz
'' ωh,+=

Fhz
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2
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∂z
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  a
2
G,+sin=

v

1

2
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∂z
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  b
2
G,–sin=

w
1

2
--- ϕ ∂F

∂z
------ q+ 
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α q
2

4
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p

2
--- 1 ϕcos–( )–

qt
'

2
---- ϕ,cos+=

β q
2

4
-----

p

2
--- 1 ϕcos+( )–

qt
'

2
---- ϕ,cos–=

γ 1

2
--- p qt

'+( ) ϕ,sin=

ÍÓÏ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ϕ – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ËÁ
Ú‡ÌÒˆÂÌ‰ÂÌÚÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÂ‚˚Â ˜ÂÚ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂ-
Ï˚ (5) Ò‚Ó‰flÚÒfl Í ‰‚ÛÏ Û‡‚ÌÂÌËflÏ

(66)

(67)

ì‡‚ÌÂÌËÂ (66) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‡ÌÂÂ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚Ï
Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (48) Ë ËÏÂÂÚ ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl (54)–(59).
ëÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚È ‚‡Ë‡ÌÚ Û‡‚ÌÂÌËfl (66) ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡ÎÒfl ‚ ‡·ÓÚÂ [50].

ì‡‚ÌÂÌËÂ (66) ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ (59). èË b(t) = 0
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (67) ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ

ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ÚÂÔÎÓÔÓ-
‚Ó‰ÌÓÒÚË

èÛÒÚ¸ F = F(z, t) – Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (66). íÓ„‰‡
Û‡‚ÌÂÌËÂ (67) ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ

(68)

„‰Â ÙÛÌÍˆËfl A = A(t) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓÏÛ
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

(69)

ÇÓÔÓÒ˚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Â¯ÂÌËÈ ÒË-
ÒÚÂÏ˚ (66)–(67). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÔÓ‰Ó·ÌÂÂ Á‡‰‡-
˜Ë ÒÓ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÔÓ‰ÓÎ¸ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓÈ ÒÍÓ-
ÓÒÚË, ˜ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ F = F(z), p = const, q = const.
Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (69) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ
ÁÌ‡Í‡ ‰ËÒÍËÏËÌ‡ÌÚ‡ ∆ = q2 – 4p:

(70)

„‰Â C1, C2 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â.
èË q < 0 (p – Î˛·ÓÂ) Ë p < 0 (q – Î˛·ÓÂ) Â¯ÂÌËfl

(68) Ë (70) ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ ‡ÒÚÛÚ ÔË t  ∞. èÓ-
˝ÚÓÏÛ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú
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ÄËÒÚÓ‚ Ë ‰.

Ó·Î‡ÒÚ¸ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚ (66)–
(67) ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó ÔÓ-
ÙËÎfl ÔÓ‰ÓÎ¸ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË F(z) (ÓÚÎË˜-
ÌÓ„Ó ÓÚ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚). íÓ˜Í‡ p = q = 0 Ú‡ÍÊÂ ÓÚÌÓÒËÚÒfl
Í Ó·Î‡ÒÚË ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚ (66)–(67).

èË q = 0, p > 0 Â¯ÂÌËÂ (70), ‡ ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ë
Â¯ÂÌËÂ (68), fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÏË. ëÓ‚ÏÂÒÚ-
ÌÓÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ p ≥ 0, q ≥ 0 (|p| + |q| ≠ 0)
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ó·Î‡ÒÚ¸ ÛÒÎÓ‚ÌÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı Â¯ÂÌËÈ.

Ç‡ÊÌÓ ÔÓ‰˜ÂÍÌÛÚ¸, ˜ÚÓ Á‰ÂÒ¸ Â˜¸ Ë‰ÂÚ Ó ÌÂÎË-
ÌÂÈÌÓÈ ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â
Â¯ÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓ˜Ì˚ÏË (‡ ÌÂ ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡ÌÌ˚-
ÏË, Í‡Í ̋ ÚÓ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ‚ ÚÂÓËË ÎËÌÂÈÌÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚ÓÒÚË).

ÇÒÂ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â ‚˚‚Ó‰˚ ÔÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË
Ë ÌÂÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÙÓÏÛÎ˚ (68)–(70), ÓÒÚ‡-
˛ÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ÏË ‰Îfl Î˛·˚ı ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı
Â¯ÂÌËÈ F = F(t, z) Û‡‚ÌÂÌËfl (66) ÔË p = const, q =
= const.

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
Û‡‚ÌÂÌËfl (69) ÏÓÊÌÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ Ì‡ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚ¸
ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (66) ÔË ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı p = p(t), q = q(t).

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2. èÛÒÚ¸ F = F(t, z) – ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â-
¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (66). íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ (67) ‰ÓÔÛÒ-
Í‡ÂÚ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË-
‡Î¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡ (63), ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ
‚Ë‰‡ (64)–(65).

çÂÍÓÚÓ˚Â ‰Û„ËÂ ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚
(66)–(67) ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‰‡ÎÂÂ.

íÂıÏÂÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÔË u = v = w = 0. èÓÎ‡„‡fl ‚
(4)–(5) u = v = w = 0, α = β, γ = 0, ÔÓÎÛ˜ËÏ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ
ÔÓÒÚÓÂ ÚÂıÏÂÌÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚Ë‰‡

(71)

„‰Â ÙÛÌÍˆËË U, V, F ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËflÏË

(72)

ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ p0, α, ε, δ ÏÓ„ÛÚ Á‡‚ËÒÂÚ¸
ÓÚ ‚ÂÏÂÌË. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰‡ÊÂ ÔË V = δ = 0 ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÚÂıÏÂÌ˚Ï.

èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‰‚‡ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ (72) ÌÂ
Á‡‚ËÒflÚ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡. èÓ˝ÚÓÏÛ ÏÓÊÌÓ Ó„‡ÌË˜ËÚ¸-
Òfl ‡Ì‡ÎËÁÓÏ ÔÂ‚˚ı ‰‚Ûı Û‡‚ÌÂÌËÈ (72).
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èÛÒÚ¸ F = F(z, t) – ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÔÂ‚Ó„Ó
Û‡‚ÌÂÌËfl (72). íÓ„‰‡ ‚ÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (72) ËÏÂÂÚ
Â¯ÂÌËÂ

(73)

„‰Â ÙÛÌÍˆËfl s = s(t) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚Ï
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

(74)

èÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (72) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ
(33) (ÔË u = 0) Ë Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (61). èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË‚Â-
‰ÂÌÌ˚Â ‡ÌÂÂ ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl (35) Ë (36) fl‚Îfl˛ÚÒfl
Â¯ÂÌËflÏË ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (72). îÓÏÛÎ˚ (73) Ë
(74) ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Â¯Â-
ÌËfl ‚ÚÓÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (72).

èÛÒÚ¸ F = F(z) – ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÔÂ‚Ó„Ó
Û‡‚ÌÂÌËfl (71). íÓ„‰‡ ‚ÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (71) ‰ÓÔÛÒ-
Í‡ÂÚ ÚÓ˜ÌÓÂ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË-
‡Î¸ÌÓ„Ó ÚËÔ‡ (63), a Ú‡ÍÊÂ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ
‚Ë‰‡ (64)–(65).

ãàçÖâçõÖ à çÖãàçÖâçõÖ 
èêÖéÅêÄáéÇÄçàü ìêÄÇçÖçàü 

Ñãü èêéÑéãúçéâ äéåèéçÖçíõ 
ëäéêéëíà F. íéóçõÖ êÖòÖçàü

ãËÌÂÈÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÍÓÏ-
ÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË F. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(75)

ÍÓÚÓÓÂ ÔË m = 1 ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (48) Ë (66) (ÔË q(t) = 0
ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ (17)), ‡ ÔË m = 1/2 Ë q(t) = 0 ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Û‡‚-
ÌÂÌËÂÏ (61) (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ (33) ÔË u = 0). èË m = 1 Ó·Â
ÙÛÌÍˆËË p(t) Ë q(t) ÏÓ„ÛÚ ‚˚·Ë‡Ú¸Òfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ.

é·˘ÂÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (75): ÂÒÎË F0(z, t) – ÌÂ-
ÍÓÚÓÓÂ Â„Ó Â¯ÂÌËÂ, ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl (53), „‰Â ψ(t) – ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (75).

ãËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ËÒÍÓ-
Ï˚ı ÙÛÌÍˆËÈ

(76)

„‰Â a = a(t), b = b(t), c = c(t), λ = λ(t), σ = σ(t) – ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË, ÔË‚Ó‰ËÚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (75) Í ‚Ë‰Û

(77)
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ÄËÒÚÓ‚ Ë ‰.

„‰Â a = a(t) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÙÓÏÛÎ˚ (85)
‰‡˛Ú ÌÛÎÂ‚˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl  = 0, Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (77)
ÔË‚Ó‰ËÚÒfl Í ‡‚ÚÓÌÓÏÌÓÏÛ ‚Ë‰Û

ã˛·ÓÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl
f = f(ξ) ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ (76), (84)
Û‡‚ÌÂÌËfl (75) Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË (86).

ãËÌÂÈÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ
(75), (67). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÒÚÂÏÛ (75), (67), ÍÓÚÓ‡fl
Ó·Ó·˘‡ÂÚ ÒËÒÚÂÏÛ (66)–(67) Ë ÔË m = 1, q = 0 ÔÂÂ-
ıÓ‰ËÚ ‚ ÒËÒÚÂÏÛ (61)–(62). ë‰ÂÎ‡ÂÏ ÎËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ËÒÍÓÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËfl (76) Ë ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl

(87)

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (77) ‰Îfl ÙÛÌÍ-
ˆËË f Ë ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË g:

(88)

á‰ÂÒ¸ ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆË-

ÂÌÚÓ‚    ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ (78), ‡  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ
ÙÓÏÛÎÂ

(89)

ì‡‚ÌÂÌËfl (77), (88) Ë ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (78), (89) ÔÓÁ‚Ó-
Îfl˛Ú Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÙÓÏÛÎ (76), (87) ÒÚÓËÚ¸ ÚÓ˜Ì˚Â
Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (75), (67) ËÎË (66)–(67).

è Ë Ï Â   6. ç‡ÍÎ‡‰˚‚‡fl Ì‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚
ÛÒÎÓ‚Ëfl (81) Ë  = C6, ÔÓÎÛ˜ËÏ ËÁ (77), (88) ÒËÒÚÂÏÛ
Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÙÛÌÍˆËÈ f(ξ) Ë g(ξ). ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (78),
(89) ÔË ÛÒÎÓ‚Ëflı (81) Ë  = C6 ‰‡˛Ú ÒËÒÚÂÏÛ Ó·˚Í-
ÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÔÓÁ‚ÓÎfl-
˛˘Û˛ Ì‡ÈÚË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ‚
ÙÓÏÛÎ‡ı (76), (87). èÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ Â-
¯ÂÌËÂ ÚËÔ‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ·Â„Û˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔË m = 1
·Û‰ÂÚ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú¸ ‰‚Â ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË.

è Ë Ï Â   7. ÑÓ·‡‚ËÏ ÚÂÔÂ¸ Í (82) ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÂ s = C6τ–1. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (77),
(88) ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ

„‰Â µ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, ÙÛÌÍˆËfl h(ζ)
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ (83), ‡ ÙÛÌÍˆËfl r(ζ) –
Û‡‚ÌÂÌË˛

q̃ p̃=

∂2
f

∂τ∂ξ
------------ f

∂2
f

∂ξ2
-------- m

∂f
∂ξ
------ 

 
2

–+ ν∂3
f

∂ξ3
--------.=

G s t( )g τ,ξ( ), ξ λ t( )z σ t( ),+= =

τ λ2
t( ) t C0.+d∫=

∂g
∂τ
------ ã f b̃ξ c̃+ +( )∂g

∂ξ
------ ãg

∂f
∂ξ
------– s̃g+ + ν∂2

g

∂ξ2
--------.=

ã, b̃, c̃ s̃

s̃
1

sλ2
-------- st' bs–( ).=

s̃

s̃

f t
k /2
h ζ( ), g τµ

r ζ( ), ζ ξτ 1/2– ,= = =

C1h C2
1
2
---– 

  ζ C3+ + rζ' C1rhζ'– C6 µ+( )r+ νrζζ'' .=

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (78), (89) ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÛÒÎÓ‚ËflÏË (82) Ë
 = C6τ–1 ‰‡˛Ú Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÙÛÌÍ-

ˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ı ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ ‚ Â¯ÂÌËË (76)–(87)
(ÓÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ÌÂ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ).

çÂÎËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÚËÔ‡ äÓÍÍÓ. é·Ó-
ÁÌ‡˜ËÏ

(90)

èÂÂÌÂÒÂÏ ˜ÎÂÌ  (Á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl
Ú‡ÍÊÂ ÒÓÍ‡˘ÂÌÌ‡fl Á‡ÔËÒ¸ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı) ‚ Ô‡‚Û˛
˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (75), Á‡ÚÂÏ ÔÓ‰ÂÎËÏ Ó·Â ̃ ‡ÒÚË ÔÓÎÛ-
˜ÂÌÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl Ì‡ Fzz = Φ Ë ÔÓ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
ÛÂÏ ÔÓ z. ì˜ËÚ˚‚‡fl (90), ËÏÂÂÏ

(91)

èÂÂÈ‰ÂÏ ‚ (91) ÓÚ ÒÚ‡˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı t, z, F =
= F(z, t) Í ÌÓ‚˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï t, η, Φ = Φ(t, η), „‰Â η Ë
Φ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (90). èÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â
ÔË ÔÂÂıÓ‰Â ÓÚ ÒÚ‡˚ı Í ÌÓ‚˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï ÔÂ-
Ó·‡ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ (91) Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í Û‡‚ÌÂÌË˛ ‚ÚÓÓ„Ó
ÔÓfl‰Í‡

ËÎË

(92)

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â (ÌÂ‚flÁÍ‡fl
ÊË‰ÍÓÒÚ¸, ν = 0) ËÒıÓ‰ÌÓÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ
‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ (75) Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÎËÌÂÈÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ (92), ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÌÓ-
ÒÚ¸˛ ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ú¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍ.

ÖÒÎË ËÁ‚ÂÒÚÌÓ Â¯ÂÌËÂ ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl
(75), ÚÓ ÙÓÏÛÎ˚ (90) ‰‡˛Ú Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÙÓ-
ÏÛ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (92). 

èÛÒÚ¸ Φ = Φ(η, t) – ÌÂÍÓÚÓÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (92). íÓ„‰‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ËÒıÓ‰ÌÓ-
„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (75) Ú‡ÍÊÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ Ô‡‡-
ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ

s̃

η ∂F
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∂z2
---------.= =
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Φ
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∂
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∂
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Φ
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mη2
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qη p+ +( )∂Φ
∂η
-------  =+

=  2m 1–( )η q+[ ]Φ νΦ2∂2Φ
∂η2
----------.+

z
ds

Φ s,t( )
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sds

Φ s,t( )
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' t( ),–= =
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„‰Â ψ(t) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl (ÔË ËÌÚÂ„ËÓ-
‚‡ÌËË t ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í Ô‡‡ÏÂÚ).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÓÔflÚ¸ ÒËÒÚÂÏÛ (75), (67), ÍÓ-
ÚÓ‡fl Ó·Ó·˘‡ÂÚ ÒËÒÚÂÏÛ (66)–(67) Ë ÔË m = 1, q = 0
ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚ ÒËÒÚÂÏÛ (61)–(62). ë˜ËÚ‡fl, ˜ÚÓ Fzz ≠ 0,
ÔÂÂÈ‰ÂÏ ÓÚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı x, t Í ÌÓ‚˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï t,
η, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (90). ì‡‚ÌÂÌËÂ (75) ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl ‚
Û‡‚ÌÂÌËÂ (92), ‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ (67) – ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(93)

Ñ‡ÎÂÂ Ò˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ p = const, q = const. ì‡‚ÌÂÌËÂ
(75) ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÏÂÂÚ ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÚËÔ‡ ·Â„Û-
˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ F = F(kz – λt). ùÚÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÛÂÚ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (92): Φ =
= Φ(η). ì‡‚ÌÂÌËÂ (93) ËÏÂÂÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÌÂ-
ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Ò ‡Á‰ÂÎfl˛˘ËÏËÒfl ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚ÏË G(t, η) = eµtg(η), „‰Â ÙÛÌÍˆËfl g(η) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl
Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚Ï ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

èË m = 1/2, q = 0 ÚÓ˜ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ ‚Ë‰‡ F = az2 +
+ b(t)z + c(t) Û‡‚ÌÂÌËfl (75) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Φ = 2a =
= const. ì‡‚ÌÂÌËÂ (93) ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ú‡ÍÊÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡-
ÂÚ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Ò ‡Á‰ÂÎfl˛˘ËÏËÒfl ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ÏË ‚Ë‰‡ G(t, η) = eµtg(η).

çÖäéíéêõÖ íéóçõÖ êÖòÖçàü 
èéãçéâ ëàëíÖåõ (5)

êÂ¯ÂÌËfl ÚËÔ‡ ·Â„Û˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚. ëÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÒÎÂ-
‰Û˛˘ÂÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ. èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË F0(z), u0(z),
v0(z), w0(z), U0(z), V0(z) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ
ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (5) ÔË α = const, β = const, γ =
= const, ε = const, δ = const, ∂/∂t = 0. íÓ„‰‡ ‚ÒÂ Â¯ÂÌËfl
ÚËÔ‡ ·Â„Û˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (5)
ÔË α = const, β =  const, γ = const, ε = const, δ = const
ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ÙÓÏÛÎ‡ÏË

(94)

„‰Â λ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl.
àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (94) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl F0(z),

ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘‡fl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÒÚÂÏËÚÒfl Í
ÌÛÎ˛ ÔË z  ∞, ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ·Â„Û˘‡fl ‚ÓÎ-
Ì‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘‡flÒfl ‚Ô‡‚Ó ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ λ > 0,
ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ F, ÍÓÚÓ‡fl ÒÚÂÏËÚÒfl Í λ ÔË
z  ∞.

Ä‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚Â Â¯ÂÌËfl. ÑÎfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı
ÙÛÌÍˆËÈ

(95)

∂G
∂t
------- mη2

qη p+ +( )∂G
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∂η2
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mη2
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2

-----,= = =
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2

----, δ
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-----,= =

„‰Â α0, β0, γ0, ε0, δ0 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, ÒË-
ÒÚÂÏ‡ (5) ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‚Ë‰‡ 

(96)

„‰Â ÙÛÌÍˆËË f(ζ), gn(ζ) ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ÒËÒÚÂÏÓÈ Ó·˚Í-
ÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

(97)

èË γ0 = ε0 = δ0 = 0 Â¯ÂÌËÂ (95)–(97) ·˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜Â-
ÌÓ ‚ [16].

éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ Ò‰ÂÎ‡‚ Ò‰‚Ë„ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË t  t + C,
‚ (95), (96) ÏÓÊÌÓ ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÈ ÓÒÓ·ÂÌÌÓ-
ÒÚË ‚ Â¯ÂÌËË ÔË t = 0.

êÂ¯ÂÌËfl ÚËÔ‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ·Â„Û˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë
Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚Â Â¯ÂÌËfl. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl
ÎËÌÂÈÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ËÒÍÓÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ

ÏÓÊÌÓ ÔÛÚÂÏ ÔÓ‰ıÓ‰fl˘Â„Ó ‚˚·Ó‡ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸-
Ì˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ a(t), b(t), c(t), λ(t), σ(t), s(t), r(t) ÔË‚Â-
ÒÚË ÒËÒÚÂÏÛ (5) Í ‚Ë‰Û, ‰ÓÔÛÒÍ‡˛˘ÂÏÛ Â¯ÂÌËfl ÚËÔ‡
·Â„Û˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚Â Â¯ÂÌËfl ‚ ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı ξ, τ. ùÚË Â¯ÂÌËfl ÔË ‚ÓÁ‚‡˘ÂÌËË Í ËÒıÓ‰-
Ì˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï x, t ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl ‚ Â¯ÂÌËfl ÚËÔ‡
Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ·Â„Û˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ‡‚ÚÓÏÓ-
‰ÂÎ¸Ì˚Â Â¯ÂÌËfl. èÓ‰Ó·Ì‡fl ÔÓˆÂ‰Û‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl
˝ÚËı Â¯ÂÌËÈ, ‚‚Ë‰Û ÂÂ „ÓÏÓÁ‰ÍÓÒÚË, ‚ ÒÚ‡Ú¸Â ÌÂ
ÔË‚Ó‰ËÚÒfl (˝Ú‡ ÔÓˆÂ‰Û‡ ·˚Î‡ ‰ÂÚ‡Î¸ÌÓ ÓÔËÒ‡Ì‡ ‚
ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Ó‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl
(75) Ë ÒËÒÚÂÏ˚ ‰‚Ûı Û‡‚ÌÂÌËÈ (75), (67)).

F
1

t
----- f ζ( ), u

1
t
---g1 ζ( ), v

1
t
---g2 ζ( ),= = =

w
1
t
---g3 ζ( ), U

1
t
---h1 ζ( ), V

1
t
---h2 ζ( ), ζ z

t
-----,= = = =

f '–
ζ
2
--- f– 

  f ''–
1
2
--- f '( )2  =–

=  α0 β0+( )– νf ''' 2 g1g2 g3
2+( ),+ +

f
ζ
2
---– 

  g1' f ' 1+( )g1– νg1'' γ 0,+=

f
ζ
2
---– 

  g2' f ' 1+( )g2– νg2'' γ 0,+=

f
ζ
2
---– 

  g3' f ' 1+( )g3– νg3''
α0 β0–

2
-----------------,+=

f
ζ
2
---– 

  h1'
f '
2
---- g3– 1+ 

  h1– g2h2+ νh1'' ε0,+=

f
ζ
2
---– 

  h2'
f '
2
---- g3 1+ + 

  h2– g1h1+ νh2'' δ0.+=

F a t( ) f τ,ξ( ) b t( )x c t( ), ξ+ + λ t( )z σ t( ),+= =

τ λ2
t( ) t, ud∫ s t( )ϕ1 τ,ξ( ),= =

v s t( )ϕ2 τ,ξ( ),= w s t( )ϕ3 τ,ξ( ),=

U r t( )ψ1 τ,ξ( ), V r t( )ψ2 τ,ξ( ),= =

6*
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ÄËÒÚÓ‚ Ë ‰.

êÂ¯ÂÌËÂ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ‰ÂÒflÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı
ÙÛÌÍˆËÈ. ëËÒÚÂÏ‡ ËÁ ÔÂ‚˚ı ̃ ÂÚ˚Âı Û‡‚ÌÂÌËÈ (5)
‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ

(98)

„‰Â a = a(t), b = b(t), u = u(t), w = w(t) – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â
ÙÛÌÍˆËË, ˜ÂÂÁ ÍÓÚÓ˚Â ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ‚ıÓ‰fl˘ËÂ ‚
(4) Ò‚Ó·Ó‰Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË

(99)

èÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ (98) ‚ ‰‚‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌËı Û‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂ-
Ï˚ (5), ‡ Á‡ÚÂÏ Ò‰ÂÎ‡ÂÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ Á‡‚ËÒËÏ˚ı
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï

(100)

„‰Â Ô‡˚ ÙÛÌÍˆËÈ ϕ1 = ϕ1(t), ψ1 = ψ1(t) Ë ϕ2 = ϕ2(t),
ψ2 = ψ2(t) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ÏË (ÙÛÌ‰‡-
ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË) Â¯ÂÌËflÏË Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚
ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

(101)

‡ ÙÛÌÍˆËË ϕ0 = ϕ0(t), ψ0 = ψ0(t) fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜‡ÒÚÌ˚ÏË
Â¯ÂÌËflÏË ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÎËÌÂÈÌ˚ı Ó·˚Í-
ÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ

(102)

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl (100)–(102) ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ
‰‚‡ Û‡‚ÌÂÌËfl (5) ÔË‚Ó‰flÚÒfl Í ‰‚ÛÏ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Ï
ÎËÌÂÈÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó„Ó ‚Ë‰‡

(103)

èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı
[51, c. 128]

(104)

F a t( )z b t( ), u+ u t( ),= =

v u t( ) C a t( )dt∫( ), wexp+ w t( ),= =

α 1
4
---a2 1

2
---at

'– uv w
2

aw– wt
',+ + +=

β 1
4
---a2 1

2
---at

'– uv w
2

aw wt
',–+ + +=

γ ut
' au.–=

U ϕ1 t( )R z,t( ) ϕ2 t( )S z,t( ) ϕ0 t( ),+ +=

V ψ1 t( )R z,t( ) ψ2 t( )S z,t( ) ψ0 t( ),+ +=

ϕt
' a

2
--- w– 

  ϕ vψ, ψt
'–

a

2
--- w+ 

  ψ uϕ,–= =

dϕ0

dt
---------

a

2
--- w– 

  ϕ0 vψ0– ε,+=

dψ0

dt
---------

a

2
--- w+ 

  ψ0 uϕ0– δ.+=

∂R
∂t
------ az b+( )∂R

∂z
------+ ν∂2

R

∂z2
---------,=

∂S
∂t
------ az b+( )∂S

∂z
------+ ν∂2

S

∂z2
--------.=

τ A
2
t( ) t C1, ζ+d∫ A t( )z A t( )b t( ) t C2,+d∫+= =

A t( ) C3 a t( )dt∫( ),exp=

„‰Â C1, C2, C3 – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, ÔË‚Ó‰ËÚ
ÎËÌÂÈÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡-
ÏË (103) Í ÎËÌÂÈÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË

(105)

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1. îÓÏÛÎ˚ (5), (98)–(105) ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú
ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, ÍÓÚÓÓÂ
ÒÓ‰ÂÊËÚ ‰ÂÒflÚ¸ (‰‚ÂÌ‡‰ˆ‡Ú¸) ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÙÛÌÍ-
ˆËÈ – ¯ÂÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËÈ ‚ÂÏÂÌË a, b, u, w, ε, δ Ë ÔÓ ‰‚Â
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË ‰‡˛Ú Â¯ÂÌËfl ‰‚Ûı Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË (105), ÂÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Ëı
Ì‡ ÔÓÎÛ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ζ (ÂÒÎË Û‡‚ÌÂÌËfl
(105) ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Ì‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÓÚÂÁÍÂ ζ, ÚÓ Â-
¯ÂÌËÂ Í‡Ê‰Ó„Ó ËÁ ÌËı ‰‡ÂÚ ÔÓ ÚË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â
ÙÛÌÍˆËË).

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2. ÑÎfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏ˚ Â¯ÂÌËÈ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (101) ‰ÓÒÚ‡-
ÚÓ˜ÌÓ ÁÌ‡Ú¸ ÂÂ Ó‰ÌÓ ÌÂÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÂ ˜‡ÒÚÌÓÂ Â¯Â-
ÌËÂ. êÂ¯ÂÌËÂ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (102) ÏÓÊÌÓ
‚˚‡ÁËÚ¸ ˜ÂÂÁ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â Â¯ÂÌËfl Ó‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (101).

äãÄëëàîàäÄñàü 
êÄëëåÄíêàÇÄÖåõï íÖóÖçàâ

íÂ˜ÂÌËfl, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ˚Â ÙÓÏÛÎ‡ÏË (4), Û‰Ó·ÌÓ
Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÌÂÎËÌÂÈÌÛ˛ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ÔÓÒÚÛ-
Ô‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó (ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó) ÚÂ˜ÂÌËfl ÔÓ ÓÒË z Ë ÎË-
ÌÂÈÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„Ó‚Ó„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ‚Ë‰‡. Ç
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË z = z0, ÎÂÊ‡˘ÂÈ Ì‡ ÓÒË, ÍÓÏÔÓ-
ÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË ÊË‰ÍÓÒÚË Ò Û˜ÂÚÓÏ (4) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â

(106)

á‰ÂÒ¸ k, m = 1, 2, 3; Gkm – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Ò‰‚Ë-
„‡; ÔÓ ÔÓ‚ÚÓfl˛˘ÂÏÛÒfl ËÌ‰ÂÍÒÛ m ‚Â‰ÂÚÒfl ÒÛÏÏËÓ-
‚‡ÌËÂ; Fz – ˜‡ÒÚÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ z. ÇÒÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚
‚ (106) ·ÂÛÚÒfl ÔË z = z0. ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÌÛÎ˛ ÒÛÏÏ˚
‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚ı ̋ ÎÂÏÂÌÚÓ‚ G11 + G22 + G33 = 0 fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÒÚË ÊË‰ÍÓÒÚË.

ã˛·‡fl Ï‡ÚËˆ‡ ||Gkm|| ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡
‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ Ë ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ
Ï‡ÚËˆ

∂R
∂τ
------ ν∂2

R

∂ζ2
---------,

∂S
∂τ
------ ν∂2

S

∂ζ2
--------.==

V k Hk GkmXm;+=

H1 U , H2 V , H3 F,= = =

G11
1
2
---Fz– w, G12+ v , G23 u,= = =

G22
1
2
---Fz– w,–=

G11 G23 G31 G32 0, G33 Fz,= = = = =

X1 x, X2 y, X3 z z0.–= = =
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(107)

Ç Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸, ÒËÏÏÂÚË˜ÌÛ˛ Ï‡ÚËˆÛ ||Ekm||
(ÂÂ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÌÓ ÓÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ËÚ¸ Ò ÚÂÌÁÓ-
ÓÏ ÒÍÓÓÒÚÂÈ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË) ÔÛÚÂÏ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÏÓÊÌÓ ÔË‚ÂÒÚË Í ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏÛ ‚Ë-
‰Û Ò ̋ ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË E1, E2, E3, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÌfl-
ÏË ÍÛ·Ë˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl λ: det||Ekm – λδkm|| = 0,
„‰Â δkm – ÒËÏ‚ÓÎ äÓÌÂÍÂ‡.

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl (106) ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚Â ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ˚, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‡ÒÚfl„Ë‚‡˛-
˘Â„Ó (ÒÊËÏ‡˛˘Â„Ó) ‰‚ËÊÂÌËfl ‚‰ÓÎ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘Ëı ÓÒÂÈ, ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï

(108)

ê‡Á·ËÂÌËÂ Ï‡ÚËˆ˚ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ Ò‰‚Ë„‡ ||Gkm|| Ì‡
ÒËÏÏÂÚË˜ÌÛ˛ Ë ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜ÌÛ˛ ̃ ‡ÒÚË (107) ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌË˛ ÔÓÎfl ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÎËÌÂÈ-
ÌÓ„Ó Ò‰‚Ë„Ó‚Ó„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚË ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÔÂÔÓ-
ÁËˆËË ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl Ò ÍÓ˝Ù-
ÙËˆËÂÌÚ‡ÏË ‡ÒÚflÊÂÌËfl ÔÓ „Î‡‚Ì˚Ï ÓÒflÏ E1, E2, E3

Ë ‚‡˘ÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚË Í‡Í Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ Ò Û„ÎÓ‚ÓÈ

ÒÍÓÓÒÚ¸˛  = (Ω32, Ω13, Ω21).

ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl (106) ËÏÂÂÏ Ω32 = Ω13 = 0
Ë ÊË‰ÍÓÒÚ¸ ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ÓÍÛ„ ÓÒË z Ò Û„ÎÓ‚ÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛

(109)

çÂÚÛ‰ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÙÓÏÛÎ˚ (108) Ë (109)
ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ÏË ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË (x0, y0, z0)
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl (4).

ÄÌ‡ÎËÁ ÙÓÏÛÎ (108) Ë (109) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚˚‰ÂÎËÚ¸
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ı‡‡ÍÚÂÌ˚ı ÚËÔÓ‚ ÚÂ˜ÂÌËÈ, ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ‚
ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËÓÌÌÓÈ Ú‡·ÎËˆÂ.

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ
êÓÒÒËÈÒÍÓ„Ó ÙÓÌ‰‡ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ
(ÔÓÂÍÚ˚ ‹ 08-01-00553, ‹ 08-08-00530, ‹ 07-01-
96003-_Û‡Î_‡, ‹ 09-01-00343).

Gkm Ekm Ωkm ,+=

Ekm Emk

1
2
--- Gkm Gmk+( ),= =

Ωkm Ω– mk

1
2
--- Gkm Gmk–( ).= =

E1,2
1
2
---Fz–

1
2
--- 4w2

u v+( )2+ , E3± Fz.= =

ω

Ω21
1
2
--- u v–( ).=

éÅéáçÄóÖçàfl

F – ÔÓ‰ÓÎ¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË ÊË‰ÍÓÒÚË;
P – ‰‡‚ÎÂÌËÂ, ÓÚÌÂÒÂÌÌÓÂ Í ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË

ÊË‰ÍÓÒÚË;
V1, V2, V3 – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË ÊË‰ÍÓÒÚË,
t – ‚ÂÏfl;
x, y, z – ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚;
u, v, w, U, V – ËÒÍÓÏ˚Â ÙÛÌÍˆËË ‚ ÒËÒÚÂÏÂ (5);
a, b, c, m, n, k, A, B, C – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ËÎË ÙÛÌÍˆËÓ-

Ì‡Î¸Ì˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚ Â¯ÂÌËÈ ÒËÒÚÂÏ˚ (5);
p, q – ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ

(48), (75);
f, g, G – ËÒÍÓÏ˚Â ÙÛÌÍˆËË ‚ Û‡‚ÌÂÌËflı (62), (67),

(75) Ë Ëı ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëflı;
α, β, γ, ε, δ – ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚

ÒËÒÚÂÏ˚ (5);
ν – ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡fl ‚flÁÍÓÒÚ¸ ÊË‰ÍÓÒÚË;
λ, θ, ξ, ζ, ψ, ω – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ËÎË ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â

Ô‡‡ÏÂÚ˚ Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl (48) Ë ÒËÒÚÂÏ˚ (5).
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