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Нашему другу и соавтору

Валентину Федоровичу Зайцеву

посвящается

Предисловие

Нелинейные дифференциальные уравнения с частными производными второго и более
высоких порядков (нелинейные уравнения математической физики) часто встречаются
в различных областях математики, физики, механики, химии, биологии и в многочис-
ленных приложениях. Общее решение нелинейных уравнений математической физики
удается получить только в исключительных случаях. Поэтому обычно приходится
ограничиваться поиском и анализом частных решений, которые принято называть
точными решениями.

Точные решения уравнений математической физики всегда играли и продолжают
играть огромную роль в формировании правильного понимания качественных особен-
ностей многих явлений и процессов в различных областях естествознания. Точные
решения нелинейных уравнений наглядно демонстрируют и позволяют лучше понять
механизмы таких сложных нелинейных эффектов, как пространственная локализация
процессов переноса, множественность или отсутствие стационарных состояний при
определенных условиях, существование режимов с обострением, возможная неглад-
кость или разрывность искомых величин и др. Простые решения линейных и нели-
нейных дифференциальных уравнений широко используются для иллюстрации тео-
ретического материала и некоторых приложений в учебных курсах университетов и
технических вузов (по прикладной и вычислительной математике, асимптотическим
методам, теоретической физике, теории тепло- и массопереноса, гидродинамике, газо-
вой динамике, теории волн, нелинейной оптике и др.).

Точные решения типа бегущей волны и автомодельные решения часто представ-
ляют собой асимптотики существенно более широких классов решений, соответству-
ющих различным начальным и граничным условиям. Указанное свойство позволяет
делать выводы общего характера и прогнозировать динамику различных нелинейных
явлений и процессов.

Даже те частные точные решения дифференциальных уравнений, которые не име-
ют ясного физического смысла, могут быть использованы в качестве основы для
формулировки тестовых задач, предназначенных для проверки корректности и оценки
точности различных численных, асимптотических и приближенных аналитических
методов. Кроме того, допускающие точные решения модельные уравнения и задачи
служат основой для разработки новых численных, асимптотических и приближенных
методов, которые, в свою очередь, позволяют исследовать уже более сложные задачи,
не имеющие точного аналитического решения. Точные методы и решения необходимы
также для разработки и совершенствования соответствующих разделов компьютерных
программ, предназначенных для аналитических вычислений (системы компьютерной
алгебры Mathematica, Maple, Maxima и др.)

Важно отметить, что многие уравнения прикладной и теоретической физики, хи-
мии и биологии содержат эмпирические параметры или эмпирические функции. Точ-
ные решения позволяют планировать эксперименты для определения этих параметров
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или функций путем искусственного создания подходящих (граничных и начальных)
условий.

В данной книге под точными решениями нелинейных уравнений в частных про-
изводных понимаются следующие решения:

(a) Решения, которые выражаются через элементарные функции.
(b) Решения, которые выражаются в виде квадратур∗.
(c) Решения, которые выражаются через решения обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений или систем таких уравнений.
Допускаются также комбинации случаев (a) и (b), а также (b) и (c).
Простейший случай (a) специально выделен из более общего случая (b), поскольку

некоторые авторы ограничиваются поиском только таких точных решений. В случаях
(a) и (b) точное решение может быть представлено в явной, неявной или параметри-
ческой форме.

Под точными методами решения нелинейных уравнений с частными производны-
ми понимаются методы, позволяющие получать точные решения.

Наиболее распространенные и весьма эффективные точные методы решения нели-
нейных уравнений с частными производными перечислены ниже в сводной таблице.
Эти методы имеют широкую область применимости, позволяя строить точные реше-
ния нелинейных УрЧП разных типов и разных порядков (в настоящее время имеется
много публикаций, в которых с помощью этих методов получено большое число
точных решений).

Замечание 1. Наиболее популярными методами являются методы группового ана-
лиза и обратной задачи рассеяния (данные основаны на поиске ключевых слов в интер-
нете). Описанию этих методов посвящена обширная литература, см., например, книги
[32, 91, 92, 197, 259] (методы группового анализа) и [70, 71, 107, 140, 151, 256, 268]
(методы обратной задачи).

Замечание 2. В теории тепло- и массопереноса и гидродинамике∗∗ эффективно
работают только первые шесть методов, указанных в таблице.

В книге основное внимание уделено описанию и применению методов обобщен-
ного (нелинейного) и функционального разделения переменных. Эти методы являют-
ся наиболее эффективными для построения точных решений нелинейных уравнений
с частными производными достаточно общего вида, которые зависят от одной или
нескольких произвольных функций. Важно отметить, что именно такие нелинейные
УрЧП наиболее сложны для анализа и построения точных решений. Достаточно по-
дробно рассматривается также прямой метод поиска редукций (во многом родствен-
ный методам функционального разделения переменных) и его более общая версия,

∗Интегрирование дифференциальных уравнений в замкнутой форме — это представление
решений дифференциальных уравнений аналитическими формулами, при записи которых ис-
пользуются указанный априори набор допустимых функций и перечисленный заранее набор
математических операций. Решение выражается в виде квадратур, если в качестве допустимых
функций используются элементарные функции и функции, входящие в уравнение (это необхо-
димо, когда рассматриваемое уравнение зависит от произвольных или специальных функций),
а под допустимыми операциями понимается конечное множество арифметических операций,
операций суперпозиции (образования сложной функции), операций дифференцирования и взя-
тия неопределенного интеграла.

∗∗Здесь имеется в виду поиск точных решений уравнений Навье — Стокса и уравнений
гидродинамического пограничного слоя.
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ТАБЛИЦА
Основные методы поиска точных решений

нелинейных уравнений с частными производными

№ Название метода Характерные особенности

1 Классический метод
поиска симметрий
(метод группового
анализа)

Основан на поиске однопараметрических групп Ли
непрерывных преобразований, которые сохраняют
вид УрЧП. Позволяет получать автомодельные и
другие инвариантные решения

2 Неклассический метод
поиска симметрий
(допускает различные
модификации)

Обобщает классический метод поиска симметрий
(основан на условии инвариантной поверхности).
Позволяет описать более широкий класс точных
решений, но более сложен для использования

3 Прямой метод
построения редукций
(метод Кларксона —
Крускала)

Задается общий вид решения с несколькими
свободными функциями. Для определения этих
функций используются специальные приемы, одна
из искомых функций должна удовлетворять ОДУ

4 Метод
дифференциальных
связей

Основан на анализе совместности
рассматриваемого УрЧП и вспомогательных (более
простых) дифференциальных уравнений,
называемых дифференциальными связями

5 Методы обобщенного
разделения переменных

Решение ищется в виде суммы попарных
произведений функций разных аргументов. Для
определения искомых функций используют
несколько разных методов

6 Методы
функционального
разделения переменных

Задается вид решения (в явной или неявной
форме) с несколькими свободными функциями.
Эти функции определяются методами
дифференцирования или расщепления

7 Метод обратной задачи
рассеяния (теория
солитонов)

Основан на специальном представлении уравнения
(с помощью пары Лакса линейных операторов) или
на условии совместности двух систем линейных
дифференциальных уравнений

8 Метод усеченных
разложений Пенлеве

Основан на поиске решений в виде усеченных
разложений, имеющих особенность типа
подвижного полюса. Положение полюса задается
произвольной функцией

основанная на использовании принципа расщепления. Кроме того, излагается метод
дифференциальных связей, который обобщает многие другие точные методы. Прове-
дено сопоставление эффективности упомянутых методов.

Изложение сопровождается многочисленными конкретными примерами, в кото-
рых авторы старались давать неформальные пояснения и высказывать соображения,
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которые использовались при построении тех или иных решений. Для иллюстрации
широкой области применимости описанных методов рассматриваются как нелинейные
уравнения второго порядка, так и различные уравнения старших порядков.

При отборе практического материала авторы отдавали наибольшее предпочтение
следующим двум важным типам УрЧП:

• нелинейным уравнениям, которые встречаются в различных приложениях (в
теории тепло- и массопереноса, теории волн, гидродинамике, газовой динамике,
теории горения, нелинейной оптике, химической технологии, биологии и др.);

• нелинейным уравнениям достаточно общего вида, которые зависят от произ-
вольных функций (точные решения таких уравнений представляют наибольший
интерес для тестирования численных и приближенных аналитических методов).

Важно отметить, что подавляющее большинство известных общих решений нели-
нейных обыкновенных дифференциальных уравнений представляется в неявной или
параметрической форме (подобный вывод следует из статистической обработки мате-
риалов наиболее полных справочников по точным решениям ОДУ [285, 288]). Данное
обстоятельство позволяет высказать правдоподобную гипотезу о том, что нелинейные
уравнения с частными производными также допускают точные решения (в виде квад-
ратур) в неявной или параметрической форме чаще, чем в явной форме∗. Поэтому в
данную книгу включены разработанные в последние несколько лет прямые методы
построения точных решений с функциональным разделением переменных в неявной
форме (характерная качественная особенность этих методов заключается в том, что
они обычно позволяют получать решения в замкнутом виде).

В целом, данная книга содержит много нового материала, который ранее в моно-
графиях не публиковался.

Для максимального расширения круга потенциальных читателей с разной мате-
матической подготовкой авторы по возможности старались избегать использования
специальной терминологии. Поэтому некоторые результаты описаны схематически и
упрощенно, чего вполне достаточно для их применения в большинстве приложений.
Многие разделы можно читать независимо друг от друга, что облегчает работу с
материалом.

Авторы надеются, что книга будет полезной для широкого круга научных работни-
ков, преподавателей вузов, инженеров, аспирантов и студентов, специализирующихся
в области прикладной и вычислительной математики, теоретической физики, механи-
ки, теории управления, химической технологии и биологии. Отдельные разделы книги
и примеры могут быть использованы в курсах лекций по уравнениям математической
физики, методам математической физики и уравнениям с частными производными,
для чтения спецкурсов и для проведения практических занятий.

Авторы

∗ В частности, известные в настоящее время нелинейные УрЧП, зависящие от одной или
нескольких произвольных функций искомой величины, не имеют невырожденных решений,
которые допускают представление в явной форме.



Некоторые обозначения и замечания

Латинские буквы

C1, C2, . . . — произвольные постоянные;
t — время (t > 0);
u — искомая функция (зависимая переменная);

x, y, z — пространственные переменные (декартовы координаты);
x1, . . . , xn — декартовы координаты в n-мерном пространстве;

x — n-мерный вектор, x = (x1, . . . , xn).

Греческие буквы

∆ — оператор Лапласа:

∆ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
— в двумерном случае,

∆ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
— в трехмерном случае,

∆ =
n∑
k=1

∂2

∂x2k
— в n-мерном случае;

∆∆ — бигармонический оператор,

∆∆ = ∂4

∂x4
+ 2 ∂4

∂x2∂y2
+ ∂4

∂y4
— в двумерном случае.

Краткие обозначения производных

Частные производные функции u = u(x, t):

ux =
∂u

∂x
, ut=

∂u

∂t
, uxx =

∂2u

∂x2
, uxt =

∂2u

∂x∂t
, utt =

∂2u

∂t2
, . . . , u(n)x =

∂nu

∂xn
.

Обыкновенные производные функции f = f(x):

f ′x=
df

dx
, f ′′xx=

d2f

dx2
, f ′′′xxx=

d3f

dx3
, f ′′′′xxxx=

d4f

dx4
, f (n)x =

dnf

dxn
при n> 4.

Замечания

1. В книге часто используются сокращения ОДУ и УрЧП, которые соот-
ветственно обозначают «обыкновенное дифференциальное уравнение» (или
«обыкновенные дифференциальные уравнения») и «уравнение с частными про-
изводными» (или «уравнения с частными производными»).
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2. Если формула или решение содержит производные некоторых функций,
то предполагается, что эти производные существуют.

3. Если формула или решение содержит неопределенные или определен-
ные интегралы, то предполагается, что эти интегралы существуют.

4. В формулах и решениях, содержащих выражения типа f(x)

a− 2
, часто не

оговаривается, что a 6= 2.

5. В книге опускаются простые решения, которые зависят только от одной
независимой переменной, входящей в исходное уравнение.

6. В книге часто используется очень простая и наглядная классификация
наиболее распространенных решений по их внешнему виду, которая не связана
с типом и видом рассматриваемых уравнений (см. таблицу).

ТАБЛИЦА
Наиболее распространенные типы точных решений для уравнений с

двумя независимыми переменными x и t и искомой функцией u

№ Название решения Структура решения
(x и t можно поменять местами)

1 Решение с аддитивным разделением
переменных

u = ϕ(x) + ψ(t)

2 Решение с мультипликативным
разделением переменных

u = ϕ(x)ψ(t)

3 Решение типа бегущей волны∗ u = U(z), z = αx + βt, αβ 6= 0

4 Автомодельное решение u = tαF (z), z = xtβ

5 Обобщенное автомодельное решение u = ϕ(t)F (z), z = ψ(t)x

6 Решение типа обобщенной бегущей
волны

u = U(z), z = ϕ(t)x + ψ(t)

7 Решение с обобщенным разделением
переменных

u = ϕ1(x)ψ1(t) + · · ·+ϕn(x)ψn(t)

8 Решение с функциональным разделением
переменных (специальный случай)

u = U(z), z = ϕ(x) + ψ(t)

9 Решение с функциональным
разделением переменных

u = U(z),
z = ϕ1(x)ψ1(t) + · · ·+ ϕn(x)ψn(t)

∗ Обе независимые переменные могут играть роль пространственных координат.



1. Методы обобщенного разделения
переменных

1.1. Решения с простым разделением переменных

1.1.1. Решения с мультипликативным и аддитивным
разделением переменных

Линейные уравнения математической физики. Метод разделения перемен-
ных является самым распространенным методом решения линейных уравне-
ний математической физики [60, 110, 215, 280, 281, 378]. Для уравнений с
двумя независимыми переменными x и t и искомой функцией u = u(x, t) этот
метод базируется на поиске точных решений в виде произведения функций
разных аргументов

u = ϕ(x)ψ(t), (1.1.1.1)

где функции ϕ = ϕ(x) и ψ = ψ(t) описываются линейными обыкновенными
дифференциальными уравнениями и определяются в ходе последующего ана-
лиза.

◮ Пример 1.1. Рассмотрим линейное уравнение теплопроводности

ut = uxx. (1.1.1.2)

Его точные решения ищем в виде произведения функций (1.1.1.1). Подставив
(1.1.1.1) в (1.1.1.2), имеем

ϕψ′
t = ψϕ′′

xx. (1.1.1.3)

Разделяя переменные путем деления обеих частей на ϕψ, получим

ψ′

t

ψ
=

ϕ′′

xx

ϕ
. (1.1.1.4)

Левая часть этого равенства зависит только от переменной t, а правая — только
от x. Это возможно лишь когда обе части равенства (1.1.1.4) по отдельности
равны одной и той же постоянной, т. е.

ψ′

t

ψ
= C,

ϕ′′

xx

ϕ
= C, (1.1.1.5)

где C называется константой разделения и является свободным параметром.
При C = −λ2 6 0 общие решения обыкновенных дифференциальных

уравнений (1.1.1.5) определяются формулами

ϕ = A1 cos(λx) +A2 sin(λx), ψ = A3 exp(−λ2t), (1.1.1.6)
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где A1, A2, A3 — произвольные постоянные. Так как функции ϕ и ψ входят
в решение (1.1.1.1) в виде произведения, то постоянную A3 без ограничения
общности можно положить равной единице.

Разным значениям λ = λ1, . . . , λ = λn в (1.1.1.6) соответствуют разные
решения. Поскольку уравнение (1.1.1.2) линейное, то эти решения в силу прин-
ципа линейной суперпозиции можно складывать. В результате можно получить
точное решение уравнения (1.1.1.2) в виде суммы

u =
n∑

k=1

ϕk(x)ψk(t), (1.1.1.7)

где

ϕk(x) = Ak1 cos(λkx) +Ak2 sin(λkx), ψk(t) = Ak3 exp(−λ2kt), (1.1.1.8)

а Ak1, Ak2, Ak3 — произвольные постоянные.
Решение начально-краевых задач для уравнения (1.1.1.2) на конечном от-

резке x1 6 x 6 x2 ищется в виде бесконечного ряда (1.1.1.7) при n = ∞,
где константы λk, Ak1, Ak2 определяются из граничных условий (и дополни-
тельного условия типа нормировки), а константы Ak3 — из начального условия
[60, 280, 281]. ◭

Замечание 1.1. Уравнение (1.1.1.3) является функционально-дифференциальным

уравнением простейшего вида. В общем случае к функциональным уравнениям отно-
сятся уравнения, содержащие функции разных аргументов, а к функционально-диф-
ференциальным уравнениям — уравнения, содержащие функции разных аргументов и
производные этих функций.

Нелинейные уравнения с частными производными первого порядка.
Интегрирование отдельных классов нелинейных уравнений с частными произ-
водными первого порядка основано на поиске точных решений в виде суммы
функций разных аргументов [207, 280, 289]:

u = ϕ(x) + ψ(t). (1.1.1.9)

Многие линейные уравнения с частными производными первого, второго и
более высоких порядков также допускают точные решения вида (1.1.1.9).

◮ Пример 1.2. Свободное вертикальное падение точечного тела вблизи
поверхности Земли описывается нелинейным уравнением с частными произ-
водными первого порядка (уравнение Гамильтона — Якоби) [28, 178]:

ut + au2x = bx, (1.1.1.10)

где u— производящая функция Гамильтона (в аналитической механике обычно
обознается буквой S), t— время, x— координата вдоль оси, направленной вер-
тикально вниз, m = 1

2a — масса тела, g = 2ab— ускорение силы тяжести.
Точное решение уравнения (1.1.1.10) ищем в виде суммы функций разных

аргументов (1.1.1.9). Подставим (1.1.1.9) в (1.1.1.10), а затем перенесем член
a(ϕ′

x)
2 в правую часть уравнения. В результате получим равенство

ψ′
t = −a(ϕ′

x)
2 + bx, (1.1.1.11)
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левая часть которого зависит от переменной t, а правая — от x. Приравнивая,
как и в примере 1, обе части (1.1.1.11) одной и той же константе, приходим к
обыкновенным дифференциальным уравнениям

ψ′
t = C, −a(ϕ′

x)
2 + bx = C. (1.1.1.12)

Общее решение этих уравнений определяется формулами

ψ = Ct+ C2, ϕ = ± 2a

3b

(
bx− C

a

)3/2
+ C3, (1.1.1.13)

где C2 и C3 — произвольные постоянные.
Подставим (1.1.1.13) в (1.1.1.9), переобозначим C =−C1 и положим C3 = 0

(в каждую из функций (1.1.1.13) входит произвольная аддитивная постоянная,
поэтому при сложении функций одну из этих постоянных можно положить
равной нулю). В результате получим точное решение уравнения (1.1.1.10):

u = −C1t± 2a

3b

(
bx+C1

a

)3/2
+ C2.

В теории нелинейных уравнений с частными производными с двумя неза-
висимыми переменными подобные решения, содержащие две произвольные
постоянные, называются полными интегралами. Эти решения позволяют стро-
ить общие решения рассматриваемых уравнений в параметрической форме
[207, 289]. ◭

Некоторые нелинейные уравнения математической физики второго и более
высоких порядков также имеют точные решения вида (1.1.1.1) или (1.1.1.9).
Подобные решения будем называть соответственно решениями с мультиплика-

тивным и аддитивным разделением переменных [48, 286].

1.1.2. Простейшие случаи разделения переменных в
нелинейных уравнениях с частными производными

Нелинейные уравнения с двумя независимыми переменными. В простей-
ших случаях разделение переменных в нелинейных уравнениях с частными
производными с двумя независимыми переменными проводится по той же схе-
ме, что и в линейных уравнениях. Точное решение ищется в виде произведения
или суммы функций разных аргументов. Подставив (1.1.1.1) или (1.1.1.9) в
рассматриваемое уравнение и делая элементарные алгебраические операции,
приходят к равенству двух выражений (для уравнений с двумя переменными),
зависящих от разных аргументов. Такая ситуация возможна только в том слу-
чае, когда каждое из указанных выражений равно одной и той же постоянной
величине. В результате для определения двух искомых величин ϕ = ϕ(x) и
ψ = ψ(t) получают два обыкновенных дифференциальных уравнения (одно
для ϕ, а другое для ψ). Точные решения с подобным разделением переменных
будем называть решениями с простым разделением переменных.
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Замечание 1.2. Точные решения вида (1.1.1.1) и (1.1.1.9) не относятся к решени-
ями с простым разделением переменных, если хотя бы одна из искомых функций ϕ
или ψ описывается переопределенной системой ОДУ.

Проиллюстрируем сказанное на конкретных примерах.

◮ Пример 1.3. Уравнение теплопроводности со степенно́й нелинейностью

ut = a(ukux)x (1.1.2.1)

имеет точное решение в виде произведения функций разных аргументов. Под-
ставив (1.1.1.1) в уравнение (1.1.2.1), приходим к выражению

ϕψ′
t = aψk+1(ϕkϕ′

x)
′
x.

Разделив обе части на ϕψk+1, получим

ψ′

t

ψk+1
=

a(ϕkϕ′

x)
′

x

ϕ
.

Левая часть этого равенства зависит только от переменной t, а правая — только
от x. Это возможно лишь при выполнении условий

ψ′

t

ψk+1
= C,

a(ϕkϕ′

x)
′

x

ϕ
= C, (1.1.2.2)

где C — произвольная постоянная. Решение первого ОДУ (1.1.2.2) выражается
в элементарных функциях∗, а решение второго ОДУ может быть представлено
в неявной форме.

Процедура построения решения с разделяющимися переменными вида
(1.1.1.1) нелинейного уравнения (1.1.2.1) полностью аналогична процедуре,
используемой для решения линейного уравнения теплопроводности (1.1.1.2) и
других линейных УрЧП.

Принципиальная разница между линейными и нелинейными дифферен-
циальными уравнениями заключается в том, что для решений нелинейных
уравнений не применим принцип суперпозиции, т. е. нельзя складывать реше-
ния вида (1.1.1.1) уравнения (1.1.2.1), полученные путем интегрирования ОДУ
(1.1.2.2) для различных констант C . ◭

◮ Пример 1.4. Волновое уравнение с экспоненциальной нелинейностью

utt = a(eλuux)x (1.1.2.3)

имеет точное решение в виде суммы функций разных аргументов. Подставим
выражение (1.1.1.9) в уравнение (1.1.2.3). После деления обеих частей на eλψ

приходим к равенству
e−λψψ′′

tt = a(eλϕϕ′
x)

′
x, (1.1.2.4)

∗ Данная книга посвящена описанию методов построения точных решений нелинейных
уравнений с частными производными. Поэтому решения возникающих на последнем этапе су-
щественно более простых обыкновенных дифференциальных уравнений (таких как в примерах
1.3 и 1.4) часто будут опускаться, чтобы не отвлекать внимание читателей от основной темы. О
методах интегрирования ОДУ см. справочники [208, 253, 285, 288], в которых приведено также
много точных решений подобных и более сложных уравнений.
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левая часть которого зависит только от переменной t, а правая — только от x.
Приравнивая левую и правую части (1.1.2.4) константе, имеем

e−λψψ′′
tt = C, a(eλϕϕ′

x)
′
x = C. (1.1.2.5)

Оба ОДУ (1.1.2.5) являются автономными (т. е. не зависят явно от независимых
переменных), поэтому они допускают понижение порядка [285, 288] и при-
водятся к простым уравнениям. Кроме того, второе уравнение (1.1.2.5) после
однократного интегрирования сводится к ОДУ первого порядка с разделяю-
щимися переменными. В итоге можно получить решение уравнения (1.1.2.3)
вида (1.1.1.9), которое выражается в элементарных функциях. ◭

◮ Пример 1.5. Уравнение теплопроводности в анизотропной среде с ис-
точником логарифмического типа

[f(x)ux]x + [g(y)uy ]y = au lnu (1.1.2.6)

имеет точное решение в виде произведения функций разных аргументов

u = ϕ(x)ψ(y). (1.1.2.7)

Подставим выражение (1.1.2.7) в уравнение (1.1.2.6). После деления на ϕψ и
переноса отдельных слагаемых в разные части полученного равенства, имеем

1

ϕ
[f(x)ϕ′

x]
′
x − a lnϕ = − 1

ψ
[g(y)ψ′

y ]
′
y + a lnψ.

Левая часть этого выражения зависит только от переменной x, а правая — толь-
ко от y. Приравнивая их постоянной величине, можно получить обыкновенные
дифференциальные уравнения для функций ϕ(x) и ψ(y). ◭

В табл. 1.1 приведены другие примеры уравнений с простым (аддитив-
ным или мультипликативным) разделением переменных некоторых нелиней-
ных уравнений.

Нелинейные УрЧП с тремя и более независимыми переменными. Нели-
нейные уравнения математической физики с тремя и более независимыми пе-
ременными также могут иметь решения с мультипликативным и аддитивным
разделением переменных.

◮ Пример 1.6. Нелинейное уравнение теплопроводности произвольной
размерности

ut = a

n∑

i=1

∂

∂xi

(
uk

∂u

∂xi

)
(1.1.2.8)

допускает решение с мультипликативным разделением переменных в виде про-
изведения функций разных аргументов

u = t−1/kϕ(x1, . . . , xn), (1.1.2.9)

где функция ϕ = ϕ(x1, . . . , xn) описывается стационарным уравнением

a

n∑

i=1

∂

∂xi

(
ϕk

∂ϕ

∂xi

)
+

1

k
ϕ = 0.

◭
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Таблица 1.1. Некоторые нелинейные уравнения математической физики, допускаю-
щие решения с простым разделением переменных.

Уравнение Название Вид решений Определяющие уравнения

ut=auxx+bu ln u
Уравнение

теплопроводности
с источником

u=ϕ(x)ψ(t)
aϕ′′

xx/ϕ−b lnϕ=
−ψ′

t/ψ+b lnψ=C

ut=a(u
kux)x+bu

Уравнение
теплопроводности

с источником
u=ϕ(x)ψ(t)

(ψ′

t−bψ)/ψk+1=

a(ϕkϕ′

x)
′

x/ϕ=C

ut=a(u
kux)x+bu

k+1
Уравнение

теплопроводности
с источником

u=ϕ(x)ψ(t)
ψ′

t/ψ
k+1=

a(ϕkϕ′

x)
′

x/ϕ+bϕ
k=C

ut=a(e
λuux)x+b

Уравнение
теплопроводности

с источником
u=ϕ(x)+ψ(t) e−λψ(ψ′

t−b)=a(eλϕϕ′

x)
′

x=C

ut=a(e
uux)x+be

u
Уравнение

теплопроводности
с источником

u=ϕ(x)+ψ(t) e−ψψ′

t=a(e
ϕϕ′

x)
′

x+be
ϕ=C

ut=auxx+bu
2
x

Потенциальное
уравнение Бюргерса

u=ϕ(x)+ψ(t) ψ′

t=aϕ
′′

xx+b(ϕ
′

x)
2=C

ut=au
k
xuxx

Уравнение
фильтрации

u=ϕ(x)+ψ(t),

u=f(x)g(t)

ψ′

t=a(ϕ
′

x)
kϕ′′

xx=C1,

g′t/g
k+1=a(f ′

x)
kf ′′

xx/f=C2

ut=f(ux)uxx
Уравнение
фильтрации

u=ϕ(x)+ψ(t) ψ′

t=f(ϕ
′

x)ϕ
′′

xx=C

utt=a(u
kux)x

Волновое
уравнение

u=ϕ(x)ψ(t) ψ′′

tt/ψ
k+1=a(ϕkϕ′

x)
′

x/ϕ=C

utt=a(e
λuux)x

Волновое
уравнение

u=ϕ(x)+ψ(t) e−λψψ′′

tt=a(e
λϕϕ′

x)
′

x=C

utt=auxx+bu ln u
Волновое
уравнение

с источником
u=ϕ(x)ψ(t)

ψ′′

tt/ψ−b lnψ=

aϕ′′

xx/ϕ+b lnϕ=C

uxx+a(u
kuy)y=0

Анизотропное
стационарное

уравнение
теплопроводности

u=ϕ(x)ψ(y) ϕ′′

xx/ϕ
k+1=−a(ψkψ′

y)
′

y/ψ=C

uxx+auyuyy=0

Уравнение
стационарного
трансзвукового
газового потока

u=ϕ(x)+ψ(y),

u=f(x)g(y)

ϕ′′

xx=−aψ′

yψ
′′

yy=C1,

f ′′

xx/f=−ag′yg′′yy/g=C2

u2
xy=uxxuyy

Уравнение
Монжа — Ампера

u=ϕ(x)+ψ(y),

u=f(x)g(y)

ϕ′′

xx=0 или ψ′′

yy=0,

(f ′

x)
2/(ff ′′

xx)=gg
′′

yy/(g
′

y)
2=C

ut=auxxx+bu
2
x

Потенциальное
уравнение

Кортевега — де Фриза
u=ϕ(x)+ψ(t) ψ′

t=aϕ
′′′

xxx+b(ϕ
′

x)
2=C

uyuxy−uxuyy=auyyy Уравнение
пограничного слоя

u=ϕ(x)+ψ(y),

u=f(x)g(y)

−ϕ′

x=aψ
′′′

yyy/ψ
′′

yy=C1,

f ′

x=ag
′′′

yyy[(g
′

y)
2−gg′′yy]−1=C2
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Системы нелинейных уравнений математической физики. Некоторые
системы нелинейных уравнений математической физики также имеют точные
решения с простым разделением переменных. Проиллюстрируем сказанное на
конкретном примере.

◮ Пример 1.7. Рассмотрим нелинейную систему, состоящую из двух урав-
нений реакционно-диффузионного типа

ut = auxx + uf(u/v),

vt = bvxx + vg(u/v),
(1.1.2.10)

которые содержат две произвольные функции f(z) и g(z), а также две констан-
ты a и b.

Точное решение системы (1.1.2.10) ищем в виде произведения функций
разных аргументов

u = ϕ1(x)ψ1(t), v = ϕ2(x)ψ2(t). (1.1.2.11)

Поделим уравнения (1.1.2.10) соответственно на u и v, а затем подставим в
них (1.1.2.11). В результате получим функционально-дифференциальные урав-
нения

(ψ1)
′

t

ψ1
= a

(ϕ1)
′′

xx

ϕ1
+ f

(
ϕ1

ϕ2

ψ1

ψ2

)
,

(ψ2)
′

t

ψ2
= b

(ϕ2)
′′

xx

ϕ2
+ g

(
ϕ1

ϕ2

ψ1

ψ2

)
, (1.1.2.12)

левые части которых зависят только от t, а первые члены справа — только от x.
Переменные в этих уравнениях разделяются, если функции f(. . .) и g(. . .)
зависят только от x или только от t. Рассмотрим указанные возможности по
порядку.

1◦. Полагая ψ1(t)=ψ2(t)=ψ(t) в (1.1.2.10) и разделяя переменные, в итоге
приходим к следующим трем уравнениям:

ψ′
t = Cψ, (1.1.2.13)

a(ϕ1)
′′
xx − Cϕ1 + ϕ1f(ϕ1/ϕ2) = 0, (1.1.2.14)

b(ϕ2)
′′
xx − Cϕ2 + ϕ2g(ϕ1/ϕ2) = 0, (1.1.2.15)

где C — произвольная постоянная. Интегрируя уравнение (1.1.2.13), получим
решение с мультипликативным разделением переменных системы (1.1.2.10):

u = exp(Ct)ϕ1(x), v = exp(Ct)ϕ2(x),

где функции ϕ1 =ϕ1(x) и ϕ2 =ϕ2(x) удовлетворяют нелинейной системе ОДУ
второго порядка (1.1.2.14) — (1.1.2.15).

Укажем два простых семейства точных решений системы обыкновенных
дифференциальных уравнений (1.1.2.14) — (1.1.2.15).

(a) Семейство решений тригонометрического вида:

ϕ1(x) = k[A cos(λx) +B sin(λx)], ϕ2(x) = A cos(λx) +B sin(λx),

где A и B — произвольные постоянные, а постоянные k и λ определяются из
алгебраической (трансцендентной) системы уравнений

−aλ2 − C + f(k) = 0,

−bλ2 − C + g(k) = 0.
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(b) Семейство решений экспоненциального вида:

ϕ1(x) = k(Ae−λx +Beλx), ϕ2(x) = Ae−λx +Beλx,

где A и B — произвольные постоянные, а постоянные k и λ определяются из
алгебраической (трансцендентной) системы уравнений

aλ2 − C + f(k) = 0,

bλ2 − C + g(k) = 0.

2◦. Полагая ϕ1(x) = ϕ2(x) = ϕ(x) в (1.1.2.10) и разделяя переменные,
приходим к системе ОДУ:

ϕ′′
xx = Cϕ, (1.1.2.16)

(ψ1)
′
t = aCψ1 + ψ1f(ψ1/ψ2), (1.1.2.17)

(ψ2)
′
t = bCψ2 + ψ2g(ψ1/ψ2). (1.1.2.18)

Интегрируя уравнение (1.1.2.16), в зависимости от знака произвольной посто-
янной C получим два различных невырожденных решения с мультипликатив-
ным разделением переменных системы УрЧП (1.1.2.10):

(a) при C = −λ2 < 0:

u = [A cos(λx) +B sin(λx)]ψ1(t), v = [A cos(λx) +B sin(λx)]ψ2(t),
(1.1.2.19)

(b) при C = λ2 > 0:

u = (Ae−λx +Beλx)ψ1(t), v = (Ae−λx +Beλx)ψ2(t), (1.1.2.20)

где A и B—произвольные постоянные, а функции ψ1 = ψ1(t) и ψ2 = ψ2(t) удо-
влетворяют нелинейной системе ОДУ второго порядка (1.1.2.17) — (1.1.2.18).

Отметим, что система ОДУ (1.1.2.17) — (1.1.2.18) допускает точное решение
экспоненциального вида ψ1 = A1e

βt, ψ2 = A2e
βt. ◭

Некоторые обобщения. Ниже приведены два утверждения, которые поз-
воляют обобщать решения с простым разделением переменных специального
вида.

Утверждение 1. Пусть уравнение

F (u, ux, ut, uxx, uxt, utt, . . . ) = 0 (1.1.2.21)

допускает решение с простым разделением переменных специального вида

u = tβϕ(x), β 6= 0, (1.1.2.22)

которое не меняется (т. е. сохраняет вид, инвариантно) при преобразовании
растяжения

t 7−→ λt, u 7−→ λβu (λ > 0— произвольная постоянная). (1.1.2.23)

Пусть уравнение (1.1.2.21) также не меняется при преобразовании (1.1.2.23).
Тогда уравнение (1.1.2.21) допускает более сложное решение вида

u = (t+ C1)
βθ(z), z = x+ C2 ln |t+ C1|+ C3,

где C1, C2, C3 — произвольные постоянные.
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◮ Пример 1.8. Нелинейное волновое уравнение

utt = a(ukux)x (1.1.2.24)

имеет решение с мультипликативным разделением переменных вида (1.1.2.22)
при β = −2/k. Поэтому уравнение (1.1.2.24) также имеет более сложное
решение

u = (t+C1)
−2/kθ(z), z = x+C2 ln |t+ C1|+ C3.

Функция θ= θ(z) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

2(k + 2)

k2
θ − k + 4

k
C2θ

′
z + C2

2θ
′′
zz = a(θkθ′z)

′
z. ◭

◮ Пример 1.9. Нелинейное волновое уравнение (1.1.2.24) имеет также ре-
шение

u = x2/kψ(t), (1.1.2.25)

где функция ψ = ψ(t) удовлетворяет автономному ОДУ

ψ′′
tt = 2a(k + 2)k−2ψk+1.

Переобозначая независимые переменные x ⇄ t в утверждении 1, приходим
к выводу, что уравнение (1.1.2.24) имеет также точное решение более общего
вида

u = (x+ C1)
2/kω(ζ), ζ = t+ C2 ln |x+ C1|+C3,

где функция ω = ω(ζ) описывается ОДУ

ω′′
ζζ = a(k + 2)k−2ωk(2ω + C2kω

′
ζ) + aC2k

−1[ωk(2ω + C2kω
′
ζ)]

′
ζ . ◭

Утверждение 1 может применяться также к уравнениям с тремя и более
независимыми переменными.

◮ Пример 1.10. Нелинейное уравнение теплопроводности с n простран-
ственными переменными (1.1.2.8) имеет решение с мультипликативным разде-
лением переменных вида (1.1.2.9). Это уравнение и его решение инвариантны
относительно преобразования (1.1.2.23) при β = −1/k. Поэтому уравнение
(1.1.2.8) допускает также более сложное точное решение вида

u = (t+ C)−1/kθ(z1, . . . , zn), zi = xi +Ai ln(t+ C) +Bi, i = 1, . . . , n,
(1.1.2.26)

где Ai, Bi, C — произвольные постоянные. Подставив (1.1.2.26) в (1.1.2.8),
приходим к стационарному уравнению для функции θ = θ(z1, . . . , zn):

a

n∑

i=1

∂

∂zi

(
θk

∂θ

∂zi

)
−

n∑

i=1

Ai
∂θ

∂zi
+

1

k
θ = 0.

◭

Утверждение 2. Пусть уравнение (1.1.2.21) допускает решение с простым
разделением переменных вида

u = eλ0tϕ(x), (1.1.2.27)
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где λ0 6= 0 некоторая константа. Тогда уравнение (1.1.2.21) также допускает
более сложное решение вида

u = C1e
λtθ(z), z = x+ C2t+ C3, (1.1.2.28)

где C1, C2, C3, λ— произвольные постоянные.

◮ Пример 1.11. Нелинейное уравнение

ut = auxx + uf(ux/u) (1.1.2.29)

имеет решение с мультипликативным разделением переменных (1.1.2.27) при
λ0 =1. Поэтому уравнение (1.1.2.29) имеет также более сложное решение вида
(1.1.2.28), где функция θ = θ(z) описывается обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением

λθ + C2θ
′
z = aθ′′zz + θf(θ′z/θ). ◭

1.1.3. Примеры нетривиального разделения переменных
в нелинейных уравнениях

Во многих случаях разделение переменных в нелинейных уравнениях с част-
ными производными происходит иначе, чем в линейных уравнениях. Для ил-
люстрации сказанного приведем несколько конкретных нелинейных уравне-
ний, допускающих решения вида (1.1.1.1) или (1.1.1.9), которые однако не
относятся к решениям с простым разделением переменных.

◮ Пример 1.12. Рассмотрим уравнение второго порядка с кубической не-
линейностью

ut = f(t)uxx + uu2x − au3, (1.1.3.1)

где f(t)— произвольная функция.
Ищем точные решения в виде произведения функций разных аргументов.

Подставим (1.1.1.1) в (1.1.3.1) и поделим обе части полученного равенства на
f(t)ϕ(x)ψ(t). В результате имеем

ψ′

t

fψ
=

ϕ′′

xx

ϕ
+

ψ2

f
[(ϕ′

x)
2 − aϕ2]. (1.1.3.2)

Левая часть функционально-дифференциального уравнения (1.1.3.2) зави-
сит только от t, а правая содержит сумму двух слагаемых, одно из которых за-
висит только от x, а другое представляет собой произведение функций разных
аргументов. Уравнение (1.1.3.2) никаким способом не удается представить в
виде равенства функций разных аргументов (в отличие от примеров, рассмот-
ренных ранее в разд. 1.1.1 и 1.1.2). Это, однако, не означает, что уравнение
(1.1.3.1) не имеет решений вида (1.1.1.1).

1◦. Прямой проверкой можно убедиться, что функционально-дифференци-
альное уравнение (1.1.3.2) при a > 0 имеет два решения

ϕ(x) = C exp
(
±x

√
a
)
, ψ(t) = exp

[
a
∫

f(t) dt
]
, (1.1.3.3)
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где C — произвольная постоянная. Оба решения (1.1.3.3) для ϕ обращают в
нуль выражение в квадратных скобках в (1.1.3.2), что позволяет разделить
переменные.

2◦. При a > 0 имеется более общее решение функционально-дифференци-
ального уравнения (1.1.3.2):

ϕ(x) = C1 exp
(
x
√
a
)
+C2 exp

(
−x

√
a
)
,

ψ(t) = eF
(
C3 + 8aC1C2

∫

e2F dt
)−1/2

, F = a
∫

f(t) dt,

где C1, C2, C3 —произвольные постоянные. В данном случае функция ϕ=ϕ(x)
такова, что обе комбинации величин в уравнении (1.1.3.2), которые зависят
от x, одновременно будут равны некоторым постоянным:

ϕ′′
xx/ϕ = a, (ϕ′

x)
2 − aϕ2 = 4aC1C2.

Это обстоятельство и позволяет разделить переменные. Отметим, что функция
ψ = ψ(t) удовлетворяет уравнению Бернулли ψ′

t = af(t)ψ − 4aC1C2ψ
3.

3◦. Имеется другое решение функционально-дифференциального уравне-
ния (1.1.3.2) при a < 0:

ϕ(x) = C1 sin
(
x
√
−a

)
+ C2 cos

(
x
√
−a

)
,

ψ(t) = eF
[
C3 + 2a(C2

1 + C2
2 )

∫

e2F dt
]−1/2

, F = a
∫

f(t) dt.

Функция ϕ = ϕ(x) такова, что обе комбинации величин в уравнении (1.1.3.2),
зависящие от x, будут равны константам. Функция ψ = ψ(t) описывается
уравнением Бернулли ψ′

t = af(t)ψ − a(C2
1 + C2

2 )ψ
3. ◭

◮ Пример 1.13. Рассмотрим уравнение с частными производными третье-
го порядка с квадратичной нелинейностью

uyuxx + auxuyy = buxxx + cuyyy. (1.1.3.4)

Будем искать точные решения уравнения (1.1.3.4) с разделяющимися пере-
менными в виде суммы функций разных аргументов

u = f(x) + g(y). (1.1.3.5)

Подставив (1.1.3.5) в (1.1.3.4), приходим к функционально-дифференциальному
уравнению

g′yf
′′
xx + af ′xg

′′
yy = bf ′′′xxx + cg′′′yyy , (1.1.3.6)

которое нельзя представить в виде равенства функций разных аргументов.
В данном случае нетрудно догадаться, что функционально-дифференциаль-

ному уравнению (1.1.3.6) можно удовлетворить:

если g′y = C1 =⇒ g(y) = C1y + C2, f(x) = C3e
C1x/b + C4x (случай 1),

если f ′x = C1 =⇒ f(x) = C1x+C2, g(y) = C3e
aC1y/c + C4y (случай 2),
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где C1, . . . , C4 — произвольные постоянные. В указанных случаях два члена из
четырех в (1.1.3.6) одновременно обращаются в нуль, что позволяет разделить
переменные.

Уравнение (1.1.3.4) имеет также более сложное решение вида (1.1.3.5):

u = C1e
−aλx +

cλ

a
x+ C2e

λy − abλy +C3.

где λ— произвольная постоянная. Механизм разделения здесь иной: оба нели-
нейных члена в левой части (1.1.3.6) содержат одинаковые по абсолютной ве-
личине, но разные по знаку слагаемые, которые нельзя представить в виде сум-
мы функций разных аргументов. При сложении нелинейных членов указанные
слагаемые сокращаются, что в итоге и приводит к разделению переменных:

g′yf
′′
xx = C1C2a

2λ3eλy−aλx − C1b(aλ)
3e−aλx

+
af ′xg

′′
yy = −C1C2a

2λ3eλy−aλx + C2cλ
3eλy

g′yf
′′
xx + af ′xg

′′
yy = −C1b(aλ)

3e−aλx + C2cλ
3eλy = bf ′′′xxx + cg′′′yyy ◭

◮ Пример 1.14. Рассмотрим уравнение второго порядка с кубической не-
линейностью

(1 + u2)(uxx + uyy)− 2uu2x − 2uu2y = au(1− u2). (1.1.3.7)

Ищем точное решение уравнения (1.1.3.7) с разделяющимися переменными
в виде произведения функций разных аргументов

u = f(x)g(y). (1.1.3.8)

Подставив это выражение в (1.1.3.7), получим функционально-дифференци-
альное уравнение

(1 + f2g2)(gf ′′xx + fg′′yy)− 2fg[g2(f ′x)
2 + f2(g′y)

2] = afg(1− f2g2), (1.1.3.9)

которое нельзя представить в виде равенства функций разных аргументов. Тем
не менее уравнение (1.1.3.7) имеет решения вида (1.1.3.8).

Покажем, что функции f = f(x) и g = g(y), удовлетворяющие следующим
нелинейным обыкновенным дифференциальным уравнениям первого порядка
[338]:

(f ′x)
2 = Af4 +Bf2 + C,

(g′y)
2 = Cg4 + (a−B)g2 +A,

(1.1.3.10)

где A, B, C—произвольные постоянные, обращают функционально-дифферен-
циальное уравнение (1.1.3.9) в тождество. Действительно, продифференциро-
вав (1.1.3.10), получим два следствия:

f ′′xx = 2Af3 +Bf,

g′′yy = 2Cg3 + (a−B)g.
(1.1.3.11)
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Исключив из уравнения (1.1.3.9) производные с помощью (1.1.3.10) и
(1.1.3.11), приходим к тождеству. Отметим, что уравнения (1.1.3.10) интегри-
руются в квадратурах. ◭

Замечание 1.3. Уравнение (1.1.3.7) заменой w = 4 arctgu сводится к стационар-
ному уравнению теплопроводности с нелинейным источником синусоидального вида
∆w = a sinw, где ∆— оператор Лапласа.

Рассмотренные примеры иллюстрируют некоторые характерные особен-
ности решений с мультипликативным и аддитивным разделением перемен-
ных, которые не относятся к решениям с простым разделением переменных.
В разд. 1.3 — 1.5 будут описаны достаточно общие методы построения таких и
более сложных точных решений нелинейных уравнений с частными производ-
ными.

1.2. Структура решений с обобщенным разделением

переменных

1.2.1. Общий вид решений. Рассматриваемые классы
нелинейных дифференциальных уравнений

Для простоты изложения ограничимся здесь описанием случая нелинейных
уравнений математической физики с двумя независимыми переменными x, y
и зависимой переменной u (одна из независимых переменных может играть
роль времени).

Линейные уравнения с частными производными. Линейные уравнения
математической физики с постоянными коэффициентами и многие линейные
уравнения с переменными коэффициентами имеют точные решения в виде
суммы попарных произведений функций разных аргументов, как в примере 1.1
(см. также [60, 280, 281]):

u(x, y) = ϕ1(x)ψ1(y) + ϕ2(x)ψ2(y) + · · ·+ ϕn(x)ψn(y), (1.2.1.1)

где ui = ϕi(x)ψi(y) — соответствующие частные решения. При этом функции
ϕi(x), как и функции ψi(y), при разных значениях i не связаны друг с другом.

Линейные уравнения с частными производными часто допускают также
точные решения вида (1.2.1.1), где попарные произведения функций разных
аргументов ϕi(x)ψi(y) не являются частными решениями этих уравнений.

◮ Пример 1.15. Линейное уравнение теплопроводности

ut = auxx
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допускает следующие решения [281]:

u = x2 + 2at,

u = x3 + 6atx,

u = x4 + 12atx2 + 12a2t2,

u = x2n +

n∑

k=1

(2n)(2n− 1) . . . (2n− 2k + 1)

k!
(at)kx2n−2k,

u = x2n+1 +
n∑

k=1

(2n+ 1)(2n) . . . (2n− 2k + 2)

k!
(at)kx2n−2k+1,

u = e−µx cos(µx) cos(2aµ2t) + e−µx sin(µx) sin(2aµ2t),

u = e−µx sin(µx) cos(2aµ2t)− e−µx cos(µx) sin(2aµ2t),

где n—натуральное число, µ—произвольная постоянная. Отдельные слагаемые
в этих решениях не являются решениями рассматриваемого уравнения тепло-
проводности. ◭

Нелинейные уравнения с частными производными. Многие нелиней-
ные уравнения математической физики с частными производными с квадра-
тичными и степенны́ми нелинейностями вида

f1(x)g1(y)Π1[u] + f2(x)g2(y)Π2[u] + · · ·+ fm(x)gm(y)Πm[u] = 0, (1.2.1.2)

где Πi[u] — дифференциальные формы, представляющие собой произведения
целых неотрицательных степеней функции u и ее частных производных ux, uy ,
uxx, uxy, uyy , uxxx, . . . , также имеют точные решения вида (1.2.1.1) (см.,
например, [12, 13, 48, 58, 59, 161–163, 287]). Такие решения будем называть
решениями с обобщенным разделением переменных. Для нелинейных уравне-
ний, в отличие от линейных, функции ϕi(x) при различных значениях i обычно
связаны друг с другом [и с функциями ψj(y)]. В общем случае функции ϕi(x)
и ψj(y) заранее неизвестны и подлежат определению в ходе исследования.
Примеры точных решений нелинейных уравнений вида (1.2.1.1) для наиболее
простых случаев n = 1 и n = 2 (при ψ1 = ϕ2 = 1) рассмотрены в разд. 1.1.2
и 1.1.3.

Методы поиска точных решений вида (1.2.1.1) нелинейных УрЧП будем
называть методами обобщенного разделения переменных.

Отметим, что на практике при построении точных решений с обобщенным
разделением переменных нелинейных уравнений математической физики наи-
более часто встречаются решения специального вида, содержащие три иско-
мые функции [12, 13, 48, 287]:

u(x, y) = ϕ(x)θ(y) + ψ(x) (1.2.1.3)

(в правой части независимые переменные можно поменять местами). В част-
ном случае ψ(x) = 0 это решение переходит в решение с мультипликативным
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разделением переменных, а в случае ϕ(x) = 1 — в решение с аддитивным
разделением переменных.

Замечание 1.4. Функция θ = θ(y) в (1.2.1.3) определяется с точностью до сдвига
и растяжения, поскольку линейное преобразование θ = C1θ̄+C2, где C1 и C2 —произ-
вольные постоянные, приводит к соотношению такого же вида u = ϕ̄(x)θ̄(y) + ψ̄(x),
в котором сделаны переобозначения ϕ̄ = C1ϕ, ψ̄ = ψ + C2ϕ.

Замечание 1.5. Выражения вида (1.2.1.1) часто используются в прикладной и вы-
числительной математике для построения приближенных аналитических и численных
решений дифференциальных уравнений проекционными методами типа Бубнова —
Галеркина [61, 153, 323].

Замечание 1.6. Решения вида (1.2.1.1) могут допускать также дифференциальные
уравнения, имеющие отличные от (1.2.1.2) нелинейности (см. пример 1.38 из разд. 1.5).

1.2.2. Функционально-дифференциальные уравнения,
возникающие при обобщенном разделении переменных

В общем случае после подстановки выражения (1.2.1.1) в дифференциальное
уравнение (1.2.1.2) для определения функций ϕi(x) и ψi(y) получим функцио-
нально-дифференциальное уравнение

Φ1[X]Ψ1[Y ] + Φ2[X]Ψ2[Y ] + · · ·+Φk[X]Ψk[Y ] = 0, (1.2.2.1)

где функционалы Φj[X] и Ψj[Y ] зависят соответственно от переменных x и y:

Φj[X] ≡ Φj
(
x, ϕ1, ϕ

′
1, ϕ

′′
1 , . . . , ϕn, ϕ

′
n, ϕ

′′
n

)
,

Ψj[Y ] ≡ Ψj

(
y, ψ1, ψ

′
1, ψ

′′
1 , . . . , ψn, ψ

′
n, ψ

′′
n

)
.

(1.2.2.2)

Для наглядности формулы выписаны для случая уравнения второго порядка
(1.2.1.2); для уравнений старших порядков в правые части формул (1.2.2.2)
войдут соответствующие старшие производные функций ϕi и ψi.

Далее в разд. 1.4 и 1.5 будут описаны два достаточно простых общих
метода решения функционально-дифференциальных уравнений вида (1.2.2.1)—
(1.2.2.2). В разд. 1.3 также будет изложен наиболее простой метод, приводя-
щий к меньшему объему вычислений, но не обладающий общностью. Кроме
того, в разд. 1.6 будет рассмотрен достаточно общий специальный метод, кото-
рый не связан с исследованием функционально-дифференциальных уравнений
(1.2.2.1) — (1.2.2.2).

Замечание 1.7. В отличие от обыкновенных дифференциальных уравнений, в
уравнения вида (1.2.2.1)— (1.2.2.2) входят несколько функций (и их производных),
зависящих от разных аргументов, что приводит к необходимости использовать специ-
альные (нестандартные) методы их решения.
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1.3. Упрощенный метод построения решений

с обобщенным разделением переменных

1.3.1. Упрощенный метод, основанный на априорном задании
одной системы координатных функций. Описание

Для построения точных решений дифференциальных уравнений вида (1.2.1.2)
с квадратичной и степенно́й нелинейностью, которые не зависят явно от y
(т. е. все fi = const), можно использовать следующий упрощенный подход.
Решения ищем в виде конечных сумм (1.2.1.1). Предположим, что система
координатных функций ψi(y) описывается линейными дифференциальными
уравнениями с постоянными коэффициентами. Наиболее распространенные
решения таких уравнений имеют вид

ψi(y) = yi, ψi(y) = eλiy, ψi(y) = sin(αiy), ψi(y) = cos(βiy). (1.3.1.1)

Конечные наборы этих функций (в различных комбинациях) можно исполь-
зовать для поиска точных решений с обобщенным разделением переменных
вида (1.2.1.1), где λi, αi, βi рассматриваются как свободные параметры. Вторая
система функций ϕi(x) определяется путем решения соответствующих нели-
нейных уравнений, получаемых в результате подстановки выражения (1.2.1.1)
в рассматриваемое уравнение.

Указанный подход не имеет той общности, которой обладают методы, опи-
санные далее в разд. 1.4 и 1.5. Однако явное задание одной системы координат-
ных функций {ψi(y)} резко упрощает процедуру построения точных решений;
при этом отдельные решения вида (1.2.1.1) могут быть потеряны. Важно от-
метить, что известные к настоящему времени точные решения (с обобщенным
разделением переменных) уравнений с частными производными с квадратич-
ной нелинейностью в подавляющем большинстве задаются координатными
функциями вида (1.3.1.1) (чаще всего при n = 2).

Замечание 1.8. Упрощенный метод построения решений с обобщенным разделе-
нием переменных аналогичен методу неопределенных коэффициентов, который широ-
ко используется для нахождения частных решений линейных неоднородных обыкно-
венных дифференциальных уравнений со специальной правой частью, при вычисле-
нии интегралов, построении рекуррентных соотношений и др. [98, 125, 138]. Поэтому
этот подход можно называть также методом неопределенных функций.

1.3.2. Примеры построения точных решений нелинейных
уравнений с двумя независимыми переменными

Рассмотрим конкретные примеры использования упрощенного метода постро-
ения точных решений с обобщенным разделением переменных нелинейных
уравнений с частными производными второго и третьего порядков с двумя
независимыми переменными.
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◮ Пример 1.16. Рассмотрим уравнение Гудерлея

uxx = auyuyy, (1.3.2.1)

которое используется для описания трансзвуковых газовых течений [177], где
γ = a− 1— показатель адиабаты.

1◦. Первая группа решений. Сразу отметим, что уравнение (1.3.2.1) имеет
очевидное вырожденное решение с обобщенным разделением переменных

u = (C1x+ C2)y + C3x+ C4, (1.3.2.2)

где C1, . . . , C4—произвольные постоянные, для которого старшие производные
обращаются в нуль uxx = uyy = 0.

Будем искать решения с обобщенным разделением переменных в виде

u(x, y) = ϕ(x)yk + ψ(x), (1.3.2.3)

где функции ϕ(x), ψ(x) и константа k 6= 0 являются искомыми (вырожден-
ное решение (1.3.2.2) является частным случаем решения (1.3.2.3)). Важно
отметить, что подобные двучленные решения УрЧП достаточно часто встреча-
ются на практике и являются наиболее простыми решениями с обобщенным
разделением переменных (наряду с решениями, в которых вместо степенной
функции yk стоит экспонента eλy).

Подставив (1.3.2.3) в (1.3.2.1), после перестановки членов приходим к со-
отношению

ϕ′′
xxy

k − ak2(k − 1)ϕ2y2k−3 + ψ′′
xx = 0, (1.3.2.4)

которое содержит степенные функции yk и y2k−3 и должно удовлетворяться
тождественно для любых y.

Рассмотрим два случая: ψ′′
xx = 0 и ψ′′

xx 6= 0.
(a) Первый случай. При ψ′′

xx = 0 получим двучленное уравнение с разделя-
ющимися переменными, которому можно удовлетворить, если положить

k = 3, ϕ′′
xx − 18aϕ2 = 0. (1.3.2.5)

Общее решение автономного уравнения для ϕ можно представить в неявной
форме x = ±

∫
(12aϕ3 +C1)

−1/2dϕ+ C2. Кроме того, ОДУ (1.3.2.5) допускает
частное решение степенного вида ϕ = 1

3a (x + C1)
−2, что приводит к трехпа-

раметрическому точному решению уравнения (1.3.2.1):

u =
1

3a
(x+ C1)

−2y3 + C2x+ C3. (1.3.2.6)

(b) Второй случай. Чтобы сбалансировать функцию ψ′′
xx 6= 0 со вторым

членом в равенстве (1.3.2.4), надо положить k = 3/2. В результате получим
двучленное уравнение, которому можно удовлетворить, если положить

ϕ′′
xx = 0, ψ′′

xx = 9
8 aϕ

2. (1.3.2.7)

Эти уравнения легко интегрируются и приводят к четырехпараметрическому
точному решению уравнения (1.3.2.1):

u = (C1x+ C2)y
3/2 +

3a

32C2
1

(C1x+ C2)
4 + C3x+ C4. (1.3.2.8)
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2◦. Решение Титова (составное решение). Из выражений (1.3.2.6) и (1.3.2.8)
следует, что уравнение (1.3.2.25) имеет два однотипных решения u1=ϕy3/2+ψ
и u2=ϕy3+ψ, отличающихся друг от друга показателем степени y. Это обстоя-
тельство наводит на мысль выдвинуть гипотезу о возможности существования
более общего решения уравнения (1.3.2.25), включающего сразу оба члена с
различными показателями степени. Для проверки этой гипотезы подставим
предполагаемое составное решение

u(x, y) = ϕ1(x)y
3 + ϕ2(x)y

3/2 + ψ(x) (1.3.2.9)

в уравнение Гудерлея (1.3.2.1). После объединения членов при степенных функ-
циях y3n/2 (n = 0, 1, 2), получим

(ϕ′′
1 − 18aϕ2

1)y
3 + (ϕ′′

2 − 45
4 aϕ1ϕ2)y

3/2 + ψ′′ − 9
8 aϕ

2
2 = 0. (1.3.2.10)

Чтобы это равенство выполнялось для любых y надо приравнять нулю коэф-
фициенты при y3n/2. В результате приходим к системе ОДУ:

ϕ′′
1 − 18aϕ2

1 = 0,

ϕ′′
2 − 45

4 aϕ1ϕ2 = 0,

ψ′′ − 9
8 aϕ

2
2 = 0.

(1.3.2.11)

Таким образом доказано, что уравнение (1.3.2.1) допускает решение вида
(1.3.2.9) (это решение было получено в работе [58]).

Можно показать, что система (1.3.2.11) допускает точное решение

ϕ1 =
1

3a
(x+ C1)

−2,

ϕ2 = C2(x+ C1)
5/2 + C3(x+ C1)

−3/2,

ψ =
3a

112
C2
2 (x+ C1)

7 +
3

8
aC2C3(x+ C1)

3 +
9

16
aC2

3 (x+ C1)
−1 + C4x+ C5.

3◦. Вторая группа решений. Уравнение Гудерлея имеет также решение по-
линомиального вида по y, которое можно получить исходя из следующих сооб-
ражений. Будем искать решение в виде полинома степени n по переменной y,
коэффициенты которого зависят от x, т. е.

u = Pn, Pn =
n∑

i=0

ψi(x)y
i. (1.3.2.12)

Дифференцируя (1.3.2.12) по обеим переменным и предполагая, что (ψn)
′′
xx 6= 0,

имеем

uxx = Qn, uy = P ′
n−1, uyy = P ′′

n−2, (1.3.2.13)

где Qn, P ′
n−1, P

′′
n−2 полиномы по y соответственно степени n, n − 1, n − 2.

Подставив (1.3.2.13) в уравнение (1.3.2.1), видим, что в левой части полу-
ченного соотношения стоит полином степени n, а в правой части — полином
степени 2n − 3 (при произведении полиномов их степени складываются). Для
того чтобы в левой и правой частях были полиномы одинаковой степени (это
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необходимое условие существования полиномиального решения), надо поло-
жить n = 3.

Из приведенных рассуждений следует, что уравнение Гудерлея может иметь
точное решение в виде кубического полинома по y:

u = ψ1(x) + ψ2(x)y + ψ3(x)y
2 + ψ4(x)y

3. (1.3.2.14)

Прямой проверкой нетрудно убедиться, что выражение (1.3.2.14) действитель-
но является решением уравнения (1.3.2.1). При этом определяющие функции
ψi = ψi(x) (i = 1, 2, 3, 4) описываются системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений [163]:

ψ′′
1 = 2aψ2ψ3,

ψ′′
2 = 2a(3ψ2ψ4 + 2ψ2

3),

ψ′′
3 = 18aψ3ψ4,

ψ′′
4 = 18aψ2

4 .

Данная система легко интегрируется при ψ4=0 и позволяет найти два простых
решения в виде квадратичных многочленов по y уравнения (1.3.2.1):

u = C1y
2 + 2aC2

1x
2y + 1

3 a
2C3

1x
4,

u = C1xy
2 + ( 1

3 aC
2
1x

4 + C2x+ C3)y

+ 1
63 a

2C3
1x

7 + 1
6 aC1C2x

4 + 1
3 aC1C3x

3 +C4x+ C5,

(1.3.2.15)

где C1, . . . , C5 — произвольные постоянные, которые являются частными слу-
чаями решения (1.3.2.14). Отметим, что первое решение в (1.3.2.15) было по-
лучено в [177]. Более сложное точное решение вида (1.3.2.14) при ψ4 6= 0
приведено в [287].

В заключение приведем два решения с аддитивным разделением перемен-
ных уравнения (1.3.2.1):

u =
1

2
aC1x

2 + C2x+ C3 ± 1

3C1
(2C1y +C4)

3/2. ◭

◮ Пример 1.17. Рассмотрим неоднородное уравнение Монжа—Ампера ви-
да

u2xy − uxxuyy = f(x), (1.3.2.16)

где f(x) — произвольная функция. Отметим, что уравнения типа Монжа —
Ампера встречаются дифференциальной геометрии, газовой динамике и ме-
теорологии [62, 63, 238, 327].

Будем искать решения с обобщенным разделением переменных в виде

u(x, y) = ϕ(x)yk + ψ(x), (1.3.2.17)

где функции ϕ(x), ψ(x) и константа k являются искомыми.
Подставив (1.3.2.17) в (1.3.2.16), после элементарных преобразований име-

ем

[k2(ϕ′
x)

2 − k(k − 1)ϕϕ′′
xx]y

2k−2 − k(k − 1)ϕψ′′
xxy

k−2 − f(x) = 0. (1.3.2.18)



32 1. МЕТОДЫ ОБОБЩЕННОГО РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ

Это соотношение степенного вида по y; оно содержит функции y2k−2 и yk−2

и должно удовлетворяться тождественно для любых y. Поэтому, чтобы сба-
лансировать функцию f(x) при y = 0, один из двух показателей степеней y
в (1.3.2.18) должен обращаться в нуль. В результате получим два допустимых
значения k = 1 и k = 2.

Первый случай. При k = 1 уравнение (1.3.2.18) принимает вид

(ϕ′
x)

2 − f(x) = 0.

Это уравнение имеет два решения: ϕ(x) = ±
∫√

f(x) dx. Они порождают два
решения уравнения (1.3.2.16) вида (1.3.2.17):

u(x, y) = ±y
∫ √

f(x) dx+ ψ(x),

где ψ(x)— произвольная функция.
Второй случай. При k = 2, приравнивая в (1.3.2.18) коэффициенты при

различных степенях y к нулю, получим два уравнения

2(ϕ′
x)

2 − ϕϕ′′
xx = 0,

2ϕψ′′
xx + f(x) = 0.

Их общие решения определяются формулами

ϕ(x) =
1

C1x+ C2
, ψ(x) = − 1

2

∫ x

0
(x− t)(C1t+ C2)f(t) dt+ C3x+ C4.

В качестве простого обобщения уравнения Монжа — Ампера (1.3.2.16) ука-
жем нелинейное уравнение

u2xy + g(x)uxxuyy = f(x),

где f(x), g(x)— произвольные функции, которое также имеет точное решение
вида (1.3.2.17).

Обширный список точных решений уравнений типа Монжа — Ампера
(1.3.2.16) и более общих родственных уравнений имеется в книге [287] (см.
также [63]). ◭

◮ Пример 1.18. Продемонстрируем возможный ход рассуждений при по-
строении точных решений с обобщенным разделением для уравнения пори-
стой среды с квадратичной нелинейностью (уравнение Буссинеска [97]):

ut = a(uux)x, (1.3.2.19)

которое описывает нестационарное течение грунтовых вод при наличии сво-
бодной поверхности, где u— давление жидкости.

Замечание 1.9. Уравнение теплопроводности с линейной зависимостью коэффи-
циента температуропроводности от температуры vt = [(av+ b)vx]x с помощью замены
u= v+(b/a) сводится к уравнению (1.3.2.19) (для многих металлов линейная аппрок-
симация коэффициента температуропроводности применима в широком диапазоне из-
менения температуры).
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Уравнение (1.3.2.19) является частным случаем уравнения (1.1.2.1) при
k = 1 и имеет квадратичное по x решение с простым разделением переменных

u = ϕ(t)x2, ϕ(t) = −1/(6at). (1.3.2.20)

Возникает естественный вопрос: можно ли исходя из простого решения
(1.3.2.20) построить более сложное решение с обобщенным разделением пере-
менных уравнения (1.3.2.19)?

Попробуем искать такое решение в виде суммы

u(x, t) = ϕ(t)x2 + ψ(t)xk, k 6= 2, (1.3.2.21)

первый член которой совпадает с решением (1.3.2.20). Во второе слагаемое
формулы (1.3.2.21) входят функция ψ(t) и коэффициент k, которые требуется
найти.

Подставив (1.3.2.21) в (1.3.2.19), после элементарных преобразований по-
лучим

(ϕ′
t − 6aϕ2)x2+ [ψ′

t − a(k + 1)(k + 2)ϕψ]xk− ak(2k − 1)ψ2x2k−2= 0.
(1.3.2.22)

Поскольку это равенство должно выполняться тождественно для любых x,
функциональные коэффициенты при различных степенях x в (1.3.2.22) должны
равняться нулю. Таким образом возможны два случая k = 0 и k = 1/2 (оба
соответствуют обращению в нуль коэффициента при x2k−2), которые надо
рассмотреть отдельно.

Первый случай. При k = 0 для определения функций ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t)
имеем систему уравнений

ϕ′
t − 6aϕ2 = 0,

ψ′
t − 2aϕψ = 0,

общее решение которой определяется формулами

ϕ(t) = − 1

6a(t+ C1)
, ψ(t) =

C2

|t +C1|1/3
, (1.3.2.23)

где C1 и C2 — произвольные постоянные.
Второй случай (решение Баренблатта — Зельдовича дипольного типа [8]).

При k=1/2 для функций ϕ=ϕ(t) и ψ=ψ(t) приходим к аналогичной системе
уравнений

ϕ′
t − 6aϕ2 = 0,

ψ′
t − 15

4 aϕψ = 0,

общее решение которой записывается так:

ϕ(t) = − 1

6a(t+ C1)
, ψ(t) =

C2

|t +C1|5/8
. (1.3.2.24)

Учитывая формулы (1.3.2.21), (1.3.2.23), (1.3.2.24), в итоге получим два
решения с обобщенным разделением переменных уравнения (1.3.2.19) [378]:

u = − 1

6a(t+ C1)
(x+ C3)

2 +
C2

|t+ C1|1/3
,

u = − 1

6a(t+ C1)
(x+ C3)

2 +
C2

|t+ C1|5/8
(x+C3)

1/2,
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где в целях бо́льшей общности дополнительно добавлен произвольный сдвиг
по пространственной переменной x. ◭

Замечание 1.10. Уравнение (1.3.2.19) допускает также простое решение с адди-
тивным разделением переменных

u = C1x+ aC2
1 t+ C2.

Инвариантные решения уравнения (1.3.2.19) получены в [30] (см. также [11, 32,
197]). Более сложные решения уравнения (1.3.2.19) приведены в [47, 287].

Замечание 1.11. Волновое уравнение с квадратичной нелинейностью

utt = a(uux)x,

также допускает решения вида (1.3.2.21) при k = 0 и k = 1/2.

◮ Пример 1.19. В некоторых случаях можно другим способом (отличным
от использованного в примере 1.18) строить достаточно сложные решения с
обобщенным разделением переменных, получая на начальном этапе более про-
стые точные решения. Продемонстрируем сказанное на примере нелинейного
уравнения диффузии с объемной химической реакцией второго порядка

ut = a(uux)x − bu2. (1.3.2.25)

1◦. Решение экспоненциального вида по x. Точные решения с обобщенным
разделением переменных уравнения (1.3.2.25) ищем в виде

u(x, t) = ϕ(t)eλx + ψ(t), (1.3.2.26)

где функции ϕ = ϕ(t), ψ = ψ(t) и постоянная λ подлежат определению в ходе
дальнейшего исследования. Подставив (1.3.2.26) в (1.3.2.25) и собрав подобные
члены при экспонентах enλx (n = 0, 1, 2), получим

(b− 2aλ2)ϕ2e2λx + [ϕ′
t + (2b− aλ2)ϕψ]eλx + ψ′

t + bψ2 = 0. (1.3.2.27)

Поскольку это равенство должно выполняться тождественно для любых x,
функциональные коэффициенты при enλx надо приравнять к нулю. В резуль-
тате приходим к простой дифференциально-алгебраической системе

b− 2aλ2 = 0,

ϕ′
t + (2b− aλ2)ϕψ = 0,

ψ′
t + bψ2 = 0,

(1.3.2.28)

которая допускает два решения

λ = ±
(
b

2a

)1/2
, ϕ =

C1

|t +C2|3/2
, ψ =

1

b(t+C2)
, (1.3.2.29)

где C1 и C2 — произвольные постоянные.

2◦. Составное решение экспоненциального вида по x. Из соотношений
(1.3.2.26) и (1.3.2.29) следует, что уравнение (1.3.2.25) имеет два решения:
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u1,2 = ϕe±λx + ψ. Они отличаются друг от друга только знаком показателя
экспоненты λ.

Это обстоятельство наводит на мысль выдвинуть гипотезу о возможно-
сти существования более общего решения уравнения (1.3.2.25), включающего
сразу оба экспоненциальных члена. Для проверки этой гипотезы подставим
предполагаемое составное решение

u(x, t) = ϕ1(t)e
−λx + ϕ2(t)e

λx + ψ(t), λ =
(
b

2a

)1/2
. (1.3.2.30)

в (1.3.2.25). После элементарных преобразований имеем

[(ϕ1)
′
t +

3
2 bϕ1ψ]e

−λx + [(ϕ2)
′
t +

3
2 bϕ2ψ]e

λx + ψ′
t + b(2ϕ1ϕ2 + ψ2) = 0.

Приравнивая нулю функциональные коэффициенты при enλx (n = 0, ±1),
приходим к системе ОДУ первого порядка

(ϕ1)
′
t +

3
2 bϕ1ψ = 0,

(ϕ2)
′
t +

3
2 bϕ2ψ = 0,

ψ′
t + b(2ϕ1ϕ2 + ψ2) = 0.

(1.3.2.31)

Таким образом доказано, что уравнение (1.3.2.25) допускает решение вида
(1.3.2.30).

Исключив ψ из первых двух уравнений в (1.3.2.31), получим равенство
(ϕ1)

′
t/ϕ1 = (ϕ2)

′
t/ϕ2. Отсюда следует, что ϕ1 = Aϕ(t), ϕ2 = Bϕ(t), где A и

B — произвольные постоянные. Поэтому решение с обобщенным разделением
переменных (1.3.2.30) приводится к виду

u(x, t) = ϕ(t)(Ae−λx +Beλx) + ψ(t), λ =
(
b

2a

)1/2
, (1.3.2.32)

где функции ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t) описываются нелинейной системой ОДУ,
состоящей из двух уравнений

ϕ′
t +

3
2 bϕψ = 0,

ψ′
t + b(2ABϕ2 + ψ2) = 0.

(1.3.2.33)

Эта автономная система путем исключения t сводится к одному ОДУ, которое
является однородным и поэтому может быть проинтегрировано [285]. Отме-
тим, что система (1.3.2.33) при AB > 0 допускает два простых решения

ϕ = ± 1

3b
√
AB (t+C)

, ψ =
2

3b(t+ C)
, (1.3.2.34)

которые определяют решение (1.3.2.32) в виде произведения функций разных
аргументов.

3◦. Решение тригонометрического вида по x. При записи формул (1.3.2.30)
и (1.3.2.32) неявно подразумевалось, что ab > 0. При ab < 0 имеем

λ = iβ, β =
(
− b

2a

)1/2
, i2 = −1.
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В этом случае в решении (1.3.2.32) вместо экспоненциальных функций появ-
ляются тригонометрические функции, т. е. его можно представить в виде

u(x, t) = ϕ(t)[A1 cos(βx) +B1 sin(βx)] + ψ(t), β =
(
− b

2a

)1/2
, (1.3.2.35)

где A1 и B1 — произвольные постоянные. Подставив (1.3.2.35) в уравнение
(1.3.2.25) и проведя выкладки аналогичные сделанным в п. 2, получим следую-
щую нелинейную систему ОДУ для определения функций ϕ=ϕ(t) и ψ=ψ(t):

ϕ′
t +

3
2 bϕψ = 0,

ψ′
t + b[ 12 (A

2
1 +B2

1)ϕ
2 + ψ2] = 0.

(1.3.2.36)

Эта система допускает два простых решения

ϕ = ± 2

3b
√

A2
1 +B2

1 (t+C)
, ψ =

2

3b(t+ C)
, (1.3.2.37)

которые определяют решение (1.3.2.35) в виде произведения функций разных
аргументов. ◭

Замечание 1.12. Решение (1.3.2.35) и систему (1.3.2.36) можно получить непо-
средственно из решения (1.3.2.32) и системы (1.3.2.33), если в последних формально
положить

eλx = eiβx = cos(βx) + i sin(βx), e−λx = e−iβx = cos(βx)− i sin(βx),

A = 1
2 (A1 + iB1), B = 1

2 (A1 − iB), A1 = A+B, B1 = i(B −A).

◮ Пример 1.20. Рассмотрим уравнение Мизеса с кубической нелинейно-
стью

utt + 2uxuxt + auxx + butuxx + cu2xuxx = 0, (1.3.2.38)

которое при некоторых значениях постоянных a, b, c описывает одномерное
течение сжимаемого газа [57].

Будем искать решения уравнения (1.3.2.38) в виде полинома по x с коэф-
фициентами, зависящими от t. Искомый полином степени n обозначим Pn.
Рассуждая так же, как в примере 1.16 (см. п. 3◦), подставим предполагаемое
решение u = Pn в рассматриваемое уравнение. Каждому члену уравнения
(1.3.2.38) поставим в соответствие степень полинома, который образуется в
результате подстановки в него u = Pn. Результаты представлены ниже в виде
небольшой таблицы:

член уравнения utt uxuxt uxx utuxx u2xuxx

степень полинома n 2n− 2 n− 2 2n − 2 3n− 4

По крайней мере два из пяти полученных полиномов должны иметь одинако-
вую максимальную степень, чтобы они могли скомпенсировать (уравновесить)
друг друга. Приравнивая попарно степени n, 2n− 2, 3n − 4, находим искомое
значение n = 2 (в этом случае сразу четыре полученных полинома имеют
одинаковую степень).
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Учитывая сказанное, ищем точное решение уравнения (1.3.2.38) в виде
квадратичного многочлена по x (указано Мизесом, см. [57, 163]):

u = ψ1(t) + ψ2(t)x+ ψ3(t)x
2. (1.3.2.39)

Подставив (1.3.2.39) в (1.3.2.38), в итоге приходим к следующей системе ОДУ
для функций ψi = ψi(t):

ψ′′
1 + 2ψ2ψ

′
2 + 2aψ3 + 2bψ3ψ

′
1 + 2cψ2

2ψ3 = 0,

ψ′′
2 + 2(2 + b)ψ3ψ

′
2 + 4(ψ′

3 + 2cψ2
3)ψ2 = 0,

ψ′′
3 + 2(4 + b)ψ3ψ

′
3 + 8cψ3

3 = 0.

(1.3.2.40)

Первое уравнение системы (1.3.2.40) линейно относительно ψ1 и допускает
понижение порядка с помощью подстановки z = ψ′

1. Поэтому его решение
можно выразить через решения второго и третьего уравнений системы. Второе
уравнение системы (1.3.2.40) линейно относительно ψ2 и имеет частное реше-
ние ψ2 = ψ3 (т. к. при ψ2 = ψ3 второе и третье уравнения системы совпадают).

Учитывая сказанное, можно показать, что система уравнений (1.3.2.40) до-
пускает два четырехпараметрических точных решения вида

ψ1 =
C2

2

4β
(t+ C1)

−1 − a

b
(t+ C1) + C3(t+ C1)

1−2bβ + C4,

ψ2 = C2(t+ C1)
−1, ψ3 = β(t+ C1)

−1,
(1.3.2.41)

где C1, C2, C3, C4 — произвольные постоянные, а β = β1,2 — корни квадратного
уравнения

4cβ2 − (4 + b)β + 1 = 0. ◭

Замечание 1.13. Более общее, чем (1.3.2.38), нелинейное УрЧП

utt + f1(t, uxx) + uf2(t, uxx) + utf3(t, uxx) +

+ u2xf4(t, uxx) + uxuxtf5(t, uxx) = 0

где fi(t, w) — произвольные функции двух аргументов, также допускает точное реше-
ние вида (1.3.2.39).

◮ Пример 1.21. Установившееся течение вязкой несжимаемой жидкости в
ламинарном пограничном слое продольно обтекаемой тонкой плоской пласти-
ны описывается нелинейным уравнением третьего порядка для функции тока
(вывод этого уравнения см. в [27, 64] и в разд. 3.2.3):

uyuxy − uxuyy = νuyyy, (1.3.2.42)

где x и y— продольная и поперечная координаты, ν — кинематическая вязкость
жидкости.

Будем искать точное решение с обобщенным разделением переменных урав-
нения (1.3.2.42) в виде

u(x, y) = xkϕ(y) + ψ(y), (1.3.2.43)
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где функции ϕ(y), ψ(y) и константа k являются искомыми. Подставив (1.3.2.43)
в (1.3.2.42), после перегруппировки членов имеем

kx2k−1[(ϕ′
y)

2−ϕϕ′′
yy ]+kx

k−1(ϕ′
yψ

′
y−ϕψ′′

yy)−νxkϕ′′′
yyy−νψ′′′

yyy = 0. (1.3.2.44)

Это соотношение содержит степенные функции x2k−1, xk−1, xk и должно
удовлетворяться тождественно для любых x. Чтобы можно было сбалансиро-
вать последний член в (1.3.2.44) при ψ′′′

yyy 6≡ 0 один из показателей степеней
x должен обращаться в нуль. Отбрасывая вырожденный случай k = 0, в
результате находим два допустимых значения k = 1 и k = 1/2.

Первый случай. Подставив k = 1 в (1.3.2.44) и сделав перегруппировку
членов, получим

x[(ϕ′
y)

2 − ϕϕ′′
yy − νϕ′′′

yyy] + [ϕ′
yψ

′
y − ϕψ′′

yy − νψ′′′
yyy] = 0.

Чтобы удовлетворить этому равенству при любых значениях x, надо прирав-
нять нулю оба выражения в квадратных скобках. В результате получим систему
обыкновенных дифференциальных уравнений для определения функций ϕ =
ϕ(y) и ψ = ψ(y):

(ϕ′
y)

2 − ϕϕ′′
yy − νϕ′′′

yyy = 0,

ϕ′
yψ

′
y − ϕψ′′

yy − νψ′′′
yyy = 0.

Эта система имеет, например, точное решение

ϕ =
6ν

y + C1
, ψ =

C2

y +C1
+

C3

(y + C1)2
+ C4.

Второй случай. При k = 1/2 приходим к вырожденному решению, которое
малоинтересно. Вырожденное решение также получим для произвольного k,
если считать, что ψ′′′

yyy ≡ 0.
Другие точные решения нелинейного УрЧП (1.3.2.42) указаны в справочни-

ке [287] (см. также пример 1.28). ◭

Замечание 1.14. Уравнение пограничного слоя обладает замечательным свойст-
вом [32, 33], которое можно сформулировать так: если u(x, y) — решение уравнения
(1.3.2.42), то и

u1 = u(x, y + θ(x)),

где θ(x)— произвольная дифференцируемая функция, также является решением этого
уравнения.

Таким же свойством обладает более широкий класс уравнений гидродинамическо-
го типа любого порядка [47, 286]:

uyuxy − uxuyy = F (x, u, uy, uyy, . . . , u
(n)
y ).

Замечание 1.15. Точное решение с обобщенным разделением переменных вида
(1.3.2.43) при k=1 допускает также нелинейное уравнение с частными производными
n-го порядка

f(y)uyuxy + g(y)uxuyy = h(y)u(n)y + p(y)u+ q(y),

где f(y), g(y), h(y), p(y), q(y)— произвольные функции.
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◮ Пример 1.22. Рассмотрим нелинейное УрЧП третьего порядка со сме-
шанной производной

uxt + u2x − uuxx = νuxxx, (1.3.2.45)

которое встречается в гидродинамике [4, 35, 37].
Ищем точные решения вида

u = ϕ(t)eλx + ψ(t), λ 6= 0. (1.3.2.46)

Подставив (1.3.2.46) в (1.3.2.45), имеем

ϕ′
t − λϕψ = νλ2ϕ.

Разрешим это уравнение относительно ψ и подставим полученное выражение
в (1.3.2.46). В результате находим решение уравнения (1.3.2.45) в виде

u = ϕ(t)eλx +
1

λ

ϕ′

t(t)

ϕ(t)
− νλ, (1.3.2.47)

где ϕ(t)— произвольная функция, а λ— произвольная постоянная.
В качестве возможного обобщения уравнения гидродинамического типа

(1.3.2.45) приведем нелинейное уравнение n-го порядка

uxt + u2x − uuxx = f(t)u(n)x ,

где f(t) — произвольная функция. Оно допускает точное решение вида
(1.3.2.46):

u = ϕ(t)eλx +
1

λ

ϕ′

t(t)

ϕ(t)
− λn−2f(t),

где ϕ(t)— произвольная функция, а λ— произвольная постоянная. ◭

Замечание 1.16. Уравнение гидродинамического типа (1.3.2.45) обладает заме-
чательным свойством [36, 47], которое можно сформулировать так: если u(x, t) —
решение уравнения (1.3.2.45), то и

u1 = u(x+ θ(t), t) + θ′t(t),

где θ(t) — произвольная дифференцируемая функция, также является решением этого
уравнения.

Замечание 1.17. Аналогичным свойством обладает более широкий класс уравне-
ний гидродинамического типа любого порядка [286]:

uxt = a(t)uuxx + F (t, ux, uxx, . . . , u
(n)
x ). (1.3.2.48)

А именно, если u(x, t)— решение уравнения (1.3.2.48), то и

u1 = u(x+ θ(t), t) +
θ′t(t)

a(t)
,

где θ(t) — произвольная дифференцируемая функция, также является решением этого
уравнения.
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1.3.3. Уравнения с тремя и более независимыми переменными.
Точные решения уравнений Навье—Стокса

Решения с обобщенным разделением переменных УрЧП с тремя и более
независимыми переменными. Методы обобщенного разделения переменных
могут применяться также для построения точных решений нелинейных урав-
нений математической физики с тремя и более независимыми переменными
(увеличение числа независимых переменных в УрЧП не носит принципиаль-
ный характер, но технически усложняет практическое использование методов).
В частности, для уравнений с тремя независимыми переменными x, y, t иско-
мая величина u ищется в виде конечных сумм

u =

n∑

k=1

ϕk(x, t)ψk(y). (1.3.3.1)

При использовании упрощенного метода построения решений с обобщенным
разделением переменных функции ψk(y) задаются из априорных соображений,
а функции ϕk(x, t) ищутся в ходе исследования. Переменные x, y, t в (1.3.3.1)
можно поменять местами.

Уравнения Навье — Стокса. Точные решения. Для иллюстрации сказан-
ного рассмотрим двумерные нестационарные уравнения движения вязкой не-
сжимаемой жидкости, которые включают два уравнения Навье—Стокса и урав-
нение неразрывности [27, 64]:

Ut + UUx + V Uy = − 1

ρ
px + ν∆U,

Vt + UVx + V Vy = − 1

ρ
py + ν∆V, (1.3.3.2)

Ux + Vy = 0.

Здесь t— время, x и y — декартовы координаты, U и V — компоненты скорости
жидкости, p — давление, жидкости, ρ и ν — плотность и кинематическая вяз-
кость жидкости, ∆— оператор Лапласа.

Система уравнений (1.3.3.2) путем введения функции тока u по формулам

U = uy, V = −ux (1.3.3.3)

с последующим исключением давления p с помощью перекрестного диффе-
ренцирования второго и третьего уравнения сводится к одному нелинейному
уравнению четвертого порядка [27, 64, 142]:

(∆u)t + uy(∆u)x − ux(∆u)y = ν∆∆u, ∆u = uxx + uyy. (1.3.3.4)

Далее, опуская промежуточные выкладки, приведем некоторые точные ре-
шения уравнения (1.3.3.4) (подробности см. в [37]).
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1◦. Решение с обобщенным разделением переменных:

u = e−λy
[
A(t)eβx +B(t)e−βx

]
+ ϕ(t)x + ψ(t)y,

A(t) = C1 exp

[
ν(λ2 + β2)t− β

∫
ψ(t) dt− λ

∫
ϕ(t) dt

]
,

B(t) = C2 exp

[
ν(λ2 + β2)t+ β

∫
ψ(t) dt− λ

∫
ϕ(t) dt

]
,

где ϕ(t) и ψ(t)— произвольные функции, а C1, C2, λ, β— произвольные посто-
янные.

2◦. Решение с обобщенным разделением переменных:

u = e−λy
[
A(t) sin(βx) +B(t) cos(βx)

]
+ ϕ(t)x+ ψ(t)y.

Здесь ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t) — произвольные функции, λ и β — произвольные
постоянные, а функции A = A(t) и B = B(t) удовлетворяют линейной неавто-
номной системе ОДУ

A′
t =

[
ν(λ2 − β2)− λϕ(t)

]
A+ βψ(t)B,

B′
t =

[
ν(λ2 − β2)− λϕ(t)

]
B − βψ(t)A,

общее решение которой имеет вид

A(t) = exp

[
ν(λ2 − β2)t− λ

∫
ϕdt

][
C1 sin

(
β

∫
ψ dt

)
+ C2 cos

(
β

∫
ψ dt

)]
,

B(t) = exp

[
ν(λ2 − β2)t− λ

∫
ϕdt

][
C1 cos

(
β

∫
ψ dt

)
− C2 sin

(
β

∫
ψ dt

)]
.

В частности, при ϕ =
ν

λ
(λ2 − β2) и ψ = a, получим семейство периодических

решений
A(t) = C1 sin(aβt) + C2 cos(aβt),

B(t) = C1 cos(aβt)− C2 sin(aβt).

3◦. Решение с обобщенным разделением переменных:

u = A(t) exp(k1x+ λ1y) +B(t) exp(k2x+ λ2y) + ϕ(t)x+ ψ(t)y,

где ϕ(t) и ψ(t) — произвольные функции, четыре постоянные k1, λ1, k2, λ2
связаны одним из двух соотношений

k21 + λ21 = k22 + λ22 (первое семейство решений),

k1λ2 = k2λ1 (второе семейство решений),

а функции A = A(t) и B = B(t) удовлетворяют линейным независимым ОДУ

A′
t =

[
ν(k21 + λ21) + λ1ϕ(t)− k1ψ(t)

]
A,

B′
t =

[
ν(k22 + λ22) + λ2ϕ(t)− k2ψ(t)

]
B.
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Интегрируя эти уравнения, получим

A(t) = C1 exp

[
ν(k21 + λ21)t+ λ1

∫
ϕ(t) dt − k1

∫
ψ(t) dt

]
,

B(t) = C2 exp

[
ν(k22 + λ22)t+ λ2

∫
ϕ(t) dt − k2

∫
ψ(t) dt

]
.

Использование преобразований независимых переменных для постро-
ения точных решений. Для нелинейных УрЧП с тремя и более независи-
мыми переменными методы обобщенного разделения переменных могут при-
меняться последовательно несколько раз по мере уменьшения размерностей
возникающих редуцированных уравнений. Кроме того, для построения точных
решений на начальном или промежуточном этапе иногда могут использоваться
также преобразования независимых переменных.

Для иллюстрации сказанного вернемся опять к нелинейному уравнению
гидродинамического типа с тремя независимыми переменными (1.3.3.4). Не-
трудно показать, что это уравнение допускает точное решение с обобщенным
разделением переменных вида

u = xf(t, y) + g(t, y), (1.3.3.5)

где функции двух переменных f = f(t, y) и g = g(t, y) удовлетворяют системе
из двух уравнений с частными производными четвертого порядка

ftyy + fyfyy − ffyyy = νfyyyy, (1.3.3.6)

gtyy + gyfyy − fgyyy = νgyyyy. (1.3.3.7)

Уравнение (1.3.3.6) содержит одну искомую функцию f и не зависит от урав-
нения (1.3.3.7). Наиболее полный обзор точных решений уравнения (1.3.3.6) и
системы (1.3.3.6) — (1.3.3.7) дан в [287] (см. также [4, 37, 53, 142]). Ниже кратко
описаны более сложные решения, полученные в [305].

Сформулируем два полезных утверждения, которые позволяют обобщать и
строить новые (более сложные) точные решения уравнения (1.3.3.6) и системы
(1.3.3.6) — (1.3.3.7) с помощью известного (более простого) решения уравнения
(1.3.3.6).

Утверждение 1. Пусть f = f(t, y) — решение уравнения (1.3.3.6). Тогда
уравнение (1.3.3.7) допускает точное решение

g = Cfy + a(t)f − a′t(t)y, (1.3.3.8)

где C — произвольная постоянная, а a = a(t)— произвольная функция.

Это утверждение доказывается путем подстановки выражения (1.3.3.8) в
(1.3.3.7) с учетом уравнения (1.3.3.6) и его следствия

ftyyy + f2yy − ffyyyy = νfyyyyy,

полученного путем дифференцирования (1.3.3.6) по y.
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Утверждение 2. Пусть f = f(t, y) — решение уравнения (1.3.3.6). Тогда
система (1.3.3.6) — (1.3.3.7) допускает точное решение

f1 = f(t, y + b) + b′t,

g1 = Cfy(t, y + b) + af(t, y + b)− a′ty,
(1.3.3.9)

где a = a(t) и b = b(t)— произвольные функции.

◮ Пример 1.23. Решение системы (1.3.3.6) — (1.3.3.7), рациональное по y.
Нетрудно проверить, что уравнение (1.3.3.6) имеет стационарное решение
f = 6ν/y. Используя формулы (1.3.3.9), получим следующее точное решение
системы (1.3.3.6) — (1.3.3.7):

f =
6ν

y + b
+ b′t, g =

C1

(y + b)2
+

6νa

y + b
− a′ty,

которое включает две произвольные функции a = a(t) и b = b(t) и произволь-
ную постоянную C1 = −6νC . ◭

Для построения более сложных точных решений вместо y введем новую
независимую переменную z = λ(t)y, где λ = λ(t)— произвольная функция. В
результате система (1.3.3.6) — (1.3.3.7) преобразуется к следующему виду:

λftzz + λ′tzfzzz + 2λ′tfzz + λ2(fzfzz − ffzzz) = νλ3fzzzz, (1.3.3.10)

λgtzz + λ′tzgzzz + 2λ′tgzz + λ2(gzfzz − fgzzz) = νλ3gzzzz. (1.3.3.11)

При g = f уравнение (1.3.3.11) совпадает с уравнением (1.3.3.10). Поэтому
при поиске точных решений с обобщенным разделением переменных берем
функции f и g аналогичного вида (по переменной z). Ниже приведены итого-
вые результаты [305] без промежуточных выкладок.

1◦. Решение, содержащее экспоненциальные функции. Система (1.3.3.6) —
(1.3.3.7) допускает точные решения вида

f = a(t)e−λ(t)y + b(t)y + c(t),

g = α(t)e−λ(t)y + β(t)y,
(1.3.3.12)

где шесть функциональных коэффициентов a= a(t), b= b(t), c= c(t), α=α(t),
β = β(t), λ = λ(t) удовлетворяют трем уравнениям:

λ′t − bλ = 0,

a′t + 3ab+ acλ− νaλ2 = 0,

α′
t + 2bα+ aβ + cαλ− ναλ2 = 0.

(1.3.3.13)

Здесь второе и третье уравнения были преобразованы с помощью первого
уравнения. Функции a, α, λ в (1.3.3.13) будем считать произвольными. Тогда
другие три функции можно найти без интегрирования по формулам

b =
λ′

t

λ
, c = − 1

aλ
(a′t + 3ab) + νλ,

β =
1

a
(−α′

t − 2bα− cαλ+ ναλ2).
(1.3.3.14)
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Ниже приведены два примера, иллюстрирующих использование формул
(1.3.3.12) и (1.3.3.14) для построения решений модельных задач гидродинами-
ки.

◮ Пример 1.24. Рассмотрим специальный случай решения (1.3.3.12) при

λ = const, b = 0, c = νλ− a′t
aλ
, α = aσ, β = −σ′t, (1.3.3.15)

где a= a(t) и σ = σ(t)— произвольные функции. Выражения (1.3.3.15) удовле-
творяют системе (1.3.3.13) и получены из (1.3.3.14).

Подставляя (1.3.3.15) в (1.3.3.12) и учитывая (1.3.3.5), находим функцию
тока

u = x
(
ae−λy + νλ− a′t

aλ

)
+ aσe−λy − σ′ty. (1.3.3.16)

Компоненты скоростей жидкости определяем по формулам (1.3.3.3):

U = −aλxe−λy − aσλe−λy − σ′t, V = −ae−λy − νλ+
a′t
aλ
. (1.3.3.17)

Положив y = 0 в (1.3.3.17), имеем

U |y=0 = −aλx− aσλ− σ′t, V |y=0 = −a− νλ+
a′t
aλ
. (1.3.3.18)

Свободные функции a и σ выбираем так:

a = − νλ

C1 exp(νλ2t) + 1
, σ =

C2 exp(νλ
2t)

C1 exp(νλ2t) + 1
, (1.3.3.19)

где C2 —произвольная постоянная, а C1 —произвольная постоянная, удовлетво-
ряющая одному из неравенств C1 > 0 или C1 < −1. Тогда граничные условия
(1.3.3.18) значительно упрощаются и принимают вид

U |y=0 = A(t)x, V |y=0 = 0, (1.3.3.20)

где

A(t) =
νλ2

C1 exp(νλ2t) + 1
.

При λ > 0 формулы (1.3.3.17) с функциями (1.3.3.19) описывают нестаци-
онарные течения вязкой жидкости в полуплоскости 0 6 y < ∞, вызванные
растяжением (при A > 0) или сжатием (при A < 0) поверхности y = 0
по закону (1.3.3.20) при специальных начальных условиях (соответствующих
t = 0 в (1.3.3.19)). В специальном случае C1 = C2 = 0, приведенные выше
формулы дают стационарное решение [135], моделирующее процесс экстру-
зии. При C2 = 0 и C1 6= 0 формулы (1.3.3.17) и (1.3.3.19) определяют решение,
полученное в [4]. ◭

◮ Пример 1.25. Подставляя (1.3.3.12) и (1.3.3.14) при α= β = 0 в (1.3.3.5),
получим функцию тока

u = x
(
ae−λy +

λ′

t

λ
y + νλ− 3

λ′

t

λ2
− a′t

aλ

)
. (1.3.3.21)
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Соответствующие компоненты скорости жидкости определяются формулами

U = x
(
−aλe−λy + λ′

t

λ

)
,

V = −ae−λy − λ′

t

λ
y − νλ+ 3

λ′

t

λ2
+

a′t
aλ
,

(1.3.3.22)

где a = a(t) и λ = λ(t) — произвольные функции. Решение (1.3.3.22) удовле-
творяет следующим граничным условиям при y → ∞:

U → Λ(t)x, V → −Λ(t)y, где Λ = λ′t/λ.

Эти условия используются для моделирования вязких течений вблизи застой-
ной точки (см., например, [4, 142, 185, 353, 354]).

Рассмотрим подробнее специальный случай

a =
a0√
t+ C

, λ =
λ0√
t+C

, a0 = − 1

λ0
(νλ0 + 2), (1.3.3.23)

где C > 0 и λ0 > 0—произвольные постоянные. На поверхности y = 0 решение
(1.3.3.22), (1.3.3.23) удовлетворяет условиям

U |y=0 = −A(t)x, V |y=0 = 0, (1.3.3.24)

где

A(t) = − 2νλ2
0 + 3

t+ C
.

Поэтому решение (1.3.3.22), (1.3.3.23) описывает нестационарное движение
вязкой жидкости около сжимающейся плоскости. ◭

2◦. Решение, содержащее тригонометрические функции. Система уравне-
ний (1.3.3.6) — (1.3.3.7) допускает точные решения вида

f = a(t) cos[λ(t)y + σ(t)] + b(t)y + c(t),

g = α(t) cos[λ(t)y + σ(t)] + s(t) sin[λ(t)y + σ(t)] + β(t)y,
(1.3.3.25)

где восемь функциональных коэффициентов a= a(t), b= b(t), c= c(t), s= s(t),
α = α(t), β = β(t), λ = λ(t), σ = σ(t) удовлетворяют пяти уравнениям:

λ′t − bλ = 0,

σ′t − cλ = 0,

a′t + 3ab+ νaλ2 = 0,

α′
t + 2bα+ aβ + ναλ2 = 0,

s′t + 2bs+ νsλ2 = 0.

(1.3.3.26)

Здесь последние три уравнения были преобразованы с использованием первых
двух уравнений.

Функции λ, σ, α будем считать произвольными. Тогда другие пять функций
определяются по формулам

a =
a0
λ3

exp

(
−ν

∫
λ2 dt

)
, b =

λ′

t

λ
, c =

σ′

t

λ
,

β = − 1

a
(α′

t + 2bα + ναλ2), s =
s0
λ2

exp

(
−ν

∫
λ2 dt

)
,

(1.3.3.27)

где a0 и s0 — произвольные постоянные.
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◮ Пример 1.26. Рассмотрим специальный случай уравнения (1.3.3.25) при

λ = const, σ = π/2, b = c = 0, α = β = ω = 0,

a = a1E(t), s = s1E(t), E(t) = exp(−νλ2t),
(1.3.3.28)

где a1 = a0λ
−3 и s1 = s0λ

−2 —произвольные постоянные. Выражения (1.3.3.28)
удовлетворяют системе (1.3.3.26) и согласуются с формулами (1.3.3.27).

Подставляя (1.3.3.28) в (1.3.3.25) и учитывая соотношение (1.3.3.5), нахо-
дим функцию тока

u = −a1E(t)x sin(λy) + s1E(t) cos(λy). (1.3.3.29)

Используя формулы (1.3.3.3), определяем компоненты скорости жидкости

U = −a1λE(t)x cos(λy)− s1λE(t) sin(λy),

V = a1E(t) sin(λy), E(t) = exp(−νλ2t).
(1.3.3.30)

Полагая y = 0 в (1.3.3.30), получим

U |y=0 = −a1λE(t)x, V |y=0 = 0.

Из этих условий следует, что граница y = 0 растягивается при a1λ < 0 и
сжимается при a1λ>0. Решение (1.3.3.30) является периодическим по y. Таким
образом формулы (1.3.3.30) описывают течение в полосе 0 6 y 6 2π/λ, гра-
ницы которой деформированы согласованным образом (например, в процессе
экструзии). ◭

3◦. Решения, содержащие гиперболические функции.
3.1. Система (1.3.3.6) — (1.3.3.7) допускает точные решения вида

f = a(t) ch[λ(t)y + σ(t)] + b(t)y + c(t),

g = α(t) ch[λ(t)y + σ(t)] + s(t) sh[λ(t)y + σ(t)] + β(t)y.
(1.3.3.31)

Здесь λ = λ(t), σ = σ(t), α = α(t) — произвольные функции, а остальные
функциональные коэффициенты определятся формулами

a =
a0
λ3

exp

(
ν

∫
λ2 dt

)
, b =

λ′

t

λ
, c =

σ′

t

λ
,

β = − 1

a
(α′

t + 2bα− ναλ2), s =
s0
λ2

exp

(
ν

∫
λ2 dt

)
,

(1.3.3.32)

где a0 и s0 — произвольные постоянные.
3.2. Система (1.3.3.6) — (1.3.3.7) допускает другое решение

f = a(t) sh[λ(t)y + σ(t)] + b(t)y + c(t),

g = α(t) sh[λ(t)y + σ(t)] + s(t) ch[λ(t)y + σ(t)] + β(t)y,

где λ = λ(t), σ = σ(t), α = α(t)— произвольные функции, а функциональные
коэффициенты a= a(t), b= b(t), c = c(t), s = s(t), β = β(t) также определятся
формулами (1.3.3.32).
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Замечание 1.18. Другие точные решения двумерных и трехмерных стационарных
и нестационарных уравнений Навье — Стокса можно найти, например, в [3–7, 27, 32,
37, 52, 53, 64, 78, 87, 94, 108, 134, 135, 139, 142, 172, 175, 195, 227, 230, 231, 240, 243,
244, 252, 287, 287, 292, 305, 320, 325, 326, 353, 354, 368].

Свойства уравнения (1.3.3.4). Ниже описаны важные свойства уравнения
(1.3.3.4), позволяющие размножать и обобщать его точные решения. А именно,
справедливо следующее утверждение (подробности см. в [32, 108, 227, 320]).

Пусть u(x, y, t)— решение уравнения (1.3.3.4). Тогда функции

u1 = −u(y, x, t),
u2 = u(C1x+ C2, C1y + C3, C

2
1 t+ C4) + C5,

u3 = u(x cosα+ y sinα, −x sinα+ y cosα, t),

u4 = u(x cos βt+ y sin βt, −x sin βt+ y cos βt, t)− 1
2 β(x

2 + y2),

u5 = u(x+ ϕ(t), y + ψ(t), t) + ψ′
t(t)x− ϕ′

t(t)y + χ(t),

где C1, . . . , C5, α, β — произвольные постоянные, а ϕ(t), ψ(t), χ(t) — произ-
вольные функции, также являются решениями этого уравнения.

1.4. Решение функционально-дифференциальных

уравнений методом дифференцирования

1.4.1. Описание метода дифференцирования

При поиске точных решений с обобщенным разделением переменных часто
приходится рассматривать функционально-дифференциальные уравнения вида
(1.2.2.1)—(1.2.2.2). В данном разделе описана простая и достаточно общая про-
цедура решения таких уравнений, которая состоит из трех последовательных
этапов, описанных ниже.

1◦. Предположим, что Ψk 6≡ 0. Поделим уравнение (1.2.2.1) на Ψk, а затем
продифференцируем по y. В результате получим уравнение такого же вида, но
с меньшим числом членов:

Φ̃1[X]Ψ̃1[Y ] + Φ̃2[X]Ψ̃2[Y ] + · · ·+ Φ̃k−1[X]Ψ̃k−1[Y ] = 0,

Φ̃j [X] = Φj[X], Ψ̃j[Y ] = (Ψj [Y ]/Ψk[Y ])′y.
(1.4.1.1)

Повторим аналогичную процедуру еще (k − 3) раза. В итоге приходим к
двучленному уравнению с разделяющимися переменными

Φ̂1[X]Ψ̂1[Y ] + Φ̂2[X]Ψ̂2[Y ] = 0. (1.4.1.2)

Теперь надо рассмотреть две возможные ситуации.
Невырожденный случай. Пусть Φ̂2[X] 6≡ 0 и Ψ̂1[Y ] 6≡ 0. Перенесем второе

слагаемое уравнения (1.4.1.2) в правую часть, а затем обе части поделим на
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Φ̂2[X]Ψ̂1[Y ]. В результате получим равенство двух величин, зависящих от раз-
ных переменных. Приравнивая, как обычно, эти величины константе C , имеем
два обыкновенных дифференциальных уравнения

Φ̂1[X] + CΦ̂2[X] = 0, CΨ̂1[Y ]− Ψ̂2[Y ] = 0. (1.4.1.3)

Вырожденные случаи. В этих случаях оба слагаемых в сумме (1.4.1.2) од-
новременно обращаются в нуль:

Φ̂1[X] ≡ 0, Φ̂2[X] ≡ 0 =⇒ Ψ̂1[Y ] и Ψ̂2[Y ]— любые;

Ψ̂1[Y ] ≡ 0, Ψ̂2[Y ] ≡ 0 =⇒ Φ̂1[X] и Φ̂2[X]— любые;

Φ̂1[X] ≡ 0, Ψ̂2[Y ] ≡ 0 =⇒ Φ̂2[X] и Ψ̂1[Y ]— любые;

Φ̂2[X] ≡ 0, Ψ̂1[Y ] ≡ 0 =⇒ Φ̂1[X] и Ψ̂2[Y ]— любые.

(1.4.1.4)

Хотя два последних (перекрестных) вырожденных случая Φ̂1 = 0, Ψ̂2 = 0 и
Φ̂2 = 0, Ψ̂1 = 0 и являются следствиями уравнений (1.4.1.3) в предельных
случаях при C → 0 и C → ∞, их надо рассмотреть отдельно поскольку могут
не существовать соответствующие предельные решения уравнений (1.4.1.3).

2◦. Полученные решения двучленного уравнения (1.4.1.2) надо подставить
в исходное функционально-дифференциальное уравнение (1.2.2.1) — (1.2.2.2),
чтобы убрать лишние постоянные интегрирования (они появляются из-за того,
что уравнение (1.4.1.2) получено из (1.2.2.1) путем дифференцирования).

3◦. Случай Ψk ≡ 0 надо рассмотреть отдельно (поскольку уравнение на
первом этапе делилось на Ψk). Аналогично следует исследовать все другие
случаи тождественного обращения в нуль функционалов, на которые делились
промежуточные функционально-дифференциальные уравнения.

Замечание 1.19. Функционально-дифференциальное уравнение (1.2.2.1)—(1.2.2.2)
может иметь одно или несколько решений, а может вообще не иметь решений.

Замечание 1.20. На каждом этапе число членов рассматриваемого функциональ-
но-дифференциального уравнения можно понижать путем дифференцирования как по
переменной y, так и по переменной x. На первом этапе, например, можно предпо-
ложить, что Φi 6≡ 0 (i — любое, 1 6 i 6 k). Поделив уравнение (1.2.2.1) на Φi и
продифференцировав по x, получим уравнение такого же вида, но с меньшим числом
членов.

При практическом использовании описанного метода путем дифференци-
рования в первую очередь следует «убирать» члены, содержащие старшие
производные или/и наиболее сложные нелинейности. Такой подход позволяет
в итоге получить наиболее простые двучленные уравнения вида (1.4.1.2).

1.4.2. Примеры построения решений с обобщенным
разделением переменных методом дифференцирования

Ниже даны конкретные примеры использования метода дифференцирования
для построения точных решений с обобщенным разделением переменных не-
линейных УрЧП.
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◮ Пример 1.27. Рассмотрим уравнение параболического типа с квадратич-
ной нелинейностью

ut = auuxx + bu2x + c. (1.4.2.1)

Будем искать точные решения с разделением переменных вида

u = ϕ(t)θ(x) + ψ(t). (1.4.2.2)

Подставляя решение (1.4.2.2) в уравнение (1.4.2.1) и группируя слагаемые,
имеем

ψ′
t − c+ ϕ′

tθ = aϕψθ′′xx + ϕ2
[
aθθ′′xx + b(θ′x)

2
]
. (1.4.2.3)

Сначала устраним наиболее сложную нелинейность, стоящую в квадратных
скобках. Разделив соотношение (1.4.2.3) на ϕ2 и продифференцировав по t и x,
получим двучленное функционально-дифференциальное уравнение

(ϕ′
t/ϕ

2)′tθ
′
x = a(ψ/ϕ)′tθ

′′′
xxx. (1.4.2.4)

Разделяя переменные, приходим к обыкновенным дифференциальным уравне-
ниям

θ′′′xxx = Kθ′x, (1.4.2.5)

(ϕ′
t/ϕ

2)′t = aK(ψ/ϕ)′t, (1.4.2.6)

где K — произвольная постоянная. Общее решение уравнения (1.4.2.5) имеет
вид

θ =





A1x
2 +A2x+A3 при K = 0,

A1e
λx +A2e

−λx +A3 при K = λ2 > 0,

A1 sin(λx) +A2 cos(λx) +A3 при K = −λ2 < 0,

(1.4.2.7)

где A1, A2, A3 — произвольные постоянные. Интегрируя уравнение (1.4.2.6),
получим

ϕ =
B

t+ C1
, ψ(t)— любая при K = 0,

ψ = Bϕ+
1

aK

ϕ′

t

ϕ
, ϕ(t)— любая при K 6= 0,

(1.4.2.8)

где B — произвольная постоянная. Подставив решения (1.4.2.7) и (1.4.2.8) в
уравнение (1.4.2.3), можно убрать лишние константы и определить функции ψ
и ϕ. Результаты приводятся ниже.

1◦. Решение при b 6= −a и b 6= − 1
2 a:

u =
c(a+2b)

2(a+b)
(t+C1)+C2(t+C1)

−
a

a+2b − (x+C3)
2

2(a+2b)(t+C1)
(соответствует K = 0),

где C1, C2, C3 — произвольные постоянные.

2◦. Решение при b = −a:

u =
1

aλ2

ϕ′

t

ϕ
+ ϕ(A1e

λx +A2e
−λx) (соответствует K = λ2 > 0),
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где функция ϕ = ϕ(t) определяется из автономного обыкновенного дифферен-
циального уравнения

Z ′′
tt = acλ2 + 4a2λ4A1A2e

2Z , ϕ = eZ ,

решение которого можно получить в неявном виде. В частном случае A1 = 0
или A2 = 0, легко получаем ϕ = C1 exp

(
1
2 acλ

2t2 + C2t
)
.

3◦. Решение при b = −a:

u = − 1

aλ2

ϕ′

t

ϕ
+ ϕ[A1 sin(λx) +A2 cos(λx)] (соответствует K = −λ2 < 0),

где функция ϕ = ϕ(t) определяется из автономного обыкновенного дифферен-
циального уравнения

Z ′′
tt = −acλ2 + a2λ4(A2

1 +A2
2)e

2Z , ϕ = eZ ,

решение которого можно получить в неявном виде.

4◦. При b = − 1
2 a имеется вырожденное решение u = ct+A1.

Вырожденное решение двучленного функционально-дифференциального
уравнения (1.4.2.4) (ϕ = const, ψ = const) приводит к стационарному решению
рассматриваемого уравнения. Подобные решения, здесь и далее, не рассматри-
ваются. ◭

Замечание 1.21. Решения с обобщенным разделением переменных уравнения
(1.4.2.1) другим методом были получены в [159].

◮ Пример 1.28. Рассмотрим опять нелинейное УрЧП третьего порядка

uyuxy − uxuyy = νuyyy, (1.4.2.9)

которое описывает ламинарный пограничный слой на плоской пластине (см.
уравнение (1.3.2.42)).

Ищем решения с обобщенным разделением переменных вида

u = ϕ(x)θ(y) + ψ(x). (1.4.2.10)

Подставляя (1.4.2.10) в (1.4.2.9) и сокращая на ϕ, приходим у функционально-
му дифференциальному уравнению

ϕ′
x[(θ

′
y)

2 − θθ′′yy]− ψ′
xθ

′′
yy = νθ′′′yyy. (1.4.2.11)

Сначала устраним старшую производную. Для этого продифференцируем урав-
нение (1.4.2.11) по x. В результате получим

ϕ′′
xx[(θ

′
y)

2 − θθ′′yy] = ψ′′
xxθ

′′
yy. (1.4.2.12)

Невырожденный случай. Разделяя переменные в (1.4.2.12), имеем

ψ′′
xx = C1ϕ

′′
xx,

(θ′y)
2 − θθ′′yy − C1θ

′′
yy = 0.

Интегрируя, находим неизвестные функции

ϕ(x)— любая, ψ(x) = C1ϕ(x) + C2x+ C3, θ(y) = C4e
λy − C1, (1.4.2.13)



1.4. Решение функционально-дифференциальных уравнений путем дифференцирования 51

где λ— постоянная интегрирования. Подставив (1.4.2.13) в (1.4.2.11), устанав-
ливаем связь между константами: C2 = −νλ. Наконец, с учетом сказанно-
го и формул (1.4.2.10), (1.4.2.13), получаем решение уравнение (1.4.2.9) ви-
да (1.4.2.10):

u = ϕ(x)eλy − νλx+C,

где ϕ(x)—произвольная функция, а C и λ—произвольные постоянные (C=C3,
C4 = 1).

Вырожденный случай. Из (1.4.2.12) следует, что

ϕ′′
xx = 0, ψ′′

xx = 0, θ(y)— произвольная функция. (1.4.2.14)

Дважды интегрируя первые два равенства в (1.4.2.14), получим

ϕ(x) = C1x+ C2, ψ(x) = C3x+ C4. (1.4.2.15)

Подставляя (1.4.2.15) в (1.4.2.11), приходим к ОДУ для θ = θ(y):

C1(θ
′
y)

2 − (C1θ + C3)θ
′′
yy = νθ′′′yyy. (1.4.2.16)

Формулы (1.4.2.10) и (1.4.2.15) совместно с уравнением (1.4.2.16) определяют
точное решение уравнения (1.4.2.9).

Обширный список точных решений уравнения пограничного слоя (1.4.2.9)
и родственных уравнений гидродинамики приведен в справочнике [287]. ◭

◮ Пример 1.29. Двумерные установившиеся движения вязкой несжимае-
мой жидкости описываются уравнениями Навье — Стокса и уравнением нераз-
рывности (1.3.3.2) при Ut = Vt = 0. Эти уравнения путем введения функции
тока u по формулам (1.3.3.3) сводятся к одному нелинейному стационарному
уравнению четвертого порядка:

uy(∆u)x − ux(∆u)y = ν∆∆u, ∆u = uxx + uyy. (1.4.2.17)

Отметим свойство уравнения (1.4.2.17): если u(x, y) — решение данного
уравнения, то и −u(y, x)— решение этого уравнения (в данном примере будут
опускаться решения, которые можно получить из рассматриваемых ниже реше-
ний путем использования описанного свойства; о других свойствах уравнения
(1.4.2.17) см. [287]).

Будем искать точные решения уравнения (1.4.2.17) в виде

u = ϕ(x) + ψ(y). (1.4.2.18)

Подставив (1.4.2.18) в (1.4.2.17), имеем

ψ′
yϕ

′′′
xxx − ϕ′

xψ
′′′
yyy = νϕ′′′′

xxxx + νψ′′′′
yyyy. (1.4.2.19)

Продифференцировав обе части (1.4.2.19) по x и y, устраним члены, содержа-
щие старшие производные. В результате получим

ψ′′
yyϕ

′′′′
xxxx − ϕ′′

xxψ
′′′′
yyyy = 0. (1.4.2.20)
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Невырожденный случай. При ϕ′′
xx 6≡ 0 и ψ′′

yy 6≡ 0, разделяя в (1.4.2.20)
переменные, приходим к линейным обыкновенным дифференциальным урав-
нениям с постоянными коэффициентами

ϕ′′′′
xxxx = Cϕ′′

xx, (1.4.2.21)

ψ′′′′
yyyy = Cψ′′

yy, (1.4.2.22)

которые имеют решения различного вида в зависимости от величины констан-
ты интегрирования C .

1◦. Решения уравнений (1.4.2.21), (1.4.2.22) при C = 0 определяются фор-
мулами

ϕ(x) = A1 +A2x+A3x
2 +A4x

3,

ψ(y) = B1 +B2y +B3y
2 +B4y

3,
(1.4.2.23)

где Ak, Bk — произвольные постоянные (k = 1, 2, 3, 4). Подставив (1.4.2.23) в
(1.4.2.19), находим значения постоянных:

A4 = B4 = 0, An, Bn — любые (n = 1, 2, 3);

Ak = 0, Bk — любые (k = 1, 2, 3, 4);

Bk = 0, Ak — любые (k = 1, 2, 3, 4).

Первые два набора постоянных определяют два известных полиномиальных
решения уравнения (1.4.2.17) второй и третьей степени относительно незави-
симых переменных [27]:

u = C1x
2 + C2x+ C3y

2 + C4y + C5,

u = C1y
3 + C2y

2 + C3y + C4,
(1.4.2.24)

где C1, . . . , C5 — произвольные постоянные.

2◦. Решения уравнений (1.4.2.21), (1.4.2.22) при C = λ2 > 0 имеют вид
ϕ(x) = A1 +A2x+A3e

λx +A4e
−λx,

ψ(y) = B1 +B2y +B3e
λy +B4e

−λy.
(1.4.2.25)

Подставим (1.4.2.25) в (1.4.2.19). После сокращения на λ3 и приведения подоб-
ных членов получим

A3(νλ−B2)e
λx +A4(νλ+B2)e

−λx+B3(νλ+A2)e
λy +B4(νλ−A2)e

−λy = 0.

Приравнивая коэффициенты при экспонентах нулю, находим значения посто-
янных:

A3 = A4 = B3 = 0, A2 = νλ (случай 1),

A3 = B3 = 0, A2 = νλ, B2 = −νλ (случай 2),

A3 = B4 = 0, A2 = −νλ, B2 = −νλ (случай 3).
(Остальные постоянные могут принимать произвольные значения.) Указан-
ные наборы постоянных определяют три решения уравнения (1.4.2.17) вида
(1.4.2.18) [37]:

u = C1e
−λy +C2y + C3 + νλx,

u = C1e
−λx + νλx+ C2e

−λy − νλy + C3,

u = C1e
−λx − νλx+ C2e

λy − νλy + C3,

где λ— произвольная постоянная.
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3◦. Решения уравнений (1.4.2.21), (1.4.2.22) при C = −λ2 < 0 имеют вид

ϕ(x) = A1 +A2x+A3 cos(λx) +A4 sin(λx),

ψ(y) = B1 +B2y +B3 cos(λy) +B4 sin(λy).
(1.4.2.26)

Подстановка выражений (1.4.2.26) в (1.4.2.19) не дает новых действительных
решений.

Вырожденные случаи. В случаях ϕ′′
xx ≡ 0 и ψ′′

yy ≡ 0 уравнение (1.4.2.20)
обращается в тождество соответственно для любой функции ψ=ψ(y) и любой
функции ϕ = ϕ(x). Эти случаи надо рассматривать отдельно. Например, при
ϕ′′
xx ≡ 0 имеем ϕ(x) = Ax + B, где A, B — любые. Подставив эту функцию

в (1.4.2.19), приходим к уравнению −Aψ′′′
yyy = νψ′′′′

yyyy . Его общее решение
описывается формулой ψ(y) = C1 exp(−Ay/ν) + C2y

2 + C3y + C4. В итоге
находим еще одно решение уравнения (1.4.2.17) вида (1.4.2.18):

u = C1e
−λy + C2y

2 + C3y +C4 + νλx (A = νλ, B = 0),

которое с помощью группового анализа было получено в [320].
Обширный список точных решений уравнения (1.4.2.17) и родственных

уравнений гидродинамики приведен в [142, 287]. ◭

Важно отметить, что результаты, полученные для нелинейных уравнений
математической физики с помощью обобщенного разделения переменных, ча-
сто без особых усилий удается существенно обобщить, распространив их на
целые классы нелинейных уравнений более высокого порядка (нередко, даже
произвольного порядка) с более сложными коэффициентами, зависящими от
независимых переменных. Проиллюстрируем сказанное на конкретном при-
мере.

◮ Пример 1.30. Рассмотрим нелинейное уравнение n-го порядка с пере-
менными коэффициентами

uyuxy − uxuyy = f(x)u(n)y , (1.4.2.27)

где f(x) — произвольная функция, n > 1 — любое целое число. В частном
случае n = 3, f(x) = ν = const оно совпадает с уравнением пограничного
слоя (1.3.2.42).

Как и в примере 1.28, ищем точное решение уравнения (1.4.2.27) с обоб-
щенным разделением переменных в виде (1.4.2.10). Подставив (1.4.2.10) в
(1.4.2.27) и сократив на ϕ, получим функционально-дифференциальное урав-
нение

ϕ′
x[(θ

′
y)

2 − θθ′′yy]− ψ′
xθ

′′
yy = f(x)θ(n)y . (1.4.2.28)

Чтобы устранить старшую производную, поделим обе части уравнения
(1.4.2.28) на f = f(x), а затем продифференцируем по x. В результате имеем

(ϕ′
x/f)

′
x[(θ

′
y)

2 − θθ′′yy]− (ψ′
x/f)

′
xθ

′′
yy = 0. (1.4.2.29)
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Невырожденный случай. Разделяя в (1.4.2.29) переменные, получим

(ψ′
x/f)

′
x = C1(ϕ

′
x/f)

′
x,

(θ′y)
2 − θθ′′yy − C1θ

′′
yy = 0.

Интегрируя, приходим к следующим выражениям:

ϕ(x)— любая, ψ(x) = C1ϕ(x) + C2

∫

f(x) dx+ C3, θ(y) = C4e
λy − C1,

(1.4.2.30)
где λ— постоянная интегрирования. Подставив (1.4.2.30) в (1.4.2.28), находим
связь между константами: C2 = −λn−2. Учитывая сказанное, а также форму-
лы (1.4.2.10) и (1.4.2.30), в итоге получим решение уравнения (1.4.2.27) вида
(1.4.2.10):

u = ϕ(x)eλy − λn−2
∫

f(x) dx+ C,

где ϕ(x)— произвольная функция, а C , λ— произвольные постоянные (C = C3,
C4 = 1).

Вырожденный случай. Из уравнения (1.4.2.29) имеем

(ϕ′
x/f)

′
x = 0, (ψ′

x/f)
′
x = 0, θ(y)— любая. (1.4.2.31)

Интегрируя дважды первые два уравнения (1.4.2.31), находим

ϕ(x) = C1

∫

f(x) dx+ C2, ψ(x) = C3

∫

f(x) dx+ C4. (1.4.2.32)

Подставив выражения (1.4.2.32) в (1.4.2.28), приходим к обыкновенному
дифференциальному уравнению для определения функции θ = θ(y):

C1(θ
′
y)

2 − (C1θ + C3)θ
′′
yy = θ(n)y . (1.4.2.33)

В результате получим точное решение уравнения (1.4.2.27) в виде

u =
(
C1

∫
f(x) dx+ C2

)
θ(y) + C3

∫
f(x) dx+ C4,

где функция θ = θ(y) удовлетворяет автономному ОДУ (1.4.2.33).
Отметим, что автономное уравнение (1.4.2.33) имеет точные решения сте-

пенного и экспоненциального вида

θ(y) =
1

C1
[Kn(y +A)2−n − C3], Kn = (−1)n−1 (2n− 3)!

(n− 2)!
(n = 2, 3, . . .);

θ(y) = Aeλy − 1

C1
(λn−2 + C3),

где A, C1, C3 — произвольные постоянные (C1 6= 0). При n = 1 в первом
решении следует положить K1 = 1.

Видно, что процедура построения решения с обобщенным разделением пе-
ременных уравнения пограничного слоя (1.3.2.42) и значительно более общего
уравнения (1.4.2.27) очень похожи и одинаковы по сложности. ◭

Для функционально-дифференциальных уравнений, содержащих много
слагаемых, метод дифференцирования может применяться несколько раз для
последовательного уточнения структуры решений. Проиллюстрируем сказан-
ное на конкретном примере.
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◮ Пример 1.31. Рассмотрим уравнение типа теплопроводности с квадра-
тичной нелинейностью

ut = auuxx + bu2x, (1.4.2.34)

которое является частным случаем уравнения (1.4.2.1) при c = 0.
Ищем решение уравнения (1.4.2.34) в виде

u = ψ(t)ξ(x) + ϕ(t)η(x), (1.4.2.35)

где все четыре функции справа подлежат определению. Подставив (1.4.2.35) в
(1.4.2.34), имеем

ψ′
tξ + ϕ′

tη = ψ2[aξξ′′xx + b(ξ′x)
2] +

+ ψϕ[a(ξη)′′xx + 2(b− a)ξ′xη
′
x] + ϕ2[aηη′′xx + b(η′x)

2]. (1.4.2.36)

Невырожденный случай. Умножая соотношение (1.4.2.36) на подходящие
функции, зависящие от t, а затем дифференцируя по t (три раза), уничтожим
второй член слева и второй и третий члены справа. В результате приходим к
двучленному уравнению

p1(t)ξ = p2(t)[aξξ
′′
xx + b(ξ′x)

2], (1.4.2.37)

где функции p1(t) и p2(t) зависят от ψ и ϕ (конкретный вид этих функций для
дальнейшего пока несуществен).

Нетрудно проверить, что уравнению (1.4.2.37) удовлетворяет функция

ξ(x) = x2, (1.4.2.38)

в которой взят масштабный множитель, равный единице (это всегда можно
сделать за счет перенормировки функции ψ в (1.4.2.35)).

Умножая уравнение (1.4.2.36) на другие подходящие функции, зависящие
от t, а затем дифференцируя по t, уничтожим первый член слева и первый и
третий члены справа. Получим уравнение

q1(t)η = q2(t)[a(ξη)
′′
xx + 2(b− a)ξ′xη

′
x]. (1.4.2.39)

Подставив в него функцию (1.4.2.38), приходим к линейному однородному
уравнению по x:

q1(t)η = q2(t)[a(x
2η)′′xx + 4(b− a)xη′x], (1.4.2.40)

которому удовлетворяет любая степенная функция

η(x) = xk. (1.4.2.41)

Подставив далее функции (1.4.2.38) и (1.4.2.41) в (1.4.2.36), после объеди-
нения членов при разных степенях x получим

[ψ′
t − 2(a+ 2b)ψ2]x2 + {ϕ′

t − [a(k2 − k + 2) + 4bk]ψϕ}xk −
− k[a(k − 1) + bk]ϕ2x2k−2 = 0, (1.4.2.42)

Это соотношение должно тождественно удовлетворяться для любых x. По-
следний член в (1.4.2.42) можно сбалансировать по показателю степени с дву-
мя первыми членами только при k = 2, что соответствует малоинтересному
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решению с простым мультипликативным разделением переменных. Остаются
два случая

k = 0, k =
a

a+ b
, (1.4.2.43)

которые соответствуют обращению в нуль числового множителя при x2k−2.
При k = 0 уравнение (1.4.2.34) имеет решение в виде квадратичного дву-

члена по x. Это решение рассмотрено в примере 1.27 (см. формулу в п. 1◦ при
c = 0).

Второе значение k в (1.4.2.43) приводит к точному решению уравнения
(1.4.2.34) степенного вида по x:

u = ψ(t)x2 + ϕ(t)x
a
a+b , (1.4.2.44)

где b 6= −a, а функции ψ = ψ(t) и ϕ = ϕ(t) удовлетворяют ОДУ

ψ′
t −Aψ2 = 0, ϕ′

t −Bψϕ = 0,

A = 2(a+ 2b), B = a(a+ 2b)(2a + 3b)(a+ b)−2,
(1.4.2.45)

которые получены приравниванием нулю функциональных множителей, стоя-
щих перед степенными функциями x2 и xk в (1.4.2.42). Общее решение систе-
мы (1.4.2.45) имеет вид

ψ = − 1

A(t+ C1)
, ϕ = C2(t+ C1)

−B/A.

Вырожденные случаи. Рассмотрим теперь вырожденные случаи, когда од-
новременно обращаются в нуль левая и правая части двучленного уравнения
(1.4.2.37).

1◦. Пусть в (1.4.2.37) функция p1(t) и выражение в квадратных скобках
равны нулю. В этом случае приходим к простому нелинейному уравнению

aξξ′′xx + b(ξ′x)
2 = 0, (1.4.2.46)

имеющему несколько решений, которые анализируются ниже.
(a) Уравнение (1.4.2.46) для любых a и b имеет вырожденное решение

ξ=1, которое порождает описанные в примере 1.27 точные решения уравнения
(1.4.2.34) (уравнение (1.4.2.34) совпадает с уравнением (1.4.2.1) при c = 0, а
решение (1.4.2.35) при ξ = 1 с точностью до переобозначений совпадает с
решением (1.4.2.2)).

(b) Уравнение (1.4.2.46) при b 6= −a имеет степенное решение ξ = x
a
a+b ,

которое в конечном итоге приводит к рассмотренному ранее решению вида
(1.4.2.44) исходного уравнения (1.4.2.34) (это решение соответствует переобо-
значению функций ξ ⇄ η в (1.4.2.35)).

(c) Уравнение (1.4.2.46) при b = −a имеет экспоненциальное решение ξ =
eλx, которое приводит к решениям, рассмотренным в примере 1.27 (см. п. 2◦

при c = 0 и A2 = 0).
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2◦. Пусть в (1.4.2.37) одновременно обращаются в нуль функции p1(t) и
p2(t). В этом случае в итоге можно получить экспоненциальные и тригономет-
рические решения, рассмотренные ранее в примере 1.27 (см. пп. 2◦ и 3◦ при
c = 0). ◭

◮ Пример 1.32. Рассмотрим ненормированное уравнение Буссинеска

utt + a(uux)x + buxxxx = 0. (1.4.2.47)

Оно встречается в некоторых физических приложениях: распространение
длинных волн в мелкой воде, нелинейные колебания атомов в кристаллической
решетке, колебания в нелинейных струнах, ионно-звуковые волны в плазме
[96, 335, 344].

Решение уравнения (1.4.2.47), как и в примере 1.31, ищем в виде (1.4.2.35).
Подставив (1.4.2.35) в (1.4.2.47), имеем

ψ′′
ttξ + ϕ′′

ttη + aψ2(ξξ′x)
′
x + aψϕ(ξη)′′xx +

+ aϕ2(ηη′x)
′
x + bψξ′′′′xxxx + bϕη′′′′xxxx = 0. (1.4.2.48)

Невырожденный случай. Умножая соотношение (1.4.2.48) на подходящие
функции, зависящие от t, а затем дифференцируя по t, уничтожим все члены
за исключение первого и третьего. В результате приходим к двучленному урав-
нению

p1(t)ξ = p2(t)(ξξ
′
x)

′
x, (1.4.2.49)

где p1(t) и p2(t) зависят от функций ψ и ϕ (конкретный вид этих функций
для дальнейшего пока несуществен). Прямой проверкой можно убедиться, что
уравнению (1.4.2.49) удовлетворяет квадратичная функция ξ = x2.

Умножая уравнение (1.4.2.48) на другие подходящие функции, зависящие
от t, а затем дифференцируя по t, уничтожим все члены за исключение второго
и четвертого. Получим уравнение

q1(t)η = q2(t)(ξη)
′′
xx. (1.4.2.50)

Подставив в него ξ = x2, приходим к линейному (и однородному по x) урав-
нению

q1(t)η = q2(t)(x
2η)′′xx, (1.4.2.51)

которому удовлетворяет любая степенная функция η = xk.
Подставив полученные функции ξ = x2 и η = xk в (1.4.2.48), после объеди-

нения членов при разных степенях x приходим к соотношению

(ψ′′
tt + 6aψ2)x2 + [ϕ′′

tt + a(k + 1)(k + 2)ψϕ]xk +

+ ak(2k − 1)ϕ2x2k−2 + bk(k − 1)(k − 2)(k − 3)ϕxk−4 = 0, (1.4.2.52)

которое должно тождественно удовлетворяться для любых x. Последние два
члена в (1.4.2.52) можно сбалансировать по показателю степени только при
k = −2. В этом случае ϕ = −12b/a = const и функциональный множитель
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в квадратных скобках перед xk в (1.4.2.52) обращается в нуль. В результате
приходим к точному решению уравнения Буссинеска (1.4.2.47) [128]:

u = ψ(t)(x + C1)
2 − 12 b

a(x+ C1)2
. (1.4.2.53)

Здесь в целях общности добавлен сдвиг C1 по переменной x, а функция ψ =
ψ(t) определяется из автономного обыкновенного дифференциального уравне-
ния

ψ′′
tt + 6aψ2 = 0, (1.4.2.54)

общее решение которого можно записать в неявном виде. Уравнение (1.4.2.54)
имеет простое частное решение ψ = −a−1(t+ C2)

−2.
Значению k = 0 в (1.4.2.52) соответствует вырожденное решение, которое

здесь не рассматривается.
Отметим, что в [128, 129] (см. также [286, 287]) приведено много других

точных решений уравнения (1.4.2.47). ◭

1.5. Решение функционально-дифференциальных

уравнений методом расщепления

1.5.1. Предварительные замечания. Описание метода. Принцип
расщепления

При уменьшении числа членов функционально-дифференциального уравне-
ния (1.2.2.1) — (1.2.2.2) с помощью дифференцирования возникают лишние
постоянные интегрирования, которые надо убирать на заключительном этапе
(см. разд. 1.4). Кроме того, порядок полученного уравнения может быть выше
порядка исходного. Чтобы избежать этих трудностей, решение функциональ-
но-дифференциального уравнения удобно свести к последовательному реше-
нию билинейного функционального уравнения стандартного вида и решению
системы обыкновенных дифференциальных уравнений (т. е. исходная задача
расщепляется на две более простые задачи). Ниже дано краткое описание
основных этапов этого метода.

1◦. На первом этапе рассмотрим уравнение (1.2.2.1) как билинейное функ-
циональное уравнение

k∑

n=1

ΦnΨn = 0, (1.5.1.1)

где Φn = Φn[X] и Ψn = Ψn[Y ]— искомые величины (n = 1, . . . , k), а X и Y —
независимые переменные.

Принцип расщепления. Все решения билинейного функционального урав-
нения (1.5.1.1) могут быть представлены в виде совокупности линейных ком-
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бинаций величин Φ1, . . . , Φk и линейных комбинаций величин Ψ1, . . . , Ψk:

k∑

n=1

αniΦn = 0, i = 1, . . . , l;

k∑

n=1

βnjΨn = 0, j = 1, . . . ,m,

(1.5.1.2)

где 1 6 l 6 k− 1 и 1 6m 6 k− 1. Константы αni и βnj в (1.5.1.2) выбираются
так, чтобы билинейное равенство (1.5.1.1) удовлетворялось тождественно (это
всегда можно сделать, как показано ниже в разд. 1.5.2). Важно отметить, что
соотношения (1.5.1.2) носят чисто алгебраический характер и не зависят от
конкретных выражений дифференциальных форм (1.2.2.2).

2◦. На втором этапе последовательно подставляем дифференциальные фор-
мы Φi[X] и Ψj [Y ] из (1.2.2.2) в решения (1.5.1.2). В результате получаем
системы обыкновенных дифференциальных уравнений (эти системы часто яв-
ляются переопределенными) для определения искомых функций ϕp(x) и ψq(y).
Решая эти системы, находим решения с обобщенным разделением переменных
вида (1.2.1.1).

3◦. Вырожденные случаи, когда одна или несколько дифференциальных
форм Φn и/или Ψn обращаются в нуль, необходимо рассматривать отдельно,
используя для остальных форм линейные соотношения вида (1.5.1.2).

Замечание 1.22. Принцип расщепления был впервые применен Биркгофом для
поиска обобщенных автомодельных решений уравнений Навье — Стокса [88].

Замечание 1.23. Важно подчеркнуть, что используемое в методе расщепления
билинейное функциональное уравнение (1.5.1.1) (или (1.2.2.1)) и его решения при фик-
сированном k являются одними и теми же для разных классов исходных нелинейных
уравнений математической физики.

Замечание 1.24. Принцип расщепления можно доказать методом математической
индукции [155, 280] следующим образом.

1◦. Действительно, этот принцип выполняется для k = 2 (см. формулы (1.4.1.2) и
(1.4.1.3)).

2◦. Считаем, что принцип выполняется для произвольного k > 2, т. е. решения
описываются линейными соотношениями вида (1.5.1.2).

3◦. Рассматриваем уравнение (1.5.1.1), в котором k заменено на k+1. Поделим его
на Ψk+1, а затем продифференцируем по Y . В результате получим уравнение такого
же вида, но с меньшим числом членов (см. уравнение (1.4.1.1), в котором k − 1 надо
заменить на k). Его решения даются формулами вида (1.5.1.2), в которых Φn и Ψn надо
заменить соответственно на Φ̃n = Φn и Ψ̃n = (Ψn/Ψk+1)

′

y . Первая группа линейных

соотношений для Φ̃n=Φn остается неизменной. Интегрируя вторую группу линейных
соотношений для Ψ̃n по Y , а затем умножая на Ψk+1, получим снова линейные
соотношения

k∑

n=1

βnjΨn + CjΨk+1 = 0, j = 1, . . . ,m,
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где Cj —произвольные постоянные. Таким образом, из предположения, что для любого
k > 2 решения функционального уравнения (1.5.1.1) определяются линейными соот-
ношениями (1.5.1.2), следует, что решения аналогичного уравнения для k + 1 также
удовлетворяют линейным соотношениям (что и требовалось доказать).

Замечание 1.25. Билинейное функциональное уравнение (1.5.1.1) и его решения
(1.5.1.2) играют важную роль в методах функционального разделения переменных (см.
разд. 2.5.2 и 2.7.1).

Для наглядности на рис. 1.1 изображены основные этапы построения ре-
шений с обобщенным разделением переменных методом расщепления.

Исходное уравнение: ( , , , , , , , , ...) = 0F x  y u  u u u u ux y xx xy yy

Задаем вид решения: = ( ) ( ) + ... + ( ) ( )u x, y( ) 1 1x y x yj y j yn n

Приходим к функционально-дифференциальному уравнению

Получим: ) функциональное уравнение и ( ) определяющую систему ОДУ(а б

Решаем функциональное уравнение: + ... + = 01 1x y x yk k[ ]F Y F Y[ ] [ ] [ ]

Решаем определяющую систему ОДУ

Получаем точное решение исходного уравнения

Ищем ярешени с обобщенным
разделением переменных

Подставляем в
исходное уравнение

Используем принцип
расщепления

Рассматриваем функциональное
уравнение ( )а

Функционалы , из (1.2.2.2)F Yj j

подставляем в определяющую систему ( )б

Находим функции j yi i,

Рис. 1.1. Общая схема построения решений с обобщенным разделением переменных
методом расщепления.

1.5.2. Решения билинейных функциональных уравнений

1◦. На практике для получения решений билинейного функционального
уравнения (1.5.1.1) можно поступать следующим образом. Сначала из множе-
ства Φ1, . . . , Φk произвольно выбираем несколько первых величин Φ1, . . . , Φp
(p < k), а затем представляем их в виде линейных комбинаций оставшихся
величин этого множества Φp+1, . . . , Φk (таким образом задаем первую группу
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соотношений (1.5.1.2)). Заменив в уравнении (1.5.1.1) выбранные величины
Φ1, . . . , Φp линейными комбинациями оставшихся величин, после объединения
членов, пропорциональных Φq (q=p+1, . . . , k), приходим к соотношению вида

k∑

q=p+1

ΩqΦq = 0, Ωq =

k∑

s=1

aqsΨs,

где aqs — некоторые константы. Приравнивая нулю функциональные коэффи-
циенты Ωq (q = p+ 1, . . . , k), получим вторую группу соотношений (1.5.1.2).

В силу симметрии уравнения (1.5.1.1) относительно перестановки функций
Φn⇄Ψn на первом этапе можно выбирать элементы из множества Ψ1, . . . , Ψk.

◮ Пример 1.33. Рассмотрим билинейное функциональное уравнение

Φ1Ψ1 +Φ2Ψ2 +Φ3Ψ3 +Φ4Ψ4 +Φ5Ψ5 = 0. (1.5.2.1)

Будем считать, что первые три функциональных коэффициента Φ1, Φ2, Φ3

являются линейными комбинациями двух последних коэффициентов Φ4 и Φ5:

Φ1 = A1Φ4 +B1Φ5, Φ2 = A2Φ4 +B2Φ5, Φ3 = A3Φ4 +B3Φ5, (1.5.2.2)

где An и Bn — произвольные постоянные. Подставим выражения (1.5.2.2) в
(1.5.2.1) и соберем члены, пропорциональные Φ4 и Φ5:

(A1Ψ1 +A2Ψ2 +A3Ψ3 +Ψ4)Φ4 + (B1Ψ1 +B2Ψ2 +B3Ψ3 +Ψ5)Φ5 = 0.

Приравнивая выражения в скобках нулю, получим

Ψ4 = −A1Ψ1 −A2Ψ2 −A3Ψ3,

Ψ5 = −B1Ψ1 −B2Ψ2 −B3Ψ3.
(1.5.2.3)

Формулы (1.5.2.2), (1.5.2.3) дают одно из решений уравнения (1.5.2.1). Анало-
гичным образом находятся и другие решения. ◭

2◦. Ниже приводятся невырожденные решения двух простых функциональ-
ных уравнений вида (1.5.1.1) (или (1.2.2.1)), которые понадобятся далее для
построения точных решений конкретных нелинейных уравнений с частными
производными.

Трехчленное билинейное функциональное уравнение

Φ1Ψ1 +Φ2Ψ2 +Φ3Ψ3 = 0, (1.5.2.4)

где все Φi — функции одного и того же аргумента, а все Ψi — функции другого
аргумента, имеет два решения:

Φ1 = A1Φ3, Φ2 = A2Φ3, Ψ3 = −A1Ψ1 −A2Ψ2;

Ψ1 = A1Ψ3, Ψ2 = A2Ψ3, Φ3 = −A1Φ1 −A2Φ2,
(1.5.2.5)

где A1, A2 — произвольные постоянные. Функции в правых частях равенств
(1.5.2.5) считаются произвольными. В решениях (1.5.2.5) все функции Φi (в
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первом решении), либо все функции Ψi (во втором решении), пропорциональ-
ны друг другу.

Функциональное уравнение, содержащее четыре слагаемых

Φ1Ψ1 +Φ2Ψ2 +Φ3Ψ3 +Φ4Ψ4 = 0, (1.5.2.6)

имеет решение

Φ1 = A1Φ3 +A2Φ4, Φ2 = A3Φ3 +A4Φ4,

Ψ3 = −A1Ψ1 −A3Ψ2, Ψ4 = −A2Ψ1 −A4Ψ2,
(1.5.2.7)

зависящее от четырех произвольных постоянных Am. Функции в правых ча-
стях равенств (1.5.2.7) считаются произвольными.

Уравнение (1.5.2.6) имеет также два более простых решения, зависящих от
трех произвольных постоянных:

Φ1=A1Φ4, Φ2=A2Φ4, Φ3=A3Φ4, Ψ4=−A1Ψ1−A2Ψ2−A3Ψ3;

Ψ1=A1Ψ4, Ψ2=A2Ψ4, Ψ3=A3Ψ4, Φ4=−A1Φ1−A2Φ2−A3Φ3.
(1.5.2.8)

В решениях (1.5.2.8) все функции Φi, либо все функции Ψi, пропорциональны.
Решение (1.5.2.7) билинейного функционального уравнения (1.5.2.6) чаще,

чем решения (1.5.2.8), позволяет найти решения с обобщенным разделением
переменных нелинейных уравнений с частными производными.

3◦. Можно показать, что билинейное функциональное уравнение (1.5.1.1)
(или (1.2.2.1)) имеет (k − 1) различных невырожденных решений:

Φi(X) = Ci,1Φm+1(X) + Ci,2Φm+2(X) + · · ·+ Ci,k−mΦk(X),

Ψm+j(Y ) = −C1,jΨ1(Y )− C2,jΨ2(Y )− · · · − Cm,jΨm(Y ),

i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , k −m; m = 1, 2, . . . , k − 1;

(1.5.2.9)

где Ci,j — произвольные постоянные. Функции Φm+1(X), . . . , Φk(X) и Ψ1(Y ),
. . . , Ψm(Y ), стоящие в правых частях равенств (1.5.2.9), задаются произвольно.
Общее число линейных соотношений в первой и второй строке (1.5.2.9) равно
k, т. е. совпадает с числом слагаемых в билинейном функциональном урав-
нении (1.5.1.1). Видно, что при фиксированном m решение (1.5.2.9) содержит
m(k −m) произвольных постоянных.

Замечание 1.26. При фиксированном m решение (1.5.2.9) содержит m(k − m)
произвольных постоянных Ci,j . При заданном k наибольшее число произвольных
постоянных имеют следующие решения:

Номер решения Число произвольных постоянных Условия на k

m = 1
2 k

1
4 k

2 k— четное число,

m = 1
2 (k ± 1) 1

4 (k
2 − 1) k— нечетное число.

Именно эти решения билинейного функционального уравнения чаще всего приводят
к нетривиальным решениям с обобщенным разделением переменных в нелинейных
уравнениях с частными производными.
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Ввиду дискретных симметрий билинейных функциональных уравнений от-
носительно различных перестановок искомых величин, символы Φ и Ψ в ре-
шениях (1.5.2.5), (1.5.2.7), (1.5.2.8), (1.5.2.9) можно менять местами: Φp ⇄ Ψp;
также можно делать одновременные парные перестановки Φp ⇄ Φq и Ψp ⇄

Ψq. Повторяя эту процедуру достаточное число раз можно переставить все
символы.

Замечание 1.27. В разд. 2.7.1 также будут описаны некоторые специальные реше-
ния билинейного функционального уравнения (1.5.1.2) для произвольного k.

1.5.3. Примеры построения решений с обобщенным
разделением переменных методом расщепления

Ниже даны конкретные примеры использования метода расщепления для по-
строения точных решений с обобщенным разделением переменных нелиней-
ных УрЧП.

◮ Пример 1.34. Рассмотрим нелинейное уравнение гиперболического ти-
па

utt = a(uux)x + f(t)u+ g(t), (1.5.3.1)

где f(t) и g(t)— произвольные функции.
Ищем решение этого уравнения с обобщенным разделением переменных

вида
u = ϕ(t)θ(x) + ψ(t). (1.5.3.2)

Подставив (1.5.3.2) в (1.5.3.1), после элементарных преобразований получим

aϕ2(θθ′x)
′
x + aϕψθ′′xx + (fϕ− ϕ′′

tt)θ + fψ + g − ψ′′
tt = 0.

Это уравнение можно представить в виде билинейного функционального
уравнения (1.5.2.6), где

Φ1 = (θθ′x)
′
x, Φ2 = θ′′xx, Φ3 = θ; Φ4 = 1,

Ψ1 = aϕ2, Ψ2 = aϕψ, Ψ3 = fϕ− ϕ′′
tt, Ψ4 = fψ + g − ψ′′

tt.
(1.5.3.3)

Подставив в решение (1.5.2.7) выражения (1.5.3.3), приходим к системе обык-
новенных дифференциальных уравнений для определения искомых функций
θ = θ(x), ϕ = ϕ(t), ψ = ψ(t):

(θθ′x)
′
x = A1θ +A2, θ′′xx = A3θ +A4;

fϕ− ϕ′′
tt = −A1aϕ

2 −A3aϕψ, fψ + g − ψ′′
tt = −A2aϕ

2 −A4aϕψ,
(1.5.3.4)

где A1, A2, A3, A4 —произвольные постоянные. Первые два уравнения (1.5.3.4)
представляют собой переопределенную систему ОДУ для одной функции θ.
Второе уравнение является линейным и легко интегрируется; его решение в
зависимости от значения постоянной A3 выражается либо через тригономет-
рические функции (при A3 < 0), либо через гиперболические функции (при
A3 > 0), либо имеет вид квадратичного многочлена (при A3 = 0). Подставляя
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последовательно решения второго уравнения в первое уравнение, приходим к
выводу, что совместное решение этих ОДУ представляет собой квадратичный
многочлен

θ(x) = B2x
2 +B1x+B0, (1.5.3.5)

в котором константы B0, B1, B2 следующим образом выражаются через по-
стоянные An, входящие в систему (1.5.3.4):

A1 = 6B2, A2 = B2
1 − 4B0B2, A3 = 0, A4 = 2B2, (1.5.3.6)

Подставив выражения для коэффициентов (1.5.3.6) в два последних уравнения
(1.5.3.4), получим систему для определения функций ϕ(t) и ψ(t):

ϕ′′
tt = 6aB2ϕ

2 + f(t)ϕ,

ψ′′
tt = [2aB2ϕ+ f(t)]ψ + a(B2

1 − 4B0B2)ϕ
2 + g(t).

(1.5.3.7)

Формулы (1.5.3.2), (1.5.3.5) и система (1.5.3.7) определяют точное решение
уравнения (1.5.3.1) с обобщенным разделением переменных. Первое уравнение
(1.5.3.7) решается независимо; оно линейно в случае B2 = 0 и интегрируется
в квадратурах в случае f(t) = const. Второе уравнение (1.5.3.7) линейно
относительно ψ (при известном ϕ).

При θ 6≡ 0, ϕ 6≡ 0, ψ 6≡ 0 и произвольных f и g уравнение (1.5.3.1) не имеет
других решений вида (1.5.3.2).

Отметим, что в уравнениях (1.5.3.1), (1.5.3.4), (1.5.3.7) вместо постоянной
a может стоять произвольная функция a(t). ◭

Замечание 1.28. Уравнение (1.5.3.1) имеет более общее решение полиномиально-
го вида по x [163]:

u = x2ψ1(t) + xψ2(t) + ψ3(t), (1.5.3.8)

где функции ψi=ψi(t) определяются из обыкновенных дифференциальных уравнений
(штрихи обозначают производные по t):

ψ′′

1 = 6aψ2
1 + f(t)ψ1,

ψ′′

2 = [6aψ1 + f(t)]ψ2,

ψ′′

3 = [2aψ1 + f(t)]ψ3 + aψ2
2 + g(t).

(1.5.3.9)

Второе уравнение (1.5.3.9) имеет частное решение ψ2 = ψ1. Поэтому его общее
решение можно представить в виде [285]:

ψ2 = C1ψ1 + C2ψ1

∫
dt

ψ2
1

.

◮ Пример 1.35. Рассмотрим нелинейное уравнение типа Монжа— Ампера

u2xy + kuxxuyy = f(x)g(y). (1.5.3.10)

При k = −1 уравнения такого вида встречаются в дифференциальной геомет-
рии, газовой динамике и метеорологии.

Будем искать решения с обобщенным разделением переменных в виде

u = ϕ(x)θ(y) + ψ(x). (1.5.3.11)
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Подставив (1.5.3.11) в уравнение (1.5.3.10), получим

kϕϕ′′
xxθθ

′′
yy + kϕψ′′

xxθ
′′
yy + (ϕ′

x)
2(θ′y)

2 − f(x)g(y) = 0. (1.5.3.12)

Это функционально-дифференциальное уравнение можно свести к билинейно-
му функциональному уравнению (1.5.2.6), положив

Φ1 = kϕϕ′′
xx, Φ2 = kϕψ′′

xx, Φ3 = (ϕ′
x)

2, Φ4 = f(x);

Ψ1 = θθ′′yy, Ψ2 = θ′′yy, Ψ3 = (θ′y)
2, Ψ4 = −g(y).

(1.5.3.13)

Подставив (1.5.3.13) в (1.5.2.7), имеем

kϕϕ′′
xx = A1(ϕ

′
x)

2 +A2f(x), kϕψ′′
xx = A3(ϕ

′
x)

2 +A4f(x);

(θ′y)
2 = −A1θθ

′′
yy −A3θ

′′
yy, g(y) = A2θθ

′′
yy +A4θ

′′
yy.

(1.5.3.14)

Функцию ϕ(x) можно определить из первого уравнения. После этого из вто-
рого уравнения находим ψ(x):

ψ(x) =
1

k

∫ x

x0

(x− t)
A3[ϕ

′

t(t)]
2 +A4f(t)

ϕ(t)
dt+B1x+B2,

где B1 и B2 — произвольные постоянные. Третье уравнение служит для опре-
деления θ(y), а последнее уравнение позволяет найти допустимый вид функ-
ции g(y).

При A1 = −k первое уравнение в (1.5.3.14) интегрируется в квадратурах
для любой функции f(x):

ϕ2 =
2A2

k

∫ x

x0

(x− t)f(t) dt+ C1x+ C2,

где C1 и C2 — произвольные постоянные, а x0 — любое число, при котором ин-
теграл существует (если подынтегральное выражение не имеет особенностей,
можно положить x0 = 0).

Третье уравнение в (1.5.3.14) легко интегрируется; при A1 6=0 без ограниче-
ния общности можно положить A3=0 (это достигается сдвигом θ на константу,
что приводит к переопределению ψ в (1.5.3.11), см. замечание 1.4). При A1 6= 0
и A3 =0 решениями этого уравнения являются степенные и экспоненциальные
функции. В частном случае A1 = 0 уравнению удовлетворяет логарифмиче-
ская функция. Последнее соотношение в (1.5.3.14) служит для определения
допустимого вида функции g(y). Указанные результаты приведены в первых
трех строках табл. 1.2. В таблицу включены также три вырожденных случая,
которые соответствуют обращению в нуль вторых производных определяющих
функций в решении (1.5.3.11).

Важно отметить, что определяющие уравнения (1.5.3.14) и первые пять
решений остаются справедливыми при произвольной k = k(x); в этих реше-
ниях дробь 1/k сначала надо внести под знак интеграла, а затем заменить на
функцию 1/k(t). ◭

◮ Пример 1.36. Рассмотрим нелинейное уравнение третьего порядка гид-
родинамического типа

uxt + u2x − uuxx = νuxxx. (1.5.3.15)
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Таблица 1.2. Точные решения вида (1.5.3.11) уравнения типа Монжа — Ампера
(1.5.3.10); a, b, n, λ — свободные параметры (ко всем решениям можно прибавить
сумму C1x+ C2y + C3, где C1, C2, C3 — произвольные постоянные).

№ Функция f(x) Функция g(y) Решение с обобщенным разделением переменных u(x, y)

1 произвольная ayn+by2n+2

(n 6= −1,−2)

u = ϕ(x)yn+2+
a

k(n+1)(n+2)

∫ x

x0

(x− t) f(t)
ϕ(t)

dt;

k(n+1)(n+2)ϕϕ′′

xx+(n+2)2(ϕ′

x)
2 = bf(x)

2 произвольная a ln y+b

y2
u = ϕ(x) ln y+

1

k

∫ x

x0

(x− t) [ϕ
′

t(t)]
2 −bf(t)
ϕ(t)

dt;

kϕϕ′′

xx+af(x) = 0

3 произвольная aeλy+be2λy
u = ϕ(x)eλy+

a

kλ2

∫ x

x0

(x− t) f(t)
ϕ(t)

dt;

kλ2ϕϕ′′

xx+λ
2(ϕ′

x)
2 = bf(x)

4 произвольная произвольная u =
C1

k

∫ x

x0

(x− t)f(t)dt+ 1

C1

∫ y

y0

(y−ξ)g(ξ)dξ

5 произвольная 1
u = ±y

∫ x

x0

√

f(x) dx+ψ(x);

ψ(x)— произвольная функция

6 1 произвольная u = (ax+b)θ(y)+c(ax+b)[ln(ax+b)−1];
a2ckθ′′yy +a

2(θ′y )
2 −g(y) = 0

Ищем точные решения уравнения (1.5.3.15) вида

u = ϕ(t)θ(x) + ψ(t). (1.5.3.16)

Подставив (1.5.3.16) в (1.5.3.15), имеем

ϕ′
tθ

′
x − ϕψθ′′xx + ϕ2

[
(θ′x)

2 − θθ′′xx
]
− νϕθ′′′xxx = 0. (1.5.3.17)

Это функционально-дифференциальное уравнение можно свести к билинейно-
му функциональному уравнению (1.5.2.6), положив

Φ1 = ϕ′
t, Φ2 = ϕψ, Φ3 = ϕ2, Φ4 = νϕ;

Ψ1 = θ′x, Ψ2 = −θ′′xx, Ψ3 = (θ′x)
2 − θθ′′xx, Ψ4 = −θ′′′xxx.

(1.5.3.18)

Первая группа решений. Подставив выражения (1.5.3.18) в (1.5.2.7), полу-
чим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

ϕ′
t = A1ϕ

2 +A2νϕ, ϕψ = A3ϕ
2 +A4νϕ;

(θ′x)
2 − θθ′′xx = −A1θ

′
x +A3θ

′′
xx, θ′′′xxx = A2θ

′
x −A4θ

′′
xx.

(1.5.3.19)

Два последних уравнения в (1.5.3.19) образуют переопределенную систему
ОДУ для одной функции θ (последнее уравнение является линейным и легко
интегрируется). Можно показать, что эти уравнения имеют совместные реше-
ния только при наличии линейной связи между функцией θ и ее производной:

θ′x = B1θ +B2. (1.5.3.20)
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Исключив производные в двух последних уравнениях (1.5.3.19) при помощи
соотношения (1.5.3.20) (и его следствий, полученных путем дифференцирова-
ния), приходим к выводу, что шесть постоянных B1, B2, A1, A2, A3,A4 должны
удовлетворять трем условиям:

B1(A1 +B2 −A3B1) = 0,

B2(A1 +B2 −A3B1) = 0,

B2
1 +A4B1 −A2 = 0.

(1.5.3.21)

Интегрируя уравнение (1.5.3.20), получим

θ =

{
B3 exp(B1x)− B2

B1
при B1 6= 0,

B2x+B3 при B1 = 0,
(1.5.3.22)

где B3 — произвольная постоянная.
Из первых двух уравнений (1.5.3.19) находим функции ϕ и ψ:

ϕ =





A2ν

C exp(−A2νt)− A1
при A2 6= 0,

− 1

A1t+ C
при A2 = 0,

ψ = A3ϕ+A4ν. (1.5.3.23)

Формулы (1.5.3.22), (1.5.3.23) и соотношения (1.5.3.21) позволяют найти
следующие точные решения с обобщенным разделением переменных уравне-
ния (1.5.3.15):

u =
C1e

−λx + 1

λt+C2
+ νλ при A2 = 0, B1 = −A4, B2 = −A1 −A3A4;

u = C1e
−λ(x+βνt) + ν(λ+ β) при A1 = A3 = B2 = 0, A2 = B2

1 +A4B1;

u =
νβ + C1e

−λx

1 + C2e−νλβt
+ ν(λ− β) при A1 = A3B1 −B2, A2 = B2

1 +A4B1;

u =
x+ C1

t+ C2
+ C3 при A2 = B1 = 0, B2 = −A1,

где C1, C2, C3, β, λ — произвольные постоянные (их можно выразить через
Ak, Bk).

Вторая группа решений. Пусть в уравнении (1.5.3.17) все члены, завися-
щие от x, пропорциональны θ′x. В результате получим систему обыкновенных
дифференциальных уравнений

θ′′′xxx = A1θ
′
x, θ′′xx = A2θ

′
x, (θ′x)

2 − θθ′′xx = A3θ
′
x;

ϕ′
t −A2ϕψ +A3ϕ

2 −A1νϕ = 0.
(1.5.3.24)

Переопределенная подсистема, состоящая из первых трех уравнений (1.5.3.24),
допускает два совместных решения:

решение 1: θ = e−λx при A1 = λ2, A2 = −λ, A3 = 0;

решение 2: θ = x при A1 = A2 = 0, A3 = 1.
(1.5.3.25)

Решения (1.5.3.25) вместе с решениями последнего уравнения (1.5.3.24), ко-
торые находятся элементарно, в итоге приводят к двум решениям исходного
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нелинейного дифференциального уравнения (1.5.3.15):

u = ϕ(t)e−λx − ϕ′

t(t)

λϕ(t)
+ νλ,

u =
x

t+C
+ ψ(t),

где ϕ(t) и ψ(t)— произвольные функции, а λ— произвольная постоянная. ◭

◮ Пример 1.37. Вернемся к нелинейному уравнению гидродинамического
типа четвертого порядка (1.4.2.17). Как и в примере 1.29, ищем его решение с
аддитивным разделением переменных в виде (1.4.2.18). В результате приходим
к функционально-дифференциальному уравнению (1.4.2.19), которое предста-
вим в билинейной форме

Φ1Ψ1 +Φ2Ψ2 +Φ3Ψ3 +Φ4Ψ4 = 0, (1.5.3.26)

где использованы следующие обозначения:

Φ1 = ϕ′′′′
xxxx, Φ2 = ϕ′′′

xxx, Φ3 = ϕ′
x, Φ4 = ν;

Ψ1 = ν, Ψ2 = −ψ′
y, Ψ3 = ψ′′′

yyy, Ψ4 = ψ′′′′
yyyy.

(1.5.3.27)

Здесь для удобства верхний ряд функций Φi упорядочен по убыванию порядка
производных функции ϕ. Далее воспользуемся решениями функционального
уравнения (1.5.3.26), приведенными в разд. 1.5.2.

1◦. Подставим выражения (1.5.3.27) в формулы (1.5.2.7), которые содержат
четыре свободных параметра Ai и тождественно удовлетворяют функциональ-
ному уравнению (1.5.3.26). В результате приходим к переопределенной системе
линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-
фициентами

ϕ′′′′
xxxx = A1ϕ

′
x +A2ν, ϕ′′′

xxx = A3ϕ
′
x +A4ν;

ψ′′′
yyy = −A1ν +A3ψ

′
y, ψ′′′′

yyyy = −A2ν +A4ψ
′
y.

(1.5.3.28)

Эти уравнения легко интегрируются: сначала ищутся решения ОДУ третьего
порядка, а затем постоянные интегрирования и параметры уравнений опреде-
ляются путем подстановки полученных решений в ОДУ четвертого порядка.
Далее последовательно рассмотрим три случая: A3 > 0, A3 = 0, A3 < 0.

(a) При A3 = λ2 > 0 первые два уравнения (1.5.3.28) имеет совместное
решение

ϕ = C1e
−λx + C2νx+ C3, (1.5.3.29)

где C1, C2, C3, λ—произвольные постоянные, при условии, что коэффициенты
этих уравнений определяются так:

A1 = −λ3, A2 = C2λ
3, A3 = λ2, A4 = −C2λ

2. (1.5.3.30)

Последние два уравнения (1.5.3.28) с коэффициентами (1.5.3.30) имеют два
различных совместных решения:

ψ = C4e
−λy − νλy, если C2 = λ;

ψ = C4e
λy − νλy, если C2 = −λ.

(1.5.3.31)
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Складывая составляющие решения (1.5.3.29) и (1.5.3.31), получим два решения
уравнения гидродинамического типа (1.4.2.17) вида (1.4.2.18):

u = C1e
−λx + νλx+ C3 + C4e

−λy − νλy;

u = C1e
−λx − νλx+ C3 + C4e

λy − νλy.
(1.5.3.32)

Кроме того, при

A1 = C5λ
2/ν, A2 = −C5λ

3/ν, A3 = λ2, A4 = −λ3,
переопределенная система (1.5.3.28) допускает вырожденное решение по од-
ной переменной (ϕ = νλx + C3) и невырожденное решение по другой пере-
менной (ψ = C4e

−λy + C5y), что приводит к следующему решению исходного
уравнения (1.4.2.17):

u = νλx+ C3 + C4e
−λy + C5y. (1.5.3.33)

Это решение отличается от первого решения (1.5.3.32) при C1 = 0 произволь-
ным множителем C5 при последнем слагаемом.

(b) При A3 = 0 переопределенная система (1.5.3.28) имеет совместное
решение в виде многочленов второй и третьей степени по обеим переменным.
В результате получим решения (1.4.2.24).

(c) При A3 = λ2 < 0 общее решение второго уравнения (1.5.3.28) содержит
тригонометрические функции ϕ(x) =C1 cos(λx)+C2 sin(λx)+A4νλ

−2x+C3,
где Ci—произвольные постоянные. Подставив это решение в первое уравнение
(1.5.3.28), получим C1 = C2 = 0. Аналогичным образом рассматриваются
последние два уравнения (1.5.3.28). Таким образом решение в этом случае
линейным образом зависит от переменных x и y и является частным случаем
решения из п. (b).

2◦. Подставим теперь выражения (1.5.3.27) в верхний ряд формул (1.5.2.8),
которые содержат три свободных параметра Ai и тождественно удовлетворяют
функциональному уравнению (1.5.3.26). Приходим к переопределенной систе-
ме линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными
коэффициентами

ϕ′′′′
xxxx = A1ν, ϕ′′′

xxx = A2ν, ϕ′
x = A3ν;

ψ′′′′
yyyy = −A1ν +A2ψ

′
y −A3ψ

′′′
yyy .

(1.5.3.34)

Первые три уравнения (1.5.3.34) допускают простое совместное решение

ϕ(x) = A3νx, A1 = A2 = 0, A3 — любое. (1.5.3.35)

При таких же значениях коэффициентов Ai общее решение последнего урав-
нения (1.5.3.34) определяется формулой

ψ(y) = C1 exp(−A2y) + C2y
2 +C3y + C4. (1.5.3.36)

Складывая составляющие решения (1.5.3.35) и (1.5.3.36), получим решение
уравнения гидродинамического типа (1.4.2.17) вида (1.4.2.18):

u = νλx+ C1e
−λy + C2y

2 +C3y + C4 (λ = A2).
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Это решение обобщает решение (1.5.3.33) поскольку содержит дополнительное
квадратичное слагаемое C2y

2. ◭

◮ Пример 1.38. Рассмотрим уравнение с экспоненциальной нелинейно-
стью относительно старшей производной:

ut = f(x) exp(auxx). (1.5.3.37)

Ищем точные решения вида

u = ϕ(x)θ(t) + ψ(x). (1.5.3.38)

Подставим (1.5.3.38) в (1.5.3.37), поделим обе части полученного выражения
на f(x), а затем прологарифмируем. Считая ϕ/f > 0, после элементарных
преобразований имеем

aψ′′
xx − ln(ϕ/f) + aθϕ′′

xx − ln θ′t = 0.

Это функционально-дифференциальное уравнение можно записать в билиней-
ной форме (1.5.2.4), положив

Φ1 = aψ′′
xx− ln(ϕ/f), Φ2 = ϕ′′

xx, Φ3 = 1; Ψ1 = 1, Ψ2 = aθ, Ψ3 =− ln θ′t.

Подставив эти выражения в первое решение (1.5.2.5), приходим к обыкновен-
ным дифференциальным уравнениям

Φ1 = aψ′′
xx − ln(ϕ/f) = A1, ϕ′′

xx = A2, ln θ′t = A1 +A2aθ.

Интегрируя, имеем

ϕ(x) =
1

2
A2x

2 + C1x+ C2,

ψ(x) =
1

2a
A1x

2 + C3x+ C4 +
1

a

∫ x

x0

(x− ξ) ln
ϕ(ξ)

f(ξ)
dξ,

θ(t) = − 1

A2a
ln
(
C5 −A2ae

A1t
)
.

(1.5.3.39)

Формулы (1.5.3.38) и (1.5.3.39) описывают точное решение с обобщенным
разделением переменных уравнения (1.5.3.37). ◭

1.6. Метод инвариантных подпространств

1.6.1. Подпространства, инвариантные относительно
нелинейного дифференциального оператора. Описание
метода

Данный раздел посвящен описанию метода инвариантных подпространств∗

[159, 161, 163], который не связан с анализом функционально-дифференциаль-
ных уравнений и существенно отличается от методов, которые обсуждались
ранее в разд. 1.4 и 1.5.

∗В [48, 286, 287] этот метод называется методом Титова — Галактионова.
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Рассмотрим эволюционное уравнение

ut = F [u], (1.6.1.1)

где F [u]— нелинейный дифференциальный оператор вида

F [u] ≡ F (x, u, ux, . . . , u
(n)
x ). (1.6.1.2)

Определение [163]. Конечномерное линейное подпространство

Lk =
{
ϕ1(x), . . . , ϕk(x)

}
, (1.6.1.3)

элементами которого являются всевозможные линейные комбинации линейно-
независимых функций ϕ1(x), . . . , ϕk(x), называется инвариантным относи-

тельно дифференциального оператора F , если F [Lk] ⊆ Lk. В этом случае
существуют функции f1, . . . , fk такие, что

F
[ k∑

i=1

Ciϕi(x)
]
=

k∑

i=1

fi(C1, . . . , Ck)ϕi(x) (1.6.1.4)

для произвольных постоянных C1, . . . , Ck. Отметим, что функции ϕi(x), вхо-
дящие в (1.6.1.4), не должны зависеть от C1, . . . , Ck.

Утверждение 1. Пусть линейное подпространство (1.6.1.3) инвариантно
относительно дифференциального оператора F . Тогда уравнение (1.6.1.1) име-
ет решения с обобщенным разделением переменных вида [163]:

u =

k∑

i=1

ψi(t)ϕi(x), (1.6.1.5)

где функции ψ1(t), . . . , ψk(t) описываются автономной системой обыкновен-
ных дифференциальных уравнений

ψ′
i = fi(ψ1, . . . , ψk), i = 1, . . . , k. (1.6.1.6)

Здесь штрих обозначает производную по t.
Это утверждение доказывается следующим образом. Сначала выражение

(1.6.1.5) подставляется в уравнение (1.6.1.1). Затем используется соотношение
(1.6.1.4), в котором константы Ci заменены на функции ψi = ψi(t). После
объединения членов, пропорциональных ϕi = ϕi(x), получаем равенство

k∑

i=1

[ψ′
i − fi(ψ1, . . . , ψk)]ϕi(x) = 0.

Поскольку функции ϕi линейно независимы, то все выражения в квадратных
скобках надо приравнять нулю. В результате приходим к системе ОДУ (1.6.1.6).

Следующий пример иллюстрирует описанный метод построения решений
с обобщенным разделением переменных.
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◮ Пример 1.39. Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности с
линейным источником

ut = (uux)x + bu. (1.6.1.7)

1◦. Докажем, что трехмерное линейное подпространство степенных функ-
ций вида L3 = {1, x, x2} инвариантно относительно нелинейного дифферен-
циального оператора

F [u] = (uux)x + bu, (1.6.1.8)

определяющего правую часть уравнения (1.6.1.7). Действительно, для произ-
вольных C1, C2, C3 имеет место соотношение

F
[
C1 +C2x+C3x

2
]
= 2C1C3 +C2

2 + bC1 + (6C2C3 + bC2)x+ (6C2
3 + bC3)x

2,

которое показывает, что любой квадратичный многочлен под действием опера-
тора (1.6.1.8) преобразуется в квадратичный многочлен. Из приведенного выше
утверждения 1 следует, что нелинейное уравнение теплопроводности (1.6.1.7)
имеет решение с обобщенным разделением переменных

u = ψ1(t) + ψ2(t)x+ ψ3(t)x
2, (1.6.1.9)

где функции ψi = ψi(t) (i = 1, 2, 3) описываются автономной системой обык-
новенных дифференциальных уравнений первого порядка

ψ′
1 = 2ψ1ψ3 + ψ2

2 + bψ1,

ψ′
2 = 6ψ2ψ3 + bψ2,

ψ′
3 = 6ψ2

3 + bψ3.

Эту систему можно последовательно проинтегрировать, начиная с последнего
уравнения, которое является уравнением Бернулли [253, 285]. В результате
получим точные решения уравнения (1.6.1.7):

u =
A1e

bt

(6ebt + A2)1/3
− bebt

6ebt + A2
(x+A3)

2 при b 6= 0,

u =
A1

(t+ A2)1/3
− 1

6(t+ A2)
(x+A3)

2 при b = 0,

где A1, A2, A3 — произвольные постоянные.
2◦. Покажем, что двумерное линейное подпространство степенных функ-

ций вида L2 = {√x, x2} также инвариантно относительно дифференциального
оператора (1.6.1.8). Действительно, для произвольных C1 и C2 имеет место
соотношение

F
[
C1

√
x+ C2x

2
]
= ( 15

4 C1C2 + bC1)
√
x+ (6C2

2 + bC2)x
2.

Поэтому, используя утверждение 1, приходим к выводу, что нелинейное урав-
нение (1.6.1.7) имеет отличное от (1.6.1.9) решение с обобщенным разделением
переменных вида

u = ψ1(t)
√
x+ ψ2(t)x

2,
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где функции ψi = ψi(t) (i = 1, 2) описываются системой ОДУ первого порядка

ψ′
1 =

15
4 ψ1ψ2 + bψ1,

ψ′
2 = 6ψ2

2 + bψ2.

Интегрируя эту систему, получим решение уравнения (1.6.1.7):

u =
A1e

bt

(6ebt + A2)5/8

√
x+A3 − bebt

6ebt + A2
(x+A3)

2 при b 6= 0,

u =
A1

(t+ A2)5/8

√
x+A3 − 1

6(t+ A2)
(x+A3)

2 при b = 0,

где для общности дополнительно сделан сдвиг по переменной x. ◭

◮ Пример 1.40. Рассмотрим теперь нелинейное параболическое уравнение

ut = auxx + u2x + ku2 + bu+ c. (1.6.1.10)

Покажем, что при k > 0 дифференциальный оператор

F [u] = auxx + u2x + ku2 + bu+ c, (1.6.1.11)

определяющий правую часть уравнения (1.6.1.10), имеет двумерное инвариант-
ное подпространство L2 = {1, cos(x

√
k )}. Действительно, для произвольных

C1 и C2 справедливо равенство

F
[
C1 +C2 cos(x

√
k )

]
= k(C2

1 +C2
2 ) + bC1 + c+C2(2kC1 − ak+ b) cos(x

√
k ).

Поэтому уравнение (1.6.1.10) допускает решение с обобщенным разделением
переменных вида

u = ψ1(t) + ψ2(t) cos(x
√
k ), (1.6.1.12)

где функции ψ1(t) и ψ2(t) описываются автономной системой обыкновенных
дифференциальных уравнений

ψ′
1 = k(ψ2

1 + ψ2
2) + bψ1 + c,

ψ′
2 = ψ2(2kψ1 − ak + b).

(1.6.1.13)
◭

Замечание 1.29. При k > 0 нелинейный дифференциальный оператор F [u] в
(1.6.1.11) допускает трехмерное инвариантное подпространство, содержащее тригоно-
метрические функции L3 =

{
1, sin(x

√
k ), cos(x

√
k )

}
.

При k < 0 нелинейный дифференциальный оператор F [u] в (1.6.1.11) допускает
трехмерное инвариантное подпространство, содержащее гиперболические функции
L3 =

{
1, sh(−x

√
−k ), ch(−x

√
−k )

}
или эквивалентное ему подпространство, содер-

жащее экспоненты L3 =
{
1, exp(−x

√
−k ), exp(x

√
−k )

}
.

При k = 0 нелинейный оператор (1.6.1.11) допускает трехмерное инвариантное
подпространство, содержащее степенные функции L3 = {1, x, x2}.

Замечание 1.30. Более общее уравнение (1.6.1.10), где a = a(t), b = b(t), c =
c(t) — произвольные функции и k = const > 0, также имеет решение с обобщенным
разделением переменных вида (1.6.1.12), где функции ψ1(t) и ψ2(t) описываются
системой обыкновенных дифференциальных уравнений (1.6.1.13).
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◮ Пример 1.41. Рассмотрим нелинейное УрЧП четвертого порядка

ut = −a(uuxxx)x. (1.6.1.14)

Это уравнение описывает течение в пористой среде или в ячейке Хеле-Шоу, ко-
торое образовано двумя несмешивающимися жидкостями, разделенными тон-
кой прослойкой толщины 2u [173, 336].

Покажем, что пятимерное линейное подпространство степенных функций
вида L5 =

{
1, x, x2, x3, x4

}
инвариантно относительно нелинейного диффе-

ренциального оператора

F [u] = (uuxxx)x, (1.6.1.15)

определяющего правую часть уравнения (1.6.1.14). Действительно, для произ-
вольных Ci выполняется соотношение

F
[
C1 + C2x+C3x

2 + C4x
3 + C5x

4
]
= 6(4C1C5 + C2C4) +

+ 12(4C2C5 + C3C4)x+ 18(4C3C5 + C2
4)x

2 + 120C4C5x
3 + 120C2

5x
4,

которое показывает, что любой многочлен четвертой степени под действием
оператора (1.6.1.15) преобразуется в многочлен четвертой степени. Из утвер-
ждения 1 следует, что нелинейное уравнение четвертого порядка (1.6.1.14)
имеет решение с обобщенным разделением переменных

u = ϕ1(t) + ϕ2(t)x+ ϕ3(t)x
2 + ϕ4(t)x

3 + ϕ5(t)x
4,

где функции ϕn = ϕn(t) описываются системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений [163]:

ϕ′
1 = −6a(4ϕ1ϕ5 + ϕ2ϕ4),

ϕ′
2 = −12a(4ϕ2ϕ5 + ϕ3ϕ4),

ϕ′
3 = −18a(4ϕ3ϕ5 + ϕ2

4),

ϕ′
4 = −120aϕ4ϕ5,

ϕ′
5 = −120aϕ2

5.

Эта система легко интегрируется в обратном порядке, начиная с последнего
уравнения. ◭

◮ Пример 1.42. Рассмотрим нелинейный дифференциальный оператор

F [u] = u(m)
x u(n)x . (1.6.1.16)

1◦. Очевидно, что (m+ n+ 1)-мерное инвариантное подпространство

Lm+n = {1, x, x2, . . . , xm+n}, (1.6.1.17)

инвариантно относительно нелинейного оператора (1.6.1.17). В частности, при
m = 0 и n = 2 имеем F [u] = uuxx и L3 = {1, x, x2}.

2◦. Покажем, что трехмерное подпространство

L3 =
{
1, x(m+n)/2, xn+m

}
(1.6.1.18)
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также инвариантно относительно нелинейного оператора (1.6.1.16).
Действительно, последовательно имеем

F [C1 + C2x
(m+n)/2 + C3x

n+m] =

= (C1 + C2x
(m+n)/2 + C3x

n+m)(m)
x (C1 +C2x

(m+n)/2 + C3x
n+m)(n)x =

= (C2a1x
(n−m)/2 + C3b1x

n)(C2a2x
(m−n)/2 + C3b2x

m) =

= C2
2a1a2 + C2C3(a1b2 + a2b1)x

(m+n)/2 + C2
3b1b2x

n+m,

что и требовалось доказать (a1, b1, a2, b2 — численные коэффициенты, которые
не зависят от C1, C2, C3). В частности, при m= 1 и n = 2 имеем F [u] = uxuxx
и L3 = {1, x3/2, x3}. ◭

Замечание 1.31. Более общий, чем (1.6.1.16), нелинейный дифференциальный
оператор

F [u] =

k∑

i=0

aiu
(m+i)
x u(n−i)x (ai — произвольные постоянные)

также допускает (m+ n+ 1)-мерное инвариантное подпространство (1.6.1.17).

В табл. 1.3 приведены некоторые нелинейные дифференциальные операто-
ры и линейные подпространства, инвариантные относительно этих операторов
[163, 287]. Добавление линейного оператора L[u]=αuxx+βux+γu+δ к первым
семи нелинейным операторам не меняет инвариантных подпространств (за
исключением L2 для третьего оператора).

1.6.2. Некоторые модификации и обобщения

Нелинейный оператор параметрически зависит от t. Будем рассматривать
уравнения более общего вида

L1[u] = L2[w], w = F [u], (1.6.2.1)

где L1[u] и L2[w]— линейные дифференциальные операторы по переменной t:

L1[u] ≡
m1∑

i=0

ai(t)u
(i)
t , L2[w] ≡

m2∑

j=0

bj(t)w
(j)
t , (1.6.2.2)

а F [u]— нелинейный дифференциальный оператор по переменной x:

F [u] ≡ F (t, x, u, ux, . . . , u
(n)
x ), (1.6.2.3)

который параметрическим образом может зависеть от t.
Утверждение 2. Пусть линейное подпространство (1.6.1.3) инвариантно

относительно нелинейного дифференциального оператора F в том смысле, что
для произвольных постоянных C1, . . . , Ck имеет место равенство

F
[ k∑

i=1

Ciϕi(x)
]
=

k∑

i=1

fi(t, C1, . . . , Ck)ϕi(x), (1.6.2.4)
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Таблица 1.3. Некоторые нелинейные дифференциальные операторы и линейные под-
пространства, инвариантные относительно этих операторов (a, b, c— константы).

№ Нелинейный оператор F [u] Подпространства, инвариантные относительно F [u]

1 auxx+bu
2
x L3=

{

1, x, x2}

2 auxx+u
2
x+bu

2 L3=
{

1, sin(x
√
b ), cos(x

√
b )

}

при b>0,

L3=
{

1, sh(x
√

|b| ), ch(x
√

|b| )
}

при b<0

3 auuxx+bu
2
x+cu

2

L3=
{

1, sin(λx ), cos(λx )
}

при c/(a+b)=λ2>0,
L3=

{

1, sh(λx ), ch(λx )
}

при c/(a+b)=−λ2<0,
L3=

{

1, x, x2} при c=0,
L2=

{

x2, xβ}, β=a/(a+b) при c=0, a 6=−b

4
uuxx−u2

x

(частный случай
3-го оператора)

L3=
{

1, sin(λx ), cos(λx )
}

, λ— произвольная постоянная,
L3=

{

1, sh(λx ), ch(λx )
}

, λ— произвольная постоянная,
L3=

{

1, x, x2}

5
uuxx− 2

3
u2
x

(частный случай
3-го оператора)

L4=
{

1, x, x2, x3
}

6
uuxx− 3

4
u2
x+au

2

(частный случай
3-го оператора)

L5=
{

1, cos(kx), sin(kx), cos(2kx), sin(2kx)
}

при a=k2>0,
L5=

{

1, ch(kx), sh(kx), ch(2kx), sh(2kx)
}

при a=−k2<0,
L5=

{

1, x, x2, x3, x4
}

при a=0

7 [(au2+bu+c)ux]x L2=
{

1, x
}

8 u2uxx− 1
2
uu2

x+au
3

L3=
{

1, cos(
√
2a x), sin(

√
2a x)

}

при a>0,

L3=
{

1, ch(
√

2|a|x), sh(
√

2|a| x)
}

при a<0,
L3=

{

1, x, x2
}

при a=0

9 uxuxx

L4=
{

1, x, x2, x3
}

,

L3=
{

1, x3/2, x3
}

,
L2=

{

1, ϕ(x)
}

, ϕ′

xϕ
′′

xx=p1+p2ϕ, p1, p2— константы

10 (u2)xxxx
L5=

{

1, x, x2, x3, x4
}

,

L3=
{

x1/2, x3/2, x4
}

11 (u2)
(n)
x

Ln+1={1, x, x2, . . . , xn},
L3=

{

xk/2, xm/2, xn
}

, где k<n и m<n;
k, m, 1

2
(k+m)— неотрицательные целые числа

12 u
(m)
x u

(n)
x

Lm+n+1={1, x, x2, . . . , xm+n},
L3=

{

1, x(m+n)/2, xn+m
}

где функции ϕi(x) не зависят от t и постоянных C1, . . . , Ck. Тогда уравнение
(1.6.2.1) имеет решения с обобщенным разделением переменных вида (1.6.1.5),
где функции ψ1(t), . . . , ψk(t) описываются системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений

L1

[
ψi(t)

]
= L2

[
fi(t, ψ1, . . . , ψk)

]
, i = 1, . . . , k. (1.6.2.5)
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◮ Пример 1.43. Рассмотрим обобщенное уравнение Гудерлея

utt + a1(t)ut = a2(t)uxuxx, (1.6.2.6)

которое при a1(t) = 0 и a2(t) = a, а также при a1(t) = 1/t и a2(t) = a,
используется для описания трансзвуковых газовых течений, где t играет роль
пространственной переменной [177], а γ = a− 1— показатель адиабаты.

Уравнение (1.6.2.6) является частным случаем уравнения (1.6.2.1), где

L1[u] = utt + a1(t)ut, L2[w] = a2(t)w, F [u] = uxuxx.

1◦. Прямой проверкой нетрудно убедиться, что нелинейный дифференци-
альный оператор F [u] = uxuxx допускает трехмерное инвариантное подпро-
странство L3 = {1, x3/2, x3} [58]. Из приведенного выше утверждения 2 сле-
дует, что уравнение (1.6.2.6) имеет решение с обобщенным разделением пере-
менных вида

u = ψ1(t) + ψ2(t)x
3/2 + ψ3(t)x

3, (1.6.2.7)

где функции ψi = ψi(t) (i = 1, 2, 3) описываются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений

ψ′′
1 + a1(t)ψ

′
1 =

9
8 a2(t)ψ

2
2 ,

ψ′′
2 + a1(t)ψ

′
2 =

45
4 a2(t)ψ2ψ3,

ψ′′
3 + a1(t)ψ

′
3 = 18a2(t)ψ

2
3 .

2◦. Оператор F [u] = uxuxx допускает также четырехмерное инвариантное
подпространство L4 = {1, x, x2, x3} [163]. Поэтому уравнение (1.6.2.6) имеет
также решение с обобщенным разделением переменных вида

u = ψ1(t) + ψ2(t)x+ ψ3(t)x
2 + ψ4(t)x

3, (1.6.2.8)

где функции ψi = ψi(t) (i = 1, 2, 3, 4) описываются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений

ψ′′
1 + a1(t)ψ

′
1 = 2a2(t)ψ2ψ3,

ψ′′
2 + a1(t)ψ

′
2 = 2a2(t)(3ψ2ψ4 + 2ψ2

3),

ψ′′
3 + a1(t)ψ

′
3 = 18a2(t)ψ3ψ4,

ψ′′
4 + a1(t)ψ

′
4 = 18a2(t)ψ

2
4 .

Эта система для произвольных функций a1(t) и a2(t) допускает точные реше-
ния в явном виде при ψ3 = const, ψ4 = 0 и сводится к одному линейному ОДУ
второго порядка для функции ψ1 = ψ1(t) при ψ3 6= const, ψ4 = 0.

В заключение отметим, что при a1(t) = 1/t, a2(t) = a уравнение (1.6.2.6)
имеет решение в виде квадратичного многочлена по x [177]:

u = Cx2 + aC2t2x+ 1
8 a

2C3t4,

где C — произвольная постоянная (частный случай решения (1.6.2.8)).
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3◦. Нетрудно показать, что оператор F [u]=uxuxx допускает еще двумерное
инвариантное подпространство L2 = {1, ϕ(x)}, где функция ϕ = ϕ(x) удо-
влетворяет автономному обыкновенному дифференциальному уравнению (для
вывода этого уравнения использован метод, описанный далее в разд. 1.6.3):

ϕ′
xϕ

′′
xx = p1 + p2ϕ, (1.6.2.9)

где p1 и p2 — произвольные постоянные. Общее решение уравнения (1.6.2.9)
можно представить в неявной форме

x =

∫ (
3
2 p2ϕ

2 + 3p1ϕ+ p0
)−1/3

dϕ+ p3, (1.6.2.10)

где p0 и p3 — произвольные постоянные. Таким образом уравнение (1.6.2.6)
имеет решение с обобщенным разделением переменных вида

u = ψ1(t) + ψ2(t)ϕ(x),

где функция ϕ(x) задается неявно выражением (1.6.2.10), а функции ψi = ψi(t)
(i=1, 2) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

ψ′′
1 + a1(t)ψ

′
1 = p1a2(t)ψ

2
2 ,

ψ′′
2 + a1(t)ψ

′
2 = p2a2(t)ψ

2
2 . ◭

Уравнение содержит несколько нелинейных операторов. Рассмотрим
теперь более общие, чем (1.6.2.1), нелинейные уравнения вида

m∑

j=1

Lj[wj ] = 0, wj = Fj [u], j = 1, . . . , m, (1.6.2.11)

где Lj[w] — линейные дифференциальные операторы по переменной t типа
(1.6.2.2), а Fj [u]—нелинейные дифференциальные операторы по переменной x
типа (1.6.1.2) (некоторые из операторов Fj могут быть линейными).

Утверждение 3. Пусть конечномерное линейное подпространство (1.6.1.3)
инвариантно относительно всех дифференциальных операторов Fj [u], т. е. су-
ществуют функции fj1, . . . , fjk такие, что

Fj

[ k∑

i=1

Ciϕi(x)
]
=

k∑

i=1

fji(C1, . . . , Ck)ϕi(x). (1.6.2.12)

Тогда уравнение (1.6.2.11) допускает точное решение с обобщенным разделе-
нием переменных вида (1.6.1.5), где функции ψ1(t), . . . , ψk(t) описываются
системой обыкновенных дифференциальных уравнений

m∑

j=1

Lj
[
fji(ψ1, . . . , ψk)

]
= 0, i = 1, . . . , k. (1.6.2.13)
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◮ Пример 1.44. Представим уравнение гидродинамического типа (1.3.2.45)
в виде суммы

L1[w1] + L2[w2] = 0, (1.6.2.14)

где использованы обозначения

L1[w1] = (w1)t, F1[u] = ux, L2[w2] = w2, F2[u] = u2x − uuxx − νuxxx.

Двумерное линейное подпространство L2 =
{
1, eλx

}
, где λ — произвольная

постоянная, инвариантно относительно обоих операторов F1[u] и F2[u], по-
скольку имеют место соотношения

F1[C1 + C2e
λx] = C2λe

λx, F2[C1 + C2e
λx] = −(C1C2λ

2 + C2νλ
3)eλx.

Поэтому уравнение (1.6.2.14) и эквивалентное ему уравнение (1.3.2.45) имеют
точное решение с обобщенным разделением переменных вида

u = ψ1(t) + ψ2(t)e
λx, (1.6.2.15)

где две функции ψ1(t) и ψ2(t) удовлетворяют одному уравнению

ψ′
2 − λψ1ψ2 − νλ2ψ2 = 0. (1.6.2.16)

Считая теперь ψ2 произвольно заданной функцией, исключим из (1.6.2.15)
функцию ψ1 с помощью (1.6.2.16). В результате приходим к решению (1.3.2.47),
в котором ψ2 переобозначена на ϕ. ◭

Много других нелинейных уравнений и их точных решений с обобщенным
разделением переменных, а также некоторые детализации и обобщения опи-
сываемого метода, можно найти в [13, 58, 159, 161, 163, 287, 340, 341].

Нелинейный оператор содержит производные по обеим переменным.
Рассмотрим уравнение с частными производными общего вида

F [u] = 0, (1.6.2.17)

где F — нелинейный дифференциальный оператор, который явным образом
зависит от x и t и содержит частные производные по этим переменным.

Утверждение 4. Пусть конечномерное линейное подпространство (1.6.1.3)
инвариантно относительно нелинейного оператора F , в том смысле, что для
любого набора функций C1(t), . . . , Ck(t) выполняется соотношение

F
[ k∑

i=1

Ci(t)ϕi(x)
]
=

k∑

i=1

fi[C(t)]ϕi(x),

где использованы краткие обозначения

C(t) = {C1(t), . . . , Ck(t)}, fi[C(t)] = fi(t,C(t),C′
t(t),C

′′
tt(t), . . . ).

Тогда уравнение (1.6.2.17) допускает точное решение вида (1.6.1.5), где функ-
ции ψi(t) определяются из системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений [163]:

fi[ψ(t)] = 0, ψ(t) = {ψ1(t), . . . , ψk(t)}.
Некоторые примеры применения утверждения 4 для построения точных

решений нелинейных УрЧП можно найти в [163].
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1.6.3. Нахождение линейных подпространств, инвариантных
относительно заданного нелинейного оператора

Предварительные замечания. Основные трудности, возникающие при ис-
пользовании метода инвариантных подпространств для построения точных ре-
шений конкретных уравнений, состоят в отыскании линейных подпространств,
инвариантных относительно заданного нелинейного оператора. До сих пор эта
проблема в книге не обсуждалась и неявно предполагалось, что исследователь
заранее знает или из каких-то соображений (например, интуитивных) догадал-
ся, какое множество линейно независимых функций следует использовать при
поиске точных решений нелинейных уравнений с частными производными.
Поэтому сформулированные в разд. 1.6.1 и 1.6.2 утверждения 1—4 на практике
эквиваленты поиску точных решений в виде билинейной суммы (1.6.1.5), в
которой функции ϕi(x) заданы априорно (такой подход соответствует упро-
щенному методу построения решений с обобщенным разделением перемен-
ных, описанному ранее в разд. 1.3). Ниже описан метод, который теоретически
позволяет найти функции ϕi(x).

1◦. Простая ситуация. Чтобы определить независимые базисные функции
ϕi = ϕi(x), подставим линейную комбинацию

∑k
i=1 Ciϕi(x) в нелинейный

дифференциальный оператор (1.6.1.2). В результате получим выражение

F

[ k∑

i=1

Ciϕi(x)

]
= A1(C)Φ1[X] +A2(C)Φ2[X] + · · ·+Am(C)Φm[X] +

+B1(C)ϕ1(x) +B2(C)ϕ2(x) + · · · +Bk(C)ϕk(x), (1.6.3.1)

где Aj(C) и Bi(C) зависят только от C1, . . . , Ck, а функционалы Φj [X] зависят
от x и не зависят от C1, . . . , Ck:

Aj(C) ≡ Aj(C1, . . . , Ck), j = 1, . . . ,m;

Bi(C) ≡ Bi(C1, . . . , Ck), i = 1, . . . , k;

Φj[X] ≡ Φj
(
x, ϕ1, ϕ

′
1, ϕ

′′
1 , . . . , ϕk, ϕ

′
k, ϕ

′′
k

)
.

(1.6.3.2)

Для простоты формулы записаны для случая дифференциального оператора
второго порядка. Для оператора более высокого порядка правые части соот-
ношений (1.6.3.2) будут содержать производные ϕi более высокого порядка.
Функционалы Φ1[X], . . . , Φm[X] предполагаются линейно независимыми, а
Aj(C)— линейно независимые функции C1, . . . , Ck.

Конечномерное линейное подпространство (1.6.1.3) будет инвариантным
относительно нелинейного дифференциального оператора F (1.6.1.2), если все
функционалы Φj[X] (j = 1, . . . ,m) в (1.6.3.1) будут линейными комбинациями
базисных функций ϕi(x) (i = 1, . . . , k). Таким образом для определения базис-
ных функций приходим к системе (обычно переопределенной) обыкновенных
дифференциальных уравнений [163, 287]:

Φj
(
x, ϕ1, ϕ

′
1, ϕ

′′
1 , . . . , ϕk, ϕ

′
k, ϕ

′′
k

)
= pj,1ϕ1+pj,2ϕ2+ · · ·+pj,kϕk, j = 1, . . . ,m,

(1.6.3.3)
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где pj,i — некоторые константы не зависящие от параметров C1, . . . , Ck. Если
для некоторого набора констант pi,j система (1.6.3.3) разрешима (на практике
достаточно найти какое-нибудь частное решение), то функции ϕi = ϕi(x)
определяют линейное подпространство относительно нелинейного дифферен-
циального оператора (1.6.1.2). В этом случае функции, входящие в правую
часть уравнения (1.6.1.4) имеют вид

fi(C)=p1,iA1(C)+p2,iA2(C)+· · ·+pm,iAm(C)+Bi(C), i=1, . . . , k. (1.6.3.4)

Замечание 1.32. Для нелинейного уравнения (1.6.2.17) в общем случае коэффи-
циенты Aj и Bi в (1.6.3.1) и функции fi в (1.6.3.4) будут зависеть от C, C′

t, C′′

tt, . . . .

Замечание 1.33. Анализ нелинейных дифференциальных операторов полезно на-
чинать с поиска двумерных инвариантных подпространств вида L2 = {1, ϕ(x)}.

Утверждение 1. Пусть нелинейный дифференциальный оператор F [u] до-
пускает двумерное инвариантное подпространство вида L2 = {1, ϕ(x)}, где
ϕ(x) = pϕ1(x) + qϕ2(x), p, q— произвольные постоянные, а функции 1, ϕ1(x),
ϕ2(x) линейно независимы. Тогда оператор F [u] также допускает трёхмерное
инвариантное подпространство L3 = {1, ϕ1(x), ϕ2(x)}.

Утверждение 2. Пусть нелинейные дифференциальные операторы F1[u] и
F2[u] допускают инвариантное подпространство Ln = {ϕ1(x), . . . , ϕn(x)}. То-
гда нелинейный оператор pF1[u]+qF2[u], где p и q—произвольные постоянные,
также допускает то же самое инвариантное подпространство.

В частности, операторы F [u] и aF [u] + bu для любых постоянных a и b
имеют одинаковые инвариантные подпространства.

◮ Пример 1.45. Рассмотрим дифференциальный оператор (1.6.1.11). Будем
искать его инвариантные подпространства вида L2 = {1, ϕ(x)}. Имеем

F [C1+C2ϕ(x)] =C2
2 [(ϕ

′
x)

2+kϕ2]+C2aϕ
′′
xx+kC

2
1 +bC1+c+(bC2+2kC1C2)ϕ.

Здесь Φ1[X] = (ϕ′
x)

2 + kϕ2, Φ2[X] = aϕ′′
xx. Следовательно, базисная функция

ϕ(x) должна удовлетворять переопределенной системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

(ϕ′
x)

2 + kϕ2 = p1 + p2ϕ,

ϕ′′
xx = p3 + p4ϕ,

(1.6.3.5)

где p1 = p1,1, p2 = p1,2, p3 = p2,1/a, p4 = p2,2/a.
Исследуем систему (1.6.3.5) на совместность. Для этого продифференци-

руем первое уравнение по x и разделим на ϕ′
x. Имеем ϕ′′

xx = −kϕ + p2/2.
Используем это соотношение для исключения второй производной из второго
уравнения в (1.6.3.5). В результате получим (p4 + k)ϕ + p3 − 1

2 p2 = 0. Чтобы
это соотношение тождественно удовлетворялось, надо положить

p4 = −k, p3 =
1
2 p2. (1.6.3.6)



82 1. МЕТОДЫ ОБОБЩЕННОГО РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ

Решение системы (1.6.3.5) при условии (1.6.3.6) имеет вид

ϕ(x)= px2+qx при k=0 (p1= q2, p2 =4p),

ϕ(x)= p sin
(
x
√
k
)
+q cos

(
x
√
k
)

при k > 0 (p1= kp2+kq2, p2=0),

ϕ(x)= p sh
(
x
√
−k

)
+q ch

(
x
√
−k

)
при k < 0 (p1=−kp2+kq2, p2 =0),

(1.6.3.7)
где p и q— произвольные постоянные.

Поскольку формулы (1.6.3.7) содержат два произвольных параметра p и
q, из утверждения 1 следует, что нелинейный дифференциальный оператор
(1.6.1.11) допускает следующие инвариантные подпространства:

L3 =
{
1, x, x2

}
при k = 0,

L3 =
{
1, sin(x

√
k ), cos(x

√
k )

}
при k > 0,

L3 =
{
1, sh(x

√
−k ), ch(x

√
−k )

}
при k < 0. ◭

◮ Пример 1.46. Рассмотрим уравнение теплопроводности с квадратичной
нелинейностью

ut = f(x)(uux)x, (1.6.3.8)

где нелинейный дифференциальный оператор явно зависит от пространствен-
ной переменной x. Имеем F [u] = f(x)(uux)x. Будем искать инвариантные
подпространства вида L2 = {1, ϕ(x)} оператора F . Получим

F [C1 + C2ϕ(x)] = C2
2f(x)[ϕϕ

′′
xx + (ϕ′

x)
2] + C1C2f(x)ϕ

′′
xx.

Следовательно, Φ1[X] = f(x)[ϕϕ′′
xx + (ϕ′

x)
2] и Φ2[X] = f(x)ϕ′′

xx, а базисная
функция ϕ(x) описывается системой обыкновенных дифференциальных урав-
нений

f(x)[ϕϕ′′
xx + (ϕ′

x)
2] = p1 + p2ϕ,

f(x)ϕ′′
xx = p3 + p4ϕ.

(1.6.3.9)

Найдём вид допустимых функций f(x), для которых переопределенная систе-
ма (1.6.3.9) совместна.

В невырожденном случае ϕ′′
xx 6= 0 исключение f(x) из (1.6.3.9) приводит к

уравнению относительно ϕ:

(p3 + p4ϕ)[ϕϕ
′′
xx + (ϕ′

x)
2] = (p1 + p2ϕ)ϕ

′′
xx. (1.6.3.10)

Любое решение этого уравнения порождает функцию f(x) такую, что

f(x) =
p3 + p4ϕ

ϕ′′
xx

. (1.6.3.11)

Подстановка (ϕ′
x)

2 = 2w(ϕ) приводит (1.6.3.10) к линейному уравнению
первого порядка с разделяющими переменными

[p4ϕ
2 + (p3 − p2)ϕ− p1]w

′
ϕ = −2(p3 + p4ϕ)w,

которое легко интегрируется. Некоторые случаи, когда ϕ(x) выражается явно
через элементарные функции, описаны в табл. 1.4.
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Таблица 1.4. Определяющие функции f(x), входящие в уравнение (1.6.3.8), и соответ-
ствующие им базисные функции ϕ(x); a, b, n, λ— произвольные постоянные (n 6= 2,
λ 6= 0).

№ Функция f(x) Функция ϕ(x) Параметры p1, p2, p3, p4

1 a
1

2a
x2 + bx p1 = ab2, p2 = 3, p3 = 1, p4 = 0

2 axn x2−n p1 = p4 = 0, p2 = a(2−n)(3− 2n), p3 = a(1−n)(2−n)

3 ax2 lnx p4 = a, p2 = p3 =−a, p4 = 0

4 aeλx e−λx p1 = p4 = 0, p2 = 2aλ2, p3 = aλ2

Точные решения уравнения (1.6.3.8) имеют вид u = ψ1(t) + ψ2(t)ϕ(x), где
функции ψm = ψm(t) определяются путем решения автономной системы двух
обыкновенных дифференциальных уравнений

ψ′
1 = p1ψ

2
2 + p3ψ1ψ2,

ψ′
2 = p2ψ

2
2 + p4ψ1ψ2,

штрих обозначает производную по t. Разделив первое уравнение на второе,
можно преобразовать эту систему к одному однородному уравнению первого
порядка, которое легко интегрируется. ◭

Замечание 1.34. Если коэффициент диффузии линейно зависит от концентрации,
то уравнение диффузионного пограничного слоя вблизи твердой поверхности сводится
к уравнению (1.6.3.8), где f(x) = a/x [18, 286]. К уравнениям вида (1.6.3.8) также
приводятся уравнения

ut = a(z)[b(z)uuz]z, (1.6.3.12)

что осуществляется с помощью подстановки x =
∫

dz

b(z)
, где f(x) = a(z). Уравнение

(1.6.3.12), в котором a(z) = z−n и b(z) = zn, описывает нелинейный тепло- и мас-
соперенос в радиально-симметричном случае (n = 1 соответствует плоской задаче, а
n = 2— пространственной задаче).

2◦. Сложная ситуация. Для лучшего понимания дальнейшего материала
рассмотрим отдельно два последних члена суммы в верхнем ряду после знака
равенства в (1.6.3.1)∗:

Am−1(C)Φm−1[X] +Am(C)Φm[X], (1.6.3.13)

которым соответствуют два последних уравнения системы (1.6.3.3). Возможна
ситуация, когда функциональные коэффициенты в (1.6.3.13) связаны линейным
соотношением, например,

Am(C) = βAm−1(C), (1.6.3.14)

∗В общем случае коэффициенты Aj в (1.6.3.1), включая Am−1 и Am в (1.6.3.13), и функции
fi в (1.6.3.4) зависят как от C, так и от производных C′

t, C′′

tt, . . . , см. замечание 1.32.
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где постоянная β не зависит от C. В этом случае, заменив в частичной сумме
(1.6.3.13) Am(C) на Am−1(C), имеем

Am−1(C)(Φm−1[X] + βΦm[X]), (1.6.3.15)

что соответствует образованию нового составного функционала Φ∗
m−1[X] =

Φm−1[X] + βΦm[X]. Рассуждая далее таким же образом, как это делалось
ранее в п. 1◦, приходим к системе из m − 1 уравнения (для ϕi), которая
получается из (1.6.3.3) отбрасыванием последнего уравнения и формальной
заменой Φm−1(. . .) на Φ∗

m−1(. . .). В этом случае в формулах (1.6.3.4) для функ-
циональных коэффициентов fi(C) следует положить Am(C) = 0. Решения
уравнения (1.6.1.1) с оператором (1.6.1.2) ищутся в виде билинейной суммы
(1.6.1.5), где функции ψ1(t), . . . , ψk(t) описываются системой ОДУ (1.6.1.6) (в
правых частях уравнений функции fi определяются по формулам (1.6.3.4), в
которых C надо заменить на ψ), дополненную уравнением (1.6.3.14). Таким об-
разом, система уравнений для определения функций ψi в данном случае будет
переопределенной. Сказанное в полной мере относится также к нелинейному
уравнению общего вида (1.6.2.17).

Вместо одного простого соотношения (1.6.3.14), связывающего два функ-
циональных коэффициента Am(C) и Am−1(C), можно рассматривать также
более сложные линейные соотношения, связывающие бо́льшее число коэффи-
циентов. Кроме того, можно ввести сразу несколько линейных соотношений
такого типа. Это приводит к меньшему числу ОДУ для функций ϕi(x) и пере-
определенным системам для ψi(t).

Указанная ситуация соответствует различным решениям билинейного
функционального уравнения (1.5.1.1), используемым для получения решений
с обобщенным разделением переменных методом расщепления (см. разд. 1.5).
Следует отметить, что в методе расщепления обе независимые переменные
x и t полностью равноправны, а в методе инвариантных подпространств эти
переменные неравноправны: переменная x выбирается в качестве основной,
а переменная t играет роль параметра (поэтому методом инвариантных под-
пространств труднее искать точные решения нелинейных УрЧП, если этих
решений несколько и они существенно различаются).

1.7. Другие нелинейные уравнения, имеющие

решения с обобщенным разделением переменных

1.7.1. Нелинейные уравнения в частных производных
с запаздыванием

Предварительные замечания. Реакционно-диффузионные уравнения с за-
паздыванием. Для математического моделирования сложных явлений и про-
цессов, состояние которых зависит не только от данного момента времени, но
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и от одного или нескольких моментов времени в прошлом, используются диф-
ференциальные уравнения с запаздыванием [366]. Такие уравнения с частными
производными и одним запаздыванием помимо искомой функции u = u(x, t)
содержат также функцию ū = u(x, t− τ), где τ — время запаздывания. Обычно
τ является положительной константой, но встречаются также более сложные
модели, когда τ = τ(t) является заданной функцией времени.

Дифференциальные уравнения с запаздыванием имеют качественные осо-
бенности, которых нет у дифференциальных уравнений без запаздывания [51,
366]. Среди нелинейных УрЧП с запаздыванием в литературе и приложениях
чаще всего встречаются уравнения реакционно-диффузионного типа (см., на-
пример, [51, 242, 296, 301, 302, 366]):

ut = [f(u)ux]x + g(u, ū), ū = u(x, t− τ), (1.7.1.1)

в которых запаздывание входит только в кинетическую функцию g(u, ū).
Термин точное решение в отношении нелинейных уравнений с частными

производными с запаздыванием используется в следующих случаях:
(a) решение выражается в элементарных функциях или в замкнутом виде

в квадратурах;
(b) решение выражается через решения обыкновенных дифференциальных

уравнений или уравнений с запаздыванием (или систем таких уравнений);
Допускаются комбинации случаев (a) — (b).

Замечание 1.35. Если рассматриваемое уравнение зависит от специальных или
произвольных функций, то эти функции должны быть добавлены к элементарным
функциям в п. (a).

Данное определение обобщает понятие точного решения для нелинейных
уравнений с частными производными без запаздывания (см. предисловие).

Решения с простым разделением переменных. Некоторые нелинейные
УрЧП с запаздыванием допускают точные решения с простым разделением пе-
ременных. Проиллюстрируем сказанное на примерах конкретных уравнений,
которые обсуждались в [293, 296, 298].

◮ Пример 1.47. Рассмотрим нелинейное УрЧП реакционно-диффузионно-
го типа с запаздыванием

ut = auxx + uf(ū/u), ū = u(x, t− τ), (1.7.1.2)

где f(z)— произвольная функция.
1◦. Уравнение (1.7.1.2) допускает решение с мультипликативным разделе-

нием переменных, периодическое по пространственной координате x:

u = [C1 cos(λx) + C2 sin(λx)]ψ(t), (1.7.1.3)

где C1, C2, λ— произвольные постоянные, а функция ψ = ψ(t) удовлетворяет
ОДУ с запаздыванием

ψ′
t = −aλ2ψ + ψf(ψ̄/ψ). (1.7.1.4)

Здесь и далее используется обозначение ψ̄ = ψ(t− τ).
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Уравнение с запаздыванием (1.7.1.4) имеет частное решение экспоненци-
ального вида

ψ(t) = C3 exp(−βτ), (1.7.1.5)

где β определяется из алгебраического (трансцендентного) уравнения

aλ2 − β = f(eβτ ).

2◦. Уравнение (1.7.1.2) допускает другое решение с мультипликативным
разделением переменных:

u = [C1 exp(−λx) + C2 exp(λx)]ψ(t), (1.7.1.6)

где λ — произвольная постоянная, а функция ψ = ψ(t) удовлетворяет ОДУ с
запаздыванием

ψ′
t = aλ2ψ + ψf(ψ̄/ψ). (1.7.1.7)

Уравнение с запаздыванием (1.7.1.7) имеет частное решение экспоненци-
ального вида (1.7.1.5), где β определяется из алгебраического (трансцендент-
ного) уравнения

aλ2 + β + f(eβτ ) = 0. ◭

Замечание 1.36. В нелинейном уравнении (1.7.1.2) запаздывание может быть про-
извольной функцией времени τ = τ(t). В этом случае также имеются точные решения
вида (1.7.1.3) и (1.7.1.6), где функции ψ = ψ(t) соответственно удовлетворяют уравне-
ниям (1.7.1.4) и (1.7.1.7), в которых следует положить ψ̄ = ψ(t− τ(t)).

◮ Пример 1.48. Рассмотрим уравнение

ut = auxx + bu+ f(u− ū), ū = u(x, t− τ), (1.7.1.8)

где f(z)— произвольная функция.
1◦. При ab > 0 уравнение (1.7.1.8) допускает решение с аддитивным разде-

лением переменных

u = C1 cos(λx) +C2 sin(λx) + ψ(t), λ =
√
b/a, (1.7.1.9)

где функция ψ = ψ(t) удовлетворяет ОДУ с запаздыванием

ψ′
t = bψ + f(ψ − ψ̄). (1.7.1.10)

2◦. При ab < 0 уравнение (1.7.1.8) допускает решение с аддитивным разде-
лением переменных

u = C1 exp(−λx) + C2 exp(λx) + ψ(t), λ =
√

−b/a, (1.7.1.11)

где функция ψ = ψ(t) удовлетворяет ОДУ с запаздыванием (1.7.1.10).
3◦. При b = 0 уравнение (1.7.1.8) допускает решение с аддитивным разде-

лением переменных
u = C1x

2 + C2x+ ψ(t), (1.7.1.12)

где функция ψ(t) описывается ОДУ с запаздыванием

ψ′
t = 2aC1 + f(ψ − ψ̄). (1.7.1.13)
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Уравнение с запаздыванием (1.7.1.13) имеет линейное по t частное решение

ψ(t) = kt+ C3,

где константа k определяется из алгебраического (трансцендентного) уравне-
ния k = 2aC1 + f(kτ). ◭

Замечание 1.37. В нелинейном уравнении (1.7.1.8) запаздывание может быть про-
извольной функцией времени τ = τ(t). В этом случае также имеются точные решения
(1.7.1.9), (1.7.1.11) и (1.7.1.12), где функции ψ = ψ(t) удовлетворяют уравнениям
(1.7.1.10) и (1.7.1.13), в которых следует положить ψ̄ = ψ(t− τ(t)).

В табл. 1.5 собраны приведенные выше и другие примеры решений с про-
стым (аддитивным или мультипликативным) разделением переменных для не-
скольких нелинейных УрЧП с запаздыванием.

Для всех указанных в табл. 1.5 нелинейных УрЧП с запаздыванием, вхо-
дящие в решения функции ϕ(x) удовлетворяют автономным обыкновенным
дифференциальным уравнениям второго порядка, а функции ψ(t) описыва-
ются обыкновенными дифференциальными уравнениями первого или второго
порядка с запаздыванием. Вместо постоянного времени запаздывания τ во
все нелинейные УрЧП с запаздыванием может входить произвольная заданная
функция времени τ(t); в этом случае в уравнениях для определения функции
ψ = ψ(t) следует положить ψ̄ = ψ(t− τ(t)).

Решения с обобщенным разделением переменных. Для построения точ-
ных решений с обобщенным разделением переменных нелинейных УрЧП с
запаздыванием можно использовать методы, описанные ранее в разд. 1.3— 1.6.

Рассмотрим нелинейное УрЧП, содержащее линейный член с запаздывани-
ем:

ut = F [u] + sū, ū = u(x, t− τ), (1.7.1.14)

где s—некоторая константа, а F [u]—нелинейный дифференциальный оператор
n-го порядка по x вида (1.6.1.2).

Утверждение 1. Пусть линейное подпространство (1.6.1.3) инвариантно
относительно оператора F , т. е. выполняется соотношение (1.6.1.4). Тогда урав-
нение (1.7.1.14) имеет решение с обобщенным разделением переменных вида

u(x, t) =
k∑

i=1

ψi(t)ϕi(x), (1.7.1.15)

где функции ψ1(t), . . . , ψk(t) описываются системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с запаздыванием

ψ′
i = fi(ψ1, . . . , ψn) + sψ̄i, i = 1, . . . , k. (1.7.1.16)

Штрих обозначает производную по t, а ψ̄i = ψi(t− τ).
Отметим, что запаздывание в уравнениях (1.7.1.14) и (1.7.1.16) может зави-

сеть от времени, т. е. τ = τ(t).
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Таблица 1.5. Некоторые нелинейные УрЧП с запаздыванием, которые допускают
решения с простым разделением переменных. Обозначения: w = u(x, t − τ),
ψ̄ = ψ(t− τ), f(z)— произвольная функция, а C — произвольная постоянная.

№ Нелинейное УрЧП с запаздыванием Вид решений Определяющие уравнения

1 ut = auxx+ uf(ū/u) u= ϕ(x)ψ(t)
aϕ′′

xx =Cϕ,

ψ′

t = Cψ+ψf(ψ̄/ψ)

2 ut = auxx+ bu lnu+ uf(ū/u) u= ϕ(x)ψ(t)
aϕ′′

xx = Cϕ− bϕ lnϕ,

ψ′

t = Cψ+ bψ lnψ+ψf(ψ̄/ψ)

3 ut = a(unux)x+ uf(ū/u) u= ϕ(x)ψ(t)
a(ϕnϕ′

x)
′

x = Cϕ,

ψ′

t = Cψn+1 +ψf(ψ̄/ψ)

4 ut = auxx+ bu+ f(u− ū) u= ϕ(x)+ψ(t)
aϕ′′

xx+ bϕ= C,

ψ′

t = bψ+C + f(ψ− ψ̄)

5 ut = a(eλuux)x+ f(u− ū) u= ϕ(x)+ψ(t)
a(eλϕϕ′

x)
′

x = C,

ψ′

t = Ceλψ + f(ψ− ψ̄)

6 utt = auxx+uf(ū/u) u= ϕ(x)ψ(t)
aϕ′′

xx = Cϕ,

ψ′′

tt = Cψ+ψf(ψ̄/ψ)

7 utt = auxx+ bu lnu+uf(ū/u) u= ϕ(x)ψ(t)
aϕ′′

xx = Cϕ− bϕ lnϕ,

ψ′′

tt = Cψ+ bψ lnψ+ψf(ψ̄/ψ)

8 utt = a(unux)x+ uf(ū/u) u= ϕ(x)ψ(t)
a(ϕnϕ′

x)
′

x = Cϕ,

ψ′′

tt = Cψn+1 +ψf(ψ̄/ψ)

9 utt = auxx+ bu+ f(u− ū) u= ϕ(x)+ψ(t)
aϕ′′

xx+ bϕ= C,

ψ′′

tt = bψ+C + f(ψ− ψ̄)

10 utt = a(eλuux)x+ f(u− ū) u= ϕ(x)+ψ(t)
a(eλϕϕ′

x)
′

x = C,

ψ′′

tt = Ceλψ + f(ψ− ψ̄)

Рассмотрим несколько примеров применения утверждения 1 для постро-
ения точных решений нелинейных реакционно-диффузионных уравнений ви-
да (1.7.1.1)

◮ Пример 1.49. Рассмотрим реакционно-диффузионное уравнение с запаз-
дыванием вида (1.7.1.14) с квадратичной нелинейностью

ut = [(a1u+ a0)ux]x + b1u+ b2ū+ c. (1.7.1.17)

Дифференциальный оператор в правой части уравнения при b2 = 0 допус-
кает инвариантное линейное подпространство L3 = {1, x, x2} (поскольку под
действием этого оператора многочлен C1 + C2x + C3x

2 преобразуется в ана-
логичный многочлен с другими коэффициентами). Из утверждения 1 следует,
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что исходное уравнение (1.7.1.17) имеет решение с обобщенным разделением
переменных вида

u = ψ1(t) + ψ2(t)x+ ψ3(t)x
2. (1.7.1.18)

Функции ψi = ψi(t) (i = 1, 2, 3) описываются системой ОДУ с запаздыванием

ψ′
1 = 2a1ψ1ψ3 + a1ψ

2
2 + 2a0ψ3 + b1ψ1 + b2ψ̄1 + c,

ψ′
2 = 6a1ψ2ψ3 + b1ψ + b2ψ̄2, (1.7.1.19)

ψ′
3 = 6a1ψ

2
3 + b1ψ3 + b2ψ̄3,

где ψ̄i = ψi(t− τ). ◭

◮ Пример 1.50. Рассмотрим более сложное реакционно-диффузионное
уравнение с запаздыванием вида (1.7.1.14) с квадратичной нелинейностью

ut = [(a1u+ a0)ux]x + ku2 + b1u+ b2ū+ c, k 6= 0. (1.7.1.20)

1◦. При a1k < 0 дифференциальный оператор в правой части уравнения
(1.7.1.20) при b2 = 0 допускает инвариантное линейное трехмерное подпро-
странство L3 = {1, e−λx, eλx}, где λ =

√
−k/(2a1). В этом случае из утвер-

ждения 1 следует, что уравнение (1.7.1.20) допускает решение с обобщенным
разделением переменных вида

u = ψ1(t) + ψ2(t) exp(−λx) + ψ3(t) exp(λx), λ =

√
− k

2a1
. (1.7.1.21)

Здесь функции ψ = ψn(t) описываются системой ОДУ с запаздыванием

ψ′
1 = kψ2

1 + 2kψ2ψ3 + b1ψ1 + b2ψ̄1 + c,

ψ′
2 = ( 3

2 kψ1 + a0λ
2 + b1)ψ2 + b2ψ̄2,

ψ′
3 = ( 3

2 kψ1 + a0λ
2 + b1)ψ3 + b2ψ̄3,

где ψ̄i = ψi(t− τ) (i = 1, 2, 3).
2◦. При a1k > 0 аналогичным образом можно показать, что уравнение

(1.7.1.20) допускает решение с обобщенным разделением переменных

u = ψ1(t) + ψ2(t) cos(λx) + ψ3(t) sin(λx), λ =

√
k

2a1
, (1.7.1.22)

где функции ψ = ψn(t) описываются системой ОДУ с запаздыванием

ψ′
1 = kψ2

1 +
1
2 k(ψ

2
2 + ψ2

3) + b1ψ1 + b2ψ̄1 + c,

ψ′
2 = ( 3

2 kψ1 + b1 − a0λ
2)ψ2 + b2ψ̄2,

ψ′
3 = ( 3

2 kψ1 + b1 − a0λ
2)ψ3 + b2ψ̄3. ◭

Ниже приведены два более общих утверждения, позволяющих получать
точные решения с обобщенным разделением переменных некоторых нелиней-
ных уравнений в частных производных с запаздыванием.
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Рассмотрим более сложное, чем (1.7.1.14), нелинейное УрЧП с запаздыва-
нием вида

ut = F [u] +

p∑

j=1

sjūj, ūj = u(x, t− τj), (1.7.1.23)

где F [u] — нелинейный дифференциальный оператор n-го порядка по x ви-
да (1.6.1.2), а τj — времена запаздывания (j = 1, . . . , p ), которые считаются
произвольными независимыми константами. Подобные УрЧП с несколькими
временами запаздывания встречаются в литературе (см., например, [113, 171,
194, 355]).

Утверждение 2. Пусть линейное подпространство (1.6.1.3) инвариантно
относительно оператора F , т. е. выполняется соотношение (1.6.1.4). Тогда урав-
нение (1.7.1.23) имеет решение с обобщенным разделением переменных ви-
да (1.7.1.15), где функции ψ1(t), . . . , ψk(t) описываются системой ОДУ с p вре-
менами запаздывания

ψ′
i(t) = fi

(
ψ1(t), . . . , ψk(t)

)
+

p∑

j=1

sjψi(t− τj), i = 1, . . . , k. (1.7.1.24)

Рассмотрим теперь другое нелинейное УрЧП с запаздыванием

L[u] = F [u; ū], ū = u(x, t− τ), (1.7.1.25)

где L[u]— произвольный линейный дифференциальный оператор по t вида

L[u] ≡
q∑

j=1

aj(t)u
(j)
t , (1.7.1.26)

а F [u; ū]— нелинейный дифференциальный оператор по x, содержащий u и ū:

F [u; ū] ≡ F
(
u, ux, uxx . . . , u

(m)
x ; ū, ūx, ūxx, . . . , ū

(r)
x

)
. (1.7.1.27)

Пусть линейно независимые функции ϕ1(x), . . . , ϕk(x) образуют конечно-
мерное линейное подпространство Lk.

Утверждение 3. Пусть C1, . . . , Ck и C̄1, . . . , C̄k—два множества произволь-
ных вещественных констант и пусть существует функции f1, . . . , fk такие что

F
[ k∑

i=1

Ciϕi(x);
k∑

i=1

C̄iϕi(x)
]
=

k∑

i=1

fi(C1, . . . , Cn; C̄1, . . . , C̄n)ϕi(x). (1.7.1.28)

Тогда уравнение (1.7.1.25) имеет решение с обобщенным разделением пере-
менных вида (1.7.1.15), где функции ψ1(t), . . . , ψk(t) описываются системой
обыкновенных дифференциальных уравнений с запаздыванием

L[ψi(t)]=fi
(
ψ1(t), . . . , ψk(t);ψ1(t−τ), . . . , ψk(t−τ)

)
, i=1, . . . , k. (1.7.1.29)
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Утверждение 3 может использоваться для построения решений с обобщен-
ным разделением переменных нелинейных УрЧП с запаздыванием, отличных
от обсуждаемых выше, в том числе гиперболических уравнений с запазды-
ванием. В уравнениях (1.7.1.25) и (1.7.1.29) запаздывание может зависеть от
времени, т. е. τ = τ(t).

Замечание 1.38. Многие реакционно-диффузионные уравнения с запаздыванием
вида (1.7.1.1) и другие нелинейные УрЧП с запаздыванием допускают точные решения
с обобщенным и функциональным разделением переменных [242, 272, 283, 284, 293,
295–297, 299–303] (см. также [50, 229, 293, 295, 298]). Помимо методов, описанных
выше, для построения точных решений таких уравнений можно использовать раз-
личные модификации метода функциональных связей [297, 302], которые здесь не
рассматриваются.

Дифференциально-разностные уравнения с конечным временем релак-
сации. Нелинейные уравнения типа теплопроводности с источником

ut = [f(u)ux]x + g(u) (f > 0), (1.7.1.30)

вывод которых базируется на законе Фурье для теплового потока

q = −λ(u)∇u,
являются уравнениями параболического типа и обладают физически парадок-
сальным свойством — бесконечной скоростью распространения возмущений.
Подобная ситуация не наблюдается на практике, что свидетельствует об огра-
ниченной области применимости таких уравнений. Указанное обстоятельство
привело к необходимости разработки других моделей теплопроводности, кото-
рые дают конечную скорость распространения возмущений. В результате была
разработана более сложная модель теплопроводности, основанная на диффе-
ренциальном законе Каттанео — Вернотте [111, 351] (см. также [56, 154, 212]):

q = −λ(u)∇u− τqt,

которая приводит к уравнению теплопроводности гиперболического типа

τutt + [1− τg′u(u)]ut = [f(u)ux]x + g(u), (1.7.1.31)

где τ — время релаксации считается малым. При τ = 0 уравнение (1.7.1.31)
переходит в (1.7.1.30).

Для теоретического обоснования дифференциальной модели Каттанео —
Вернотте часто (но не всегда) используют дифференциально-разностное соот-
ношение для теплового потока [56, 154, 345]:

q|t+τ = −λ(u)∇u,
в котором левая часть вычисляется в момент времени t + τ , а левая часть — в
момент времени t. В результате приходим к нелинейному дифференциально-
разностному уравнению теплопроводности с конечным временем релаксации

vt = [f(u)ux]x + g(v), v = u(x, t+ τ), (1.7.1.32)
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которое заменой ζ = t+ τ сводится к УрЧП с запаздыванием.
Если формально разложить левую часть уравнения (1.7.1.32) в ряд Тейлора

по малому τ и удержать два главных члена разложения, то получим гипербо-
лическое уравнение теплопроводности (1.7.1.31).

В табл. 1.6 приведены нелинейные дифференциально-разностные УрЧП
вида (1.7.1.32), которые допускают решения с аддитивным или мультиплика-
тивным разделением переменных [293].

Таблица 1.6. Дифференциально-разностные УрЧП вида vt = [f(u)ux]x + g(v), допус-
кающие решения с аддитивным или мультипликативным разделением переменных.
Обозначения: v = u(x, t+ τ), ψ̄ = ψ(t+ τ).

№ f(u) g(v) Вид решений

1 au bv

u=− 1
6 (b/a)(x+C1)

2+ψ(t), ψ̄′

t=− 1
3 bψ+bψ̄;

u=(x+C1)
2ψ(t), ψ̄′

t=6aψ2+bψ̄;
u=ϕ(x)ψ(t), (ϕϕ′

x)
′

x=C1ϕ, ψ̄′

t= aC1ψ
2+bψ̄;

u=C1x+aC
2
1 t+C2 при b=0

2 aun bv
u=(x+C1)

2/nψ(t), ψ̄′

t=2an−2(n+2)ψn+1+bψ̄;
u=ϕ(x)ψ(t), (ϕnϕ′

x)
′

x=C1ϕ, ψ̄′

t= aC1ψ
n+1+bψ̄;

3 aun bvn+1+cv u= ectϕ(x), a(ϕnϕ′

x)
′

x+be
c(n+1)τϕn+1 =0

4 au−1 0
u=

2aC2
1 t+C2

(C1x+C3)2
; u=

2aC2
1 t+C2

sh2(C1x+C3)
;

u=
C2−2aC2

1 t

ch2(C1x+C3)
; u=

2aC2
1 t+C2

cos2(C1x+C3)

5 au−1 b u=ϕ(x)(C1t+C2), a(ϕ′

x/ϕ)
′

x−C1ϕ+b=0

6 au−1 bv+c
u=C1 exp

(
bt− c

2a x
2+C2x

)
;

u=ϕ(x)(C1e
bt+C2), a(ϕ′

x/ϕ)
′

x+bC2ϕ+c=0

7 aeβu b
u= 1

β ln |C1x+C2|+bt+C3;

u= 1
β ln(C1x

2+C2x+C3)+ψ(t); ψ̄′

t=2C1e
βψ+bβ

8 eu aev+b
u= ln[C1 cos(kx)+C2 sin(kx)]+bt+C3, aebτ = k2> 0;
u= ln[C1 ch(kx)+C2 sh(kx)]+bt+C3, aebτ =−k2< 0

В [293] было показано, что уравнение

vt = [(a1u+ a2)ux]x + b1v + b2, v = u(x, t+ τ), (1.7.1.33)

допускает точные решения с обобщенным разделением переменных вида
u= ψ1(t)x+ψ2(t) и u=ψ1(t)x

2+ψ2(t)x+ψ3(t). В частности, при a2 = b2 =0,
a1 = a, b1 = b уравнение (1.7.1.33) имеет решения, допускающие представление
в явной форме

u = C1xe
bt + C2e

bt + C2
1 (a/b)e

2b(t−τ),

u = − b

6a
(x+ C1)

2 + C2e
λt, λ =

1

τ
ln

b

3(b− 1)
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где C1 и C2 — произвольные постоянные (во втором решении b < 0 или b > 1).
В [293] были получены также точные решения более сложных уравнений вида
(1.7.1.32), а также систем таких уравнений.

Отметим, что в [295] были построены точные решения дифференциально-
разностных уравнений гидродинамики с конечной скоростью релаксации

vt + (v · ∇)v = − 1

ρ
∇p+ ν∆u,

∇ · u = 0,
(1.7.1.34)

где v = u(x, t + τ). Уравнения (1.7.1.34) совпадают с уравнениями Навье —
Стокса при τ = 0, а также при t→ ∞ (стационарный случай).

Замечание 1.39. Постановки начально-краевых задач для уравнения (1.7.1.33) и
системы (1.7.1.34) могут быть некорректны по Адамару [206, 295].

1.7.2. Нелинейные интегро-дифференциальные уравнения

Линейные операторы по t, стоящие в уравнениях (1.6.2.1) и (1.6.2.11), мо-
гут быть не только дифференциальными, но и интегральными или интегро-
дифференциальными. В этом случае остаются справедливыми приведенные в
разд. 1.6.2 утверждения 2 и 3, которые позволяют получать решения с обоб-
щенным разделением переменных вида (1.6.1.5), где функции ψ1(t), . . . , ψk(t)
описываются системой уравнений (1.6.2.5). Проиллюстрируем сказанное на
конкретном классе интегро-дифференциальных уравнений.

◮ Пример 1.51. Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение с квад-
ратичной нелинейностью

L[u] = [(au+ b)ux]x + cu, (1.7.2.1)

которое является частным случаем уравнения (1.6.2.1). На данном этапе вид
линейного оператора L[u], действующего по переменной t, конкретизировать
не будем.

Подпространство L3 = {1, x, x2} инвариантно относительно нелинейного
дифференциального оператора F [u] = [(au + b)ux]x + cu. Поэтому уравнение
(1.7.2.1) допускает точные решения вида

u = ψ1(t) + ψ2(t)x+ ψ3(t)x
2, (1.7.2.2)

где функции ψi = ψi(t) удовлетворяют нелинейной системе уравнений

L[ψ1] = 2(aψ1 + b)ψ3 + aψ2
2 + cψ1,

L[ψ2] = 6aψ2ψ3 + cψ2,

L[ψ3] = 6aψ2
3 + cψ3.

(1.7.2.3)

Решение системы (1.7.2.3) ищем в виде

ψ1 = θ +Aψ3, ψ2 = Bψ3, (1.7.2.4)
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где B — произвольная постоянная, а функция θ = θ(t) и константа A подлежат
определению. Второе уравнение (1.7.2.3) удовлетворяется тождественно в силу
второго соотношения (1.7.2.4) и третьего уравнения (1.7.2.3). Исключим ψ1 и
ψ2 из первого уравнения (1.7.2.3) с помощью соотношений (1.7.2.4), а затем
заменим L[ψ3] правой частью последнего уравнения (1.7.2.3). Получим

L[θ] = (2aψ3 + c)θ + 2bψ3 + a(B2 − 4A)ψ2
3 . (1.7.2.5)

Постоянную A выбираем так, чтобы коэффициент при ψ2
3 обращался в нуль.

Имеем
A = 1

4B
2. (1.7.2.6)

В результате приходим к линейному неоднородному уравнению для функции
θ = θ(t):

L[θ] = (2aψ3 + c)θ + 2bψ3. (1.7.2.7)

Далее для конкретности будем рассматривать линейный интегральный опе-
ратор с переменным пределом интегрирования

L[ψ] =

∫ t

0
(t− ξ)ψ(ξ) dξ. (1.7.2.8)

Тогда интегро-дифференциальное уравнение (1.7.2.1) в развернутой форме за-
писывается так: ∫ t

0
(t− ξ)u(x, ξ) dξ = [(au+ b)ux]x + cu. (1.7.2.9)

Найдем точное решение нелинейной системы интегральных уравнений
(1.7.2.3) с оператором (1.7.2.8) при c = 0. Третье уравнение системы (1.7.2.3)
при c = 0 имеет вид

∫ t

0
(t− ξ)ψ3(ξ) dξ = 6aψ2

3 . (1.7.2.10)

Прямой проверкой можно убедиться, что оно допускает точное решение

ψ3 =
1

72a
t2. (1.7.2.11)

Подставив (1.7.2.11) и c = 0 в уравнение (1.7.2.7), ищем его решение в виде
θ = Ctk +m, где C — произвольная постоянная. Для определения показателя
k приходим к квадратному уравнению (k + 1)(k + 2) = 36. Отбросив отрица-
тельный корень, в результате получим

θ = Ctk +
b

17a
, k =

1

2

(
−3 +

√
145

)
. (1.7.2.12)

Используя соотношения (1.7.2.4), (1.7.2.6), (1.7.2.11), (1.7.2.12), находим
двухпараметрическое семейство точных решений нелинейной системы инте-
гральных уравнений (1.7.2.3) при c = 0 с оператором (1.7.2.8):

ψ1 = Ctk +
B2

288 a
t2 +

b

17a
, ψ2 =

B

72 a
t2, ψ3 =

1

72 a
t2, (1.7.2.13)

где B и C — произвольные постоянные, k = 1
2

(
−3 +

√
145

)
. ◭
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1.7.3. Нелинейные уравнения с дробной производной

Дробные интегралы и дробные производные. Ниже даны краткие сведения
о дробных интегралах и дробных производных. Более подробную информацию
по этой теме можно найти в книгах [186, 214, 247, 270, 280, 334].

Определение дробных интегралов. Пусть функция ϕ(t) непрерывна на от-
резке [a, b]. Интеграл

Iµaϕ(t) ≡
1

Γ(µ)

∫ t

a

ϕ(ξ)

(t− ξ)1−µ
dξ, µ > 0, t > a, (1.7.3.1)

где Γ(µ) =
∫∞
0 ξµ−1e−ξdξ — гамма-функция, называется дробным интегралом

Римана — Лиувилля или интегралом дробного порядка µ. Оператор Iµa называ-
ется оператором дробного интегрирования.

Дробное интегрирование обладает свойством

Iµa I
β
aϕ(t) = Iµ+βa ϕ(t), µ > 0, β > 0.

Определение дробных производных. Дробное дифференцирование естест-
венно вводить как операцию обратную к дробному интегрированию. Для фун-
кции f(t), определенной на отрезке [a, b], выражение

Dµ
af(t) =

1

Γ(1− µ)

d

dt

∫ t

a

f(ξ)

(t− ξ)µ
dξ (1.7.3.2)

называется дробной производной Римана — Лиувилля или дробной производной

порядка µ. Здесь предполагается что 0 < µ < 1.
Отметим, что дробный интеграл определен для любого порядка µ > 0,

однако дробная производная пока определена только для 0 < µ < 1.
Если функция f(t) непрерывно дифференцируема на отрезке [a, b], то для

вычисления дробной производной (1.7.3.2) можно использовать формулу

Dµ
af(t) =

1

Γ(1− µ)

[
f(a)

(t− a)µ
+

∫ t

a

f ′

ξ(ξ)

(t− ξ)µ
dξ

]
.

Перейдем теперь к определению дробной производной порядка µ > 1.
Будем использовать следующие обозначения: [µ]— целая часть вещественного
числа µ, а {µ}— дробная часть µ, 0 6 {µ} < 1, так что

µ = [µ] + {µ}.
Если µ— целое число, то под дробной производной порядка µ будет подра-

зумеваться обычная классическая производная

Dµ
a =

(
d

dt

)µ
, µ = 1, 2, . . . .

Если µ не является целым числом, то дробная производная Dµ
af определя-

ется так:

Dµ
af(t) ≡

(
d

dt

)[µ]
D{µ}
a f(t) =

(
d

dt

)[µ]+1
I1−{µ}
a f(t),
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Таким образом, при µ > 0 имеет место формула

Dµ
af(t) =

1

Γ(n− µ)

dn

dtn

∫ t

a

f(ξ)

(t− ξ)µ−n+1
dξ, n = [µ] + 1. (1.7.3.3)

Достаточные условия существования дробных производных (1.7.3.3) обсужда-
ются в [186, 214, 247, 270, 280, 334].

Операторы Dµ
a , входящие в формулы (1.7.3.2) и (1.7.3.3), называются опе-

раторами дробного дифференцирования.
Основные свойства дробных интегралов и дробных производных. Свойства

линейности дробных операторов:

Iµa [C1f1(t) + C2f2(t)] = C1I
µ
af1(t) + C2I

µ
af2(t),

Dµ
a [C1f1(t) + C2f2(t)] = C1D

µ
af1(t) +C2D

µ
af2(t),

где f1(t) и f2(t)— непрерывные функции, которые имеют дробную производ-
ные порядка µ.

При µ > 0 для любой интегрируемой функции ϕ(t) справедливо соотноше-
ние

Dµ
a I

µ
aϕ(t) = ϕ(t). (1.7.3.4)

Пусть функция f(t) непрерывна на отрезке [a, b] и имеет интегрируемую
производную Dµ

af(t). Тогда имеет место формула

IµaD
µ
af(t) = f(t)−

n−1∑

k=0

(x− a)µ−k−1

Γ(µ− k)
f
(n−k−1)
n−µ (a),

где n = [µ] + 1 и fn−µ(t) = In−µa f(t). В частности, при 0 < µ < 1 получим

Iµa D
µ
af(t) = f(t)− f1−µ(a)

Γ(µ)
(t− a)µ−1. (1.7.3.5)

Для степенной функции tλ имеем

Iµ0 t
λ =

Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ µ+ 1)
tλ+µ, µ > 0, λ > −1, t > 0;

Dµ
0 t
λ =

Γ(λ+ 1)

Γ(λ− µ+ 1)
tλ−µ, 0 < µ 6 1, λ 6∈ Z, t > 0.

(1.7.3.6)

Из второй формулы (1.7.3.6) видно, что дробное дифференцирование кон-
станты приводит к степенной функции, пропорциональной t−µ, а не к нулю,
как при обычном дифференцировании.

Таблица дробных производных некоторых элементарных функций приве-
дена в [77]. Следует отметить, что дробные производные экспоненциальной и
простейших тригонометрических функций не являются элементарными функ-
циями.
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Замечание 1.40. Существуют и другие определения дробных производных [186,
214, 247, 270, 334]. В приложениях, например, нередко используется дробная произ-
водная Капуто, которая определяется формулой [109]:

Dµaf(t) =





1

Γ(n− µ)

∫ t

a

f
(n)
ξ (ξ)

(t− ξ)µ−n+1
dξ при n− 1 < µ < n,

f
(n)
t (t) при µ = n, n ∈ N.

(1.7.3.7)

Линейное дробное диффузионное уравнение. Для моделирования аномаль-
ных диффузионных процессов иногда используют дробное диффузионное урав-
нение вида

u
(µ)
t = auxx, 0 < µ < 1, (1.7.3.8)

которое описывает медленную линейную диффузию (субдиффузию). Член в
левой части уравнения (1.7.3.8) обозначает дробную производную Dµ

0u по пе-
ременной t (такое обозначение совпадает со стандартным обозначением част-
ных производных при целых значениях µ).

В [255] была дана физическая интерпретация уравнения (1.7.3.8) для µ =
1/2 в рамках перколяционной (гребешковой) модели. О связи показателя µ с
фрактальной размерностью Хаусдорфа рассматриваемой математической мо-
дели диффузии см. [169, 245]. Теоретические обоснования дробных кинетиче-
ских уравнений диффузии, уравнений диффузии-адвекции и уравнений типа
Фоккера — Планка приведены в [246]. В [234–236] для исследования решений
дробного линейного уравнения (1.7.3.8) применялось преобразование Лапласа
по времени и преобразование Фурье по пространственной переменной (см.
также [170]).

Нелинейные дробные диффузионные уравнения. В последнее время появи-
лось достаточно много публикаций, в которых исследуются симметрии и стро-
ятся точные решения нелинейных УрЧП, содержащих дробные производные
(см., например, [122, 123, 167, 254, 328, 330–332]). Поскольку Dµ

0 является
линейным оператором по t, то сохраняют силу приведенные в разд. 1.6.2 утвер-
ждения 2 и 3 относительно уравнений (1.6.2.1) и (1.6.2.11), в которых линейные
операторы Li (все или некоторые из них) могут быть операторами дробного
дифференцирования.

Продемонстрируем как метод инвариантных подпространств можно исполь-
зовать для построения точных решений нелинейных УрЧП с дробной произ-
водной.

◮ Пример 1.52. Рассмотрим нелинейное уравнение диффузии с дробной
производной по времени

u
(µ)
t = [(au+ b)ux]x. (1.7.3.9)

Это уравнение является частным случаем уравнения (1.7.2.1) при L[u] = u
(µ)
t

и c = 0. Поэтому для построения его точных решений можно использовать
формулы и промежуточные уравнения, полученные в примере 1.51.
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Учитывая сказанное, можно утверждать, что уравнение (1.7.3.9) допускает
точное решение с обобщенным разделением переменных в виде квадратичного
многочлена по x вида (1.7.2.2), где функциональные коэффициенты ψi = ψi(t)
удовлетворяют следующей системе обыкновенных дифференциальных уравне-
ний с дробной производной:

(ψ1)
(µ)
t = 2(aψ1 + b)ψ3 + aψ2

2 ,

(ψ2)
(µ)
t = 6aψ2ψ3,

(ψ3)
(µ)
t = 6aψ2

3 .

(1.7.3.10)

Решение системы (1.7.3.10) ищем в виде

ψ1 = θ + 1
4B

2ψ3, ψ2 = Bψ3, (1.7.3.11)

где B — произвольная постоянная. В результате получим линейное неоднород-
ное уравнение для функции θ = θ(t):

θ
(µ)
t = 2aψ3θ + 2bψ3. (1.7.3.12)

Решение третьего уравнения (1.7.3.10) ищем виде степенной функции ψ3= pt
λ.

Используя вторую формулу (1.7.3.6), находим

ψ3 =
Γ(1− µ)

6aΓ(1− 2µ)
t−µ, µ 6= 1

2
. (1.7.3.13)

Подставив (1.7.3.13) в уравнение (1.7.3.12), ищем его решение в виде

θ = Ctk +m, (1.7.3.14)

где C — произвольная постоянная. После несложных вычислений, имеем

m =
b

a

(
3 Γ(1− 2µ)

Γ2(1− µ)
− 1

)−1
, (1.7.3.15)

а для определения k приходим к трансцендентному уравнению

Γ(k + 1)

Γ(k − µ+ 1)
=

Γ(1− µ)

3 Γ(1− 2µ)
. (1.7.3.16)

Формулы (1.7.2.2), (1.7.3.11), (1.7.3.13), (1.7.3.14) и трансцендентное урав-
нение (1.7.3.16) определяют точное решение с обобщенным разделением пере-
менных нелинейного уравнения диффузии с дробной производной (1.7.3.9). ◭

1.7.4. Псевдодифференциальные уравнения

1◦. Пусть f = f(x)— функция, представимая в виде конечного или беско-
нечного степенного ряда:

f(x) =
∞∑

n=0

βnx
n. (1.7.4.1)

Для простоты будем считать, что радиус сходимости этого ряда бесконечно
большой.
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Функции (1.7.4.1) поставим в соответствие линейный дифференциальный
оператор:

f(Dx) ≡
∞∑

n=0

βn(Dx)
n, Dx =

∂

∂x
. (1.7.4.2)

Такие операторы называются псевдодифференциальными [143] и обладают
свойствами

f(Dx)(C1u1 + C2u2) = C1f(Dx)u1 + C2f(Dx)u2,

[f1(Dx) + f2(Dx)]u = f1(Dx)u+ f2(Dx)u,

где u1, u2, u— произвольные функции.
Отметим также полезные свойства

(Dx)
nE = λnE, f(Dx)E = f(λ)E, где E = eλx,

которые потребуются ниже.
Далее рассмотрим несколько нелинейных дифференциальных уравнений с

оператором (1.7.4.2).

2◦. Покажем, что нелинейное «параболическое» уравнение

ut = f(Dx)(u
2) + au2 + bu+ c (1.7.4.3)

допускает решение с обобщенным разделением переменных вида

u = ϕ(t) + eλxψ(t). (1.7.4.4)

Это утверждение доказывается следующим образом. С учетом представле-
ния (1.7.4.2) и формулы (1.7.4.4) имеем

u2 = ϕ2 + 2ϕψE + ψ2E2, E = eλx,

f(Dx)(u
2) = β0ϕ

2 + 2ϕψE
∞∑

n=0

βnλ
n + ψ2E2

∞∑

n=0

βn(2λ)
n =

= β0ϕ
2 + 2f(λ)ϕψE + f(2λ)ψ2E2, β0 = f(0).

(1.7.4.5)

Подставляя (1.7.4.4) в уравнение (1.7.4.3) и учитывая формулы (1.7.4.5), при-
ходим к системе обыкновенных дифференциальных уравнений для функций
ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t):

ϕ′
t = [a+ f(0)]ϕ2 + bϕ+ c,

ψ′
t = 2[a+ f(λ)]ϕψ + bψ,

(1.7.4.6)

и трансцендентному уравнению для постоянной λ:

f(2λ) + a = 0. (1.7.4.7)

Замечание 1.41. Уравнение (1.7.4.3) и аналогичные уравнения, рассматриваемые
ниже, называются нелинейными псевдодифференциальными уравнениями.
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Замечание 1.42. Трансцендентное уравнение (1.7.4.7) может иметь более одного
корня или не иметь корней вовсе.

◮ Пример 1.53. Рассмотрим уравнение

ut = cos(σDx)(u
2) + au2 + bu+ c, (1.7.4.8)

которое имеет точное решение вида (1.7.4.4), где функции ϕ1 и ϕ2 описыва-
ются системой обыкновенных дифференциальных уравнений (1.7.4.6), причем
f(0) = 1 и f(λ) = cos(σλ), а постоянная λ находится из трансцендентного
уравнения

cos(2σλ) + a = 0. (1.7.4.9)

При −1 6 a 6 1 уравнение (1.7.4.9) имеет бесконечное множество веще-
ственных корней (в частности, при a = 0 имеем λ = 1

2σ (
π
2 + πm), где m =

0,±1,±2, . . . ), которые порождают бесконечное множество точных решений
вида (1.7.4.4). При |a| > 1 уравнение (1.7.4.9) не имеет вещественных корней,
а следовательно, уравнение (1.7.4.8) не имеет вещественных точных решений
вида (1.7.4.4). ◭

Аналогичным образом можно показать, что уравнение (1.7.4.3) допускает
более сложные решения вида

u = ϕ1(t) + ϕ2(t)e
λx + ϕ3(t)e

−λx (1.7.4.10)

при условии, что вещественная константа λ 6= 0 одновременно удовлетворяет
двум трансцендентным уравнениям:

f(2λ) + a = 0, f(−2λ) + a = 0. (1.7.4.11)

В этом случае функции ϕm = ϕm(t) описываются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений

ϕ′
1 = [a+ f(0)](ϕ2

1 + 2ϕ2ϕ3) + bϕ1 + c,

ϕ′
2 = [a+ f(λ)]ϕ1ϕ2 + bϕ2,

ϕ′
3 = [a+ f(−λ)]ϕ1ϕ3 + bϕ3.

(1.7.4.12)

Переопределенная система уравнений(1.7.4.11) во многих случаях приво-
дится к одному уравнению, два из которых указаны ниже:

(a) a — любое число, а функция f(x) — четная: f(x) = f(−x). В этом
случай, переопределенная система приводится к одному уравнению (1.7.4.7),
а из последних двух уравнений в (1.7.4.12) следует что ϕ2 = Cϕ3, где C —
произвольная постоянная.

(b) a = 0, а функция f(x)— нечетная, f(x) = −f(−x).
◮ Пример 1.54. Снова рассмотрим уравнение (1.7.4.8), которое задается

четной функцией f(x) = cos(σx), σ = const, и, следовательно, соответствует
случаю (a). Поэтому уравнение допускает точное решение

u = ϕ1(t) + ϕ2(t)(C1e
λx + C2e

−λx),
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где постоянная λ определяется путем решения трансцендентного уравнения
(1.7.4.9) (здесь была учтено, что ϕ3/ϕ2 = const). Как и в примере 1.53, при
−1 6 a 6 1 существует бесконечное множество вещественных корней λ,
которые порождают бесконечно много точных решений указанного вида. ◭

Пусть f(x) — четная функция, которая соответствует случаю ( a), а урав-
нение (1.7.4.7) имеет чисто мнимый корень λ = ik, где i2 = −1, а k —
вещественное число. Тогда уравнение (1.7.4.3) допускает решение, содержащее
тригонометрические функции:

u = ψ1(t) + ψ2(t) cos(kx) + ψ3(t) sin(kx), (1.7.4.13)

где ψm = ψm(t) описываются системой ОДУ:

ψ′
1 = [a+ f(0)][ψ2

1 +
1
2 (ψ

2
2 + ψ2

3)] + bψ1 + c,

ψ′
2 = [a+ f(ik)]ψ1ψ2 + bψ2,

ψ′
3 = [a+ f(ik)]ψ1ψ3 + bψ3.

(1.7.4.14)

Этот факт можно доказать путем подстановки соотношений

eλx = eikx = cos(kx) + i sin(kx), e−λx = e−ikx = cos(kx)− i sin(kx),

ϕ1 = ψ1, ϕ2 =
ψ2 − iψ3

2
, ϕ3 =

ψ2 + iψ3

2

в решение (1.7.4.10) и уравнения (1.7.4.12) с последующим выделением ве-
щественной и мнимой частей. Следует отметить, что f(ik) = f(−ik) — дей-
ствительное число, а последнее уравнение в (1.7.4.14) можно заменить более
простым уравнением ϕ2 = Cϕ3, где C — произвольная постоянная.

◮ Пример 1.55. Рассмотрим уравнение (1.7.4.8), которое задается четной
функцией f(x) = cos(σx) и соответствует случаю a < −1. Трансцендентное
уравнение (1.7.4.9) имеет два чисто мнимых корня λ = ±ik, где действитель-
ное число k определяется из уравнения ch(k) = −a. Следовательно, уравне-
ние (1.7.4.8) имеет единственное решение вида (1.7.4.13), а оба корня λ = ±ik
порождают одинаковые решения. ◭

◮ Пример 1.56. Аналогичным образом можно показать, что уравнение

ut = f(Dx)(u
2) + g(Dx)u (1.7.4.15)

имеет точное решение вида (1.7.4.4), где функции ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t)
описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

ϕ′
t = f(0)ϕ2 + g(0)ϕ,

ψ′
t = 2f(λ)ϕψ + g(λ)ψ,

(1.7.4.16)

а константа λ определяется из трансцендентного уравнения

f(2λ) = 0. ◭
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3◦. Более сложное уравнение

ut = f(Dx)u g(Dx)u+ h(Dx)u, (1.7.4.17)

где f(D)u g(D)u обозначает произведение функций f(Dx)u и g(Dx)u, также
допускает точное решение вида (1.7.4.4), где функции ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t)
описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений

ϕ′ = f(0)g(0)ϕ2 + h(0)ϕ,

ψ′ = [f(0)g(λ) + g(0)f(λ)]ϕψ + h(λ)ψ,
(1.7.4.18)

а параметр λ удовлетворяет любому из двух трансцендентных уравнений

f(λ) = 0 или g(λ) = 0.

4◦. Вместо «параболических» уравнений (1.7.4.3), (1.7.4.15), (1.7.4.17),
можно рассматривать соответствующие «гиперболические» уравнения, в кото-
рых первая производная ut заменена на вторую производную utt. В качества
примера рассмотрим уравнение

utt = f(Dx)(u
2) + au2 + bu+ c, (1.7.4.19)

параболическим аналогом которого является уравнение (1.7.4.3).
Уравнение (1.7.4.19) имеет решение вида (1.7.4.4), где функции ϕ = ϕ(t) и

ψ=ψ(t) описываются системой обыкновенных дифференциальных уравнений
(1.7.4.6), в которой первые производные ϕ′

t и ψ′
t надо заменить на вторые про-

изводные ϕ′′
tt и ψ′′

tt соответственно, а для параметра λ остается справедливым
уравнение (1.7.4.7). То же самое относится и к решениям (1.7.4.10) и (1.7.4.13);
при этом в системах (1.7.4.12) и (1.7.4.14) первые производные необходимо
заменить соответствующими вторыми производными, а уравнения для λ не
меняются.

5◦. Нелинейные уравнения вида

f(Dt)u = g(Dx)(u
p)

допускают решения в виде произведения функций разных аргументов

u = ϕ(t)ψ1/p(x).

Функции ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t) определяются из обыкновенных дифференци-
альных уравнений

f(Dt)ϕ = Cϕp, g(Dx)ψ = Cψ1/p.



2. Методы функционального
разделения переменных

2.1. Предварительные замечания

2.1.1. Структура решений с функциональным разделением
переменных

1◦. Нелинейные уравнения, полученные заменой u = U(z) из линейных
уравнений математической физики с разделяющимися переменными для фун-
кции z = z(x, t), будут иметь точные решения вида

u(x, t) = U(z), где z =

n∑

m=1

ϕm(x)ψm(t). (2.1.1.1)

Многие нелинейные уравнения с частными производными, которые не сво-
дятся к линейным, также имеют точные решения вида (2.1.1.1). Такие реше-
ния будем называть решениями с функциональным разделением переменных.
В общем случае функции ϕm(x), ψm(t), U(z) в (2.1.1.1) заранее неизвестны и
подлежат определению в ходе дальнейшего исследования. Функцию U будем
называть внешней функцией, а ϕm и ψm — внутренними функциями.

Замечание 2.1. Решение с обобщенным разделением переменных (см. главу 1)
является решением с функциональным разделением переменных частного вида, со-
ответствующим случаю U(z) = z. Наличие внешней функции U в (2.1.1.1), которую
требуется найти, является осложняющим фактором при построении точных решений
с функциональным разделением переменных.

Основная идея, которая лежит в основе метода функционального разделе-
ния переменных, заключается в следующем: дифференциально-функциональ-
ное уравнение, полученное в результате подстановки выражения (2.1.1.1) в
рассматриваемое уравнение с частными производными, надо постараться све-
сти к стандартному билинейному функциональному уравнению (1.5.1.1) из
разд. 1.5.1 (или к дифференциально-функциональному уравнению (1.2.2.1) —
(1.2.2.2) из разд. 1.2.2).

2◦. Часто (в узком смысле) термин уравнение с функциональным разделе-

нием переменных используется для более простых точных решений вида (см.,
например, [3, 48, 141, 176, 205, 248, 249, 376]):

u = U(z), z = ϕ(x) + ψ(t), (2.1.1.2)
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где все три функции U(z), ϕ(x), ψ(t) являются искомыми. При построении
решений (2.1.1.2) считается, что ϕ 6= const и ψ 6= const.

Замечание 2.2. При функциональном разделении переменных поиск решений про-
стейшего вида u = U(ϕ(x) + ψ(t)) и u = U(ϕ(x)ψ(t)) приводит к одинаковым
результатам, поскольку справедливо представление U(ϕ(x)ψ(t)) = U1(ϕ1(x)+ψ1(t)),
где U1(z) = U(ez), ϕ1(x) = lnϕ(x), ψ1(t) = lnψ(t).

3◦. В случае линейных функций ϕ(x) = κx и ψ(t) = λt, где κ и λ —
константы, решение (2.1.1.2) принимает вид [48, 174, 197, 287]:

u = U(z), z = κx+ λt, (2.1.1.3)

и называется решением типа бегущей волны. Уравнения с частными производ-
ными, которые не зависят явно от независимых переменных x и t, вида

F (u, ux, ut, uxx, uxt, utt, . . . ) = 0, (2.1.1.4)

как правило, имеют решения типа бегущей волны (2.1.1.3), где κ и λ— произ-
вольные постоянные, а функция U(z) описывается обыкновенным дифферен-
циальным уравнением

F (U, κU ′
z , λU

′
z, κ

2U ′′
zz, κλU

′′
zz, λ

2U ′′
zz, . . . ) = 0. (2.1.1.5)

Замечание 2.3. Иногда (весьма редко) встречаются уравнения вида (2.1.1.4), ко-
торые не имеют решений типа бегущей волны (2.1.1.3). В таких случаях левая часть
уравнения (2.1.1.5) при любых κ и λ будет отлична от нуля.

◮ Пример 2.1. Неоднородное уравнение Монжа — Ампера

u2xt − uxxutt + 1 = 0,

которое является уравнением вида (2.1.1.4), не имеет решений типа бегущей
волны, поскольку подстановка выражения (2.1.1.3) в рассматриваемое уравне-
ние приводит к неверному равенству 1 = 0. ◭

◮ Пример 2.2. Легко проверить, что нелинейное уравнение вида (2.1.1.4):

u2xutt − u2tuxx + a = 0

при a 6= 0 также не имеет решений типа бегущей волны. ◭

4◦. Иногда используется неявное представление решений с функциональ-
ным разделением переменных вида

Z(u) = ϕ(x) + ψ(t), (2.1.1.6)

где функции Z(u), ϕ(x), ψ(t) подлежат определению в ходе дальнейшего ис-
следования (см., например, [189, 205, 322, 374]).

Более общее, чем (2.1.1.6), представление решений с функциональным раз-
делением переменных в неявной форме, которое применялось в [44, 273, 274],
будет описано далее в разд. 2.5.
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5◦. В общем случае термин решение с функциональным разделением пере-

менных в отношении нелинейных УрЧП с двумя независимыми переменными
используется для точных решений, которые можно представить в виде нели-
нейной суперпозиции [42, 278, 309]:

u = U(z), z = ϕ(x, t), (2.1.1.7)

где искомые функции U(z) и ϕ(x, t) описываются соответственно переопре-

деленным системами ОДУ и УрЧП. В простейших случаях каждая из этих
функций может удовлетворять одну уравнению.

Метод поиска решений с функциональным разделением переменных вида
(2.1.1.7) излагается в разд. 2.6.

В разд. 2.7 описан также более эффективный метод, который основан на
построении точных решений в неявной форме

ϑ =

∫
ζ(u) du,

где функции ϑ = ϑ(x, t) и ζ = ζ(u) определяются в ходе дальнейшего анализа
с помощью обобщенного принципа расщепления.

2.1.2. Прямое и непрямое функциональное разделение
переменных

Необходимо различать прямое и непрямое функциональное разделение перемен-

ных, которые основаны на одинаковом представлении решений в виде (2.1.1.1)
(или (2.1.1.2), или (2.1.1.6), или (2.1.1.7)). На первом этапе прямого функ-
ционального разделения переменных, используемое представление решения
подставляется в рассматриваемое УрЧП, после чего анализируется получен-
ное функционально-дифференциальное уравнение (см., например, [42, 272–
275, 287]). На первом этапе непрямого функционального разделения перемен-
ных, используемое представление решения заменяется одной или несколькими
эквивалентными дифференциальными связями∗, а затем состоящая из рассмат-
риваемого уравнения и дифференциальных связей переопределенная система
УрЧП исследуется на совместность (см., например, [189, 205, 277, 318]).

В данной главе будут применяться прямые методы построения точных ре-
шений нелинейных уравнений с частными производными, которые основаны
на прямом функциональном разделении переменных. Эти методы приводят к
меньшему числу промежуточных выкладок и технически проще, чем непрямые
методы, базирующиеся на использовании эквивалентных дифференциальных
связей.

∗Любое дифференциальное уравнение, зависящее от тех же переменных, что и рассматрива-
емое УрЧП, может рассматриваться, как дифференциальная связь. Подробности см. в главе 4.
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Замечание 2.4. В разд. 4.5.3 будут обсуждаться дифференциальные связи, эк-
вивалентные решениям с функциональным разделением переменных. Там же будет
проведено сопоставление эффективности прямых и непрямых методов построения
точных решений с функциональным разделением переменных.

2.2. Упрощенный метод построения решений

с функциональным разделением переменных

2.2.1. Описание упрощенного метода, основанного
на преобразованиях искомой функции

В ряде случаев поиск решения в виде (2.1.1.1) удается провести в два этапа.
Сначала используется преобразование, сводящее исходное уравнение к урав-
нению с квадратичной (иногда степенно́й) нелинейностью. Затем решение по-
лученного уравнения ищется методами, описанными в разд. 1.3 — 1.6.

К сожалению, нет регулярных методов сведения УрЧП заданного вида к
УрЧП с квадратичной нелинейностью. Уравнения с квадратичной нелинейно-
стью иногда удается получить с помощью преобразований искомой функции
вида u = U(z). Наиболее распространенные преобразования имеют вид:

u = zλ (для уравнений со степенной нелинейностью),

u = λ ln z (для уравнений с экспоненциальной нелинейностью),

u = eλz (для уравнений с логарифмической нелинейностью),

где λ—постоянная, подлежащая определению. Указанный подход эквивалентен
априорному заданию вида внешней функции U(z) в выражении (2.1.1.1); успех
его реализации в основном зависит от опыта и интуиции исследователя.

Много нелинейных уравнений математической физики различного типа,
сводящихся с помощью подходящих преобразований к уравнениям с квад-
ратичной нелинейностью, описаны в [12, 47, 157, 159, 161–163, 286, 287].
Некоторые результаты этих работ описаны в следующем разделе.

2.2.2. Примеры построения точных решений нелинейных
уравнений

Ниже приведены примеры использования упрощенного метода построения точ-
ных решений с функциональным разделением переменных нелинейных урав-
нений с частными производными второго порядка.

◮ Пример 2.3. Рассмотрим пятипараметрическое семейство нелинейных
уравнений теплопроводности с источником степенного вида

ut = a(unux)x + bun+1 + cu+ ku1−n, (2.2.2.1)
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где a, b, c, k, n — свободные параметры. Подстановка z = un преобразует
(2.2.2.1) к уравнению с квадратичной нелинейностью

zt = azzxx +
a

n
z2x + bnz2 + cnz + kn. (2.2.2.2)

Это уравнение допускает различные решения с обобщенным разделением пе-
ременных, вид которых зависит от коэффициентов нелинейных слагаемых в
правой части (2.2.2.2). Решения уравнения (2.2.2.2) нетрудно найти, исполь-
зуя табл. 1.3 (см. строки 3 — 6). В частности, при выполнении неравенства
ab(n + 1) > 0 будут решения с тригонометрическими функциями, а при
ab(n+1)< 0—решения с экспоненциальными функциями. См. также табл. 2.1.

Указанный способ позволяет получить решения вида

u =
{
ϕ(t)

[
C1 cos(βx) + C2 sin(βx)

]
+ ψ(t)

}1/n
при ab(n+ 1) > 0,

u =
{
ϕ(t)

[
C1 ch(βx) + C2 sh(βx)

]
+ ψ(t)

}1/n
при ab(n+ 1) < 0.

(2.2.2.3)
Здесь C1 и C2 — произвольные постоянные,

β =

√
|b|n2

|a(n+ 1)| ,

а функции ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t) описываются системой обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

ϕ′
t =

bn(n+ 2)

n+ 1
ϕψ + cnϕ,

ψ′
t = n(bψ2 + cψ + k) +

bn

n+ 1
(C2

1 ±C2
2 )ϕ

2.
(2.2.2.4)

Верхний знак во втором уравнении соответствует первому решению (2.2.2.3),
а нижний знак — второму решению (2.2.2.3).

При C1 = C2 последнему уравнению (2.2.2.4) (с нижним знаком) можно
удовлетворить, если положить ψ= const, где ψ—корень квадратного уравнения
bψ2 + cψ + k = 0. В этом случае общее решение первого уравнения (2.2.2.4)
определяется формулой

ϕ = C3 exp
[(

bn(n+ 2)

n+ 1
ψ + cn

)
t
]
,

где C3 — произвольная постоянная. ◭

◮ Пример 2.4. Рассмотрим теперь пятипараметрическое семейство нели-
нейных уравнений теплопроводности с источником экспоненциального вида

ut = a(eλuux)x + beλu + c+ ke−λu. (2.2.2.5)

Замена z = eλu приводит (2.2.2.5) к уравнению с квадратичной нелинейностью

zt = azzxx + bλz2 + cλz + kλ. (2.2.2.6)

Решения уравнения (2.2.2.6) можно найти с помощью табл. 1.3 (см. строку 3),
при использовании которой надо учесть, что последние два члена в правой
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части (2.2.2.6) не влияют на структуру решения. Видно, что при выполнении
неравенства abλ>0 уравнение (2.2.2.6) имеет решение с тригонометрическими
функциями, при abλ < 0 — решение с экспоненциальными функциями, а при
b = 0 решение представляет собой квадратичный многочлен по переменной x
(см. также табл. 2.1).

Указанной заменой, в частности, можно найти следующие точные решения
с функциональным разделением переменных уравнения (2.2.2.1) [12]:

u =
1

λ
ln
{
eαt

[
C1 cos(x

√
β ) + C2 sin(x

√
β )

]
+ γ

}
при abλ > 0,

u =
1

λ
ln
{
eαt

[
C1 ch(x

√
−β ) + C2 sh(x

√
−β )

]
+ γ

}
при abλ < 0.

Здесь C1 и C2 — произвольные постоянные, а

α = λ(bγ + c), β = bλ/a,

где γ = γ1,2 — корни квадратного уравнения bγ2 + cγ + k = 0. ◭

◮ Пример 2.5. Нелинейное четырехпараметрическое уравнение теплопро-
водности с источником логарифмического типа

ut = auxx + bu ln2 u+ cu lnu+ ku (2.2.2.7)

заменой u = ez сводится к уравнению с квадратичной нелинейностью

zt = azxx + az2x + bz2 + cz + k. (2.2.2.8)

Решения уравнения (2.2.2.8) можно найти с помощью табл. 1.3 (см. уравнения
№№ 1 и 2). Видно, что при выполнении неравенства ab > 0 уравнение (2.2.2.8)
имеет решение с тригонометрическими функциями, при ab < 0 — решение с
экспоненциальными функциями. При b = 0 это уравнение допускает точное
решение с обобщенным разделением переменных в виде квадратичного мно-
гочлена по пространственной переменной

z = ψ1(t)x
2 + ψ2(t)x+ ψ3(t),

где функции ψk = ψk(t) описываются системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений

ψ′
1 = 4aψ2

1 + cψ1,

ψ′
2 = 4aψ1ψ2 + cψ2,

ψ′
3 = cψ3 + 2aψ1 + aψ2

2 + k.

Эти уравнения последовательно легко интегрируются. Первое уравнение инте-
грируется, поскольку является уравнением Бернулли [285]. Из сопоставления
первого и второго уравнения следует, что ψ2=C1ψ1, где C1 —произвольная по-
стоянная. Последнее уравнение является линейным уравнением относительно
ψ3 с известным (из решения первых двух уравнений) неоднородным членом.◭

В табл. 2.1 приведены примеры нелинейных уравнений теплопроводности
со степенной, экспоненциальной и логарифмической нелинейностью, которые
простой подстановкой вида u = F (z) приводятся к уравнениям с квадратич-
ной или кубической нелинейностью. Последнее УрЧП в таблице — уравнение
теплопроводности гиперболического типа.
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Таблица 2.1. Некоторые нелинейные уравнения теплопроводности, приводимые к
уравнениям с квадратичной или кубической нелинейностью с помощью преобразова-
ний вида u=F (z); константа σ выражается через коэффициенты исходного уравнения.

Исходное
уравнение

Преобразо-
вание

Преобразованное
уравнение

Вид решений для функции z

ut=a(u
nux)x+bu u=z1/n

zt=azzxx+an
−1z2x

+bnz

z=ϕ(t)x2+ψ(t)x+χ(t),
z=ϕ(t)x2+ψ(t)xn/(n+1)

ut=a(u
nux)x

+bu+cu1−n u=z1/n
zt=azzxx+an

−1z2x
+bnz+cn

z=ϕ(t)x2+ψ(t)x+χ(t)

ut=a(u
nux)x

+bun+1+cu u=z1/n
zt=azzxx+an

−1z2x
+bnz2+cnz

z=ϕ(t)eσx+ψ(t)e−σx+χ(t),
z=ϕ(t) sin(σx)+ψ(t) cos(σx)+χ(t)

ut=a(u
2nux)x

+bu1−n u=z1/n
zt=az

2zxx
+a(1+n−1)zz2x+bn

z=ϕ(t)x+ψ(t)

ut=a(u
nux)x

+(bun+c)ux u=z1/n
zt=azzxx+an

−1z2x
+(bz+c)zx

z=ϕ(t)x+ψ(t)

ut=a(u
2nux)x

+bunux
u=z1/n

zt=az
2zxx+

a(1+n−1)zz2x+bzzx
z=ϕ(t)x+ψ(t)

ut=a(e
λuux)x

+b+ce−λu
u=λ−1 ln z zt=azzxx+bλz+cλ z=ϕ(t)x2+ψ(t)x+χ(t)

ut=a(e
λuux)x

+beλu+c
u=λ−1 ln z zt=azzxx+bz

2+cλz
z=ϕ(t)eσx+ψ(t)e−σx+χ(t),

z=ϕ(t) sin(σx)+ψ(t) cos(σx)+χ(t)

ut=a(e
2λuux)x

+b+ce−λu
u=λ−1 ln z

zt=az
2zxx+azz

2
x

+bλz+cλ
z=ϕ(t)x+ψ(t)

ut=auxx
+bu lnu+cu u=ez

zt=azxx+az
2
x

+bz+c
z=ϕ(t)x2+ψ(t)x+χ(t)

ut=auxx
+bu ln2 u+cu u=ez

zt=azxx+az
2
x

+bz2+c

z=ϕ(t)eσx+ψ(t)e−σx+χ(t),
z=ϕ(t) sin(σx)+ψ(t) cos(σx)+χ(t)

ut=auxx
+b(lnu)ux+cu u=ez

zt=azxx+az
2
x

+bzzx+c
z=ϕ(t)x+ψ(t)

ut=[(a ln u+b)ux]x
+cu

u=ez
zt=(az+b)zxx

+(az+a+b)z2x+c
z=ϕ(t)x+ψ(t)

utt+kut=auxx
+bu ln u+cu

u=ez
ztt+z

2
t+kz=azxx

+az2x+bz+c
z=ϕ(x)+ψ(t)

2.3. Решения с функциональным разделением

переменных специального вида

2.3.1. Решения типа обобщенной бегущей волны и другие
решения специального вида

Для упрощения анализа некоторые внутренние функции в (2.1.1.1) можно за-
давать априорно, а другие, включая внешнюю функцию U , определять в про-
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цессе решения. Такие решения будем называть решениями с функциональным

разделением переменных специального вида.
Ниже указаны наиболее простые решения с функциональным разделением

переменных специального вида (x и t можно поменять местами):

u=U(z), z=ψ1(t)x+ψ2(t) (аргумент z линеен по x);

u=U(z), z=ψ1(t)x
2+ψ2(t) (аргумент z квадратичен по x);

u=U(z), z=ψ1(t)e
λx+ψ2(t) (z содержит экспоненциальную функцию x).

Первое решение будем называть решением типа обобщенной бегущей волны; в
частном случае ψ1(t) = k1, ψ2(t) = k2t, где k1 и k2 — произвольные константы,
это решение типа бегущей волны. В последней формуле вместо eλx могут
стоять также простейшие гиперболические и тригонометрические функции.

После подстановки любого из указанных выражений в рассматриваемое
уравнение надо исключить x с помощью выражения для z. В результате полу-
чим функционально-дифференциальное уравнение с двумя аргументами t и z.
Его решение в ряде случаев можно получить при помощи методов, описанных
в главе 1.

Для наглядности общая схема построения решений типа обобщенной бегу-
щей волны для эволюционных уравнений изображена на рис. 2.1.

Замечание 2.5. Алгоритм, изображенный на рис. 2.1, может использоваться также
для построения точных решений более общего вида∗ u = σ(t)F (z) + ϕ1(t)x + ψ2(t),
где z = ϕ1(t)x + ψ2(t). Пример подобного решения рассмотрен далее в разд. 3.1.1
(пример 3.3).

2.3.2. Примеры построения точных решений типа обобщенной
бегущей волны

Рассмотрим примеры нелинейных уравнений, допускающих точные решения
с функциональным разделением переменных частного вида, когда сложный
аргумент z линеен или квадратичен по одной из независимых переменных.

◮ Пример 2.6. Рассмотрим нелинейное уравнение третьего порядка

uyuxy − uxuyy = a(uyy)
n−1uyyy, (2.3.2.1)

которое описывает пограничный слой степенно́й жидкости на плоской пла-
стине. Здесь u—функция тока, x и y—декартовы координаты (x отсчитывается
вдоль пластины), n— реологический параметр (значение n = 1 соответствует
ньютоновской жидкости).

Точные решения этого уравнения ищем в виде обобщенной бегущей волны

u = U(z), z = ϕ(x)y + ψ(x). (2.3.2.2)

∗Указанный класс решений содержит в себе как частные случаи все наиболее распростра-
ненные решения: решения типа бегущей волны, автомодельные решения, обобщенные автомо-
дельные решения, решения с аддитивным и мультипликативным разделением переменных (а
также многие инвариантные решения).
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Исходное уравнение: = ( , , , , ..., )u F u  u u ut x xx xt
( )n

Задаем вид решения: = ( ), где = ( ) + ( )u U z z t x tj y

Приходим к функционально-дифференциальному уравнению

Решаем функциональное уравнение: + ... + = 01 1z t z tk kF Y F Y[ ] [ ] [ ] [ ]

Решаем определяющую систему ОДУ

Получаем точное решение исходного уравнения

Ищем решения типа
обобщенной бегущей волны

Подставляем в исходное уравнение

и заменяем наx z( - )/y j

Используем принцип
расщепления

Рассматриваем функциональное
уравнение ( )а

Подставляем функционалы ,F Ym m

в определяющую систему ( )б

Находим функции , ,j  y F

Получим: ) функциональное уравнение и ( ) определяющую систему ОДУ(а б

Рис. 2.1. Алгоритм построения решений типа обобщенной бегущей волны для эволю-
ционных уравнений.

Подставив (2.3.2.2) в (2.3.2.1), получим уравнение ϕ′
x(U

′
z)

2=aϕ2n(U ′′
zz)

n−1U ′′′
zzz,

которое не зависит от функции ψ. Разделяя переменные и интегрируя, находим

ϕ(x) =

{
(ax+ C)1/(1−2n) при n 6= 1/2,

C exp(ax/λ) при n = 1/2,
ψ(x) — произвольная функция.

Функция U(z) удовлетворяет обыкновенным дифференциальным уравнениям

(U ′
z)

2 = (1− 2n)(U ′′
zz)

n−1U ′′′
zzz при n 6= 1/2,

(U ′
z)

2 = λ(U ′′
zz)

−1/2U ′′′
zzz при n = 1/2.

Первое уравнение при 1
2 < n < 2 допускает точное решение степенного вида

U(z) = Az
2n−1
n−2 , A =

[
3(2− n)

2n− 1

] 1
2−n

[
(2n− 1)(n+ 1)

(2− n)2

] n
2−n

.
◭

◮ Пример 2.7. Рассмотрим нестационарное уравнение теплопроводности
с нелинейным источником

ut = uxx + f(u). (2.3.2.3)
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Ищем точные решения уравнения (2.3.2.3) в виде обобщенной бегущей
волны∗

u = u(z), z = ϕ(t)x+ ψ(t). (2.3.2.4)

Требуется найти функции u(z), ϕ(t), ψ(t), а также последний член f(u) в
правой части уравнения.

Подставив выражение (2.3.2.4) в (2.3.2.3) и поделив на u′z , имеем

ϕ′
tx+ ψ′

t = ϕ2 u
′′

zz

u′
z

+
f(u)

u′
z

. (2.3.2.5)

Выразив в (2.3.2.4) x через z, получим x = (z − ψ)/ϕ. Исключим с помощью
этого выражения x в (2.3.2.5). В результате приходим к функционально-диф-
ференциальному уравнению с двумя переменными t и z:

−ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t −

ϕ′

t

ϕ
z + ϕ2 u

′′

zz

u′
z

+
f(u)

u′
z

= 0,

которое удобно представить в билинейном виде

Φ1Ψ1 +Φ2Ψ2 +Φ3Ψ3 +Φ4Ψ4 = 0, (2.3.2.6)

где

Φ1 = −ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t, Φ2 = − ϕ′

t

ϕ
, Φ3 = ϕ2, Φ4 = 1,

Ψ1 = 1, Ψ2 = z, Ψ3 =
u′′

zz

u′
z

, Ψ4 =
f(u)

u′
z

.
(2.3.2.7)

Подставив выражения (2.3.2.7) в формулы (1.5.2.7), которые тождественно удо-
влетворяют соотношению (2.3.2.6), получим систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

−ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t = A1ϕ

2 +A2, − ϕ′

t

ϕ
= A3ϕ

2 +A4,

u′′

zz

u′
z

= −A1 −A3z,
f(u)

u′
z

= −A2 −A4z,
(2.3.2.8)

где A1, A2, A3, A4 — произвольные постоянные.
Случай 1. При A4 6= 0 решение системы (2.3.2.8) имеет вид

ϕ(t) = ±
(
C1e

2A4t − A3

A4

)−1/2
,

ψ(t) = −ϕ(t)
[
A1

∫
ϕ(t) dt+A2

∫
dt

ϕ(t)
+ C2

]
,

u(z) = C3

∫
exp

(
− 1

2A3z
2 −A1z

)
dz + C4,

f(u) = −C3(A4z +A2) exp
(
− 1

2A3z
2 −A1z

)
,

(2.3.2.9)

∗Здесь и далее, когда в рассматриваемое уравнение входит функция f(u), которая ищется
вместе с решением методом функционального разделения переменных, вместо u = U(z)
решение будем обозначать u = u(z). Вид аргумента z = z(x, t) может выбираться по-разному,
см. разд. 2.1.1.
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где C1, C2, C3, C4 —произвольные постоянные. Зависимость f = f(u) задается
двумя последними выражениями в параметрическом виде (z играет роль пара-
метра). При A3 6= 0 функцию источника f(u) в (2.3.2.9) можно выразить через
элементарные функции и функцию, обратную интегралу вероятностей.

В частном случае A3 =C4 = 0, A1 =−1, C3 = 1 функцию источника можно
представить в явном виде:

f(u) = −u(A4 lnu+A2). (2.3.2.10)

Решение уравнения (2.3.2.3) в этом случае можно получить также с помощью
группового анализа [11].

Случай 2. При A4 = 0, A3 6= 0 решения первых двух уравнений (2.3.2.8)
имеют вид

ϕ(t) =± 1√
2A3t+ C1

, ψ(t) =
C2√

2A3t+ C1

− A1

A3
− A2

3A3
(2A3t+C1), (2.3.2.11)

а решения остальных уравнений описываются двумя последними формулами
(2.3.2.9) при A4 = 0.

При A4 = A3 = 0 решения первых двух уравнений (2.3.2.8) даются форму-
лами

ϕ = C1, ψ(t) = −(A1C
2
1 +A2)t+ C2, (2.3.2.12)

где C1, C2 — произвольные постоянные. ◭

◮ Пример 2.8. Рассмотрим нелинейное уравнение конвективной тепло-
проводности с переменными коэффициентами и источником

ut = a(t)uxx + b(t)ux + c(t)f(u), (2.3.2.13)

где a=a(t), b=b(t), c=c(t)—произвольные функции. Это уравнение переходит
в уравнение (2.3.2.3) при a = c = 1, b = 0.

Решения ищем в виде (2.3.2.4). Рассуждая аналогично тому, как это дела-
лось в примере 2.7, приходим с системе обыкновенных дифференциальных
уравнений

−ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t + bϕ = A1aϕ

2 +A2c, − ϕ′

t

ϕ
= A3aϕ

2 +A4c,

u′′

zz

u′
z

= −A1 −A3z,
f(u)

u′
z

= −A2 −A4z.
(2.3.2.14)

Видно, что по сравнению с системой (2.3.2.8) в системе (2.3.2.14) изменились
только первые два уравнения для функций ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t). Несмотря на
некоторое усложнение эти уравнения можно полностью проинтегрировать, по-
скольку второе уравнение является уравнением Бернулли, а первое уравнение
линейно относительно функции ψ. В результате получим

ϕ(t) = ±
[
C1E(t) + 2A3E(t)

∫
a(t)

E(t)
dt

]−1/2

, E(t) = exp

(
2A4

∫
c(t) dt

)
,

ψ(t) = −ϕ(t)
[
A1

∫
a(t)ϕ(t) dt +A2

∫
c(t)

ϕ(t)
dt−

∫
b(t) dt+ C2

]
.



114 2. МЕТОДЫ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ

Функции u(z) и f(u), как и ранее, будут описываться двумя последними фор-
мулами (2.3.2.9). ◭

◮ Пример 2.9. Нелинейное уравнение теплопроводности с переменным
коэффициентом переноса и источником

ut = [g(u)ux]x + f(u) (2.3.2.15)

также имеет решения вида (2.3.2.4). Искомые величины в этом случае описы-
ваются системой ОДУ:

−ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t = A1ϕ

2 +A2, − ϕ′

t

ϕ
= A3ϕ

2 +A4,

[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

= −A1 −A3z,
f(u)

u′
z

= −A2 −A4z.
(2.3.2.16)

Видно, что по сравнению с системой (2.3.2.8) в системе (2.3.2.16) измени-
лись только третье уравнение. Поэтому функции ϕ(t) и ψ(t) определяются
двумя первыми формулами в (2.3.2.9). Одна из двух функций g(u) или f(u)
в уравнении (2.3.2.15) может быть задана произвольно, а другая находится из
последних двух ОДУ (2.3.2.16).

В последние два уравнения (2.3.2.16) входят три неизвестные функции f =
f(u), g = g(u), u = u(z), поэтому одну из них можно задать произвольно. В
дальнейшем будем считать, что зависимость u = u(z) задана в неявном виде
z = Z(u), где функция Z(u)— любая дважды непрерывно дифференцируемая
функция. Используя соотношение u′z = 1/Z ′

u, из последних двух уравнений
(2.3.2.16) можно получить формулы

f(u) = −[A2 +A4Z(u)]
1

Z′
u(u)

,

g(u) = −
[
A1u+A3

∫
Z(u) du+ C

]
Z ′
u(u),

(2.3.2.17)

которые в параметрической форме задают допустимый вид функций f = f(u)
и g = g(u), входящих в уравнение (2.3.2.15). Это уравнение имеет решение
вида (2.3.2.4), где функция u = u(z) задается неявно z = Z(u), а функции ϕ(t)
и ψ(t) определяются двумя первыми формулами в (2.3.2.9) (при A4 6= 0) или
формулами (2.3.2.11) (при A4 = 0, A3 6= 0) и (2.3.2.12) (при A4 = A3 = 0).
Рассмотрим примеры использования формул (2.3.2.17).

1◦. Положив в (2.3.2.17)

Z(u) = uk, A1 = − a1
k
, A2 = −b2k, A3 = − a2(k + 1)

k
, A4 = −b1k, C = 0,

приходим к уравнению вида (2.3.2.15) со степенными нелинейностями

ut = [(a1u
k + a2u

2k)ux]x + b1u+ b2u
1−k,

которое допускает решение типа обобщенной бегущей волны (2.3.2.4) при
u(z) = z1/k , где функции ϕ(t) и ψ(t) определяются двумя первыми формулами
в (2.3.2.9) (при b1 6=0) или формулами (2.3.2.11) (при b1 =0, a2 6=0) и (2.3.2.12)
(при b1 = a2 = 0).
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2◦. Положив в (2.3.2.17)

Z(u) = eλu, A1 = − a1
λ
, A2 = −b2λ, A3 = −a2, A4 = −b1λ, C = 0,

получим уравнение вида (2.3.2.15) с экспоненциальными и экспоненциально-
степенной нелинейностями

ut = [(a1ue
λu + a2e

2λu)ux]x + b1 + b2e
−λu,

которое допускает решение типа обобщенной бегущей волны (2.3.2.4) при
u(z) = (lnu)/λ, где функции ϕ(t) и ψ(t) определяются двумя первыми форму-
лами в (2.3.2.9) (при b1 6= 0) или формулами (2.3.2.11) (при b1 = 0, a2 6= 0) и
(2.3.2.12) (при b1 = a2 = 0). ◭

◮ Пример 2.10. Аналогичным образом рассматривается нелинейное урав-
нение n-го порядка

ut = u(n)x + f(u). (2.3.2.18)

Как и ранее, решения ищем в виде обобщенной бегущей волны (2.3.2.4).
Рассуждая также, как и в примере 2.7, приходим с системе обыкновенных
дифференциальных уравнений

−ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t = A1ϕ

n +A2, − ϕ′

t

ϕ
= A3ϕ

n +A4,

u
(n)
z

u′
z

= −A1 −A3z,
f(u)

u′
z

= −A2 −A4z,
(2.3.2.19)

При A4 6= 0 общее решение первых двух уравнений системы (2.3.2.19)
имеет вид

ϕ(t) =
(
C1e

A4nt − A3

A4

)−1/n
,

ψ(t) = −ϕ(t)
[
A1

∫
ϕn−1(t) dt+A2

∫
dt

ϕ(t)
+ C2

]
,

(2.3.2.20)

При A4 6= 0 решение второго уравнения (2.3.2.19) дается формулой

ϕ(t) = (A3nt+ C1)
−1/n;

подставив ее во вторую формулу (2.3.2.20) можно найти функцию ψ(t). Рас-
смотрим некоторые уравнения вида (2.3.2.18) и их решения.

1◦. Положив в последних двух ОДУ (2.3.2.19) A1 =−1, A3 = 0 и u(z) = ez ,
приходим к уравнению с логарифмической нелинейностью

ut = u(n)x −A4u lnu−A2u,

которое имеет решение вида (2.3.2.4) при u(z) = ez .
2◦. Для нечетных n = 2m + 1 (m = 1, 2, . . .), положив A1 = (−1)m+1,

A3 = 0 и u(z) = sin z, приходим к уравнению

ut = u(2m+1)
x − (A2 +A4 arcsinu)

√
1− u2,

которое имеет решение вида (2.3.2.4) при u(z) = sin z. ◭
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◮ Пример 2.11. Для обобщенного уравнения Кортевега — де Фриза n-го
порядка

ut = u(n)x + f(u)ux, (2.3.2.21)

поиск точного решения вида (2.3.2.4) приводит к следующей системе уравне-
ний для определения функций ϕ(t), ψ(t), u(z), f(u):

−ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t = A1ϕ

n +A2ϕ, − ϕ′

t

ϕ
= A3ϕ

n +A4ϕ,

u
(n)
z

u′
z

= −A1 −A3z, f(u) = −A2 −A4z.
(2.3.2.22)

По сравнению с (2.3.2.19) в системе (2.3.2.22) изменились первые два уравне-
ния и последнее уравнение. Первые два уравнения можно полностью проин-
тегрировать, поскольку второе уравнение является уравнением с разделяющи-
мися переменными, а первое уравнение линейно относительно функции ψ.

Далее рассмотрим случай A3 = 0, когда можно представить в явном виде
функцию f(u). При A3 = 0 общие решения первых двух уравнений (2.3.2.22)
записываются так:

ϕ(t) =
1

A4t+ C1
, ψ(t) =

A1

A4(n− 2)
(A4t+ C1)

1−n − A2t+ C2

A4t+ C1
.

Приведем некоторые уравнения вида (2.3.2.21) и их решения.
1◦. Положив в последних двух ОДУ (2.3.2.22) A1 =−1, A3 = 0 и u(z) = ez ,

приходим к уравнению с логарифмической нелинейностью

ut = u(n)x − (A4 lnu+A2)ux,

которое имеет решение вида (2.3.2.4) при u(z) = ez .
2◦. Для нечетных n = 2m + 1 (m = 1, 2, . . .), положив A1 = (−1)m+1,

A3 = 0 и u(z) = sin z, приходим к уравнению

ut = u(2m+1)
x − (A2 +A4 arcsinu)ux,

которое допускает решение типа обобщенной бегущей волны (2.3.2.4) при
u(z) = sin z. ◭

◮ Пример 2.12. Рассмотрим уравнение
∂n+1u

∂xn∂y
= f(u). (2.3.2.23)

Ищем решение типа обобщенной бегущей волны

u = u(z), z = ϕ(y)x+ ψ(y). (2.3.2.24)

Подставим (2.3.2.24) в (2.3.2.23), а затем исключим x с помощью выражения
для z. В результате после деления на u(n+1)

z и перегруппировки членов полу-
чим функционально-дифференциальное уравнение с двумя аргументами:

ϕnψ′
y − ϕn−1ψϕ′

y + ϕn−1ϕ′
y

(
z + n

u
(n)
z

u
(n+1)
z

)
− f(u)

u
(n+1)
z

= 0. (2.3.2.25)

Оно сводится к трехчленному билинейному функциональному уравнению вида
(1.5.2.4), которое имеет два решения (1.5.2.5) (см. разд. 1.5). В соответствии с
этим рассмотрим два случая.
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1◦. В первом случае выражение в круглых скобках и последнюю дробь в
(2.3.2.25) приравниваем к константам. В результате после элементарных пре-
образований получим

(z − C1)u
(n+1)
z + nu(n)z = 0,

C2u
(n+1)
z − f(u) = 0,

ϕnψ′
y − ϕn−1ψϕ′

y + C1ϕ
n−1ϕ′

y − C2 = 0,

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Полагая C1 = 0 (это соответствует
сдвигу по z и переобозначению функции ψ) и интегрируя, имеем

u = A ln |z|+Bn−1z
n−1 + · · ·+B1z +B0,

f(u) = AC2n! (−1)nz−n−1,

ψ(y) = C2ϕ(y)

∫
dy

[ϕ(y)]n+1
+ C3ϕ(y),

(2.3.2.26)

где A, Bm, C3 — произвольные постоянные, ϕ(y)— произвольная функция.
Первые две формулы в (2.3.2.26) дают параметрическое представление для

функции f(u). В частном случае при Bn−1 = · · ·=B0 = 0 после исключения z
приходим к экспоненциальной зависимости

f(u) = αeβu, α = AC2n! (−1)n, β = −(n+ 1)/A.

В силу (2.3.2.26) соответствующее точное решение уравнения (2.3.2.23) с экс-
поненциальной правой частью будет иметь функциональный произвол.

2◦. Во втором случае в (2.3.2.25) приравниваем к константам разность пер-
вых двух членов и функциональный множитель, стоящий перед выражением в
круглых скобках. В результате приходим к трем обыкновенным дифференци-
альным уравнениям:

ϕn−1ϕ′
y = C1,

ϕnψ′
y − ϕn−1ψϕ′

y = C2,

(C1z + C2)u
(n+1)
z + C1nu

(n)
z − f(u) = 0,

(2.3.2.27)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Решения двух первых уравнений
имеют вид

ϕ = (C1nt+ C3)
1/n, ψ = C4(C1nt+ C3)

1/n − C2

C1
.

Эти формулы вместе с последним ОДУ (2.3.2.27) дают решение типа обобщен-
ной бегущей волны вида (2.3.2.24) нелинейного уравнения (2.3.2.23) с произ-
вольной функцией f(u). ◭

2.3.3. Построение других точных решений с функциональным
разделением переменных специального типа

Ниже на конкретном примере проиллюстрируем процедуру построения более
сложных, чем решения типа обобщенной бегущей волны, точных решений с
функциональным разделением переменных специального вида.
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◮ Пример 2.13. Рассмотрим класс нелинейных уравнений теплопроводно-
сти с источником

ut = x1−n[xn−1g(u)ux]x + f(u). (2.3.3.1)

Значению n=2 в (2.3.3.1) соответствуют плоские задачи с осевой симметрией,
а значению n = 3— пространственные задачи с радиальной симметрией. При
n = 1 уравнение (2.3.3.1) совпадает с уравнением (2.3.2.15).

Будем искать точные решения уравнения (2.3.3.1) с квадратичной зависи-
мостью сложного аргумента по x:

u = u(z), z = ϕ(t)x2 + ψ(t). (2.3.3.2)

Подставим это выражение в (2.3.3.1). В результате приходим к уравнению, ко-
торое содержит члены c x2 (и не содержит членов, линейных по x). Исключив
из полученного уравнения x2 с помощью (2.3.3.2), имеем

−ψ′
t+

ψ

ϕ
ϕ′
t−

ϕ′

t

ϕ
z+2ϕ

(
ng+2z

[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

)
−4ϕψ

[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

+
f(u)

u′
z

= 0. (2.3.3.3)

Для решения этого функционально-дифференциального уравнения с двумя ар-
гументами применим метод расщепления, описанный в разд. 1.5. Для этого
представим уравнение (2.3.3.3) в билинейной форме

Φ1Ψ1 +Φ2Ψ2 +Φ3Ψ3 +Φ4Ψ4 +Φ5Ψ5 = 0, (2.3.3.4)

где

Φ1 = −ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t, Φ2 = − ϕ′

t

ϕ
, Φ3 = 2ϕ, Φ4 = −4ϕψ, Φ5 = 1;

Ψ1 = 1, Ψ2 = z, Ψ3 = ng + 2z
[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

, Ψ4 =
[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

, Ψ5 =
f(u)

u′
z

.

(2.3.3.5)
Невырожденные случаи. Прямой проверкой можно убедиться, что билиней-

ному уравнению (2.3.3.4) можно тождественно удовлетворить, если положить

Φ1 = −A1Φ3 −A3Φ4 −A5Φ5, Φ2 = −A2Φ3 −A4Φ4 −A6Φ5;

Ψ3 = A1Ψ1 +A2Ψ2, Ψ4 = A3Ψ1 +A4Ψ2, Ψ3 = A5Ψ1 +A6Ψ2,
(2.3.3.6)

где Ai — произвольные постоянные. Подставив (2.3.3.5) в (2.3.3.6), приходим к
системе ОДУ:

− ψ′
t +

ψ

ϕ
ϕ′
t = −2A1ϕ+ 4A3ϕψ −A5, − ϕ′

t

ϕ
= −2A2ϕ+ 4A4ϕψ −A6;

ng + 2z
[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

= A1 +A2z,
[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

= A3 +A4z,
f(u)

u′
z

= A5 +A6z.

(2.3.3.7)
Из сопоставления третьего и четвертого уравнения (2.3.3.7) следует, что

функция g квадратична по z:

g = − 2A4

n
z2 +

1

n
(A2 − 2A3)z +

A1

n
. (2.3.3.8)

Интегрирование четвертого уравнения (2.3.3.7) дает

u = C1

∫
exp

(∫
A3 + A4z

g
dz

)
dz

g
+ C2, (2.3.3.9)
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где C1 и C2 — произвольные постоянные, а функция g определена в (2.3.3.8).
Формулы (2.3.3.8) и (2.3.3.9) задают зависимость g = g(u) в параметрической
форме.

Из пятого уравнения (2.3.3.7) с учетом формулы (2.3.3.9) получим выраже-
ние для кинетической функции

f = C1
A5 + A6z

g
exp

(∫
A3 + A4z

g
dz

)
. (2.3.3.10)

Формулы (2.3.3.9) и (2.3.3.10) определяют зависимость f = f(u) в параметри-
ческой форме.

Рассмотрим примеры использования формул (2.3.3.8) — (2.3.3.10).
1◦. Полагая

A1 = n, A2 = 2, A3 = 1, A4 = 0, C1 = 1, C2 = 0, (2.3.3.11)

получим

g = 1, u = ez, z = lnu, f = (A5 +A6z)e
z = A6u lnu+A5u,

что приводит к уравнению вида (2.3.3.1) с логарифмическим источником

ut = uxx + (n− 1)x−1ux +A6u lnu+A5u.

Функции ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t) в решении (2.3.3.2) определяются из первых
двух уравнений системы (2.3.3.7) с коэффициентами (2.3.3.11), что дает

ϕ =
(
C3e

−A6t − 4

A6

)−1
,

ψ = ϕ exp

(
−4

∫
ϕdt

)[∫ (
2n+

A5

ϕ

)
exp

(
4

∫
ϕdt

)
dt+ C4

]
,

где C3 и C4 — произвольные постоянные.
2◦. Полагая

A1 = A3 = A4 = 0, A2 = an, A5 = cλ, A6 = bλ, C1 = a/λ, C2 = 0,

имеем

g = az = aeλu, u =
1

λ
ln z, z = eλu, f = (A5 +A6z)

1

λz
= b+ ce−λu,

что приводит к уравнению

ut = ax1−n(xn−1eλuux)x + b+ ce−λu.

Функции ϕ=ϕ(t) и ψ=ψ(t) в решении (2.3.3.2) этого уравнения определяются
формулами

ϕ =
(
C3e

−bλt − 2an

bλ

)−1
, ψ = − c

b
ϕ
(
C3e

−bλt + 2ant+ C4).

3◦. Полагая

A1 = A4 = 0, A2 = an+
2a

k
, A3 =

a

k
, A5 = ck,

A6 = bk, C1 =
a

k
, C2 = 0,
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получим

g = az = auk, u = z1/k, z = uk, f = (A5 +A6z)
1

k
z(1−k)/k = bu+ cu1−k.

В результате получим уравнение

ut = ax1−n(xn−1ukux)x + bu+ cu1−k,

которое имеет решение с функциональным разделением переменных (2.3.3.2),
где

ϕ(t) =
[
C3e

−bkt − 4a(nk + 2)

bk2

]−1
,

ψ(t) = ϕ(t) exp

(
− 4a

k

∫
ϕ(t) dt

)[
ck

∫
exp

(
4a

k

∫
ϕ(t) dt

)
dt

ϕ(t)
+ C4

]
.

4◦. Полагая

A1 = A2 = A3 = 0, A4 = − an

2
, A5 = − 2c

n+ 2
,

A6 = − 2b

n+ 2
, C1 = − 1

2
a(n+ 2), C2 = 0,

(2.3.3.12)

имеем

g = az2 = au
− 4
n+2 , u = z−

n+2
2 , z = u

− 2
n+2 ,

f = cz−
n+4
2 + bz−

n+2
2 = bu+ cu

n+4
n+2 .

В результате приходим к уравнению

ut = ax1−n
(
xn−1u

− 4
n+2 ux

)
x
+ bu+ cu

n+4
n+2 ,

которое допускает решение с функциональным разделением переменных вида
(2.3.3.2), где функции ϕ = ϕ(t) и ψ = ψ(t) описываются первыми двумя
уравнениями системы (2.3.3.7) с коэффициентами (2.3.3.12).

Вырожденные случаи. Рассмотрим теперь вырожденные случаи, когда одна
или несколько функций Φi обращаются в нуль.

1◦. При ψ=0, что соответствует Φ1=Φ4=0, в уравнении (2.3.3.4) остаются
только три слагаемых. Ему можно тождественно удовлетворить, если положить

Φ2 +A1Φ3 +A2Φ5 = 0, Ψ3 = A1Ψ2, Ψ5 = A2Ψ2. (2.3.3.13)

Подставив в (2.3.3.13) соотношения (2.3.3.5), приходим к системе уравнений

ϕ′
t = 2A1ϕ

2 +A2ϕ,

ng + 2z
[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

= A1z,

f(u)

u′
z

= A2z.

(2.3.3.14)

Общее решение первого уравнения (2.3.3.14) при A2 6= 0 имеет вид

ϕ(t) =
(
C1e

−A2t − 2A1

A2

)−1
. (2.3.3.15)
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В последние два уравнения (2.3.3.14) входят три неизвестные функции f =
f(u), g = g(u), u = u(z), поэтому одну из них можно задать произвольно. В
дальнейшем будем считать, что зависимость u = u(z) задана в неявном виде
z = Z(u), где функция Z(u)— любая дважды непрерывно дифференцируемая
функция. Учитывая соотношение u′z = 1/Z ′

u, из последних двух уравнений
(2.3.3.14) можно получить формулы

f(u) =
A2Z

Z′
u

, Z = Z(u),

g(u) = Z−n/2Z ′
u

(
C2 +

A1

2

∫
Z n/2du

)
,

(2.3.3.16)

которые в параметрической форме задают допустимый вид функций f = f(u)
и g= g(u), входящих в уравнение (2.3.3.1). Решение этого уравнения допускает
представление в неявной форме

(
C1e

−A2t − 2A1

A2

)−1
x2 = Z(u).

2◦. При ϕ= 1
2 a= const, что соответствует Φ2=0, Φ3= a= const, уравнение

(2.3.3.3) значительно упрощается:

−ψ′
t − 2aψ

[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

+ a

(
ng + 2z

[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

)
+

f(u)

u′
z

= 0 (2.3.3.17)

и может быть записано в виде трехчленного билинейного уравнения (1.5.2.4),
которому можно тождественно удовлетворить, если положить

−ψ′
t − 2aA1ψ +A2 = 0,

[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

= A1,

a
(
ng + 2z

[g(u)u′

z]
′

z

u′
z

)
+

f(u)

u′
z

= A2.

(2.3.3.18)

Общее решение первого уравнения (2.3.3.18) дается формулой

ψ = C1e
−2aA1t +

A2

2aA1
. (2.3.3.19)

Анализ последних двух уравнений (2.3.3.18) показывает, что справедливо сле-
дующее утверждение. Пусть две функции f(u) и g(u) следующим образом вы-
ражаются через одну дважды непрерывно дифференцируемую функцию Z(u)
(которая может быть задана произвольно):

f(u) = [A2 − 2A1aZ(u)]
1

Z′
u(u)

− an(A1u+ C2),

g(u) = (A1u+ C2)Z
′
u(u).

(2.3.3.20)

Тогда уравнение (2.3.3.1) имеет решение, которое задается неявно

1
2 ax

2 + C1e
−2aA1t +

A2

2aA1
= Z(u).

◭
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2.4. Метод дифференцирования. Использование

нелинейных функциональных уравнений

2.4.1. Краткое описание метода дифференцирования

Обычно процедура построения точных решений с функциональным разде-
лением переменных, основанная на методе дифференцирования, состоит из
нескольких последовательных этапов, кратко описанных ниже.

1◦. Выражение (2.1.1.2) подставляется в рассматриваемое нелинейное урав-
нение с частными производными. В результате получается функционально-
дифференциальное уравнение с тремя аргументами (первые два аргумента —x
и t— обычные, а третий аргумент — z — сложный).

2◦. Функционально-дифференциальное уравнение с тремя аргументами пу-
тем умножения на подходящие функции и дифференцирования по x или/и t
сводится к функционально-дифференциальному уравнению с двумя аргумен-
тами стандартного вида (исключается переменная x или t), которое рассматри-
валось в разд. 1.2.

3◦. Методом расщепления строится решение функционально-дифференци-
ального уравнения с двумя аргументами из п. 2◦ (используются формулы,
приведенные в разд. 1.5).

4◦. Решение из п. 3◦ подставляется в функционально-дифференциальное
уравнение, полученное в п. 1◦. В результате определяются связи между посто-
янными интегрирования, устраняются лишние константы (которые могут по-
явиться из-за дифференцирования в п. 2◦) и находятся все искомые величины.

5◦. Отдельно рассматриваются возможные вырожденные случаи (возника-
ющие при нарушении использованных при решении предположений).

Замечание 2.6. Наиболее сложной является вторая стадия, которую не всегда
удается реализовать.

Описанная выше процедура построения точных решений с функциональ-
ным разделением переменных на практике чаще всего реализуется следующим
образом. После подстановки выражения

u = U(z), z = ϕ(x) + ψ(t)

в нелинейные уравнения с частными производными получают функционально-
дифференциальные уравнения вида

Φ1(x)Ψ1(t, z) + Φ2(x)Ψ2(t, z) + · · ·+Φk(x)Ψk(t, z) +

+ Ψk+1(t, z) + Ψk+2(t, z) + · · ·+Ψn(t, z) = 0, (2.4.1.1)

где функционалы Φj(x) и Ψj(t, z) зависят соответственно от переменных x и
t, z:

Φj(x) ≡ Φj
(
x, ϕ, ϕ′

x, ϕ
′′
xx), Ψj(t, z) ≡ Ψj

(
t, ψ, ψ′

t, ψ
′′
tt, U, U

′
z, U

′′
zz

)
. (2.4.1.2)
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(Данные выражения соответствуют уравнению второго порядка.)
Для решения уравнения (2.4.1.1) используем метод дифференцирования.

Поделим уравнение (2.4.1.1) на Ψ1, а затем продифференцируем по t. В ре-
зультате приходим к уравнению такого же вида, но с меньшим числом членов,
содержащих функции Φm:

Φ2(x)Ψ
(2)
2 (t, z)+· · ·+Φk(x)Ψ

(2)
k (t, z)+Ψ

(2)
k+1(t, z)+· · ·+Ψ(2)

n (t, z)=0, (2.4.1.3)

где Ψ(2)
m = (Ψm/Ψ1)t + ψ′

t(Ψm/Ψ1)z . Продолжая аналогичную процедуру, в
итоге можно получить уравнение, не зависящее явно от x:

Ψ
(k+1)
k+1 (t, z) + · · ·+Ψ(k+1)

n (t, z) = 0, (2.4.1.4)

где Ψ(k+1)
m =

(
Ψ(k)
m /Ψ

(k)
k

)
t
+ ψ′

t

(
Ψ(k)
m /Ψ

(k)
k

)
z
.

Уравнение (2.4.1.4) можно рассматривать как уравнение с двумя независи-

мыми переменными t и z. Если Ψ
(k+1)
m (t, z) =

∑
sQ

(k+1)
m,s (t)R

(k+1)
m,s (z) для всех

m= k+1, . . . , n, то для решения уравнения (2.4.1.4) можно использовать метод
расщепления, описанный в разд. 1.5.

Отметим, что в формулах (2.4.1.1)–(2.4.1.4) можно поменять местами неза-
висимые переменные x и t.

2.4.2. Примеры построения решений с функциональным
разделением переменных методом дифференцирования

Ниже приведены примеры применения метода дифференцирования для по-
строения точных решений с функциональным разделением переменных нели-
нейных уравнений диффузионного и волнового типов. Основное внимание
уделяется методическим аспектам получения билинейного функционального
уравнения стандартного вида и его использования, поэтому некоторые реше-
ния детально не исследуются или опускаются.

◮ Пример 2.14. Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности

ut = [f(u)ux]x. (2.4.2.1)

В общем случае уравнение (2.4.2.1) допускает решение типа бегущей волны
u = U(kx− λt) [11], а также автомодельное решение u = U(xt−1/2) [30].

Ищем точные решения с функциональным разделением переменных урав-
нения (2.4.2.1) в следующем виде:

u = u(z), z = ϕ(x) + ψ(t). (2.4.2.2)

Подставим (2.4.2.2) в (2.4.2.1). После деления на u′z получим функционально-
дифференциальное уравнение с тремя переменными

ψ′
t = ϕ′′

xxf(u) + (ϕ′
x)

2H(z), (2.4.2.3)

где

H(z) = f(u)
u′′

zz

u′
z

+ f ′z(u), u = u(z). (2.4.2.4)



124 2. МЕТОДЫ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ

Дифференцируя (2.4.2.3) по x, имеем

ϕ′′′
xxxf(u) + ϕ′

xϕ
′′
xx[f

′
z(u) + 2H(z)] + (ϕ′

x)
3H ′

z = 0. (2.4.2.5)

Это функционально-дифференциальное уравнение с двумя переменными мож-
но рассматривать как трехчленное билинейное функциональное уравнение
(1.5.2.4) из разд. 1.5, которое имеет два различных решения. Поэтому надо
рассмотреть два случая.

Случай 1. Решения функционально-дифференциального уравнения (2.4.2.5)
определяются из системы обыкновенных дифференциальных уравнений

f ′z + 2H = 2A1f, H ′
z = A2f,

ϕ′′′
xxx + 2A1ϕ

′
xϕ

′′
xx +A2(ϕ

′
x)

3 = 0,
(2.4.2.6)

где A1 и A2 — произвольные постоянные.

Первые два уравнения (2.4.2.6) линейны и не зависят от третьего уравне-
ния. Их общее решение имеет вид

f =





eA1z(B1e
kz +B2e

−kz) при A2
1 > 2A2,

eA1z(B1 +B2z) при A2
1 = 2A2,

eA1z[B1 sin(kz) +B2 cos(kz)] при A2
1 < 2A2,

k = |A2
1 − 2A2|1/2,

H = A1f − 1
2 f

′
z,

(2.4.2.7)
где B1 и B2 — постоянные интегрирования.

Подставим выражение для H из (2.4.2.7) в (2.4.2.4). Получим дифференци-
альное уравнение для определения функции u= u(z). В результате интегриро-
вания имеем

u = C1

∫
eA1z|f(z)|−3/2dz + C2, (2.4.2.8)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Формула (2.4.2.7) для f вместе с
выражением (2.4.2.8) задают зависимость f = f(u) в параметрической форме.

Рассмотрим подробнее случай A2 = 0 и A1 6= 0 (k = |A1|). Из формул
(2.4.2.7) и (2.4.2.8) получим

f(z) = B1e
2A1z +B2, H = A1B2,

u(z) = C3(B1 +B2e
−2A1z)−1/2 + C2 (C1 = A1B2C3).

(2.4.2.9)

Исключая z, имеем

f(u) =
B2C

2
3

C2
3 −B1u2

. (2.4.2.10)

Первый интеграл последнего уравнения (2.4.2.6) при A2 = 0 имеет вид

ϕ′′
xx +A1(ϕ

′
x)

2 = const,
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а его общее решение описывается формулами

ϕ(x) = − 1

2A1
ln
[
D2

D1

1

sh2
(

A1

√
D2 x+D3

)

]
при D1 > 0, D2 > 0;

ϕ(x) = − 1

2A1
ln
[
−D2

D1

1

cos2
(

A1

√
−D2 x+D3

)

]
при D1 > 0, D2 < 0;

ϕ(x) = − 1

2A1
ln
[
−D2

D1

1

ch2
(

A1

√
D2 x+D3

)

]
при D1 < 0, D2 > 0,

(2.4.2.11)
где D1, D2, D3 — постоянные интегрирования. Во всех трех случаях выполня-
ются соотношения

(ϕ′
x)

2 = D1e
−2A1ϕ +D2, ϕ′′

xx = −A1D1e
−2A1ϕ. (2.4.2.12)

Подставим выражения (2.4.2.9) и (2.4.2.12) в исходное функционально-диф-
ференциальное уравнение (2.4.2.3). Учитывая вид переменной z (2.4.2.2), по-
лучим уравнение для функции ψ = ψ(t):

ψ′
t = −A1B1D1e

2A1ψ +A1B2D2.

Интегрируя, находим решение

ψ(t) =
1

2A1
ln

B2D2

D4 exp(−2A2
1B2D2t) +B1D1

, (2.4.2.13)

где D4 — произвольная постоянная.
Формулы (2.4.2.2), (2.4.2.9) (для u), (2.4.2.11), (2.4.2.13) определяют три

решения нелинейного уравнения (2.4.2.1) с функцией f(u) вида (2.4.2.10) (на-
помним, что эти решения соответствуют частному случаю A2 = 0 в (2.4.2.7) и
(2.4.2.8)). Отметим, что описанные решения другим методом были получены в
[141].

Случай 2. Решения функционально-дифференциального уравнения (2.4.2.5)
определяются из системы обыкновенных дифференциальных уравнений

ϕ′′′
xxx = A1(ϕ

′
x)

3, ϕ′
xϕ

′′
xx = A2(ϕ

′
x)

3,

A1f +A2(f
′
z + 2H) +H ′

z = 0.
(2.4.2.14)

Первые два уравнения (2.4.2.14) совместны в двух случаях:

A1 = A2 = 0 =⇒ ϕ(x) = B1x+B2,

A1 = 2A2
2 =⇒ ϕ(x) = − 1

A2
ln |B1x+B2|.

(2.4.2.15)

Первое решение в (2.4.2.15) в конечном итоге приводит к решению уравнения
(2.4.2.1) типа бегущей волны u = u(B1x+B2t), а второе решение — к автомо-
дельному решению вида u= ũ(x2/t). В этих случаях функция f(u) в уравнении
(2.4.2.1) произвольна. ◭

Замечание 2.7. Более общее нелинейное уравнение теплопроводности

ut = [f(u)ux]x + g(u) (2.4.2.16)
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также имеет решение вида (2.4.2.2). Для искомых функций ϕ(x) и ψ(t) приходим к
функционально-дифференциальному уравнению с тремя независимыми переменными

ψ′

t = ϕ′′

xxf(u) + (ϕ′

x)
2H(z) + g(u)/u′z,

где функция H(z) определяется по формуле (2.4.2.4). Дифференцируя последнее ра-
венство по x, получим

ϕ′′′

xxxf(u) + ϕ′

xϕ
′′

xx[f
′

z(u) + 2H(z)] + (ϕ′

x)
3H ′

z + ϕ′

x[g(u)/u
′

z]
′

z = 0.

Это функционально-дифференциальное уравнение с двумя независимыми переменны-
ми можно трактовать как билинейное функциональное уравнение (1.5.2.6) из разд. 1.5
с Φ1 = ϕ′′′

xxx, Φ2 = ϕ′

xϕ
′′

xx, Φ3 = (ϕ′

x)
3, Φ4 = ϕ′

x.
В работе [150] рассмотрено более общее уравнение, чем (2.4.2.16).

◮ Пример 2.15. Рассмотрим нелинейное уравнение Клейна — Гордона

utt − uxx = f(u). (2.4.2.17)

Ищем точные решения в виде

u = u(z), z = ϕ(x) + ψ(t). (2.4.2.18)

Подставив выражение (2.4.2.18) в (2.4.2.17), получим

ψ′′
tt − ϕ′′

xx +
[
(ψ′

t)
2 − (ϕ′

x)
2
]
g(z) = h(z), (2.4.2.19)

где
g(z) = u′′zz/u

′
z, h(z) = f

(
u(z)

)
/u′z. (2.4.2.20)

Продифференцировав уравнение (2.4.2.19) сначала по t, а затем по x, после
деления на ψ′

tϕ
′
x имеем

2(ψ′′
tt − ϕ′′

xx) g
′
z +

[
(ψ′

t)
2 − (ϕ′

x)
2
]
g′′zz = h′′zz.

Исключив разность ψ′′
tt−ϕ′′

xx из этого уравнения с помощью (2.4.2.19), получим[
(ψ′

t)
2 − (ϕ′

x)
2
]
(g′′zz − 2gg′z) = h′′zz − 2g′zh. (2.4.2.21)

Это равенство может выполняться только в двух случаях:

1) g′′zz − 2gg′z = 0, h′′zz − 2g′zh = 0;

2) (ψ′
t)
2 = Aψ +B, (ϕ′

x)
2 = −Aϕ+B − C,

h′′zz − 2g′zh = (Az + C)(g′′zz − 2gg′z),

(2.4.2.22)

где A, B, C — произвольные постоянные∗. Рассмотрим эти случаи по порядку.

Случай 1. Первые два уравнения (2.4.2.22) позволяют найти g(z) и h(z).
Интегрируя, из первого уравнения имеем g′z = g2 + const. Интегрируя далее,
получим

g = k, (2.4.2.23)

g = −1/(z + C1), (2.4.2.24)

g = −k th(kz + C1), (2.4.2.25)

g = −k cth(kz + C1), (2.4.2.26)

g = k tg(kz + C1), (2.4.2.27)

∗Первые два ОДУ в случае 2) появляются в результате решения функционально-
дифференциального уравнения (ψ′

t)
2 − (ϕ′

x)
2 = R(z), которое сводится к уравнению (2.4.3.1).
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где C1 и k— произвольные постоянные.
Второе уравнение (2.4.2.22) является линейным относительно функции h и

имеет частное решение h= g(z). Поэтому его общее решение определяется по
формуле [19, 285]:

h = C2g(z) + C3g(z)

∫
dz

g2(z)
, (2.4.2.28)

где C2 и C3 — произвольные постоянные.
Из соотношений (2.4.2.20) определяются функции u(z) и f(u) в виде

u(z) = B1

∫
G(z) dz +B2, f(u) = B1h(z)G(z), G(z) = exp

[∫
g(z) dz

]
,

(2.4.2.29)
где B1 и B2 —произвольные постоянные (функция f задана в параметрической
форме).

Исследуем подробнее случай (2.4.2.24). Используя формулу (2.4.2.28), на-
ходим

h = A1(z + C1)
2 +

A2

z +C1
, (2.4.2.30)

где A1 = −C3/3, A2 = −C2 — любые. Подставляя выражения (2.4.2.24) и
(2.4.2.30) в (2.4.2.29), получим

u = B1 ln |z + C1|+B2, f = A1B1(z + C1) +
A2B1

(z + C1)2
.

Исключая из этих соотношений z, находим явный вид правой части уравнения
(2.4.2.17):

f(u) = A1B1e
w +A2B1e

−2w, где w =
u−B2

B1
. (2.4.2.31)

Для наглядности далее полагаем C1 = 0, B1 = 1, B2 = 0 и введем обозначения
A1 = a, A2 = b. Таким образом, имеем

u(z)= ln |z|, f(u)=aeu+be−2u, g(z)=−1/z, h(z)=az2+b/z. (2.4.2.32)

Осталось определить функции ψ(t) и ϕ(x). Подставим выражения (2.4.2.32)
в функционально-дифференциальное уравнение (2.4.2.19). Учитывая зависи-
мость (2.4.2.18), после элементарных преобразований получим

[ψψ′′
tt−(ψ′

t)
2−aψ3−b]−[ϕϕ′′

xx−(ϕ′
x)

2+aϕ3]+(ψ′′
tt−3aψ2)ϕ−ψ(ϕ′′

xx+3aϕ2)=0.
(2.4.2.33)

Дифференцируя (2.4.2.33) по t и x, уничтожаем члены в квадратных скобках.
В результате приходим к уравнению с разделяющимися переменными∗

(ψ′′′
ttt − 6aψψ′

t)ϕ
′
x − (ϕ′′′

xxx + 6aϕϕ′
x)ψ

′
t = 0,

решение которого описывается автономными обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями

ψ′′′
ttt − 6aψψ′

t = Aψ′
t,

ϕ′′′
xxx + 6aϕϕ′

x = Aϕ′
x,

∗Для решения уравнения (2.4.2.33) проще всего использовать результаты решения функцио-
нального уравнения (1.5.2.6) из разд. 1.5 (см. формулы (1.5.2.7) и (1.5.2.8)).
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Таблица 2.2. Нелинейные уравнения utt− uxx = f(u), допускающие точные решения
с функциональным разделением переменных вида u = u(z), где z = ϕ(x) + ψ(t).

№ Правая часть уравнения f(u) Решение u(z) Уравнения для ψ(t) и ϕ(x)

1 au lnu+bu ez
(ψ′

t)
2=C1e

−2ψ+aψ− 1
2
a+b+A,

(ϕ′

x)
2=C2e

−2ϕ−aϕ+ 1
2
a+A

2 aeu+be−2u ln |z|
(ψ′

t)
2=2aψ3+Aψ2+C1ψ+C2,

(ϕ′

x)
2=−2aϕ3+Aϕ2−C1ϕ+C2+b

3 a sinu+b
(

sinu lntg
u

4
+2sin

u

4

)

4arctgez
(ψ′

t)
2=C1e

2ψ+C2e
−2ψ+bψ+a+A,

(ϕ′

x)
2=−C2e

2ϕ−C1e
−2ϕ−bϕ+A

4 a shu+b
(

shu lnth
u

4
+2sh

u

2

)

2ln
∣

∣

∣cth
z

2

∣

∣

∣

(ψ′

t)
2=C1e

2ψ+C2e
−2ψ−σbψ+a+A,

(ϕ′

x)
2=C2e

2ϕ+C1e
−2ϕ+σbϕ+A

5 a shu+2b
(

shuarctgeu/2+ch
u

2

)

2ln
∣

∣

∣tg
z

2

∣

∣

∣

(ψ′

t)
2=C1sin2ψ+C2cos2ψ+σbψ+a+A,

(ϕ′

x)
2=−C1sin2ϕ+C2cos2ϕ−σbϕ+A

Обозначения: A, C1, C2 — произвольные постоянные; σ=1 при z > 0, σ=−1 при z < 0

где A — константа разделения. Каждое из этих уравнений можно два раза
проинтегрировать:

(ψ′
t)
2 = 2aψ3 +Aψ2 + C1ψ + C2,

(ϕ′
x)

2 = −2aϕ3 +Aϕ2 + C3ϕ+ C4,
(2.4.2.34)

где C1, . . . , C4 — произвольные постоянные. Исключая с помощью (2.4.2.34)
производные из уравнения (2.4.2.33), находим следующие связи между кон-
стантами: C3 = −C1, C4 = C2 + b. Таким образом, функции ψ(t) и ϕ(x) опи-
сываются автономными ОДУ первого порядка с кубической нелинейностью

(ψ′
t)
2 = 2aψ3 +Aψ2 + C1ψ + C2,

(ϕ′
x)

2 = −2aϕ3 +Aϕ2 − C1ϕ+ C2 + b.

Решения этих уравнений выражаются через эллиптические функции.
Для остальных случаев в (2.4.2.23) — (2.4.2.27) исследование проводится

аналогичным образом. Результаты анализа для случаев (2.4.2.23) — (2.4.2.27)
сведены в итоговой табл. 2.2 (впервые эти решения другим методом были
получены в [176], см. также [3, 376]).

Случай 2. Интегрируя первые два уравнения (2.4.2.22) (для второго случая),
имеем два решения:

ψ = ±
√
B t+D1, ϕ = ±

√
B − C t+D2 при A = 0;

ψ =
1

4A
(At+D1)

2 − B

A
, ϕ = − 1

4A
(Ax+D2)

2 +
B − C

A
при A 6= 0;

(2.4.2.35)
где D1 и D2 — произвольные постоянные. В обоих случаях функция f(u) в
уравнении (2.4.2.17) является произвольной. Первое решение (2.4.2.35) соот-
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Таблица 2.3. Нелинейные уравнения uxx+uyy = f(u), допускающие точные решения
с функциональным разделением переменных вида u = u(z), где z = ϕ(x) + ψ(y).

№ Правая часть уравнения f(u) Решение u(z) Уравнения для ϕ(x) и ψ(y)

1 au lnu+bu ez
(ϕ′

x)
2=C1e

−2ϕ+aϕ− 1
2
a+b+A,

(ψ′

y)
2=C2e

−2ψ+aψ− 1
2
a−A

2 aeu+be−2u ln |z|
(ϕ′

x)
2=2aϕ3+Aϕ2+C1ϕ+C2,

(ψ′

y)
2=2aψ3−Aψ2+C1ψ−C2−b

3 a sinu+b
(

sinu ln tg
u

4
+2sin

u

4

)

4arctgez
(ϕ′

x)
2=C1e

2ϕ+C2e
−2ϕ+bϕ+a+A,

(ψ′

y)
2=C2e

2ψ+C1e
−2ψ+bψ−A

4 a shu+b
(

shu lnth
u

4
+2sh

u

2

)

2ln
∣

∣

∣cth
z

2

∣

∣

∣

(ϕ′

x)
2=C1e

2ϕ+C2e
−2ϕ−σbϕ+a+A,

(ψ′

y)
2=−C2e

2ψ−C1e
−2ψ−σbψ−A

5 a shu+2b
(

shuarctgeu/2+ch
u

2

)

2ln
∣

∣

∣tg
z

2

∣

∣

∣

(ϕ′

x)
2=C1sin2ϕ+C2cos2ϕ+σbϕ+a+A,

(ψ′

y)
2=C1sin2ψ−C2cos2ψ+σbψ−A

Обозначения: A, C1, C2 — произвольные постоянные; σ=1 при z>0, σ=−1 при z<0

ветствует решению типа бегущей волны u = u(kx + λt), а второе приводит к
решению вида u = u(x2 − t2). ◭

◮ Пример 2.16. Нелинейное уравнение стационарной теплопроводности
(диффузии) с источником

uxx + uyy = f(u)

исследуется точно так же, как и нелинейное уравнение Клейна — Гордона (см.
пример 2.15). Основные результаты приведены в итоговой табл. 2.3 (впервые
эти решения другим методом были получены в [249]). Для произвольной фун-
кции f(u) имеется также решение типа бегущей волны u = u(k1x + k2y) и
решение с радиальной симметрией вида u = u(x2 + y2). ◭

2.4.3. Использование нелинейных функциональных уравнений
для построения точных решений

В этом разделе рассматриваются некоторые функциональные уравнения с тре-
мя аргументами специального вида, которые часто встречаются при функци-
ональном разделении переменных в нелинейных уравнениях математической
физики. Для решения этих нелинейных функциональных уравнений исполь-
зуется сочетание методов дифференцирования и расщепления. Полученные
результаты применяются для построения точных решений некоторых классов
нелинейных уравнений теплопроводности и теории волн.
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1◦. Рассмотрим функциональное уравнение

p(x) + q(t) = R(z), где z = ϕ(x) + ψ(t). (2.4.3.1)

Здесь одна из двух функций p(x) и ϕ(x) задается, а другая ищется; одна из
двух функций q(t) и ψ(t) задается, а другая ищется; функция R(z) ищется∗.

Дифференцируя уравнение (2.4.3.1) по x и по t, получим R′′
zz = 0. Поэтому

его решение имеет вид

p(x) = Aϕ(x) +B, q(t) = Aψ(t)−B + C, R(z) = Az + C, (2.4.3.2)

где A, B, C — произвольные постоянные.

2◦. Рассмотрим более сложное функциональное уравнение

p(t) + q(x) + h(x)R(z) + S(z) = 0, где z = ϕ(x) + ψ(t). (2.4.3.3)

Дифференцируя (2.4.3.3) по x, приходим к уравнению с двумя независимыми
переменными

q′x + h′xR+ hϕ′
xR

′
z + ϕ′

xS
′
z = 0, (2.4.3.4)

которое можно представить в виде билинейного уравнения (1.5.2.6) из разд. 1.5.
Используя формулы (1.5.2.7), получим

q′x = A1hϕ
′
x +A2ϕ

′
x,

h′x = A3hϕ
′
x +A4ϕ

′
x,

R′
z = −A1 −A3R,

S′
z = −A2 −A4R,

(2.4.3.5)

где A1, . . . , A4 — произвольные постоянные. Интегрирование системы (2.4.3.5)
и подстановка полученных решений в исходное функциональное уравнение
дает приведенные ниже результаты.

Случай 1. Решение функционального уравнения (2.4.3.3), которое соответ-
ствует значению A3 = 0 в (2.4.3.5):

p = − 1
2A1A4ψ

2 + (A1B1 +A2 +A4B3)ψ −B2 −B1B3 −B4,

q = 1
2A1A4ϕ

2 + (A1B1 +A2)ϕ +B2,

h = A4ϕ+B1,

R = −A1z +B3,

S = 1
2A1A4z

2 − (A2 +A4B3)z +B4,

(2.4.3.6)

где ϕ = ϕ(x) и ψ = ψ(t) — произвольные функции, Ak, Bk — произвольные
постоянные.

∗В подобных уравнениях со сложным аргументом считается, что ϕ(x) 6=const и ψ(t) 6=const.
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Случай 2. Решение функционального уравнения (2.4.3.3), которое соответ-
ствует значению A3 6= 0 в (2.4.3.5):

p = −B1B3e
−A3ψ +

(
A2 − A1A4

A3

)
ψ −B2 −B4 − A1A4

A2
3

,

q =
A1B1

A3
eA3ϕ +

(
A2 − A1A4

A3

)
ϕ+B2,

h = B1e
A3ϕ − A4

A3
,

R = B3e
−A3z − A1

A3
,

S =
A4B3

A3
e−A3z +

(
A1A4

A3
−A2

)
z +B4,

(2.4.3.7)

где ϕ = ϕ(x) и ψ = ψ(t) — произвольные функции, Ak, Bk — произвольные
постоянные.

Случай 3. Функциональное уравнение (2.4.3.3) допускает также вырожден-
ное решение

p=A1ψ+B1, q=A1ϕ+B2, h=A2, S =−A1z−A2R−B1−B2, (2.4.3.8)

где ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(t), R = R(z)— произвольные функции, A1, A2, B1, B2 —
произвольные постоянные. Другое вырожденное решение имеет вид

p=A1ψ+B1, q=A1ϕ+A2h+B2, R=−A2, S=−A1z−B1−B2, (2.4.3.9)

где ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(t), h = h(x)— произвольные функции, A1, A2, B1, B2 —
произвольные постоянные. Вырожденные решения (2.4.3.8) и (2.4.3.9) можно
получить из исходного уравнения (2.4.3.3) и его следствия (2.4.3.4) с помощью
формул (1.5.2.8) из разд. 1.5.

◮ Пример 2.17. Рассмотрим нестационарное уравнение теплопроводности
с нелинейным источником

ut = uxx + f(u). (2.4.3.10)

Ищем точные решения вида

u = u(z), z = ϕ(x) + ψ(t). (2.4.3.11)

Подставим (2.4.3.11) в (2.4.3.10). После деления на u′z получим функциональ-
но-дифференциальное уравнение

ψ′
t = ϕ′′

xx + (ϕ′
x)

2 u
′′

zz

u′
z

+
f(u(z))

u′
z

.

Представим его в виде билинейного функционального уравнения (2.4.3.3), где

p(t) = −ψ′
t, q(x) = ϕ′′

xx, h(x) = (ϕ′
x)

2, R(z) =
u′′

zz

u′
z

, S(z) =
f(u(z))

u′
z

.

(2.4.3.12)
Используем решения уравнения (2.4.3.3). Подставив выражения (2.4.3.12)

для q и h в (2.4.3.6) — (2.4.3.9), получим переопределенные системы ОДУ для
определения функции ϕ = ϕ(x).
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Случай 1. Система

ϕ′′
xx = 1

2A1A4ϕ
2 + (A1B1 +A2)ϕ+B2,

(ϕ′
x)

2 = A4ϕ+B1,

полученная из (2.4.3.6) и соответствующая значению A3 = 0 в (2.4.3.5), имеет
совместное решение в следующих случаях:

ϕ = C1x+ C2 при A2 = −A1C
2
1 , A4 = B2 = 0, B1 = C2

1 ,

ϕ = 1
4A4x

2 + C1x+ C2 при A1 = A2 = 0, B1 = C2
1 −A4C2, B2 =

1
2A4,

(2.4.3.13)
где C1 и C2 — произвольные постоянные.

Первое решение (2.4.3.13) приA1 6=0 соответствует правой части уравнения
(2.4.3.10), которая содержит функцию, обратную к интегралу вероятностей
[вид правой части определяется из двух последних соотношений (2.4.3.6) и
(2.4.3.12) для R и S]. Второе решение (2.4.3.13) соответствует правой части
уравнения (2.4.3.10) логарифмического вида f(u) = k1u lnu + k2u. В обоих
случаях первое соотношение (2.4.3.6) с учетом равенства p = −ψ′

t представ-
ляет собой линейное ОДУ первого порядка с постоянными коэффициентами,
решением которого является сумма экспоненциальной функции и константы.

Случай 2. Система

ϕ′′
xx =

A1B1

A3
eA3ϕ +

(
A2 − A1A4

A3

)
ϕ+B2,

(ϕ′
x)

2 = B1e
A3ϕ − A4

A3
,

полученная из (2.4.3.7) и соответствующая A3 6=0 в (2.4.3.5), имеет совместное
решение в следующих случаях:

ϕ=±
√
−A4/A3 x+C1 при A2 =A1A4/A3, B1 =B2 = 0;

ϕ=− 2

A3
ln |x|+C1 при A1 =

1
2A

2
3, A2 =A4 = 0,

B1 = 4A−2
3 e−A3C1 ,B2 = 0;

ϕ=− 2

A3
ln
∣∣cos

(
1
2

√
A3A4 x+C1

)∣∣+C2 при A1 =
1
2A

2
3, A2 =

1
2A3A4 > 0,

B1 =A4/A3, B2 = 0;

ϕ=− 2

A3
ln
∣∣sh

(
1
2

√
−A3A4 x+C1

)∣∣+C2 при A1 =
1
2A

2
3, A2 =

1
2A3A4 < 0,

B1 =−A4/A3, B2 = 0;

ϕ=− 2

A3
ln
∣∣ch

(
1
2

√
−A3A4 x+C1

)∣∣+C2 при A1 =
1
2A

2
3, A2 =

1
2A3A4 < 0,

B1 =A4/A3, B2 = 0,

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Эти решения соответствуют правой
части уравнения (2.4.3.10), заданной в параметрической форме.

Случай 3. Вырожденным решениям функционального уравнения (2.4.3.8)
и (2.4.3.9) соответствуют решения нелинейного уравнения теплопроводности
(2.4.3.10) типа бегущей волны [функция f(u)—произвольна] и решения линей-
ного уравнения (2.4.3.10) с источником вида f(u) = k1u+ k2. ◭
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Замечание 2.8. Можно искать более сложные решения уравнения (2.4.3.10) с
функциональным разделением вида

u = u(z), z = ϕ(ξ) + ψ(t), ξ = x+ at.

Подстановка этих выражений в уравнение (2.4.3.10) также приводит к функциональ-
ному уравнению (2.4.3.3), в котором x надо переобозначить на ξ и положить

p(t) = −ψ′

t, q(ξ) = ϕ′′

ξξ − aϕ′

ξ, h(ξ) = (ϕ′

ξ)
2, R(z) = u′′zz/u

′

z, S(z) = f(u(z))/u′z.

Дальнейшая процедура построения решения проводится так же, как в примере 2.17.

◮ Пример 2.18. Аналогичным образом рассматривается более общее урав-
нение

ut = a(x)uxx + b(x)ux + f(u), (2.4.3.14)

которое встречается в задачах конвективного тепло- и массообмена (a = const,
b = const), в задачах теплопереноса в анизотропных средах (b = a′x), в про-
странственных задачах теплопроводности с осевой и центральной симметрией
(a = const, b = const/x).

Поиск точных решений уравнения (2.4.3.14) вида (2.4.3.11) приводит к фун-
кциональному уравнению (2.4.3.3), где

p(t) = −ψ′
t, q(x) = a(x)ϕ′′

xx + b(x)ϕ′
x(x),

h(x) = a(x)(ϕ′
x)

2, R(z) = u′′zz/u
′
z, S(z) = f(u(z))/u′z .

Подставив эти выражения в (2.4.3.6)—(2.4.3.9), можно получить системы обык-
новенных дифференциальных уравнений для определения искомых величин.◭

Замечание 2.9. В примерах 2.17 — 2.18 построение точных решений различных
уравнений математической физики сводилось к одному и тому же функциональному
уравнению. Это наглядно демонстрирует полезность выделения и независимого иссле-
дования отдельных нелинейных функциональных уравнений со сложным аргументом.

3◦. Рассмотрим теперь функциональное уравнение

p(t) + q(x)R(z) + h(x)S(z) = 0, где z = ϕ(x) + ψ(t). (2.4.3.15)

Дифференцируем (2.4.3.15) по x. Получим функционально-дифференциаль-
ное уравнение с двумя переменными x и z:

q′xR+ qϕ′
xR

′
z + h′xS + hϕ′

xS
′
z = 0, (2.4.3.16)

которое с точностью до очевидных переобозначений можно представить в виде
билинейного уравнения (1.5.2.6).

Случай 1. Решение уравнения (2.4.3.16) можно получить с помощью формул
(1.5.2.7) из разд. 1.5. В результате приходим к системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

q′x = (A1g +A2h)ϕ
′
x,

h′x = (A3g +A4h)ϕ
′
x,

R′
z = −A1R−A3S,

S′
z = −A2R−A4S,

(2.4.3.17)
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где A1, A2, A3, A4 — произвольные постоянные.
Решение системы (2.4.3.17) имеет вид

q(x) = A2B1e
k1ϕ +A2B2e

k2ϕ,

h(x) = (k1 −A1)B1e
k1ϕ + (k2 −A1)B2e

k2ϕ,

R(z) = A3B3e
−k1z +A3B4e

−k2z,

S(z) = (k1 −A1)B3e
−k1z + (k2 −A1)B4e

−k2z,

(2.4.3.18)

где B1, B2, B3, B4 — произвольные постоянные, а k1 и k2 — корни квадратного
уравнения

(k −A1)(k −A4)−A2A3 = 0. (2.4.3.19)

В случае кратных корней k1 = k2 члены ek2ϕ и e−k2z в (2.4.3.18) надо заменить
соответственно на ϕek1ϕ и ze−k1z . В случае чисто мнимых или комплексных
корней уравнения (2.4.3.19) в решении (2.4.3.18) надо выделить действитель-
ную (или мнимую) часть.

Подставив (2.4.3.18) в исходное функциональное уравнение (2.4.3.15), по-
лучим условия, которым должны удовлетворять свободные коэффициенты, и
найдем функцию p(t):

B2 = B4 = 0 =⇒ p(t) = [A2A3 + (k1 −A1)
2]B1B3e

−k1ψ,

B1 = B3 = 0 =⇒ p(t) = [A2A3 + (k2 −A1)
2]B2B4e

−k2ψ,

A1 = 0 =⇒ p(t) = (A2A3 + k21)B1B3e
−k1ψ + (A2A3 + k22)B2B4e

−k2ψ.
(2.4.3.20)

В решения (2.4.3.18), (2.4.3.20) входят произвольные функции ϕ = ϕ(x) и
ψ = ψ(t).

Случай 2. Функциональное уравнение (2.4.3.15) допускает также вырож-
денное решение

p = B1B2e
A1ψ, q = A2B1e

−A1ϕ, h = B1e
−A1ϕ, S = −B2e

A1z −A2R,

где ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(t), R = R(z)— произвольные функции, A1, A2, B1, B2 —
произвольные постоянные. Другое вырожденное решение имеет вид

p = B1B2e
A1ψ, h = −B1e

−A1ϕ −A2q, R = A2B2e
A1z, S = B2e

A1z,

где ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(t), q = q(x) — произвольные функции, A1, A2, B1,
B2 — произвольные постоянные. Вырожденные решения можно получить из
исходного уравнения (2.4.3.15) и его следствия (2.4.3.16) с помощью формул
(1.5.2.8) из разд. 1.5.

◮ Пример 2.19. Для нелинейного уравнения теплопроводности (2.4.2.1)
(см. пример 2.14 из разд. 2.4.2) поиск точных решений вида u=u(z), z=ϕ(x)+
+ ψ(t) приводит к функционально-дифференциальному уравнению (2.4.2.3),
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которое можно представить в виде функционального уравнения (2.4.3.15), если
ввести обозначения

p(t) = −ψ′
t, q(x) = ϕ′′

xx, h(x) = (ϕ′
x)

2, R(z) = f(u), S(z) =
[f(u)u′

z]
′

z

u′
z

,

где u = u(z). ◭

◮ Пример 2.20. Для нелинейного уравнения первого порядка

ut = f(u)u2x + g(x)

поиск точных решений вида (2.4.3.11) приводит к функциональному уравне-
нию (2.4.3.15) при

p(t) = −ψ′
t, q(x) = (ϕ′

x)
2, h(x) = g(x), R(z) = f(u)u′z, S(z) = 1/u′z,

где u = u(z). ◭

4◦. Рассмотрим функциональное уравнение

p1(x) + p2(t) + q1(x)P (z) + q2(t)R(z) + S(z) = 0, (2.4.3.21)

где z = ϕ(x) + ψ(t).
Дифференцируем (2.4.3.21) по t. Полученное выражение делим на ψ′

tP
′
z и

дифференцируем по t. В результате приходим к функционально-дифференци-
альному уравнению с двумя аргументами t и z, которое может быть сведено
к билинейному функциональному уравнению [см. уравнение (1.5.1.1) и его
решения (1.5.2.9)].

◮ Пример 2.21. Рассмотрим стационарное уравнение теплопроводности в
неоднородной анизотропной среде с нелинейным источником

[a(x)ux]x + [b(y)uy]y = f(u). (2.4.3.22)

Поиск точных решений уравнения (2.4.3.22) вида u= u(z), z = ϕ(x)+ψ(y)
приводит к функциональному уравнению (2.4.3.21) при t = y, где

p1(x) = a(x)ϕ′′
xx+ a′x(x)ϕ

′
x, p2(y) = b(y)ψ′′

yy + b′y(y)ψ
′
y, q1(x) = a(x)(ϕ′

x)
2,

q2(y) = b(y)(ψ′
y)

2, P (z) =R(z) = u′′zz/u
′
z , S(z) =−f(u)/u′z, u= u(z).

Не проводя полного анализа уравнения (2.4.3.22), ограничимся здесь изучени-
ем решений с обобщенным разделением переменных, которые существуют при
произвольной кинетической функции f(u).

Сделав замену z = ζ2, ищем решения уравнения (2.4.3.22) вида

u = u(ζ), ζ2 = ϕ(x) + ψ(y). (2.4.3.23)

Учитывая соотношения ζx =
ϕ′

x

2ζ
и ζy =

ψ′

y

2ζ
, из (2.4.3.22) получим

[
(aϕ′

x)
′
x + (bψ′

y)
′
y

] u′

ζ

2ζ
+

[
a(ϕ′

x)
2 + b(ψ′

y)
2
] ζu′′

ζζ − u′

ζ

4ζ3
= f(u), f(u) = f

(
u(ζ)

)
.

(2.4.3.24)
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Для разрешимости этого функционального уравнения потребуем, чтобы выра-
жения в квадратных скобках были функциями от ζ:

(aϕ′
x)

′
x + (bψ′

y)
′
y =M(ζ), a(ϕ′

x)
2 + b(ψ′

y)
2 = N(ζ).

Продифференцировав первое из этих равенств по x и по y, приходим к урав-
нению (M ′

ζ/ζ)
′
ζ = 0, общее решение которого имеет вид M(ζ) = C1ζ

2 + C2.

Аналогично находим N(ζ) = C3ζ
2 + C4. Здесь C1, C2, C3, C4 — произвольные

постоянные. В итоге получим

(aϕ′
x)

′
x + (bψ′

y)
′
y = C1(ϕ+ ψ) + C2, a(ϕ′

x)
2 + b(ψ′

y)
2 = C3(ϕ+ ψ) + C4.

Разделение переменных приводит к системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений для нахождения функций ϕ(x), a(x), ψ(y), b(y):

(aϕ′
x)

′
x − C1ϕ− C2 = k1, (bψ′

y)
′
y −C1ψ = −k1,

a(ϕ′
x)

2 − C3ϕ− C4 = k2, b(ψ′
y)

2 −C3ψ = −k2.
Эта система всегда интегрируется в квадратурах и может быть преобразо-

вана к виду
(C3ϕ+ C4 + k2)ϕ

′′
xx + (C1ϕ+ C2 + k1 − C3)(ϕ

′
x)

2 = 0,

(C3ψ − k2)ψ
′′
yy + (C1ψ − k1 − C3)(ψ

′
y)

2 = 0;

a = (C3ϕ+C4 + k2)(ϕ
′
x)

−2,

b = (C3ψ − k2)(ψ
′
y)

−2,

(2.4.3.25)

где уравнения для функций ϕ и ψ не зависят от a и b и могут решаться
независимо. Не проводя полного исследования системы (2.4.3.25), отметим
простой частный случай, когда она интегрируется в явном виде.

При C1 = C2 = C4 = k1 = k2 = 0, C3 = C 6= 0 имеем

a(x) = αeµx, b(y) = βeνy, ϕ(x) =
Ce−µx

αµ2
, ψ(y) =

Ce−νy

βν2
,

где α, β, µ, ν—произвольные постоянные. Подставив эти выражения в (2.4.3.24)
и учитывая вид переменной ζ (2.4.3.23), получим уравнение для функции u(ζ):

u′′ζζ −
1

ζ
u′ζ =

4

C
f(u).

Система (2.4.3.25) имеет также другие решения, приводящие к различным
выражениям для функций a(x) и b(y). В табл. 2.4 указаны случаи, когда эти
функции могут быть выражены в явном виде [18, 47, 286] (опущено решение
типа бегущей волны, соответствующее a = const, b = const). В общем случае
решение системы (2.4.3.24) приводит к функциям a(x) и b(y), которые записы-
ваются в параметрической форме [290]. ◭

Замечание 2.10. Результаты, описанные в примере 2.21, применимы также для
нелинейных уравнений гиперболического типа, когда переменная y = t играет роль
времени и функциональные коэффициенты a(x) и b(y) имеют разные знаки, т. е.
a(x)b(y) < 0. В этом случае функции ϕ(x) и ψ(y), приведенные для первых трех
уравнений в табл. 2.4, также имеют разные знаки и ϕ(x)ψ(y) < 0. Знак параметра C
выбирается так, чтобы рассматриваемой области выполнялось условие ϕ(x)+ψ(y)>0.

Замечание 2.11. Уравнения и решения, описанные в примере 2.21, допускают
различные многомерные обобщения, которые обсуждаются далее в разд. 2.6.5.
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Таблица 2.4. Решения с обобщенным разделением переменных вида u = u(ζ), где
ζ2 = ϕ(x) + ψ(y), для уравнений теплопроводности в неоднородной анизотропной
среде с нелинейным источником произвольного вида.

Уравнение теплопроводности Функции ϕ(x), ψ(y) Уравнение для u=u(ζ)

(αxnux)x+(βykuy)y=f(u)

ϕ(x)=
Cx2−n

α(2−n)2 ,

ψ(y)=
Cy2−k

β(2−k)2
u′′

ζζ+
4−nk

(2−n)(2−k)
1

ζ
u′

ζ=
4

C
f(u)

(αeµxux)x+(βeνyuy)y=f(u)
ϕ(x)=

C

αµ2
e−µx,

ψ(y)=
C

βν2
e−νy

u′′

ζζ−
1

ζ
u′

ζ=
4

C
f(u)

(αeµxux)x+(βykuy)y=f(u)

ϕ(x)=
C

αµ2
e−µx,

ψ(y)=
Cy2−k

β(2−k)2
u′′

ζζ+
k

2−k
1

ζ
u′

ζ=
4

C
f(u)

(αx2ux)x+(βy2uy)y=f(u)
ϕ(x)=µ ln |x|,
ψ(y)=ν ln |y|

Уравнение (2.4.3.24), оба выражения
в квадратных скобках — константы

αwxx+(βy2uy)y=f(u)
ϕ(x)=µx,

ψ(y)=ν ln |y|
Уравнение (2.4.3.24), оба выражения
в квадратных скобках — константы

Обозначения: C, α, β, µ, ν, n, k— свободные параметры (C 6=0, µ 6=0, ν 6=0, n 6=2, k 6=2)

2.5. Построение решений с функциональным

разделением переменных в неявной форме

2.5.1. Предварительные замечания. Решения типа бегущей
волны в неявном виде

Метод построения точных решений с функциональным разделением перемен-
ных в неявной форме основан на обобщении решений типа бегущей волны
различных нелинейных уравнений в частных производных. Прежде, чем опи-
сывать этот метод, приведем сначала четыре простых примера, иллюстрирую-
щих существование решений, задаваемых в неявном виде, у диффузионных и
волновых уравнений.

◮ Пример 2.22. Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности

ut = [f(u)ux]x, (2.5.1.1)

которое содержит произвольную функцию f(u). Уравнение не зависит явно от
x и t и имеет решение типа бегущей волны

u = u(z), z = λt+ κx, (2.5.1.2)
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где κ и λ—произвольные постоянные. Подставив (2.5.1.2) в (2.5.1.1), приходим
к ОДУ λu′z = κ2[f(u)u′z]

′
z . Интегрируя, получим его решение в неявном виде

κ2
∫

f(u) du

λu+ C1
= λt+ κx+ C2, (2.5.1.3)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. В правой части решения (2.5.1.3)
переменная z была заменена на исходные переменные с помощью (2.5.1.2).

Видно, что даже для простейших функций, таких как f(u) = u, f(u) = eu,
f(u)= sinu, f(u)=cos u, решение (2.5.1.3) уравнения (2.5.1.1) нельзя выразить
через элементарные функции. Поэтому поиск точных решений более сложных
уравнений диффузионного типа в явном виде представляется малоэффектив-
ным. ◭

◮ Пример 2.23. Рассмотрим теперь обобщенное уравнение Бюргерса

ut = uxx − f(u)ux, (2.5.1.4)

где f(u) — произвольная функция. Оно имеет решение типа бегущей волны
вида (2.5.1.2), которое можно записать в неявной форме

κ2
∫

du

κF (u) + λu+ C1
= λt+ κx+ C2, F (u) =

∫
f(u) du. (2.5.1.5)

◭

◮ Пример 2.24. Нелинейное волновое уравнение

utt = [f(u)ux]x, (2.5.1.6)

где f(u) — произвольная функция, имеет решение типа бегущей волны вида
(2.5.1.2), которое можно представить в неявном виде

∫
[κ2f(u)− λ2] du = C1(λt+ κx) + C2. (2.5.1.7)

◭

◮ Пример 2.25. Нелинейное уравнение Клейна — Гордона

utt = uxx + f(u), (2.5.1.8)

где f(u) — произвольная функция, также допускает решения типа бегущей
волны u = u(z), z = λt + κx (при λ 6= ±κ), которые можно представить в
неявном виде∫ [

C1 +
2

λ2−κ2
F (u)

]−1/2
du = C2 ± (λt+ κx), F (u) =

∫
f(u)du. (2.5.1.9)

◭

Примеры 2.22, 2.23, 2.24, 2.25 показывают, что нелинейные уравнения
(2.5.1.1), (2.5.1.4), (2.5.1.6), (2.5.1.8), которые часто встречаются в приложе-
ниях, имеют решения типа бегущей волны, которые можно представить в
неявном виде. Важно отметить, что в общем случае для произвольной функции
f(u) эти решения нельзя записать в явном виде. Отметим, что в [287] указаны
более сложные нелинейные УрЧП, допускающие решения в неявном виде.
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Замечание 2.12. На практике для построения точных решений нелинейных урав-
нений с частными производными нередко используются методы, основанные априор-
ном задании явного вида решений (метод tanh-функций [146, 152, 237, 263, 264, 362,
375], метод exp-функций [86, 124, 147, 183, 184, 222, 333, 371, 375], методы sin- и cos-
функций [74, 84, 360, 361] и некоторые другие методы), в которые включают свобод-
ные параметры. Значения этих параметров определяются далее методом неопределен-
ных коэффициентов обычно с привлечением методов компьютерной алгебры. Подоб-
ные прямые методы имеют весьма узкую область применимости, поскольку вид ре-
шения задается заранее («вслепую») без учета свойств рассматриваемых нелинейных
уравнений. Сказанное хорошо иллюстрируют примеры 2.22–2.25, где в случае общего
положения точные решения вообще не могут быть представлены в явной форме.

Отметим, что подавляющее большинство известных общих решений нелинейных
обыкновенных дифференциальных уравнений представляется в неявной или парамет-
рической форме (подобный вывод следует из статистической обработки материалов
наиболее полных справочников по точным решениям ОДУ [285, 288]). Рассмотренные
выше простые примеры 2.22–2.25 позволяют высказать правдоподобную гипотезу о
том, что нелинейные уравнения с частными производными также допускают точные
решения в неявном или параметрическом виде чаще, чем в явном виде. В частности,
наиболее общие нелинейные УрЧП, зависящие от произвольных функций искомой
величины, не имеют невырожденных решений, которые допускают представление в
явной форме. Поэтому весьма важной является разработка прямых методов построе-
ния точных решений в неявной форме для нелинейных УрЧП.

В разд. 2.5.2 будет описан метод построения точных решений нелинейных
уравнений математической физики, основанный на существенном обобщении
решений типа бегущей волны, рассмотренных в примерах 2.22 — 2.25.

2.5.2. Прямой метод построения решений с функциональным
разделением переменных в неявном виде. Описание

Будем рассматривать нелинейные уравнения в частных производных

G(x, ux, ut, uxx, uxt, utt, . . . ) = 0. (2.5.2.1)

Точные решения ищем в неявном виде [44, 273, 274]:
∫
h(u) du = ξ(x)ω(t) + η(x), (2.5.2.2)

где функции h = h(u), ξ = ξ(x), η = η(x), ω = ω(t) подлежат определению в
ходе дальнейшего анализа.

Замечание 2.13. Представление решения в неявном виде (2.5.2.2) представля-
ет собой существенное обобщение решений типа бегущей волны (2.5.1.3), (2.5.1.5),
(2.5.1.7), (2.5.1.9) нелинейных УрЧП (2.5.1.1), (2.5.1.4), (2.5.1.6), (2.5.1.8), рассмотрен-
ных ранее. Например, представление решения в виде (2.5.2.2) основано на обобщении
решения (2.5.1.3) уравнения (2.5.1.1), которое осуществляется следующим образом:

κ2f(u)

λu+ C1
=⇒ h(u), λ =⇒ ξ(x), t =⇒ ω(t), κx+ C2 =⇒ η(x).
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Перейдем к описанию процедуры построения точных решений в неявном
виде (2.5.2.2). Сначала с помощью (2.5.2.2) вычисляются частные производные
ux, ut, uxx, . . . , которые выражаются через функции h, ξ, η, ω и их произ-
водные. Затем эти частные производные поставляются в уравнение (2.5.2.1),
после чего помощью выражения (2.5.2.2) исключается переменная t. В резуль-
тате (путем подходящего выбора ω) приходят к билинейному функционально-
дифференциальному уравнению вида

N∑

j=1

Φj[x]Ψj [u] = 0,

Φj[x] ≡ Φj(x, ξ, η, ξ
′
x, η

′
x, ξ

′′
xx, η

′′
xx . . . ),

Ψj[u] ≡ Ψj(u, h, h
′
u, h

′′
uu, . . . ).

(2.5.2.3)

Здесь Φj[x] и Ψj[u] — дифференциальные формы (в некоторых случаях функ-
циональные коэффициенты), которые зависят соответственно только от x и u.
Справедливо следующее утверждение.

Принцип расщепления. Функционально-дифференциальные уравнения вида
(2.5.2.3) могут иметь решения, только если формы Ψj[u] (j =1, . . . , N ) связаны
линейными соотношениями

mi∑

j=1

kijΨj[u] = 0, i = 1, . . . , n, (2.5.2.4)

где kij — некоторые константы, 1 6 mi 6 N − 1, 1 6 n 6 N − 1. Необходимо
также рассмотреть вырожденные случаи, когда помимо линейных соотноше-
ний отдельные дифференциальные формы Ψj[u] обращаются в нуль.

Принцип расщепления также справедлив и для форм Φj[x].
Более подробное описание принципа расщепления дано в разд. 1.5.1—1.5.2.
Указанный принцип расщепления будет использоваться в разд. 2.5.3 — 2.5.5

для построения решений некоторых функционально-дифференциальных урав-
нений вида (2.5.2.3), которые возникают при поиске точных решений нелиней-
ных уравнений диффузионного и волнового типов.

Замечание 2.14. Построение решения в неявном виде с интегральным членом в
левой части равенства (2.5.2.2) часто приводит дифференциальным уравнениям более
низкого порядка относительно функции h, чем при поиске точных решений в явном
виде. Кроме того, неявное представление решения обычно приводит к более простым
явным выражениям функций f и g через h (при поиске точных решений в явном
виде функции f и g часто выражаются через u в параметрической форме [287]).
Отметим также, что в случае общего положения различные линейные соотношения
вида (2.5.2.4) соответствуют различным решениям рассматриваемого УрЧП.

Заметим, что решения вида (2.5.2.2) обычно нельзя получить с помощью
классического метода группового анализа УрЧП [32, 91, 197, 259].
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2.5.3. Нелинейные реакционно-диффузионные уравнения
с переменными коэффициентами

Краткий обзор точных решений нелинейных УрЧП диффузионного типа.
Преобразования, симметрии и точные решения различных классов нелинейных
реакционно-диффузионных, конвективно-диффузионных и родственных урав-
нений, не зависящих явно от переменных x и t, рассматривались во многих
работах (см., например, [11, 18, 22, 23, 30, 47, 48, 54, 100, 116–118, 120, 121,
131, 141, 150, 158, 160, 163, 188, 197, 211, 217, 223, 287, 318, 322, 372] и
цитируемую в них литературу). Для построения точных решений чаще всего
использовались классический и неклассический методы исследования симмет-
рий [11, 30, 48, 117, 118, 121, 131, 160, 188, 197, 287], методы обобщенного и
функционального разделения переменных [48, 141, 150, 158, 163, 287, 318, 372]
и метод дифференциальных связей [48, 158, 163, 211, 287, 318].

Некоторые работы (см., например, [18, 47, 101, 275, 287, 314, 318, 346, 347,
349, 350]) были посвящены нелинейным реакционно-диффузионным уравне-
ниям с переменными коэффициентами, зависящими от пространственной пере-
менной x (далее такие коэффициенты иногда будут называться автономными).
В табл. 2.5 указан вид точных решений некоторых уравнений данного типа с
одной или двумя произвольными функциями.

Таблица 2.5. Нелинейные реакционно-диффузионные уравнения с переменными ко-
эффициентами и их точные решения.

№ Уравнение Вид решения или замечание Литература

1 ut=[a(x)unux]x+b(x)u
n+1 u=ϕ(x)ψ(t) [18, 47, 287]

2 ut=[a(x)eλuux]x+b(x)e
λu u=ϕ(x)+ψ(t) [18, 47, 287]

3 ut=[a(x)ux]x+b(x)u+cu lnu u=ϕ(x)ψ(t) [47, 287]

4 ut=(u−4/3ux)x+b(x)u
−1/3 Приводится к vt=(v−4/3vz)z [18, 47, 287]

5 ut=[xnf(u)ux]x+x
n−2g(u) u=U(z), z=xt1/(n−2), k 6=2 [273]

6 ut=[x2f(u)ux]x+g(u) u=U(z), z=λt+lnx [273]

7 ut=[eλxf(u)ux]x+e
λxg(u) u=U(z), z=λx+ln t, λ 6=0 [273]

8 ut=[a(x)ux]x+[x2/a(x)]g(u) u=U(z), z= t+
∫
[x/a(x)] dx [275]

9 ut=uxx+th2(kx)g(u) u=U(z), z= t+k−2 ln ch(kx) [275]

Здесь a(x), b(x), f(u), g(u)— произвольные функции, c, n, λ— свободные параметры.

Замечание 2.15. Уравнения и решения №№ 5–7, приведенные в табл. 2.5, обоб-
щают реакционно-диффузионные уравнения со степенной и экспоненциальной нели-
нейностями и их инвариантные решения, которые рассматривались в [346, 347, 349].

Родственные и более сложные нелинейные уравнения диффузионного типа
исследовались в работах [25, 83, 205, 223, 266, 287, 373]. Точные решения ряда
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систем уравнений реакционно-диффузионного типа описаны в книгах [115,
287] (в них также даны ссылки на публикации по этой тематике).

Класс рассматриваемых нелинейных реакционно-диффузионных урав-
нений. Будем рассматривать одномерные нелинейные уравнения реакционно-
диффузионного типа с переменными коэффициентами

c(x)ut = [a(x)f(u)ux]x + b(x)g(u). (2.5.3.1)

Отметим, что уравнение (2.5.3.1) при a(x) = b(x) = c(x) = xn, где x —
радиальная координата, описывает реакционно-диффузионные процессы с ра-
диальной симметрией в двумерном (при n = 1) и трехмерном (при n = 2)
случаях.

Аргументы функций a = a(x), b = b(x), c = c(x), f = f(u), g = g(u),
h = h(u), ξ = ξ(x), η = η(x), ω = ω(t), входящих в уравнение (2.5.3.1) и
решение (2.5.2.2), ниже будут часто опускаться.

Замечание 2.16. В [318] для поиска точных решений нелинейного уравнения
(2.5.3.1) с функциями a(x) = c(x) = 1 использовалось неявное представление (2.5.2.2)
при ξ(x) = 1.

Далее основное внимание будет уделено построению точных решений нели-
нейных реакционно-диффузионных уравнений довольно общего вида (2.5.3.1),
которые зависят от одной или двух произвольных функций. Важно отметить,
что точные решения уравнений математической физики, которые содержат
произвольные функции и обладают значительной общностью, представляют
большой практический интерес, позволяя оценивать точность различных чис-
ленных и приближенных аналитических методов решения соответствующих
начально-краевых задач.

Вывод функционально-дифференциального уравнения. Точные реше-
ния класса реакционно-диффузионных уравнений (2.5.3.1) ищем в неявном
виде (2.5.2.2). Дифференцируя соотношение (2.5.2.2) по t и x, получим

hut = ξω′
t =⇒ ut =

ξω′

t

h
;

hux = ξ′xω + η′x =⇒ ux =
ξ′xω + η′x

h
;

(afux)x =
[
(aξ′xω + aη′x)

f

h

]
x

= [(aξ′x)
′
xω + (aη′x)

′
x]
f

h
+ a(ξ′xω + η′x)

2 1

h

(
f

h

)′
u
.

(2.5.3.2)

Подставив эти выражения в (2.5.3.1), приходим к функционально-дифферен-
циальному уравнению

ω′
t = Q1(x, u)ω

2 +Q2(x, u)ω +Q3(x, u), (2.5.3.3)
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где функции Qn не зависят явно от t и определяются формулами

Q1(x, u) =
a(ξ′x)

2

cξ

(
f

h

)′
u
,

Q2(x, u) =
1

cξ

[
(aξ′x)

′
xf + 2aξ′xη

′
x

(
f

h

)′
u

]
,

Q3(x, u) =
1

cξ

[
(aη′x)

′
xf + a(η′x)

2
(
f

h

)′
u
+ bgh

]
.

(2.5.3.4)

Уравнение (2.5.3.3)—(2.5.3.4) зависит от трех переменных t, x, u и содержит
неизвестные функции (и их производные) различных аргументов, которые свя-
заны одним дополнительным соотношением (2.5.2.2). Это уравнение является
более сложным, чем уравнения вида (2.5.2.3).

Функционально-дифференциальное уравнение (2.5.3.3) — (2.5.3.4) сущест-
венно упрощается в двух случаях: (a) ξ′x = 0 и (b) (f/h)′u = 0. Рассмотрим эти
случаи по порядку.

Случай ξ(x) = 1. Решения типа обобщенной бегущей волны при
ω(t) = kt. При ξ′x = 0 без ограничения общности можно положить ξ = 1.
Подставив ξ = 1 в формулы (2.5.3.4), получим Q1(x, u) = Q2(x, u) = 0. В
результате уравнение (2.5.3.3) приводится к виду

ω′
t =

1

c

[
(aη′x)

′
xf + a(η′x)

2
(
f

h

)′
u
+ bgh

]
. (2.5.3.5)

Функционально-дифференциальное уравнение (2.5.3.5) является уравнени-
ем с разделенными переменными (левая часть зависит только от t, а правая
зависит от x и u). Поэтому можно положить ω′

t = k = const, что дает ω(t) = kt.
Подставив эту функцию и ξ(x) = 1 в (2.5.2.2), приходим к решению типа
обобщенной бегущей волны, заданному в неявном виде

∫
h(u) du = kt+

∫
θ(x) dx. (2.5.3.6)

Функции h(u) и θ(x) = η′x(x) будут определяться в ходе дальнейшего анализа
из функционально-дифференциального уравнения

(aθ)′xf + aθ2
(
f

h

)′
u
+ bgh− kc = 0, (2.5.3.7)

которое получается подстановкой функций ω(t)= kt и θ(x)= η′x(x) в равенство
(2.5.3.5). Уравнение (2.5.3.7) представляет собой функционально-дифференци-
альное уравнение билинейного вида (2.5.2.3) при N = 4.

Решение 1. Рассмотрим сначала вырожденный случай, в котором диффе-
ренциальная форма (f/h)′u в (2.5.3.7) равна нулю. В этом случае согласно
принципу расщепления (в дальнейшем он упоминаться не будет), уравнение
(2.5.3.7) имеет решения при выполнении условий

h = f, g = A+
B

f
, (aθ)′x +Ab = 0, Bb− kc = 0, (2.5.3.8)
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где A и B — произвольные постоянные. Из соотношений (2.5.3.8) при b(x) =
c(x) = 1 следует, что уравнение

ut = [a(x)f(u)ux]x +A+
k

f(u)
, (2.5.3.9)

которое содержит две произвольные функции a(x) и f(u), имеет точное реше-
ние типа обобщенной бегущей волны

∫
f(u) du = kt−A

∫
x dx

a(x)
+ C1

∫
dx

a(x)
+ C2, (2.5.3.10)

где C1 и C2 —произвольные постоянные. В частном случае a(x) = 1 уравнение
(2.5.3.9) и его решение (2.5.3.10) переходят в уравнение и решение, рассмот-
ренные в [158].

Замечание 2.17. Легко проверить, что нелинейное УрЧП

ut = [a(x)f(u)ux]x + b(x) +
k

f(u)
,

которое содержит три произвольные функции a(x), b(x), f(u) и обобщает уравнение
(2.5.3.9), имеет точное решение в неявном виде

∫
f(u) du = kt−

∫
1

a(x)

(∫
b(x) dx

)
dx+ C1

∫
dx

a(x)
+ C2.

Более сложное нелинейное уравнение

ut = c(x)[a(x)f(u)ux]x + b(x) +
k(t)

f(u)
, (2.5.3.11)

которое содержит пять произвольных функций a(x), b(x), c(x), k(t), f(u), имеет
точное решение в неявном виде

∫
f(u) du =

∫
k(t) dt−

∫
1

a(x)

(∫
b(x)

c(x)
dx

)
dx+ C1

∫
dx

a(x)
+ C2.

Решение 2. Уравнение (2.5.3.7) тождественно удовлетворяется, если поло-
жить

f = A, g =
1

h

(
f

h

)′
u
, A(aθ)′x − kc = 0, b = −aθ2, (2.5.3.12)

где A— произвольная постоянная.
С помощью соотношений (2.5.3.12) при c(x) = 1 и A = k = 1 можно

получить нелинейное реакционно-диффузионное уравнение

ut = [a(x)ux]x − x2

a(x)
g(u), (2.5.3.13)

где a(x)— произвольная функция. Функция g(u) выражается через произволь-
ную функцию h = h(u) по формуле

g(u) = −h−3h′u. (2.5.3.14)
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Уравнение (2.5.3.13) при условии (2.5.3.14) допускает точное решение
∫
h(u) du = t+

∫
x dx

a(x)
+ C1. (2.5.3.15)

Разрешая равенство (2.5.3.14) относительно h, получим две функции

h(u) = ±
(
2

∫
g(u) du + C2

)−1/2

.

Исключая h из (2.5.3.15) с помощью полученного выражения, запишем реше-
ния уравнения (2.5.3.13) в виде

±
∫ (

2

∫
g(u) du + C2

)−1/2

du = t+

∫
x dx

a(x)
+C1. (2.5.3.16)

Здесь a(x) и g(u) — произвольные функции, а C1 и C2 — произвольные посто-
янные.

◮ Пример 2.26. Подставив a(x) = xn в (2.5.3.13), приходим к уравнению

ut = (xnux)x − x2−ng(u),

решения которого определяются по формулам (2.5.3.16) при a(x) = xn. ◭

Отметим, что уравнение (2.5.3.13) и его решения были получены в статье
[272] из иных соображений.

Решение 3. Уравнению (2.5.3.7) можно удовлетворить, положив
(
f

h

)′
u
= A, g = − f

h
, Aaθ2 = kc, (aθ)′x = b, (2.5.3.17)

где A— произвольная постоянная. Если взять c(x) = 1, то получим два нели-
нейных реакционно-диффузионных уравнения

ut = [a(x)f(u)ux]x ∓ 1

2

√
k

A

a′x(x)
√

a(x)
(Au+B), (2.5.3.18)

где функция f(u) выражается через произвольную функцию h = h(u) по
формуле

f(u) = (Au+B)h(u). (2.5.3.19)

Уравнения (2.5.3.18) — (2.5.3.19) допускают точные решения
∫
h(u) du = kt±

√
k

A

∫
dx

√

a(x)
+ C. (2.5.3.20)

Формулы (2.5.3.19) и (2.5.3.20) содержат произвольные постоянные A, B, C .
Полагая A = 4k и B = 0 в (2.5.3.18) — (2.5.3.20), имеем уравнения

ut = [a(x)f(u)ux]x ∓ k
a′x(x)
√

a(x)
u, (2.5.3.21)
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которые содержат две произвольных функции a(x) и f(u), а также одну про-
извольную постоянную k. Учитывая соотношение h(u) = f(u)/(4ku), точные
решения этих уравнений можно представить в неявном виде

∫
f(u)

u
du = 4k2t± 2k

∫
dx

√

a(x)
+ C1, (2.5.3.22)

где C1 = 4Ck— произвольная постоянная.

◮ Пример 2.27. Подставив a(x) = x2β и k = ∓α/(2β) в (2.5.3.21) и
(2.5.3.22), приходим к уравнению

ut = [x2βf(u)ux]x + αxβ−1u, β 6= 0,

которое зависит от произвольной функции f(u) и допускает точные решения
в неявной форме

∫
f(u)

u
du =





α2

β2
t− α

β(1− β)
x1−β + C1 при β 6= 1,

α2t− α ln |x|+ C1 при β = 1.
◭

◮ Пример 2.28. Подставив a(x) = e2βx и k = ∓α/(2β) в (2.5.3.21) и
(2.5.3.22), приходим к уравнению

ut = [e2βxf(u)ux]x + αeβxu, β 6= 0,

которое зависит от произвольной функции f(u) и допускает точные решения
в неявной форме ∫

f(u)

u
du =

α2

β2
t+

α

β2
e−βx + C1.

◭

Решение 4. Уравнение (2.5.3.7) удовлетворяется, если положить

Af =
(
f

h

)′
u
, g =

k

h
, (aθ)′x +Aaθ2 = 0, b = c, (2.5.3.23)

где A— произвольная постоянная. Общее решение уравнений (2.5.3.23) имеет
вид

g =
k

f

(
A

∫
f du+B

)
, h = f

(
A

∫
f du+B

)−1

, θ =
1

a

(
A

∫
dx

a
+C1

)−1

,

(2.5.3.24)

где f = f(u) и a = a(x) — произвольные функции, а B и C1 — произвольные
постоянные.

Подставив c(x) = 1 и A = 1 в (2.5.3.23) и (2.5.3.24), получим нелинейное
реакционно-диффузионное уравнение

ut = [a(x)f(u)ux]x +
k

f(u)

(∫
f(u) du+B

)
, (2.5.3.25)
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которое имеет точное решение
∫
f(u) du+B = C2e

kt

(∫
dx

a(x)
+ C1

)
. (2.5.3.26)

Уравнение (2.5.3.25) и решение (2.5.3.26) содержат произвольные функции
a(x), f(u) и произвольные постоянные B, C1, C2, k. При выводе формулы
(2.5.3.26) было использовано соотношение

∫
hdu = 1

A ln(A
∫
f du+B).

Отметим, что решение (2.5.3.26) является вырожденным в том смысле, что
оно обращает в нуль диффузионный член [a(x)f(u)ux]x уравнения (2.5.3.25)
(однако uxx 6≡ 0).

◮ Пример 2.29. Положив f(u) = um, B = 0, k = (m + 1)β (m 6= −1)
в (2.5.3.25) и (2.5.3.26), получим реакционно-диффузионное уравнение со сте-
пенной нелинейностью

ut = [a(x)umux]x + βu,

которое имеет точное решение

u = eβt
(
C̄1

∫
dx

a(x)
+ C̄2

) 1
m+1

,

где C̄1 = C2(m+ 1) и C̄2 = C1C2(m+ 1)— произвольные постоянные. ◭

◮ Пример 2.30. Положив в (2.5.3.25) и (2.5.3.26) f(u) = eλu, B = 0,
k = βλ, получим реакционно-диффузионное уравнение с экспоненциальной
нелинейностью

ut = [a(x)eλuux]x + β,

которое имеет точное решение

u = βt+
1

λ
ln

(
C̄1

∫
dx

a(x)
+ C̄2

)
,

где C̄1 = C2λ и C̄2 = C1C2λ— произвольные постоянные. ◭

Решение 5. Уравнение (2.5.3.7) также имеет решения при выполнении сле-
дующих условий:

(aθ)′x = Ac, aθ2 = Bc, b = c, Af +B
(
f

h

)′
u
+ gh− k = 0, (2.5.3.27)

где A и B — произвольные постоянные.
1◦. Подставив a(x) = b(x) = c(x) = 1, θ(x) = κ, A = 0, B = κ2, k = λ в

(2.5.3.27), получим решение типа бегущей волны вида (2.5.1.2), которое здесь
не приводится.

2◦. Полагая в первых трех уравнениях (2.5.3.27) c(x) = 1 и A = B = 1,
находим

a(x) = x2, b(x) = 1, θ(x) = 1/x. (2.5.3.28)
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В результате приходим к уравнению

ut = [x2f(u)ux]x + g(u), (2.5.3.29)

где
g(u) =

k

h(u)
− f(u)

h(u)
− 1

h(u)

d

du

[
f(u)

h(u)

]
, (2.5.3.30)

которое допускает точное решение в неявном виде
∫
h(u) du = kt+ lnx. (2.5.3.31)

Отметим, что уравнение (2.5.3.29)—(2.5.3.30) содержит две произвольные фун-
кции f = f(u) и h = h(u).

Замечание 2.18. Инвариантное решение (2.5.3.31) уравнения (2.5.3.29) можно ис-
кать в обычном виде u = U(z), где z = kt+ lnx (в этом случае соотношение (2.5.3.30)
между g и функциями f и h не используется). Функция U(z) удовлетворяет ОДУ:

kU ′

z = [f(U)U ′

z]
′

z + f(U)U ′

z + g(U).

Замечание 2.19. Некоторые другие точные решения типа обобщенной бегущей
волны вида (2.5.3.6) уравнения (2.5.3.1) приведены в [273].

Случай ξ(x) = 1. Решения с функциональным разделением перемен-
ных при ω(t) = keλt. Вернемся к уравнению (2.5.3.5). Функция ω(t) входит
в формулу (2.5.2.2) линейным образом. Если положить ω(t) = keλt (k— произ-
вольная постоянная), то решение примет вид

H(u) = keλt + η(x), H(u) =

∫
h(u) du, (2.5.3.32)

а функцию eλt можно исключить из уравнения (2.5.3.5) с помощью (2.5.3.32).
В результате приходим к функционально-дифференциальному уравнению вида
(2.5.2.3) при N = 5:

λη − λH +
(aη′x)

′

x

c
f +

a(η′x)
2

c

(
f

h

)′
u
+

b

c
gh = 0. (2.5.3.33)

Замечание 2.20. Уравнение (2.5.3.33) можно вывести из других соображений. В
самом деле, переписав равенство (2.5.2.2) виде

ξω/(H − η) = 1, (2.5.3.34)

умножим правую часть уравнения (2.5.3.5) на ξω/(H − η) и после простых преобра-
зований с учетом того, что ξ = 1, получим

ω′

t

ω
=

1

c(H − η)

[
(aη′x)

′

xf + a(η′x)
2
(
f

h

)
′

u
+ bgh

]
. (2.5.3.35)

В уравнении (2.5.3.35) переменные разделены: левая часть зависит только от t, а
правая часть — от x и u. Приравняв обе части (2.5.3.35) константе λ, получим два
уравнения. Левая часть (2.5.3.35) дает уравнение ω′

t/ω = λ, которое имеет решение
ω = keλt. Правая часть (2.5.3.35) приводит к уравнению (2.5.3.33).
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Решение 6. Уравнение (2.5.3.33) тождественно удовлетворяется, если поло-
жить

f = C1uh+ C2h, g = λ
H

h
− C1C3u− C2C3,

b = c, (aη′x)
′
x = C3c, C1a(η

′
x)

2 + λcη = 0,
(2.5.3.36)

где C1, C2, C3 — произвольные постоянные. Соотношения (2.5.3.36) содержат
две произвольных функции h и c, а остальные функции f , g, a, b, η выражаются
через них.

Общее решение системы, которая состоит из последних двух уравнений
(2.5.3.36), имеет вид

a(x) =
C5

c(x)

[
C3

∫
c(x) dx + C4

]2+λ/(C1C3)

,

η(x) = − C1

C5λ

[
C3

∫
c(x) dx + C4

]−λ/(C1C3)

,

(2.5.3.37)

где C4 и C5 — произвольные постоянные.
В частности, положив в (2.5.3.37) c(x) = 1, C1 = C3 = C5 = 1, C2 = C4 = 0,

λ=n−2, получим a(x)=xn, b(x)=1, η(x)=x2−n/(2−n). Учитывая первые два
соотношения в (2.5.3.36), приходим к реакционно-диффузионному уравнению

ut = [xnf(u)ux]x + g(u),

f(u) = uh(u), g(u) =
(n− 2)

h(u)

∫
h(u) du − u,

(2.5.3.38)

где h(u)— произвольная функция и n 6= 2— произвольная постоянная, которое
допускает решение с функциональным разделением переменных в неявной
форме

∫
h(u) du = ke(n−2)t +

x2−n

2− n
; (2.5.3.39)

k— произвольная постоянная.
Принимая во внимание, что h = f/u, уравнение (2.5.3.38) можно предста-

вить в явном виде

ut = [xnf(u)ux]x − u+
(n− 2)u

f(u)

∫
f(u)

u
du.

Его решение записывается так:
∫

f(u)

u
du = ke(n−2)t +

x2−n

2− n
.

Случай ξ(x) = 1. Решения с функциональным разделением перемен-
ных при ω(t) = k ln t. Подставив ξ = 1 и ω(t) = k ln t в (2.5.2.2), ищем
решения в виде

∫
h(u) du = k ln t+ η(x). (2.5.3.40)
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Исключив t из выражений (2.5.3.5) (при ω = k ln t) и (2.5.3.40), получим
функционально-дифференциальное уравнение

(aη′x)
′
xf + a(η′x)

2
(
f

h

)′
u
+ bgh − kceη/ke−H/k = 0, H =

∫
h(u) du.

(2.5.3.41)

Замечание 2.21. Уравнение (2.5.3.41) можно вывести из других соображений.
Действительно, перепишем формулу (2.5.2.2) при ξ = 1 в виде

e(H−η−ω)/k = 1,

где k — некоторая константа, а затем умножим правую часть уравнения (2.5.3.5) на
e(H−η−ω)/k. После элементарных преобразований, получим

eω/kω′

t =
e(H−η)/k

c

[
(aη′x)

′

xf + a(η′x)
2
(
f

h

)
′

u
+ bgh

]
. (2.5.3.42)

В уравнении (2.5.3.42) переменные разделены: левая часть зависит только от t, а
правая часть — от x и u. Приравняв обе части (2.5.3.42) константе λ, получим два
уравнения. Левая часть (2.5.3.42) дает уравнение eω/kω′

t = λ, решение которого опре-
деляется формулой ω = k ln(t+ t0) + k ln(λ/k). Правая часть равенства (2.5.3.42) при
λ = k приводит к уравнению (2.5.3.41).

Решение 7. Уравнение (2.5.3.41) удовлетворяется, если положить

(aη′x)
′
x = Aceη/k , a(η′x)

2 = Bceη/k, b = ceη/k ,

Af +B
(
f

h

)′
u
+ gh− k exp(−H/k) = 0,

(2.5.3.43)

где A и B — произвольные постоянные и H =
∫
h(u) du.

Подставив c(x) = 1, A = 1/k, B = 1 в первые три уравнения (2.5.3.43),
получим

a(x) = b(x) = eλx, η(x) = x, λ =
1

k
. (2.5.3.44)

В результате приходим к уравнению

ut = [eλxf(u)ux]x + eλxg(u), (2.5.3.45)

где

g(u) =
1

λh(u)
exp

[
−λ

∫
h(u) du

]
− λ

f(u)

h(u)
− 1

h(u)

d

du

[
f(u)

h(u)

]
, (2.5.3.46)

которое допускает точное решение в неявном виде
∫
h(u) du = x+

1

λ
ln t. (2.5.3.47)

Отметим, что уравнение (2.5.3.45) — (2.5.3.46) содержит две произвольные
функции f = f(u) и h = h(u).
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Замечание 2.22. Инвариантное решение (2.5.3.47) уравнения (2.5.3.45) можно ис-
кать в обычном виде u = U(z), где z = x + (1/λ) ln t (в этом случае соотношение
(2.5.3.46) не используется). Функция U(z) удовлетворяет ОДУ:

1

λ
U ′

z = [eλzf(U)U ′

z]
′

z + eλzg(U).

Решение 8. Полагая c(x) = 1, A = (1 + k)/k, B = 1 в первых трех
уравнениях(2.5.3.43), имеем

a(x) = xn, b(x) = xn−2, η(x) = lnx, n = 2 +
1

k
. (2.5.3.48)

В результате получим уравнение реакционно-диффузионного типа

ut = [xnf(u)ux]x + xn−2g(u), n 6= 2, (2.5.3.49)

где

g(u) =
1

(n− 2)h(u)
exp

[
−(n− 2)

∫
h(u) du

]
− (n− 1)

f(u)

h(u)
− 1

h(u)

d

du

[
f(u)

h(u)

]
,

(2.5.3.50)
которое допускает точное решение в неявном виде

∫
h(u) du = lnx+

1

n− 2
ln t. (2.5.3.51)

Замечание 2.23. Автомодельное решение (2.5.3.51) уравнения (2.5.3.49) можно
искать в обычном виде u = U(z), где z = xt1/(n−2) (в этом случае соотношение
(2.5.3.50) не используется). Функция U(z) определяется из ОДУ

1

n− 2
zU ′

z = [znf(U)U ′

z]
′

z + zn−2g(U).

Решение 9. Уравнение (2.5.3.41) удовлетворяется, если выполняются соот-
ношения

(
f

h

)′
u
= Af, exp(−H/k) = Bf, gh = f,

(aη′x)
′
x +Aa(η′x)

2 + b−Bkceη/k = 0,
(2.5.3.52)

где A и B — произвольные постоянные, H =
∫
h(u) du.

При A=−1/k= λ и B=1 первые три уравнения (2.5.3.52) имеют решения

f(u) = g(u) = eλu, h(u) = 1. (2.5.3.53)

В результате получим уравнение с экспоненциальной нелинейностью

c(x)ut = [a(x)eλuux]x + b(x)eλu, (2.5.3.54)

которое допускает точное решение в явном виде

u = − 1

λ
ln t+ η(x), (2.5.3.55)
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где функция η = η(x) удовлетворяет ОДУ:

[a(x)eληη′x]
′
x + b(x)eλη +

1

λ
c(x) = 0. (2.5.3.56)

Уравнения (2.5.3.54) и (2.5.3.56) содержат три произвольных функции a(x),
b(x), c(x). Отметим, что уравнение (2.5.3.56) сводится к линейному ОДУ с
помощью подстановки ζ = eλη.

Решение 10. Положив A=n+1, B=1, k=−1/n в первых трех уравнениях
(2.5.3.52), получим

f(u) = un, g(u) = un+1, h(u) = 1/u. (2.5.3.57)

В результате приходим к реакционно-диффузионному уравнению

c(x)ut = [a(x)unux]x + b(x)un+1 (2.5.3.58)

где a(x), b(x), c(x)— произвольные функции, которое допускает точное реше-
ние lnu = −(1/n) ln t+ η(x). Это решение можно записать в явном виде

u = t−1/nζ(x), ζ(x) = eη(x), (2.5.3.59)

где функция ζ описывается ОДУ:

[a(x)ζnζ ′x]
′
x + b(x)ζn+1 +

1

n
c(x)ζ = 0. (2.5.3.60)

Случай h(u) = f(u). Решения типа обобщенной бегущей волны при
ω(t) = t. При (f/h)′u = 0 без ограничения общности можно положить h = f .
Подставив h = f в (2.5.3.3) — (2.5.3.4), получим уравнение

ω′
t =

(aξ′x)
′

x

cξ
fω +

1

cξ

[
(aη′x)

′
xf + bfg

]
. (2.5.3.61)

Решение 11. В вырожденном случае, который возникает при условии

(aξ′x)
′
x = 0, (2.5.3.62)

переменные в уравнении (2.5.3.61) разделяются и можно положить ω(t) = t. В
результате приходим к функционально-дифференциальному уравнению

(aη′x)
′
xf + bfg − cξ = 0. (2.5.3.63)

Интегрируя (2.5.3.62), находим связь между функциями a= a(x) и ξ= ξ(x):

ξ = C1

∫
dx

a(x)
+ C2, (2.5.3.64)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Уравнение (2.5.3.63) допускает точ-
ные решения, если выполняются условия

g = k1 + k2f
−1, (aη′x)

′
x + k1b = 0, k2b− cξ = 0, (2.5.3.65)
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где k1 и k2 — произвольные постоянные. Из соотношений (2.5.3.64) и (2.5.3.65)
следует, что нелинейное реакционно-диффузионное уравнение

c(x)ut = [a(x)f(u)ux]x + c(x)ξ(x)
[
k +

1

f(u)

]
, k =

k1
k2
, (2.5.3.66)

где a(x), c(x), f(u)— произвольные функции, а функция ξ = ξ(x) определяет-
ся формулой (2.5.3.64), допускает точное решение типа обобщенной бегущей
волны в неявном виде

∫
f(u) du = ξ(x)t+ η(x),

η(x) = −k
∫

1

a(x)

(∫
c(x)ξ(x) dx

)
dx+ C3

∫
dx

a(x)
+ C4;

(2.5.3.67)

C3 и C4 — произвольные постоянные.

◮ Пример 2.31. Полагаем a(x) = c(x) = 1 в уравнении (2.5.3.66) и C1 = 1,
C2 = 0 в формулах (2.5.3.64) и (2.5.3.67). Получаем уравнение

ut = [f(u)ux]x + x
[
k +

1

f(u)

]
, (2.5.3.68)

которое содержит произвольную функцию f(u) и произвольную постоянную
k и имеет решение типа обобщенной бегущей волны

∫
f(u) du = xt− 1

6
kx3 +C3x+ C4.

В частном случае f(u) = eu, уравнение (2.5.3.68) принимает вид

ut = (euux)x + x(k + e−u).

Его решение выражается в явном виде: u = ln(xt− 1
6 kx

3 + C3x+ C4). ◭

Решение 12. Подставим ω(t) = t в (2.5.2.2) и (2.5.3.61), а затем исключим t.
В результате получим функционально-дифференциальное уравнение

ξ(aη′x)
′
x − η(aξ′x)

′
x + bξg − cξ2f−1 + (aξ′x)

′
xF = 0, F =

∫
f(u) du,

(2.5.3.69)

при выводе которого было учтено соотношение h = f .
Уравнение (2.5.3.69) является частным случаем уравнения (2.5.2.3) при

N = 5. Оно допускает решения, например, при следующих условиях:

g = k1 + k2f
−1 + k3F, F =

∫
f(u) du, (2.5.3.70)

ξ(aη′x)
′
x − η(aξ′x)

′
x + k1bξ = 0, (2.5.3.71)

k2b− cξ = 0, (2.5.3.72)

(aξ′x)
′
x + k3bξ = 0, (2.5.3.73)
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где f(u)— произвольная функция, k1, k2, k3 — произвольные постоянные. Счи-
тая функции a=a(x) и c=c(x) заданными и исключая b из уравнений (2.5.3.72)
и (2.5.3.73), приходим к уравнению типа Эмдена — Фаулера для функции ξ:

(aξ′x)
′
x +

k3
k2
cξ2 = 0. (2.5.3.74)

Уравнение (2.5.3.71) — линейное неоднородное ОДУ относительно η, которое
имеет частное решение ηp = −k1/k3 (после подстановки этого значения урав-
нение (2.5.3.71) преобразуется к виду (2.5.3.73)). Укороченное линейное одно-
родное уравнение (2.5.3.71), соответствующее k1 = 0, имеет частное решение
η0 = ξ. Следовательно, порядок этого уравнения можно понизить [288]. С уче-
том сказанного находим общее решение уравнения (2.5.3.71):

η = C1ξ +C2ξ

∫
dx

aξ2
− k1

k3
, (2.5.3.75)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Функциональный коэффициент b
определяется из уравнения (2.5.3.72).

В итоге приходим к нелинейному уравнению реакционно-диффузионного
типа

c(x)ut = [a(x)f(u)ux]x + c(x)ξ(x)

[
k1 +

1

f(u)
+ k3

∫
f(u) du

]
, (2.5.3.76)

где a(x), c(x), f(u)—произвольные функции, а функция ξ= ξ(x) удовлетворяет
уравнению (2.5.3.74) при k2 = 1. Уравнение (2.5.3.76) имеет точное решение
типа обобщенной бегущей волны в неявной форме

∫
f(u) du = ξ(x)t+ η(x), (2.5.3.77)

где функция η(x) определяется формулой (2.5.3.75).
Отметим, что (2.5.3.76) является обобщением уравнения (2.5.3.66).

◮ Пример 2.32. При a(x) = c(x) = k2 = 1 уравнение (2.5.3.74) имеет
точное решение ξ = −(6/k3)x

−2. В этом случае функция η определяется по
формуле (2.5.3.75) и принимает вид η =A1x

−2+A2x
3− (k1/k3), где A1 и A2 —

произвольные постоянные, которые можно выразить через C1, C2, k3. ◭

Решение 13. Легко убедиться, что функционально-дифференциальное урав-
нение (2.5.3.69) также имеет решения при выполнении соотношений

g = k1f
−1, F = k2f

−1 + k3, (2.5.3.78)

где kn—произвольные постоянные. Положив k1 = 1, k2 = 2, k3 = 0 в (2.5.3.78),
получим f = u−1/2, g = u1/2, F = 2u1/2. Соответствующее нелинейное
уравнение реакционно-диффузионного типа

c(x)ut = [a(x)u−1/2ux]x + b(x)u1/2, (2.5.3.79)
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где a(x), b(x), c(x) — произвольные функции, имеет точное решение, которое
можно записать в явном виде

u = 1
4 [ξ(x)t+ η(x)]2. (2.5.3.80)

Здесь функции ξ = ξ(x) и η = η(x) определяются из обыкновенных дифферен-
циальных уравнений

2(aξ′x)
′
x + bξ − cξ2 = 0,

ξ(aη′x)
′
x − η(aξ′x)

′
x = 0.

(2.5.3.81)

Пусть ξ = ξ(x)— решение первого уравнения в (2.5.3.81). Тогда общее ре-
шение второго уравнение в (2.5.3.81) можно определить по формуле (2.5.3.75)
при k1 = 0.

◮ Пример 2.33. Первому уравнению (2.5.3.81) можно удовлетворить, если
положить ξ(x) = b(x) = k = const и c(x) = 1. Поэтому уравнение

ut = [a(x)u−1/2ux]x + ku1/2,

которое зависит от произвольной функции a(x), имеет точное решение

u =
1

4

[
kt+ C1 + C2

∫
dx

a(x)

]2
.

◭

Замечание 2.24. Более общее, чем (2.5.3.79), уравнение

c(x)ut = [a(x)u−1/2ux]x + b(x)u1/2 + p(x), (2.5.3.82)

содержащее четыре произвольные функции a(x), b(x), c(x), p(x), имеет точное ре-
шение вида (2.5.3.80). Уравнение (2.5.3.82) принадлежит к рассматриваемому классу
уравнений (2.5.3.1) в случаях b(x) = 0 и p(x)/b(x) = const.

Случай h(u) = f(u). Решения с функциональным разделением пере-
менных при ω(t) = eλt. Подставим ω(t) = eλt в (2.5.2.2) и (2.5.3.61), а затем
исключим t. Получим функционально-дифференциальное уравнение

λ

f
=

(aξ′x)
′

x

cξ
+

[
(aη′x)

′

x

c
+

b

c
g
]

1

F − η
, F =

∫
f du. (2.5.3.83)

Уравнение (2.5.3.83) тождественно удовлетворяется, если положить

(aξ′x)
′
x = −k1cξ, η = −k2, b = c, g =

(
λ

f
+ k1

)
(F + k2), (2.5.3.84)

где k1 и k2 — произвольные постоянные.
Решение 14. Из соотношений (2.5.3.84) следует, что нелинейное реакцион-

но-диффузионное уравнение

c(x)ut = [a(x)f(u)ux]x + c(x)
[

λ

f(u)
+ k1

][∫
f(u) du+ k2

]
, (2.5.3.85)
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где a(x), c(x), f(u) — произвольные функции, а k1, k2, λ— произвольные по-
стоянные, допускает решение с функциональным разделением переменных в
неявном виде ∫

f(u) du = ξ(x)eλt − k2. (2.5.3.86)

Функция ξ = ξ(x) находится путем решения линейного обыкновенного диф-
ференциального уравнения [a(x)ξ′x]

′
x + k1c(x)ξ = 0.

В вырожденном случае k1 = 0 функция ξ = ξ(x) задается формулой
(2.5.3.64).

◮ Пример 2.34. Положив a(x)= c(x)=1 в (2.5.3.85) и (2.5.3.86), приходим
к уравнению

ut = [f(u)ux]x +
[

λ

f(u)
+ k1

][∫
f(u) du+ k2

]
, (2.5.3.87)

точные решения которого определяются формулами

∫
f(u) du =





eλt[C1 cos(βx) +C2 sin(βx)]− k2 при k1 = β2 > 0,

eλt(C1e
−βx + C2e

βx)− k2 при k1 = −β2 < 0,

eλt(C1 + C2x)− k2 при k1 = 0. ◭

Случай h(u) = f(u). Решения с функциональным разделением пере-
менных при ω(t) = tβ. Подставим ω(t) = t1/(1−n) в (2.5.2.2) и (2.5.3.61), а
затем исключим t. Получим функционально-дифференциальное уравнение

1

(n− 1)f
=

(aξ′x)
′

x

cξ2−n
1

(F − η)n−1
+

[
(aη′x)

′

x

cξ1−n
+

b

cξ1−n
g
]

1

(F − η)n
, (2.5.3.88)

где F =
∫
f du. Уравнению (2.5.3.88) можно удовлетворить, если положить

(aξ′x)
′
x = −k1cξ2−n, η = −k2, b = cξ1−n, g = k1(F + k2) +

(F + k2)
n

(n− 1)f
,

(2.5.3.89)
где k1 и k2 — произвольные постоянные.

Решение 15. Из соотношений (2.5.3.89) следует, что нелинейное реакцион-
но-диффузионное уравнение

c(x)ut = [a(x)f(u)ux]x + c(x)ξ1−n
{
k1[F (u) + k2] +

[F (u) + k2]
n

(n− 1)f(u)

}
, (2.5.3.90)

где a(x), c(x), f(u) — произвольные функции, k1, k2, n, λ — произвольные
постоянные, а F (u) =

∫
f(u) du, допускает решение с функциональным разде-

лением переменных в неявной форме
∫
f(u) du = ξ(x)t1/(1−n) − k2. (2.5.3.91)

Функция ξ = ξ(x) в (2.5.3.90) и (2.5.3.91) описывается нелинейным обыкно-
венным дифференциальным уравнением

[a(x)ξ′x]
′
x + k1c(x)ξ

2−n = 0. (2.5.3.92)
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Отметим, что при n = 2 общее решение уравнения (2.5.3.92) имеет вид

ξ = −k1
∫

1

a(x)

(∫
c(x) dx

)
dx+ C1

∫
dx

a(x)
+ C2, (2.5.3.93)

где C1 и C2 — произвольные постоянные.

◮ Пример 2.35. Подставив a(x) = c(x) = 1, k1 = 0, C1 = 1, C2 = 0 в
(2.5.3.90) — (2.5.3.92), получим уравнение

ut = [f(u)ux]x + x1−n
[F (u) + k2]

n

(n− 1)f(u)
, F (u) =

∫
f(u) du, (2.5.3.94)

которое допускает точное решение в неявной форме
∫
f(u) du= xt1/(1−n)−k2.

Это неинвариантное решение автомодельного вида, которое обращает в нуль
диффузионный член [f(u)ux]x уравнения (2.5.3.94) (причем uxx 6= 0). ◭

2.5.4. Нелинейные конвективно-диффузионные уравнения
с переменными коэффициентами

Класс рассматриваемых нелинейных конвективно-диффузионных урав-
нений. Будем рассматривать одномерные нелинейные уравнения конвективно-
диффузионного типа с переменными коэффициентами

c(x)ut = [a(x)f(u)ux]x + b(x)g(u)ux. (2.5.4.1)

Некоторые точные решения нелинейных конвективно-диффузионных уравне-
ний с переменными коэффициентами автономного вида, принадлежащие клас-
су уравнений (2.5.4.1), получены в [41, 164, 200, 201, 313, 348].

Замечание 2.25. Конвективно-диффузионное уравнение (2.5.4.1) при a(x) = 1,
b(x) = −1, c(x) = 1, называется также уравнением Ричардса и используется для
моделирования фильтрации воды в ненасыщенных почвах, где u — функция водона-
сыщения, f = f(u) — коэффициент влагопереноса (фильтрации), K =

∫
g(u) du —

гидравлическая проводимость. О точных решениях уравнения Ричардса см., например,
[181, 267, 339, 365].

Далее основное внимание будет уделяться построению точных решений
нелинейных конвективно-диффузионных уравнений достаточно общего вида
(2.5.4.1), которые зависят от одной или двух произвольных функций. Кроме
того, ряд точных решений уравнения (2.5.4.1) в случае f(u) = 1 описан в
разд. 2.6.3.

Вывод функционально-дифференциального уравнения. Будем искать
точные решения конвективно-диффузионных уравнений (2.5.4.1) в неявном
виде (2.5.2.2) при ξ(x) = 1. Подставив формулы для производных (2.5.3.2) в
(2.5.4.1), получим функционально-дифференциальное уравнение

ω′
t =

1

c

[
(aη′x)

′
xf + a(η′x)

2
(
f

h

)′

u
+ bη′xg

]
. (2.5.4.2)
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Здесь и далее аргументы функций a = a(x), b = b(x), c = c(x), f = f(u),
g = g(u), h = h(u), η = η(x), ω = ω(t), которое входят в уравнение (2.5.4.1) и
решение (2.5.2.2) при ξ(x) = 1, будут часто опускаться.

Уравнение (2.5.4.2), зависящее от x, t, u, с помощью дифференцирования
по x можно свести к функционально-дифференциальному уравнению билиней-
ного вида (2.5.2.3) при N = 6, а затем использовать метод решения, описанный
в разд. 1.5. Однако такой путь достаточно сложно реализовать технически,
поскольку после дифференцирования повышается порядок производных в ре-
дуцированном уравнении и для определения функции ω(t) на заключительном
этапе все равно необходимо вернуться к анализу уравнения (2.5.4.2).

В данном разделе для решения уравнения (2.5.4.2) будем применять прямой
метод, основанный на принципе расщепления (см. разд. 2.5.2) и использовании
функций ω(t) = kt, ω(t) = keλt, ω(t) = k ln t, которые были получены в [41]
для уравнений (2.5.4.1) специального вида при f(u) = 1 и произвольной g(u).

Решения типа обобщенной бегущей волны при ω(t) = kt. Функцио-
нально-дифференциальное уравнение (2.5.4.2) представляет собой уравнение с
разделенными переменными (левая часть зависит только от t, а правая — от x
и u). Поэтому можно положить ω′

t = k = const, что дает ω(t) = kt. Рассмат-
риваемая ситуация соответствуют решениям типа обобщенных бегущих волн,
заданных в неявной форме

∫
h(u) du = kt+

∫
θ(x) dx. (2.5.4.3)

Здесь подынтегральные функции h(u) и θ(x) = η′x(x) будут определяться в
ходе дальнейшего анализа из функционально-дифференциального уравнения

(aθ)′xf + aθ2
(
f

h

)′

u
+ bθg − kc = 0, (2.5.4.4)

которое получено путем подстановки функций ω(t) = kt и θ(x) = η′x(x)
в (2.5.4.2). Уравнение (2.5.4.4) является функционально-дифференциальным
уравнением билинейного вида (2.5.2.3) при N = 4.

Решение 1. Рассмотрим сначала вырожденный случай, когда дифференци-
альная форма (f/h)′u в (2.5.4.4) обращается в нуль. В этом случае уравнение
(2.5.4.4) имеет решения, если выполняются соотношения

h = f, g = A+Bf, (aθ)′x +Bbθ = 0, Abθ − kc = 0, (2.5.4.5)

где A и B — произвольные постоянные. Полагая A = k в (2.5.4.5), приходим к
уравнению

c(x)ut = [a(x)f(u)ux]x +
c(x)

θ(x)
[k +Bf(u)]ux, (2.5.4.6)

которое для произвольных функций a(x), c(x), f(u) и функции

θ(x) = − B

a(x)

∫
c(x) dx − C1

a(x)
, (2.5.4.7)
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имеет решение типа обобщенной бегущей волны
∫
f(u) du = kt−B

∫
1

a(x)

(∫
c(x) dx

)
dx− C1

∫
dx

a(x)
+ C2. (2.5.4.8)

Здесь C1 и C2 — произвольные постоянные.

◮ Пример 2.36. Положив c(x) = 1, B = 1, C1 = 0 в (2.5.4.6) — (2.5.4.8), а
затем переобозначив a(x) на xa(x), получим уравнение

ut = [xa(x)f(u)ux]x − a(x)[k + f(u)]ux,

которое допускает решение типа обобщенной бегущей волны в неявной форме∫
f(u) du = kt−

∫
dx

a(x)
+ C2.

Здесь a(x) и f(u) — произвольные функции, k и C2 — произвольные постоян-
ные. ◭

Решение 2. Уравнение (2.5.4.4) тождественно удовлетворяется, если имеют
место соотношения

f = A, g =
(
f

h

)′

u
, A(aθ)′x − kc = 0, b = −aθ, (2.5.4.9)

где A— произвольная постоянная.
Используя (2.5.4.9) при c(x) = 1, A= 1, k = 1, можно получить нелинейное

уравнение конвективной диффузии

ut = [a(x)ux]x − xg(u)ux, (2.5.4.10)

где a(x) — произвольная функция, а функция g(u) следующим образом выра-
жается через произвольную функцию h = h(u):

g(u) = −h−2h′u. (2.5.4.11)

Уравнение (2.5.4.10) при условии (2.5.4.11) имеет точное решение
∫
h(u) du = t+

∫
x dx

a(x)
+ C1. (2.5.4.12)

Разрешив (2.5.4.11) относительно h, приходим к соотношению

h(u) =

(∫
g(u) du + C2

)−1

.

Исключая с помощью этого соотношения функцию h в (2.5.4.12), получим
представление решения уравнения (2.5.4.10) в неявном виде

∫ (∫
g(u) du + C2

)−1

du = t+

∫
x dx

a(x)
+ C1. (2.5.4.13)

Здесь a(x) и g(u)— произвольные функции, C1 и C2 — произвольные постоян-
ные.
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◮ Пример 2.37. Точное решение уравнения

ut = (xnux)x − xg(u)ux

определяется формулой (2.5.4.13) при a(x) = xn. ◭

Замечание 2.26. Уравнение (2.5.4.10) и его решение другим путем были получены
в [41].

Решение 3. Уравнению (2.5.4.4) можно удовлетворить, если положить
(
f

h

)′

u
= A, g = f, (aθ)′x + bθ = 0, Aaθ2 − kc = 0, (2.5.4.14)

где A— произвольная постоянная. Из первого соотношения (2.5.4.14), находим

h(u) = f(u)/(Au +C1). (2.5.4.15)

Полагая далее c(x) = 1, A = 1, C1 = 0 в (2.5.4.14) и (2.5.4.15), получим
нелинейное уравнение конвективной диффузии

ut = [a(x)f(u)ux]x − 1
2 a

′
x(x)f(u)ux, (2.5.4.16)

которое имеет два решения типа обобщенной бегущей волны в неявном виде∫
f(u)

u
du = kt±

√
k

∫
dx

√

a(x)
+ C2. (2.5.4.17)

Уравнение (2.5.4.16) и формулы (2.5.4.17) содержат две произвольные функции
a(x) и f(u), а также две произвольные постоянные k и C2.

Решение 4. Уравнение (2.5.4.4) тождественно удовлетворяется, если поло-
жить

Af =
(
f

h

)′

u
, g = 1, (aθ)′x +Aaθ2 = 0, bθ = kc, (2.5.4.18)

где A— произвольная постоянная. Из уравнений (2.5.4.18), находим

h(u) = f(u)

(
A

∫
f(u) du+ C1

)−1

=
1

A

d

du
ln

(
A

∫
f(u) du+ C1

)
,

θ(x) =
1

Aa(x)

(∫
dx

a(x)
+ C2

)−1

, b(x) =
kc(x)

θ(x)
,

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Полагая c(x) = 1 и A = 1, приходим
к нелинейному уравнению конвективной диффузии

ut = [a(x)f(u)ux]x + ka(x)

(∫
dx

a(x)
+ C2

)
ux, (2.5.4.19)

которое допускает точное решение
∫
f(u) du+ C1 = ekt

(∫
dx

a(x)
+ C2

)
. (2.5.4.20)

Уравнение (2.5.4.19) и формула (2.5.4.20) содержат две произвольные функции
a(x) и f(u). Решение (2.5.4.20) является вырожденным в том смысле, что
оно обращает в нуль диффузионный член [a(x)f(u)ux]x уравнения (2.5.4.19)
(однако uxx 6≡ 0).
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Замечание 2.27. Правую часть решения (2.5.4.20) можно дополнительно умно-
жить на новую произвольную постоянную C3.

◮ Пример 2.38. Подставив a(x) = 1, C1 = C2 = 0 в (2.5.4.19) и (2.5.4.20),
приходим к уравнению [287]:

ut = [f(u)ux]x + kxux,

которое имеет решение
∫
f(u) du = xekt. ◭

◮ Пример 2.39. Положив a(x) = ex, C1 =0, C2 =1 в (2.5.4.19) и (2.5.4.20),
получим уравнение конвективной диффузии

ut = [exf(u)ux]x − kux.

Это уравнение имеет неинвариантное решение типа бегущей волны в неявной
форме

∫
f(u) du = −ekt−x. ◭

Решение 5. Уравнение (2.5.4.4) также допускает решения, если выполняют-
ся соотношения

(aθ)′x = Ac, aθ2 = Bc, bθ = c, Af +B
(
f

h

)′

u
+ g − k = 0, (2.5.4.21)

где A и B — произвольные постоянные.
1◦. Подставив a(x) = b(x) = c(x) = θ(x) = 1, A = 0, B = 1 в (2.5.4.21),

получим решение типа бегущей волны (2.5.1.2), которое здесь опускается.
2◦. Положив c(x) = 1 и A = B = 1 в первых трех уравнениях (2.5.4.21),

имеем
a(x) = x2, b(x) = x, θ(x) = 1/x. (2.5.4.22)

В результате приходим к уравнению

ut = [x2f(u)ux]x + xg(u)ux, (2.5.4.23)

где
g(u) = k − f(u)− d

du

[
f(u)

h(u)

]
, (2.5.4.24)

которое допускает решение в неявном виде
∫
h(u) du = kt+ lnx. (2.5.4.25)

Отметим, что уравнение (2.5.4.23) — (2.5.4.24) зависит от двух произвольных
функций f = f(u) и h = h(u). Из (2.5.4.24) можно выразить функцию h(u)
через f(u) и g(u).

Замечание 2.28. Инвариантное решение (2.5.4.25) уравнения (2.5.4.23) можно ис-
кать в явном виде u = U(z), где z = kt + lnx (в этом случае не используется
соотношение (2.5.4.24) между функциями f , g и h). Функция U(z) определяется из
автономного ОДУ:

[f(U)U ′

z]
′

z + [f(U) + g(U)− k]U ′

z = 0,

которое легко интегрируется.
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Решения с функциональным разделением переменных при ω(t) =
= keλt. Вернемся к уравнению (2.5.4.2). Ранее рассматривался простейший
случай линейной зависимости ω(t) = kt, который сразу приводил к функцио-
нально-дифференциальному уравнению с двумя переменными вида (2.5.4.4).

Функция ω(t) входит в формулу (2.5.2.2) линейным образом. Если выбрать
ω(t)= keλt (k—произвольная постоянная), тогда решение (2.5.2.2) при ξ(x)= 1
принимает вид

H(u) = keλt + η(x), H(u) =

∫
h(u) du. (2.5.4.26)

Экспоненту eλt удается исключить из уравнения (2.5.4.2) с помощью (2.5.4.26).
В результате приходим к функционально-дифференциальному уравнению вида
(2.5.2.3) при N = 5:

λη − λH +
(aη′x)

′

x

c
f +

a(η′x)
2

c

(
f

h

)′

u
+

bη′x
c
g = 0. (2.5.4.27)

Замечание 2.29. Уравнение (2.5.4.27) можно вывести, используя другие сообра-
жения. Действительно, переписав (2.5.2.2) при ξ(x) = 1 в виде

ω/(H − η) = 1, (2.5.4.28)

умножим правую часть уравнения (2.5.4.2) на ω/(H − η). В результате после элемен-
тарных преобразований получим

ω′

t

ω
=

1

c(H − η)

[
(aη′x)

′

xf + a(η′x)
2
(
f

h

)
′

u
+ bη′xg

]
. (2.5.4.29)

В уравнении (2.5.4.29) переменные разделены: левая часть зависит только от t, а пра-
вая — от x и u. Приравнивая обе части (2.5.4.29) константе λ, получим два уравнения.
Левая часть (2.5.4.29) дает уравнение ω′

t/ω = λ, которое имеет решение ω = keλt.
Правая часть (2.5.4.29) приводит к уравнению (2.5.4.27).

Решение 6. Уравнению (2.5.4.27) можно удовлетворить, если положить

f = C1uh+ C2h, g = λH − C1C3uh−C2C3h, (2.5.4.30)

bη′x = c, (aη′x)
′
x = C3c, C1a(η

′
x)

2 + λcη = 0, (2.5.4.31)

где C1, C2, C3 —произвольные постоянные. Соотношения (2.5.4.30) и (2.5.4.31)
включают две произвольные функции h и c, а остальные функции f , g, a, b, η
через них выражаются.

Общее решение системы из двух последних уравнений (2.5.4.31), записы-
вается так:

a(x) =
C5

c(x)

[
C3

∫
c(x) dx + C4

]2+λ/(C1C3)

,

η(x) = − C1

C5λ

[
C3

∫
c(x) dx + C4

]−λ/(C1C3)

,

(2.5.4.32)

где C4 и C5 — произвольные постоянные. Соотношения (2.5.4.30) определяют
допустимый вид двух функций f и g, которые задаются с помощью одной
произвольной функции h.
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◮ Пример 2.40. Подставив c(x) = 1, C1 = C3 = C5 = 1, C2 = C4 = 0,
λ = n− 2 в (2.5.4.31) и (2.5.4.32), имеем

a(x) = xn, b(x) = xn−1, η(x) = x2−n/(2 − n), n 6= 2.

Учитывая соотношения (2.5.4.30), приходим к нелинейному уравнению

ut = [xnf(u)ux]x + xn−1g(u)ux,

f(u) = uh(u), g(u) = (n− 2)

∫
h(u) du − uh(u),

(2.5.4.33)

где h(u)— произвольная функция, которое допускает решение с функциональ-
ным разделением переменных в неявной форме∫

h(u) du = ke(n−2)t +
x2−n

2− n
; (2.5.4.34)

k— произвольная постоянная.
Подставив h = f/u в (2.5.4.33), получим уравнение

ut = [xnf(u)ux]x + xn−1

[
(n− 2)

∫
f(u)

u
du− f(u)

]
ux,

решение которого записывается так:∫
f(u)

u
du = ke(n−2)t +

x2−n

2− n
.

◭

Решения с функциональным разделением переменных при ω(t) =
= k ln t. Подставив логарифмическую функцию ω(t) = k ln t в (2.5.2.2) при
ξ(x) = 1, ищем точные решения в виде

∫
h(u) du = k ln t+ η(x). (2.5.4.35)

Исключив t из (2.5.4.2) (при ω = k ln t) и (2.5.4.35), получим функциональ-
но-дифференциальное уравнение

(aη′x)
′
xf + a(η′x)

2
(
f

h

)′

u
+ bη′xg − kceη/ke−H/k = 0, H =

∫
h(u) du.

(2.5.4.36)

Замечание 2.30. Уравнение (2.5.4.36) можно вывести, исходя из других сообра-
жений. Действительно, представив формулу (2.5.2.2) при ξ(x) = 1 в виде

e(H−η−ω)/k = 1,

где k — некоторая постоянная, умножим правую часть уравнения (2.5.4.2) на
e(H−η−ω)/k. В результате, после элементарных преобразований, имеем

eω/kω′

t =
e(H−η)/k

c

[
(aη′x)

′

xf + a(η′x)
2
(
f

h

)
′

u
+ bη′xg

]
. (2.5.4.37)

В уравнении (2.5.4.37) переменные разделены: левая часть зависит только от t, а пра-
вая — от x и u. Приравнивая обе части (2.5.4.37) константе λ, получим два уравнения.
Левая часть (2.5.4.37) приводит к уравнению eω/kω′

t = λ, которое имеет решение
ω = k ln(t+ t0) + k ln(λ/k). Правая часть (2.5.4.37) при λ = k приводит к уравнению
(2.5.4.36).
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Решение 7. Сначала рассмотрим вырожденный случай, когда дифференци-
альная форма (f/h)′u обращается в нуль. В этом случае уравнение (2.5.4.36)
допускает решения, если выполняются соотношения

h = f, g = Af +Be−F/k, (aη′x)
′
x +Abη′x = 0, Bbη′x − kceη/k = 0,

(2.5.4.38)

где A и B — произвольные постоянные, F =
∫
f(u) du. Из (2.5.4.38) при B = k

следует, что уравнение

c(x)ut = [a(x)f(u)ux]x +
c(x)eη(x)/k

η′x(x)

[
Af(u) + ke−F (u)/k

]
ux, (2.5.4.39)

где a(x), c(x), f(u) — произвольные функции, а функция η = η(x) является
решением нелинейного ОДУ второго порядка

[a(x)η′x]
′
x +Ac(x)eη/k = 0, (2.5.4.40)

имеет решение с обобщенным разделением переменных
∫
f(u) du = k ln t+ η(x). (2.5.4.41)

◮ Пример 2.41. При a(x) = xn (n 6= 1, 2), c(x) = 1, A = −k(n− 1)(n− 2)
уравнение (2.5.4.40) имеет точное решение η=k(n−2) ln x. Поэтому уравнение

ut = [xnf(u)ux]x + xn−1
[
−(n− 1)f(u) +

1

n− 2
e−F (u)/k

]
ux (2.5.4.42)

допускает точное решение, которое можно представить в неявной форме∫
f(u) du = k ln t+ k(n − 2) ln x. ◭

◮ Пример 2.42. При a(x) = eλx, c(x) = 1, A = −kλ2 уравнение (2.5.4.40)
имеет точное решение η = kλx. Поэтому уравнение конвективной диффузии

ut = [eλxf(u)ux]x + eλx
[
−λf(u) + 1

λ
e−F (u)/k

]
ux (2.5.4.43)

допускает точное решение, которое можно представить в неявной форме∫
f(u) du = k ln t+ kλx. ◭

Решение 8. Уравнению (2.5.4.36) можно удовлетворить, наложив условия

(aη′x)
′
x = Aceη/k , a(η′x)

2 = Bceη/k, bη′x = ceη/k,

Af +B
(
f

h

)′

u
+ g − k exp(−H/k) = 0,

(2.5.4.44)

где A и B — произвольные постоянные, H =
∫
h(u) du.

Подставив c(x) = 1, A = 1/k, B = 1 в первые три уравнения (2.5.4.44),
находим

a(x) = b(x) = eλx, η(x) = x, λ =
1

k
. (2.5.4.45)
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В результате получим уравнение

ut = [eλxf(u)ux]x + eλxg(u)ux, (2.5.4.46)

где

g(u) =
1

λ
exp

[
−λ

∫
h(u) du

]
− λf(u)− d

du

[
f(u)

h(u)

]
, (2.5.4.47)

которое допускает решение в неявном виде
∫
h(u) du = x+

1

λ
ln t. (2.5.4.48)

Отметим, что уравнение (2.5.4.46)—(2.5.4.47) содержит две произвольные фун-
кции f = f(u) и h = h(u).

Замечание 2.31. Инвариантное решение (2.5.4.48) уравнения (2.5.4.46) можно ис-
кать в явном виде u=U(z), где z= x+(1/λ) ln t (в этом случае соотношение (2.5.4.47)
не используется). Функция U(z) определяется из ОДУ:

1

λ
U ′

z = [eλzf(U)U ′

z]
′

z + eλzg(U)U ′

z.

Решение 9. Положив c(x) = 1, A = (1 + k)/k, B = 1 в первых трех
уравнениях (2.5.4.44), получим

a(x) = xn, b(x) = xn−1, η(x) = lnx, n = 2 +
1

k
. (2.5.4.49)

В результате приходим к уравнению конвективной диффузии

ut = [xnf(u)ux]x + xn−1g(u)ux, n 6= 2, (2.5.4.50)

где

g(u) =
1

(n− 2)
exp

[
−(n− 2)

∫
h(u) du

]
− (n− 1)f(u)− d

du

[
f(u)

h(u)

]
, (2.5.4.51)

которое допускает точное решение в неявном виде
∫
h(u) du = lnx+

1

n− 2
ln t. (2.5.4.52)

Замечание 2.32. Автомодельное решение (2.5.4.52) уравнения (2.5.4.50) можно
искать в обычном виде u = U(z), где z = xt1/(n−2) (в этом случае соотношение
(2.5.4.51) не используется). Функция U(z) определяется из ОДУ:

1

n− 2
zU ′

z = [znf(U)U ′

z]
′

z + zn−1g(U)U ′

z.

Решение 10. Уравнению (2.5.4.36) можно удовлетворить, если положить
(
f

h

)′

u
= Af, exp(−H/k) = Bf, g = f,

(aη′x)
′
x +Aa(η′x)

2 + bη′x −Bkceη/k = 0,
(2.5.4.53)

где A и B — произвольные постоянные, H =
∫
h(u) du.
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Подставив A=−1/k = λ и B = 1 в первые три уравнения (2.5.4.53), имеем

f(u) = g(u) = eλu, h(u) = 1. (2.5.4.54)

В результате получим уравнение

c(x)ut = [a(x)eλuux]x + b(x)eλuux, (2.5.4.55)

которое содержит три произвольные функции a(x), b(x), c(x) и допускает
точное решение в явном виде

u = − 1

λ
ln t+ η(x), (2.5.4.56)

где функция η = η(x) удовлетворяет ОДУ:

[a(x)eληη′x]
′
x + b(x)eληη′x +

1

λ
c(x) = 0. (2.5.4.57)

Уравнение (2.5.4.57) сводится к линейному ОДУ заменой ζ = eλη .
Решение 11. Положив A=n+1, B=1, k=−1/n в первых трех уравнениях

(2.5.4.53), имеем

f(u) = un, g(u) = un, h(u) = 1/u. (2.5.4.58)

В результате приходим к уравнению конвективной диффузии

c(x)ut = [a(x)unux]x + b(x)unux (2.5.4.59)

где a(x), b(x), c(x) — произвольные функции, которое имеет точное решение
lnu = −(1/n) ln t+ η(x). Это решение можно представить в явном виде

u = t−1/nζ(x), ζ(x) = eη(x),

где функция η удовлетворяет ОДУ:

[a(x)ζnζ ′x]
′
x + b(x)ζnζ ′x +

1

n
c(x)ζ = 0.

2.5.5. Нелинейные уравнения типа Клейна—Гордона
с переменными коэффициентами

Краткий обзор точных решений нелинейных УрЧП типа Клейна — Гор-
дона. Нелинейные волновые уравнения и уравнения типа Клейна — Гордона
встречаются в газовой динамике, акустике, релятивистской квантовой механи-
ке, теории поля, нелинейной оптике, физике плазмы и физике элементарных
частиц [103, 213]. Эти уравнения используются для моделирования различных
физических явлений, включая распространение дислокаций в кристаллах, уль-
тракороткие оптические импульсы, ферроэлектрические переходы, поведение
элементарных частиц в конденсированных средах, рост кристаллов и др. [69,
103, 112, 136, 213].
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Преобразования, симметрии и точные решения различных классов нели-
нейных уравнений типа Клейна — Гордона

utt = [f(u)ux]x + g(u) (2.5.5.1)

рассматривались во многих работах (см., например, [3, 18, 20, 47, 48, 67, 75, 89,
132, 176, 197, 262, 286, 287, 319, 337, 376], а также цитируемую в них литерату-
ру). Для построения точных решений чаще всего использовались классический
и неклассический методы исследования симметрий [75, 89, 197, 262, 287, 319,
337], а также методы обобщенного и функционального разделения переменных
[3, 48, 150, 176, 286, 287, 376].

В общем случае уравнение (2.5.5.1) допускает решение типа бегущей волны
u = U(kx − λt). Нелинейное волновое уравнение при g(u) = 0 имеет автомо-
дельное решение u = U(x/t) [75], а также более сложные точные решения,
которые можно представить в неявном виде [287]:

x− t
√
f(u) = ϕ1(u),

x+ t
√
f(u) = ϕ2(u),

где ϕ1(u) и ϕ2(u) — произвольные функции (вырожденные случаи ϕ1 = 0 и
ϕ2 = 0 соответствуют автомодельным решениям специальной формы). Важно
отметить, что при g(u) = 0 уравнение (2.5.5.1) можно линеаризовать [20, 47,
286] (см. также [89]), а некоторые точные решения для произвольной функции
f(u) допускают представление в параметрическом виде (см. [47, 286, 287]). По-
мимо этих случаев, также известны точные решения уравнения вида (2.5.5.1),
в которых две функции f(u) и g(u) выражаются через одну произвольную
функцию h(u) [287].

В [18, 47, 189, 191, 193, 274, 286, 287] рассматривались нелинейные урав-
нения типа Клейна — Гордона с переменными коэффициентами

c(x)utt = [a(x)f(u)ux]x + b(x)g(u). (2.5.5.2)

В табл. 2.6 указан вид точных решений некоторых уравнений данного типа
с одной или двумя произвольными функциями (в решении № 1 функцию
ch( 1

2 λt) можно заменить на sh( 1
2 λt)).

В работах [18, 47, 93, 190, 192, 286] описаны симметрии и некоторые
точные решения нелинейного уравнения телеграфного типа

c(x)utt = [a(x)f(u)ux]x + b(x)g(u)ux;

в [93, 190] был рассмотрен специальный случай a(x) = b(x) = 1.
Другие родственные и более сложные нелинейные уравнения гиперболиче-

ского типа исследовались, например, в [76, 82, 166, 198, 199, 225, 315].

Замечание 2.33. В [229, 298] (см. также [228]) получены некоторые точные реше-
ния нелинейных уравнений типа Клейна — Гордона с запаздыванием

utt = auxx + F (u,w), w = u(x, t− τ),

где τ > 0— время запаздывания.
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Таблица 2.6. Нелинейные уравнения типа Клейна — Гордона с переменными коэффи-
циентами и их точные решения.

№ Уравнение Вид решения или замечание Литература

1 utt=uxx+e
λxg(u) u=U(z), z=e

1

2
λx ch( 1

2 λt) [47, 286]

2 utt=(u−4/3ux)x+b(x)u
−1/3 Приводится к vtt=(v−4/3vz)z [18, 47, 286]

3 utt=(xkux)x+g(u), k 6=2 u=U(z), z=4x2−k−(2−k)2t2 [18, 47, 286]

4 utt=[xkf(u)ux]x+x
k−2g(u) u=U(z), z=x(k−2)/2t, k 6=2 [189, 274]

5 utt=[x2f(u)ux]x+g(u) u=U(z), z=λt+lnx [18, 274, 286]

6 utt=(eλxux)x+g(u) u=U(z), z=4e−λx−λ2t2 [18, 47, 286]

7 utt=[eλxf(u)ux]x+e
λxg(u) u=U(z), z=eλx/2t [274]

8 utt=[a(x)ukux]x+b(x)u
k+1 u=ϕ(x)ψ(t) [18, 274, 286]

9 utt=[a(x)eλuux]x+b(x)e
λu u=ϕ(x)+ψ(t) [274, 286]

10 utt=[a(x)ux]x+b(x)u+cu lnu u=ϕ(x)ψ(t) [47, 286]

Обозначения: a(x), b(x), f(u), g(u)— произвольные функции, а c, k, λ— свободные
параметры.

Далее основное внимание будет уделено построению точных решений (в
неявном виде) нелинейных уравнений типа Клейна — Гордона достаточно об-
щего вида (2.5.5.2), которые зависят от одной или двух произвольных функций
(точные решения УрЧП, содержащие произвольные функции, а следовательно,
обладающие значительным произволом, представляют большой практический
интерес для тестирования численных и приближенных аналитических методов
решения нелинейных уравнений).

Замечание 2.34. Уравнение (2.5.5.2) инвариантно относительно преобразований
t = −t̄ и t = t̃+ t0, где t0 — произвольная постоянная. Поэтому во всех приведенных
ниже точных решениях переменную t можно заменить на ±t+ t0.

Вывод функционально-дифференциального уравнения. Ищем точные
решения уравнения типа Клейна — Гордона (2.5.5.2) в неявном виде (2.5.2.2).
Дифференцируя (2.5.2.2) по t и x, получим

ut =
ξω′

t

h
, utt =

ξω′′

tt

h
− ξ2(ω′

t)
2 h

′

u

h3
, ux =

ξ′xω + η′x
h

;

(afux)x = [(aξ′x)
′
xω + (aη′x)

′
x]
f

h
+ a(ξ′xω + η′x)

2 1

h

(
f

h

)′
u
.

Подставив эти выражения в (2.5.5.2), приходим к функционально-дифферен-
циальному уравнению

ω′′
tt − ξ

h′

u

h2
(ω′
t)
2 = Q1(x, u)ω

2 +Q2(x, u)ω +Q3(x, u), (2.5.5.3)
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где функции Qn не зависят явным образом от t и определяются формулами

Q1(x, u) =
a(ξ′x)

2

cξ

(
f

h

)′
u
,

Q2(x, u) =
1

cξ

[
(aξ′x)

′
xf + 2aξ′xη

′
x

(
f

h

)′
u

]
,

Q3(x, u) =
1

cξ

[
(aη′x)

′
xf + a(η′x)

2
(
f

h

)′
u
+ bgh

]
.

(2.5.5.4)

Уравнение (2.5.5.3)—(2.5.5.4) зависит от трех переменных t, x, u и содержит
неизвестные функции (и их производные) различных аргументов, которые свя-
заны одним дополнительным соотношением (2.5.2.2). Это уравнение является
более сложным, чем уравнения вида (2.5.2.3).

Функционально-дифференциальное уравнение (2.5.5.3) — (2.5.5.4) сущест-
венно упрощается в двух случаях: (a) ξ′x = 0 и (b) (f/h)′u = 0. Рассмотрим эти
случаи последовательно.

Случай ξ(x) = 1. Решения типа обобщенной бегущей волны при
ω(t) = kt. При ξ′x = 0 без ограничения общности можно положить ξ = 1.
Подставив ξ = 1 в формулы (2.5.5.4), получим Q1(x, u) = Q2(x, u) = 0. В
результате уравнение (2.5.5.3) приводится к виду

ω′′
tt −

h′

u

h2
(ω′
t)
2 =

1

c

[
(aη′x)

′
xf + a(η′x)

2
(
f

h

)′
u
+ bgh

]
. (2.5.5.5)

Переменные в (2.5.5.5) разделяются при ω(t) = kt, где k = const. Рассмат-
риваемая ситуация соответствует решению типа обобщенной бегущей волны,
заданному в неявной форме

∫
h(u) du = kt+

∫
θ(x) dx. (2.5.5.6)

Подынтегральные функции h(u) и θ(x) = η′x(x) должны определяться в ходе
дальнейшего анализа из функционально-дифференциального уравнения

k2c
h′

u

h3
+ (aθ)′x

f

h
+ aθ2

1

h

(
f

h

)′

u
+ bg = 0, (2.5.5.7)

которое является частным случаем билинейного уравнения (2.5.2.3) при N =4.
Решение 1. Рассмотрим сначала вырожденный случай, когда дифференци-

альная форма (f/h)′u в (2.5.5.7) равна нулю. Согласно принципу расщепления
(далее на него ссылаться не будем) уравнение (2.5.5.7) имеет решения при
следующих условиях:

h = f, g = A+Bf−3f ′u, (aθ)′x +Ab = 0, Bb+ k2c = 0, (2.5.5.8)

где A и B — произвольные постоянные. Из соотношения (2.5.5.8) при c(x) = 1
и B = −k2 следует, что уравнение

utt = [a(x)f(u)ux]x +A− k2
f ′

u(u)

f3(u)
, (2.5.5.9)
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которое содержит две произвольные функции a(x) и f(u), имеет точное реше-
ние типа обобщенной бегущей волны∫

f(u) du = kt+A

∫
x dx

a(x)
+ C1

∫
dx

a(x)
+ C2, (2.5.5.10)

где C1, C2, k — произвольные постоянные. В частном случае a(x) = 1, урав-
нение (2.5.5.9) и его решение (2.5.5.10) переходят в уравнение и решение,
полученные в [286].

Замечание 2.35. Нетрудно убедиться, что уравнение

utt = [a(x)f(u)ux]x + b(x)− k2
f ′

u(u)

f3(u)
,

которое содержит три произвольные функции a(x), b(x), f(u) и обобщает уравнение
(2.5.5.9), имеет два точных решения

∫
f(u) du = ±kt−

∫
1

a(x)

(∫
b(x) dx

)
dx+ C1

∫
dx

a(x)
+ C2.

Решение 2. Уравнение (2.5.5.7) тождественно удовлетворяется, если поло-
жить

h′

u

h2
+A

(
f

h

)′

u
= 0, g = −B f

h
, aθ2 = Ak2c, b =

(aθ)′x
B

, (2.5.5.11)

где A и B — произвольные постоянные. Подставив c(x) = 1 и B = − 1
2 k

√
A в

(2.5.5.11), получим нелинейные уравнения типа Клейна — Гордона

utt = [a(x)f(u)ux]x ∓ a′x(x)
√

a(x)
g(u). (2.5.5.12)

Здесь функциональные коэффициенты f(u) и g(u) выражаются через произ-
вольную функцию h = h(u) по формулам

f(u) = C1h+
1

A
, g(u) =

1

2
k
√
A
(
C1 +

1

Ah

)
, (2.5.5.13)

где C1 — произвольная постоянная. Уравнения (2.5.5.12) — (2.5.5.13) имеет точ-
ные решения

∫
h(u) du = kt± k

√
A

∫
dx

√

a(x)
+C2. (2.5.5.14)

Формулы (2.5.5.13) и (2.5.5.14) содержат две произвольные функции a(x) и
h(u) и четыре произвольные постоянные A, C1, C2, k.

Положив A = 1, C1 = 0, k = 2 в (2.5.5.12) — (2.5.5.14), получим f = 1 и
g = 1/h. В результате приходим к уравнениям

utt = [a(x)ux]x ∓ a′x(x)
√

a(x)
g(u), (2.5.5.15)

которые содержат произвольные функции a(x) и g(u) и допускают точные
решения типа обобщенной бегущей волны

∫
du

g(u)
= 2t± 2

∫
dx

√

a(x)
+ C2. (2.5.5.16)
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◮ Пример 2.43. Подставив a(x) = x2β в (2.5.5.15) и (2.5.5.16) и переобо-
значив ∓2βg(u) на g(u), приходим к уравнению

utt = (x2βux)x + xβ−1g(u), β 6= 0,

которое зависит от произвольной функции g(u) и допускает точные решения в
неявной форме

∫
du

g(u)
=

{
± 1
β t− 1

β(1−β) x
1−β + C, при β 6= 1,

±t− ln |x|+ C, при β = 1,

где C = ∓C2/(2β)— произвольная постоянная. ◭

◮ Пример 2.44. Подставив a(x) = e2βx в (2.5.5.15) и (2.5.5.16) и переобо-
значив ∓2βg(u) на g(u), приходим к уравнению

utt = (e2βxux)x + eβxg(u), β 6= 0,

которое зависит от произвольной функции g(u) и допускает точные решения в
неявной форме ∫

du

g(u)
= ± 1

β
t+

1

β2
e−βx + C.

◭

Решение 3. Уравнение (2.5.5.7) удовлетворяется, если положить

f = A
h′

u

h2
, g = − B

h

(
f

h

)′

u
, A(aθ)′x + k2c = 0, b =

aθ2

B
, (2.5.5.17)

где A и B — произвольные постоянные.
Используя соотношения (2.5.5.17) при c(x) = 1 и B = −k4/A2, получим

нелинейное уравнение типа Клейна — Гордона

utt = [a(x)f(u)ux]x − x2

a(x)
g(u), (2.5.5.18)

где a(x) — произвольная функция. Функции f(u) и g(u) выражаются через
произвольную функцию h = h(u) с помощью формул

f(u) = A
h′

u

h2
, g(u) =

k4

Ah

(
h′

u

h3

)′

u
. (2.5.5.19)

Уравнение (2.5.5.18) при условии (2.5.5.19) допускает точное решение
∫
h(u) du = kt− k2

A

∫
x dx

a(x)
+ C. (2.5.5.20)

◮ Пример 2.45. Положив h = u−n−1 и A = −1/(n + 1) в (2.5.5.18) —
(2.5.5.20), получим уравнение типа Клейна—Гордона со степенной нелинейно-
стью

utt = [a(x)unux]x − x2

a(x)
u3n+1, n 6= −1, −1/2, (2.5.5.21)

которое содержит произвольную функцию a = a(x). Точные решения этого
уравнения определяются по формуле (2.5.5.20), где∫

h(u) du = − 1

nun
, k = ±[(n+ 1)2(2n + 1)]−1/4.

◭
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Решение 4. Уравнение (2.5.5.7) также имеет точные решения, если выпол-
няются соотношения

(aθ)′x = Ac, aθ2 = Bc, b = c, k2
h′

u

h3
+A

f

h
+B

1

h

(
f

h

)′

u
+ g = 0,

(2.5.5.22)
где A и B — произвольные постоянные.

1◦. Подставив a(x) = b(x) = c(x) = 1, θ(x) = κ, A = 0, B = κ2, k =
λ в (2.5.5.22), получим решение типа бегущей волны (2.5.1.2), которое здесь
опускается.

2◦. Полагая c(x)=1 и A=B=1 в первых трех уравнениях (2.5.5.22), имеем

a(x) = x2, b(x) = 1, θ(x) = 1/x. (2.5.5.23)

В результате приходим к уравнению

utt = [x2f(u)ux]x + g(u), (2.5.5.24)

где

g(u) = −k2 h
′

u(u)

h3(u)
− f(u)

h(u)
− 1

h(u)

d

du

[
f(u)

h(u)

]
, (2.5.5.25)

которое имеет точное решение в неявном виде
∫
h(u) du = kt+ lnx. (2.5.5.26)

Отметим, что уравнение (2.5.5.24)—(2.5.5.25) содержит две произвольных фун-
кции f = f(u) и h = h(u).

Замечание 2.36. Инвариантное решение (2.5.5.26) уравнения (2.5.5.24) можно ис-
кать в обычном виде u = U(z), где z = kt+ lnx (в этом случае соотношение (2.5.5.25)
не используется). Функция U(z) удовлетворяет автономному ОДУ:

k2U ′′

zz = [f(U)U ′

z]
′

z + f(U)U ′

z + g(U).

Случай ξ(x) = 1. Решения с функциональным разделением перемен-
ных при ω(t) = kt2. Подставив ξ = 1 и ω(t) = kt2 в (2.5.2.2), ищем точные
решения в неявном виде

∫
h(u) du = kt2 + η(x). (2.5.5.27)

Исключив t из соотношений (2.5.5.5) (при ω = kt2) и (2.5.5.27), получим
функционально-дифференциальное уравнение

(aη′x)
′
x
f

h
+ a(η′x)

2 1

h

(
f

h

)′

u
+ g − 2k

h
+

4kh′

uH

h3
− 4kη

h′

u

h3
= 0, (2.5.5.28)

при записи которого для простоты полагалось, что b(x) = c(x) = 1.
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Решение 5. Сначала рассмотрим вырожденный случай, когда дифференци-
альная форма (aη′x)

′
x обращаются в нуль. В этом случае уравнение (2.5.5.28)

имеет точные решения при выполнении условий

(aη′x)
′
x = 0, a(η′x)

2 = C1η,

C1

(
f

h

)′

u
− 4k

h′

u

h2
= 0, g =

2k

h
− 4kh′

uH

h3
,

(2.5.5.29)

где C1—произвольная постоянная. Интегрируя первые два уравнения (2.5.5.29),
имеем

a =
C2

2

C1C3
exp

(
− C1

C2
x
)
, η = C3 exp

(
C1

C2
x
)
, (2.5.5.30)

где C2 и C3 — произвольные постоянные. Интегрируя далее третье уравнение
в (2.5.5.29), получим представления функций f и g через произвольную функ-
цию h:

f = C4h− 4k

C1
, g =

2k

h
− 4kh′

u

h3

∫
h(u) du. (2.5.5.31)

◮ Пример 2.46. Положив C1 = C3 = 1, C2 = −1, C4 = 0 и k = − 1
4 в

(2.5.5.30) и (2.5.5.31), имеем a= ex, η = e−x, f = 1, g =− 1
2 h

−1+h−3h′u
∫
hdu.

В результате приходим к уравнению

utt = (exux)x − 1

2h
+

h′

u

h3

∫
hdu,

которое при произвольной функции h = h(u) имеет точное решение в неявном
виде ∫

hdu = e−x − 1

4
t2.

◭

Решение 6. Уравнение (2.5.5.28) удовлетворяется, если положить

(aη′x)
′
x = C1, a(η′x)

2 = C2η,

C2

(
f

h

)′

u
− 4k

h′

u

h2
= 0, g =

2k

h
− 4kh′

uH

h3
− C1

f

h
,

(2.5.5.32)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Общее решение системы из первых
двух уравнений в (2.5.5.32) имеет вид

a =
1

C2C4
(C1x+ C3)

2−(C2/C1), η = C4(C1x+ C3)
C2/C1 , (2.5.5.33)

где C3 и C4 — произвольные постоянные. Интегрируя далее третье уравнение
в (2.5.5.32), находим функции f и g:

f = C5h− 4k

C2
, g = 2k

(
1 +

2C1

C2

)
1

h
− 4kh′

u

h3

∫
hdu− C1C5, (2.5.5.34)

где h = h(u)— произвольная функция.
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◮ Пример 2.47. Положив C1 =1, C2 =2−m, C3 =C5 =0, C4 =1/(2−m),
k = 1

4 (m− 2) в (2.5.5.33) и (2.5.5.34), имеем a = xm, η = x2−m/(2−m), f = 1,
g = 1

2mh
−1 + (2−m)h−3h′u

∫
hdu. В результате получим уравнение

utt = (xmux)x +
m− 4

2h
+ (2−m)

h′

u

h3

∫
hdu, m 6= 2,

которое при произвольной функции h = h(u) допускает точное решение в
неявной форме ∫

hdu =
1

2−m
x2−m +

1

4
(m− 2)t2.

◭

Случай ξ(x) = 1. Решения с функциональным разделением перемен-
ных при ω(t) = k ln t. Подставив ξ = 1 и ω(t) = k ln t в (2.5.2.2), ищем
решения в виде

∫
h(u) du = k ln t+ η(x). (2.5.5.35)

Исключив t из соотношений (2.5.5.5) (при ω = k ln t) и (2.5.5.35), получим
функционально-дифференциальное уравнение

(aη′x)
′
xf + a(η′x)

2
(
f

h

)′
u
+ bgh+ kce2η/k

(
1 + k

h′

u

h2

)
e−2H/k = 0,

H =

∫
h(u) du.

(2.5.5.36)

Решение 7. Сначала рассмотрим вырожденный случай, в котором диф-
ференциальная форма (f/h)′u обращается в нуль. В этом случае уравнение
(2.5.5.36) имеет точные решения при выполнении условий

h = f, g = A+
B

f

(
1 + k

f ′

u

f2

)
e−2F/k,

(aη′x)
′
x +Ab = 0, Bb+ kce2η/k = 0,

(2.5.5.37)

где A и B — произвольные постоянные, а F =
∫
f(u) du. Из соотношений

(2.5.5.37) при B = k следует, что уравнение

c(x)utt = [a(x)f(u)ux]x − c(x)e2η(x)/k
[
A+

k

f(u)

(
1 + k

f ′

u(u)

f2(u)

)
e−2F (u)/k

]
,

(2.5.5.38)

где a(x), c(x), f(u)—произвольные функции, а η=η(x)—решение нелинейного
ОДУ второго порядка

[a(x)η′x]
′
x −Ac(x)e2η/k = 0, (2.5.5.39)

имеет решение с функциональным разделением переменных
∫
f(u) du = k ln t+ η(x). (2.5.5.40)
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◮ Пример 2.48. При a(x) = c(x) = 1 и A = −k уравнение (2.5.5.39) имеет
решение η = −k ln chx. Поэтому уравнение

utt = [f(u)ux]x + k ch−2 x
[
1− 1

f(u)

(
1 + k

f ′

u(u)

f2(u)

)
e−2F (u)/k

]

допускает точное решение
∫
f(u) du = k ln t− k ln chx. ◭

Решение 8. Уравнение (2.5.5.36) удовлетворяется, если положить

(aη′x)
′
x = Ace2η/k , a(η′x)

2 = Bce2η/k, b = ce2η/k ,

Af +B
(
f

h

)′
u
+ gh+ k

(
1 + k

h′

u

h2

)
e−2H/k = 0,

(2.5.5.41)

где A и B — произвольные постоянные и H =
∫
h(u) du.

Подставив c(x) = 1, A = 2/k, B = 1 в первые три уравнения (2.5.5.41),
находим

a(x) = b(x) = eλx, η(x) = x, λ =
2

k
. (2.5.5.42)

В результате получим уравнение

utt = [eλxf(u)ux]x + eλxg(u), (2.5.5.43)

где

g(u) = − 2

λh(u)

(
1 +

2

λ

h′

u

h2

)
exp

[
−λ

∫
h(u) du

]
− λ

f(u)

h(u)
− 1

h(u)

d

du

[
f(u)

h(u)

]
,

(2.5.5.44)
которое имеет точное решение в неявном виде

∫
h(u) du = x+

2

λ
ln t. (2.5.5.45)

Отметим, что уравнение (2.5.5.43)—(2.5.5.44) содержит две произвольные фун-
кции f = f(u) и h = h(u).

Замечание 2.37. Инвариантное решение (2.5.5.45) уравнения (2.5.5.43) можно ис-
кать в обычном виде u = U(z), где z = x + (2/λ) ln t (в этом случае соотношение
(2.5.5.44) не используется). Функция U(z) удовлетворяет ОДУ:

4

λ2
U ′′

zz −
2

λ
U ′

z = [eλzf(U)U ′

z]
′

z + eλzg(U).

Решение 9. Положив c(x) = 1, A = (k + 2)/k, B = 1 в первых трех
уравнениях (2.5.5.41), имеем

a(x) = xn, b(x) = xn−2, η(x) = lnx, n = 2 +
2

k
. (2.5.5.46)

В результате получим уравнение типа Клейна — Гордона

utt = [xnf(u)ux]x + xn−2g(u), n 6= 2, (2.5.5.47)
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где

g(u) =− 2

(n− 2)h(u)

(
1 +

2

n− 2

h′

u(u)

h2(u)

)
exp

[
−(n− 2)

∫
h(u) du

]
−

− (n− 1)
f(u)

h(u)
− 1

h(u)

d

du

[
f(u)

h(u)

]
, (2.5.5.48)

которое допускает точное решение в неявном виде
∫
h(u) du = lnx+

2

n− 2
ln t. (2.5.5.49)

Замечание 2.38. Автомодельное решение (2.5.5.49) уравнения (2.5.5.47) можно
искать в обычном виде u = U(z), где z = xt2/(n−2) (в этом случае соотношение
(2.5.5.48) не используется). Функция U(z) описывается ОДУ:

4

(n− 2)2
z(zU ′

z)
′

z −
2

n− 2
zU ′

z = [znf(U)U ′

z]
′

z + zn−2g(U).

Решение 10. Уравнению (2.5.5.36) можно удовлетворить, если положить
(
f

h

)′
u
= Af,

(
1 + k

h′

u

h2

)
e−2H/k = Bf, gh = f,

(aη′x)
′
x +Aa(η′x)

2 + b+Bkce2η/k = 0,
(2.5.5.50)

где A и B — произвольные постоянные, а H =
∫
h(u) du.

При A=−2/k= λ и B =1 первые три уравнения (2.5.5.50) имеют решение

f(u) = g(u) = eλu, h(u) = 1. (2.5.5.51)

В результате приходим к уравнению

c(x)utt = [a(x)eλuux]x + b(x)eλu, (2.5.5.52)

которое допускает точное решение в явном виде

u = − 2

λ
ln t+ η(x), (2.5.5.53)

где функция η = η(x) удовлетворяет ОДУ:

(aη′x)
′
x + λa(η′x)

2 + b− 2

λ
ce−λη = 0. (2.5.5.54)

Уравнения (2.5.5.52) и (2.5.5.54) содержат три произвольных функции a= a(x),
b = b(x), c = c(x).

Решение 11. При A = n + 1, B = 1 − k, k = −2/n первые три уравнения
(2.5.5.50) имеют решения

f(u) = un, g(u) = un+1, h(u) = 1/u. (2.5.5.55)

В результате получим уравнение типа Клейна — Гордона

c(x)utt = [a(x)unux]x + b(x)un+1 (2.5.5.56)
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где a(x), b(x), c(x)— произвольные функции, которое допускает точное реше-
ние lnu = −(2/n) ln t+ η(x). Это решение можно записать в явном виде

u = t−2/nζ(x), ζ(x) = eη(x), (2.5.5.57)

где функция ζ описывается ОДУ:

[a(x)ζnζ ′x]
′
x + b(x)ζn+1 − 2(n+ 2)

n2
c(x)ζ = 0. (2.5.5.58)

Случай h(u) = f(u). Решения типа обобщенной бегущей волны при
ω(t) = t. При (f/h)′u = 0 без ограничения общности можно положить h = f .
Подставив h = f в (2.5.5.3) — (2.5.5.4), получим уравнение

ω′′
tt − ξ

f ′

u

f2
(ω′
t)
2 =

(aξ′x)
′

x

cξ
fω +

1

cξ

[
(aη′x)

′
xf + bfg

]
. (2.5.5.59)

Видно, что при ω(t) = t переменные в уравнении (2.5.5.59) разделяются.
Рассматриваемая ситуация соответствует решениям типа обобщенной бегущей
волны, заданным в неявном виде:

∫
f(u) du = ξ(x)t+ η(x), (2.5.5.60)

где f(u) — функция, входящая в уравнение (2.5.5.2), а ξ(x) и η(x) — искомые
функции.

Исключив ω = t из (2.5.5.59) с помощью (2.5.5.60), после простых преоб-
разований получим уравнение

ξ(aη′x)
′
x − η(aξ′x)

′
x + bξg + cξ3f−3f ′u + (aξ′x)

′
xF = 0, F =

∫
f(u) du,

(2.5.5.61)

которое является частным случаем уравнение вида (2.5.2.3) при N = 4.
Решение 12. Рассмотрим сначала вырожденный случай, когда два функци-

ональных коэффициента в (2.5.5.61) одновременно обращаются в нуль, т. е.

(aξ′x)
′
x = 0. (2.5.5.62)

Интегрируя (2.5.5.62), находим соотношение между функциями a = a(x) и
ξ = ξ(x):

ξ = C1

∫
dx

a(x)
+ C2, (2.5.5.63)

где C1 и C2 — произвольные постоянные.
Уравнение (2.5.5.61) в вырожденном случае (2.5.5.62) имеет решения при

выполнении условий

g = k1 + k2f
−3f ′u, (aη′x)

′
x + k1b = 0, k2b+ cξ2 = 0, (2.5.5.64)
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где k1 и k2 — произвольные постоянные. Из соотношений (2.5.5.63) и (2.5.5.64)
следует, что уравнение

c(x)utt = [a(x)f(u)ux]x − c(x)ξ2(x)
[
k +

f ′

u(u)

f3(u)

]
, k =

k1
k2
, (2.5.5.65)

где a(x), c(x), f(u) — произвольные функции, а функция ξ = ξ(x) определя-
ется формулой (2.5.5.63), допускает точное решение вида (2.5.5.60), в котором
функция η(x) определяется по формуле

η(x) = k

∫
1

a(x)

(∫
c(x)ξ2(x) dx

)
dx+ C3

∫
dx

a(x)
+ C4; (2.5.5.66)

C3 и C4 — произвольные постоянные.

◮ Пример 2.49. Положим a(x) = c(x) = 1 в уравнении (2.5.5.65) и C1 = 1,
C2 = C3 = C4 = 0 в формулах (2.5.5.63) и (2.5.5.66). Получим уравнение

utt = [f(u)ux]x − x2
[
k +

f ′

u(u)

f3(u)

]
, (2.5.5.67)

которое содержит произвольную функцию f(u) и произвольную постоянную k
и допускает решение типа обобщенной бегущей волны∫

f(u) du = xt+
1

12
kx4.

В частном случае f(u) = eu, уравнение (2.5.5.67) принимает вид

utt = (euux)x − x2(k + e−2u).

Его точное решение можно представить в явной форме u = ln(xt+ 1
12 kx

4).◭

Решение 13. В вырожденном случае (2.5.5.62) уравнение (2.5.5.61) имеет
также другие точные решения, если выполняются условия

g = k1, f−3f ′u = −k2, (aη′x)
′
x + k1b− k2cξ

2 = 0, (2.5.5.68)

где k1 и k2 — произвольные постоянные. Из соотношений (2.5.5.63) и (2.5.5.68)
при k1 = 1 и k2 = 1

2 следует, что уравнение

c(x)utt = [a(x)u−1/2ux]x + b(x), (2.5.5.69)

зависящее от трех произвольных функций a(x), b(x), c(x), допускает точное
решение, которое можно представить в явном виде

u = 1
4 [ξ(x)t+ η(x)]2. (2.5.5.70)

Здесь функция ξ = ξ(x) задается формулой (2.5.5.63), а функция η(x) удовле-
творяет ОДУ:

[a(x)η′x]
′
x = 1

2 c(x)ξ
2 − b(x). (2.5.5.71)

Поскольку правая часть уравнения (2.5.5.71) известна, функция η находится
простым интегрированием.
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Замечание 2.39. Уравнение

c(x)utt = [a(x)u−1/2ux]x + b(x)u1/2 + p(x), (2.5.5.72)

которое содержит четыре произвольные функции a(x), b(x), c(x), p(x) и является
более общим, чем уравнение (2.5.5.69), также имеет точные решения вида (2.5.5.70).
В случаях p(x) = 0 и p(x)/b(x) = const уравнение (2.5.5.72) относится к рассматрива-
емому классу уравнений (2.5.5.2).

Решение 14. В невырожденном случае функционально-дифференциальному
уравнению (2.5.5.61) можно удовлетворить, если положить

f−3f ′u = k1F, g = k2, F =

∫
f(u) du;

(aξ′x)
′
x + k1cξ

3 = 0, ξ(aη′x)
′
x − η(aξ′x)

′
x + k2bξ = 0,

(2.5.5.73)

где k1 и k2 — произвольные постоянные. Первое уравнение в (2.5.5.73) при
k1 = − 2

9 допускает точное решение f(u) = u−2/3 (F = 3u1/3). Полагая далее
k2 = 1, приходим к уравнению

c(x)utt = [a(x)u−2/3ux]x + b(x), (2.5.5.74)

точное решение которого может быть представлено в явном виде

u = 1
27 [ξ(x)t+ η(x)]3, (2.5.5.75)

где функции ξ= ξ(x) и η= η(x) удовлетворяют двум последним ОДУ (2.5.5.73)
при k1 = − 2

9 и k2 = 1.

Замечание 2.40. Уравнение

c(x)utt = [a(x)u−2/3ux]x + b(x)u1/3 + p(x), (2.5.5.76)

которое содержит четыре произвольные функции a(x), b(x), c(x), p(x) и является
более общим, чем (2.5.5.74), имеет точные решения вида

u = [ϕ(x)t + ψ(x)]3, (2.5.5.77)

где функции ϕ = ϕ(x) и ψ = ψ(x) описываются ОДУ:

3(aϕ′

x)
′

x + bϕ− 6cϕ3 = 0,

3(aψ′

x)
′

x + bψ − 6cϕ2ψ + p = 0.

В случаях p(x) = 0 и p(x)/b(x) = const уравнение (2.5.5.76) относится к рассматрива-
емому классу уравнений (2.5.5.2).

Случай h(u) = f(u). Решения с функциональным разделением пере-
менных при ω(t) = eλt.

Решение 15. Подставим ω(t) = eλt и η = η0 = const в (2.5.2.2) и (2.5.5.59)
и исключим t. В результате получим функционально-дифференциальное урав-
нение

−λ2 F̄
f

+ λ2
f ′

u

f3
F̄ 2 +

(aξ′x)
′

x

cξ
F̄ +

b

c
g = 0, F̄ =

∫
f du− η0, (2.5.5.78)
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которое является частным случаем уравнения вида (2.5.2.3) при N = 3.
Уравнение (2.5.5.78) тождественно удовлетворяется, если положить

(aξ′x)
′
x = Acξ, b = c, g = λ2

F̄

f
− λ2

f ′

u

f3
F̄ 2 −AF̄ . (2.5.5.79)

где A— произвольная постоянная.
Подставив b(x) = c(x) = 1 и η0 = 0 в (2.5.5.79), приходим к уравнению

utt = [a(x)f(u)ux]x + λ2
F (u)

f(u)
− λ2

f ′

u(u)

f3(u)
F 2(u)−AF (u), F =

∫
f(u) du,

(2.5.5.80)
которое имеет точное решение в неявном виде

∫
f(u) du=eλtξ(x), где функция

ξ = ξ(x) удовлетворяет линейному ОДУ второго порядка

(aξ′x)
′
x = Aξ. (2.5.5.81)

Замечание 2.41. В уравнениях (2.5.5.80) и (2.5.5.81) константу A можно заменить
на произвольную функцию A(x).

◮ Пример 2.50. Подставив f(u) = uk в (2.5.5.80), получим уравнение

utt = [a(x)ukux]x +
λ2

(k + 1)2
u− A

k + 1
uk+1, (2.5.5.82)

где a(x)—произвольная функция, A, k, λ—произвольные постоянные (k 6=−1).
Это УрЧП допускает точное решение, которое можно записать в явном виде

u = [(k + 1)eλtξ(x)]1/(k+1),

где функция ξ = ξ(x) удовлетворяет линейному ОДУ (2.5.5.81). ◭

Замечание 2.42. Рассмотрим более общее, чем (2.5.5.82), уравнение

c(x)utt = [a(x)ukux]x + b(x)uk+1 +mc(x)u, (2.5.5.83)

где a(x), b(x), c(x)— произвольные функции, m 6= 0— произвольная постоянная.
При m = β2 > 0 уравнение (2.5.5.83) допускает точное решение в виде произведе-

ния функций разных аргументов

u = [C1 exp(−βt) + C2 exp(βt)]θ(x),

где C1 и C2 — произвольные постоянные, а функция θ = θ(x) описывается ОДУ:

[a(x)θkθ′x]
′

x + b(x)θk+1 = 0, (2.5.5.84)

которое заменой ζ = θk+1 приводится к линейному уравнению

[a(x)ζ′x]
′

x + (k + 1)b(x)ζ = 0.

При m = −β2 < 0 уравнение (2.5.5.83) допускает точное решение

u = [C1 cos(βt) + C2 sin(βt)]θ(x),

где функция θ = θ(x) удовлетворяет ОДУ (2.5.5.84).
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Замечание 2.43. Уравнение с экспоненциальной нелинейностью

c(x)utt = [a(x)eλuux]x + b(x)eλu +mc(x), (2.5.5.85)

где a(x), b(x), c(x) — произвольные функции, а m 6= 0 — произвольная постоянная,
имеет точное решение в виде суммы функций разных аргументов

u =
1

2
mt2 + C1t+ θ(x).

Функция θ = θ(x) описывается обыкновенным дифференциальным уравнением

[a(x)eλθθ′x]
′

x + b(x)eλθ = 0,

которое заменой ζ = eλθ приводится к линейному уравнению [a(x)ζ′x]
′

x + λb(x)ζ = 0.

Замечание 2.44. Ряд других точных решений с функциональным разделением
переменных уравнения (2.5.5.2) приведен в статье [274].

2.5.6. Нелинейные уравнения с тремя и более независимыми
переменными

Метод, описанный в разд. 2.5.2, допускает различные обобщения и позволяет
строить точные решения нелинейных УрЧП с тремя или более независимыми
переменными. В частности, для нестационарных уравнений с n простран-
ственными переменными x1, . . . , xn решение с функциональным разделением
переменных следует искать в неявной форме

∫
h(u) du = ξ(x)ω(t) + η(x), x = (x1, . . . , xn). (2.5.6.1)

Используя (2.5.6.1), находят частные производные, которые подставляют в рас-
сматриваемое УрЧП. После исключения переменной t с помощью (2.5.6.1),
приходят к функционально-дифференциальному уравнению (2.5.2.3), в кото-
ром функции Φj[x] надо заменить на Φj[x]. Затем, используя многомерный
аналог принципа расщепления, получают точные решения.

Опуская подробности, проиллюстрируем сказанное на конкретных приме-
рах (приводим только нелинейные уравнения и их решения с функциональным
разделением переменных).

Далее используются обозначения:

∆u =

n∑

j=1

∂2u

∂x2
j

, ∇ · [b(x)f(u)∇u] =
n∑

j=1

∂

∂xj

[
b(x)f(u) ∂u

∂xj

]
.

Уравнение 1. Нелинейное уравнение реакционно-диффузионного типа с
n пространственными переменными

ut = ∇ · [f(u)∇u] + k

f(u)
+ g(x),
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где f(u) и g(x) — произвольные функции, допускает точное решение с функ-
циональным разделением переменных в неявном виде [158, 287]

∫
f(u) du = kt+ η(x).

Функция η = η(x) удовлетворяет уравнению Пуассона

∆η + g(x) = 0.

О точных решениях этого линейного уравнения см., например, [60, 281].
Уравнение 2. Нелинейное уравнение реакционно-диффузионного типа c

n пространственными переменными

ut = ∇ · [f(u)∇u] + aF (u) + b

f(u)
+ g(x)[aF (u) + b], F (u) =

∫
f(u) du,

где f(u) — произвольная функция, допускает точное решение с функциональ-
ным разделением переменных в неявном виде [158, 287]

∫
f(u) du = eatη(x)− b

a
.

Функция η = η(x) описывается уравнением Гельмгольца

∆η + ag(x)η = 0.

О точных решениях этого линейного уравнения см., например, [60, 281].
Уравнение 3. Рассмотрим нелинейное уравнение c n пространственными

переменными

ut = L[f(u)] +
g(t)

f ′
u(u)

+ h(x),

где L — произвольный линейный дифференциальный оператор второго (или
любого) порядка по пространственным координатам с независящими от t ко-
эффициентами, который удовлетворяет условию L[const] = 0.

Это уравнение допускает точное решение с функциональным разделением
переменных в неявном виде [287]:

f(u) =

∫
g(t) dt + η(x),

где функция η = η(x) удовлетворяет линейному УрЧП:

L[η] + h(x) = 0.

Уравнение 4. Рассмотрим нелинейное уравнение с n пространственными
переменными

ut = L[f(u)] +
af(u) + b

f ′
u(u)

+ g(x)[af(u) + b].
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где L — произвольный линейный дифференциальный оператор второго (или
любого) порядка по пространственным координатам с независящими от t ко-
эффициентами, который удовлетворяет условию L[const] = 0.

Это уравнение допускает точное решение с функциональным разделением
переменных в неявном виде [287]:

f(u) = eatη(x)− b

a
,

где функция η = η(x)— описывается линейным УрЧП:

L[η] + ag(x)η = 0.

Уравнение 5. Рассмотрим нелинейное уравнение реакционно-диффузион-
ного типа с n пространственными переменными

ut = a(x)∇ · [b(x)f(u)∇u] + c(x) + k(t)

f(u)
, (2.5.6.2)

где a(x), b(x), c(x), k(t), f(u)— произвольные функции.
Несложно показать, что уравнение (2.5.6.2) допускает точное решение в

неявном виде ∫
f(u) du =

∫
k(t) dt+ η(x).

Здесь функция η = η(x) удовлетворяет линейному уравнению эллиптического
типа

a(x)∇ · [b(x)∇η] + c(x) = 0,

которое при b(x)≡1 является уравнением Пуассона ∆η=−c(x)/a(x) (о точных
решениях этого уравнения см., например, [281]).

Уравнение 6. Рассмотрим нелинейное реакционно-диффузионное уравне-
ние с n пространственными переменными (пространственное обобщение од-
номерного уравнения (2.5.3.13))

ut = ∇ · [a(x)∇u]− a(x)|∇η|2g(u), (2.5.6.3)

где a(x) и g(u)—произвольные функции, функция η = η(x) является решением
линейного уравнения

∇ · [a(x)∇η] = k, (2.5.6.4)

а k — некоторая константа. Можно показать, что уравнение (2.5.6.3) допускает
два точных решения с функциональным разделением переменных, которые
можно представить в неявной форме:

±
∫ (

2

∫
g(u) du + C2

)−1/2

du = kt+ η(x) + C1, (2.5.6.5)

где C1 и C2 — произвольные постоянные.
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◮ Пример 2.51. Положив a(x) = 1 в (2.5.6.3) — (2.5.6.5), находим радиаль-
но-симметричное частное решение уравнения (2.5.6.4) η = k

2n |x|2, где |x|2 =
=

∑n
j=1 x

2
j . Этому решению при k = n соответствует уравнение вида (2.5.6.3):

ut = ∆u− |x|2g(u), (2.5.6.6)

которое допускает точные решения [275]:

±
∫ (

2

∫
g(u) du + C2

)−1/2

du = nt+
1

2
|x|2 + C1.

◭

Уравнение 7. Рассмотрим нелинейное реакционно-диффузионное уравне-
ние с n пространственными переменными (пространственное обобщение од-
номерного уравнения (2.5.3.21))

ut = ∇ · [a(x)f(u)∇u]− b(x)u, b(x) = ∇ · [a(x)∇η], (2.5.6.7)

где a(x) и f(u) — произвольные функции, а функция η = η(x) — решение
нелинейного уравнения первого порядка

|∇η|2 = 4k/a(x).

Можно показать, что уравнение (2.5.6.7) допускает точное решение с функ-
циональным разделением переменных, которое можно представить в неявной
форме: ∫

f(u)

u
du = 4k2t+ η(x) + C,

где C — произвольная постоянная.
Уравнение 8. Нелинейное уравнение Клейна — Гордона с n пространствен-

ными переменными

utt = a(x)∇ · [b(x)f(u)∇u] + c(x)− k2
f ′

u(u)

f3(u)
,

которое содержит четыре произвольных функции a(x), b(x), c(x), f(u), допус-
кает два точных решения в неявном виде

∫
f(u) du = ±kt+ η(x),

где функция η = η(x) удовлетворяет линейному уравнению эллиптического
типа

a(x)∇ · [b(x)∇η] + c(x) = 0.

Замечание 2.45. См. также уравнения старших порядков 5, 6, 8 — 10 в разд. 2.5.7,
которые допускают многомерные обобщения.
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2.5.7. Нелинейные уравнения третьего и более высоких порядков

В работах [156, 163, 286, 287] приводятся некоторые явные решения с функци-
ональным разделением переменных нелинейных уравнений типа Кортевега —
де Фриза, а также ряда других уравнений старших порядков. Метод, описан-
ный в разд. 2.5.2, можно успешно применять для построения точных решений
в неявном виде нелинейных УрЧП третьего и более высоких порядков. Опуская
подробности, проиллюстрируем сказанное на конкретных примерах (приводим
только нелинейные уравнения и их точные решения).

Уравнение 1. Рассмотрим нелинейное УрЧП третьего порядка

ut = a(x)[b(x)f(u)ux]xx + c(x) +
k

f(u)
, (2.5.7.1)

где a(x), b(x), c(x), f(u) — произвольные функции, k 6= 0 — произвольная
постоянная.

Методом, описанным в разд. 2.5.2, можно построить точное решение урав-
нения (2.5.7.1) в неявном виде

∫
f(u) du = kt+

∫
ζ(x) dx+ C1, (2.5.7.2)

где C1 — произвольная постоянная, а функция ζ = ζ(x) описывается линейным
ОДУ второго порядка

a(x)[b(x)ζ]′′xx + c(x) = 0. (2.5.7.3)

Дважды интегрируя, получим общее решение уравнения (2.5.7.3):

ζ =
1

b(x)

[
C2x+ C3 −

∫ (∫
c(x)

a(x)
dx

)
dx

]
, (2.5.7.4)

где C2 и C3 — произвольные постоянные.
Таким образом, формулы (2.5.7.2) и (2.5.7.4) определяют точное решение

с функциональным разделением переменных нелинейного уравнения третьего
порядка (2.5.7.1).

Уравнение 2. Рассмотрим еще одно нелинейное УрЧП третьего порядка

ut = [x2a(x)f(u)ux]xx − a(x)[k + 2f(u)]ux, (2.5.7.5)

где a(x) и f(u)— произвольные функции. Нетрудно проверить, что это уравне-
ние допускает следующее решение с функциональным разделением перемен-
ных в неявном виде:

∫
f(u) du = kt−

∫
dx

a(x)
+ C1.

Уравнение 3. Нелинейное УрЧП n-го порядка

ut = [f(u)ux]
(n−1)
x +

a

f(u)
+ b
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имеет точное решение в неявном виде [286]:
∫
f(u) du = at− b

n!
xn + Cn−!x

n−1 + · · ·+ C1x+ C0,

где C0, C1, . . . , Cn — произвольные постоянные.
Уравнение 4. Нелинейное УрЧП n-го порядка

ut = [f(u)ux]
(n−1)
x +

aF (u) + b

f(u)
+ g(x)[aF (u) + b], где F (u) =

∫
f(u) du,

допускает точное решение с функциональным разделением переменных в неяв-
ной форме [287]: ∫

f(u) du = eatη(x)− b

a
,

где функция η = η(x) удовлетворяет линейному ОДУ:

η(n)x + ag(x)η = 0.

Уравнение 5. Рассмотрим нелинейное уравнение

ut = L[
√
u ] + f(x) + g(x)

√
u,

где L— линейный дифференциальный оператор n-го порядка по переменной x
с независящими от t коэффициентами, u > 0.

Это уравнение допускает решение с обобщенным разделением перемен-
ных∗, которое можно представить в явном виде [163]:

u = [ϕ(x) + ψ(x)t]2,

где функции ϕ = ϕ(x) и ψ = ψ(x) описываются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений

L[ϕ]− 2ϕψ + gϕ+ f = 0,

L[ψ]− 2ψ2 + gψ = 0.

Замечание 2.46. В уравнениях 5 и 6 дифференциальный оператор L и функции
f , g могут зависеть от нескольких пространственных координат x = (x1, . . . , xm).

Уравнение 6. Рассмотрим нелинейное уравнение

ut = L[
√
u ] + f(x) + g(x)

√
u+ cu

где L — линейный дифференциальный оператор n-го порядка по переменной
x с независящими от t коэффициентами, w > 0. При c = 0, см. предыдущее
уравнение.

∗Приведенные решения с обобщенным разделением переменных уравнений 5, 6, 8, 9, 10
можно трактовать и как решения с функциональным разделением переменных.
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Это уравнение допускает решение с обобщенным разделением перемен-
ных, которое можно представить в явном виде [163]:

u =
[
ϕ(x) + ψ(x) exp

(
1
2 ct

)]2
,

где функции ϕ = ϕ(x) и ψ = ψ(x) описываются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений

L[ϕ] + cϕ2 + gϕ+ f = 0,

L[ψ] + cϕψ + gψ = 0.

Уравнение 7. Нелинейное уравнение

utt = [f(u)ux]
(n−1)
x − a2

f ′

u(u)

f3(u)
+ b,

содержащее вторую производную по переменной t, допускает точные решения
в неявной форме [286]:

∫
f(u) du = ±at− b

n!
xn +Cn−1x

n−1 + · · ·+ C1x+ C0,

где C0, C1, . . . , Cn−1 — произвольные постоянные.
Уравнение 8. Рассмотрим нелинейное уравнение

utt = L[
√
u ] + a(x) + b(x)

√
u,

где L— линейный дифференциальный оператор n-го порядка по переменной x
с независящими от t коэффициентами, u > 0.

Это уравнение допускает решение с обобщенным разделением перемен-
ных, которое можно представить в явном виде

u = [f(x)t2 + g(x)t+ h(x)]2,

где функции f = f(x), g= g(x), h=h(x) описываются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений

L[f ] + bf − 12f2 = 0,

L[g] + bg − 12fg = 0,

L[h] + bh+ a− 4fh− 2g2 = 0.

Замечание 2.47. В уравнениях 8–10 дифференциальный оператор L и функции a,
b могут зависеть от нескольких пространственных координат x = (x1, . . . , xm).

Уравнение 9. Рассмотрим нелинейное уравнение

utt = L[
√
u ] + a(x) + b(x)

√
u+ cu.

При c = 0 см. предыдущее уравнение.
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1◦. Решение с обобщенным разделением переменных при c > 0 [163]:

u =
[
f(x) exp

(
1
2

√
c t
)
+ g(x) exp

(
− 1

2

√
c t
)
+ h(x)

]2
,

где функции f = f(x), g= g(x), h=h(x) описываются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений

L[f ] + 3
2 cfh+ bf = 0,

L[g] + 3
2 cgh+ bg = 0,

L[h] + ch2 + bh+ a+ 2cfg = 0.

2◦. Решение с обобщенным разделением переменных при c < 0:

u =
[
f(x) cos

(
1
2

√
|c| t

)
+ g(x) sin

(
1
2

√
|c| t

)
+ h(x)

]2
,

где функции f = f(x), g= g(x), h=h(x) описываются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений

L[f ] + 3
2 cfh+ bf = 0,

L[g] + 3
2 cgh + bg = 0,

L[h] + ch2 + bh+ a+ 1
2 c(ϕ

2 + ψ2) = 0.

Уравнение 10. Рассмотрим нелинейное уравнение

utt = L[u1/3] + a(x) + b(x)u1/3,

где L— линейный дифференциальный оператор n-го порядка по переменной x
с независящими от t коэффициентами.

Это уравнение допускает решение с обобщенным разделением перемен-
ных, которое можно представить в явном виде [287]:

u = [f(x)t+ g(x)]3,

где функции f = f(x) и g = g(x) описываются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений

L[f ] + bf − 6f3 = 0,

L[g] + bg + a− 6f2g = 0.

2.6. Функциональное разделение переменных

общего вида. Явное представление решений

2.6.1. Общий вид решений с функциональным разделением
переменных

В общем случае термин решение с функциональным разделением переменных

в отношении нелинейных УрЧП с двумя независимыми переменными исполь-
зуется для точных решений, которые можно представить в виде суперпозиции
двух функций [42, 278, 309]:

u = U(z), z = ϕ(x, t), (2.6.1.1)
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где искомые функции U(z) и ϕ(x, t) описываются соответственно переопре-
деленными системами ОДУ и УрЧП. В простейших случаях, каждая из этих
функций может описываться одним уравнением.

Представление решения в виде суперпозиции функций (2.6.1.1) являет-
ся наиболее общим для нелинейных УрЧП, которые зависят от одной или
нескольких произвольных функций искомой величины u.

Замечание 2.48. Если внутренняя функция U = U(z) описывается одним ОДУ,
то метод поиска решений с функциональным разделением переменных в виде (2.6.1.1)
является частным случаем прямого метода поиска симметрий [128, 129]. Если функция
U = U(z) удовлетворяет переопределенной системе ОДУ, то метод поиска решений с
функциональным разделением переменных в виде (2.6.1.1) выходит за рамки прямого
метода поиска симметрий (подробности см. в главе 3).

Далее будут рассмотрены несколько классов нелинейных уравнений диф-
фузионного и волнового типов, которые зависят от произвольной функции
f(u) и допускают точные решения вида (2.6.1.1), когда функция U = U(z)
описывается одним ОДУ.

2.6.2. Нелинейные уравнения реакционно-диффузионного типа

Класс рассматриваемых нелинейных УрЧП. Следуя [275], рассмотрим ре-
акционно-конвективно-диффузионные уравнения с нелинейным источником и
переменными коэффициентами

c(x)ut = [a(x)ux]x + b(x)ux + p(x)f(u), (2.6.2.1)

где f(u)— произвольная функция. Некоторые из четырех функциональных ко-
эффициентов a = a(x) > 0, b = b(x), c = c(x) > 0, p = p(x) можно считать
свободными, а остальные можно выразить через них (это можно сделать по-
разному, см. ниже). Без ограничения общности будем полагать, что p > 0 (при
p < 0 функции p и f необходимо переопределить, переобозначив их на −p и
−f ).

Редукция реакционно-конвективно-диффузионного уравнения к ОДУ.
Будем искать точные решения уравнения (2.6.2.1) в виде суперпозиции функ-
ций (2.6.1.1). Подставив (2.6.1.1) в (2.6.2.1), получим

a(x)ϕ2
xU

′′
zz +

{
[a(x)ϕx]x + b(x)ϕx − c(x)ϕt

}
U ′
z + p(x)f(U) = 0. (2.6.2.2)

В частном случае U(z) = z уравнение (2.6.2.2) совпадает с исходным уравне-
нием (2.6.2.1). Поэтому на данном этапе никакие решения не потеряны.

Пусть коэффициенты уравнения (2.6.2.1) удовлетворяют соотношениям

p(x) = a(x)s(ϕ)ϕ2
x, (2.6.2.3)

c(x)ϕt = [a(x)ϕx]x + b(x)ϕx + a(x)k(ϕ)ϕ2
x, (2.6.2.4)
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где s(ϕ) и k(ϕ)—некоторые функции (s 6≡0). Тогда уравнение (2.6.2.2) сводится
к обыкновенному дифференциальному уравнению

U ′′
zz − k(z)U ′

z + s(z)f(U) = 0. (2.6.2.5)

Точные решения нелинейного обыкновенного дифференциального уравне-
ния (2.6.2.5) для некоторых функций k(z), s(z), f(U) можно найти в [285, 288].

В частном случае k(z) ≡ 0, который соответствует линейному уравнению
(2.6.2.4), общее решение уравнения (2.6.2.5) при s(z) = 1 и произвольной
функции f(U) можно записать в неявном виде [285]:

∫ [
C1 − 2

∫
f(U) dU

]−1/2

dU = C2 ± z, (2.6.2.6)

где C1 и C2 — произвольные постоянные.
Уравнения (2.6.2.3)—(2.6.2.5) позволяют строить точные решения широкого

класса нелинейных реакционно-конвективно-диффузионных уравнений вида
(2.6.2.1).

Замечание 2.49. В уравнении (2.6.2.1) без ограничения общности два из четырех
функциональных коэффициентов a(x), b(x), c(x), p(x) можно положить равными еди-
нице. В частности, если разделить обе части уравнения на c и перейти от t, x к новым
независимым переменным t, y =

∫√
c/a dx, то получим уравнение в каноническом

виде ut= uyy+b1(y)uy+p1(y)f(u). Нетрудно также найти преобразование t, ȳ= ȳ(x),
которое приводит уравнение (2.6.2.1) к другой канонической форме: ut = [a2(ȳ)uȳ]ȳ+
p2(ȳ)f(u). Однако представление уравнения в общем виде (2.6.2.1) более удобно,
поскольку содержит любые его канонические и неканонические формы.

Замечание 2.50. В уравнениях (2.6.2.1)–(2.6.2.4) функции одной переменной a(x),
b(x), c(x), p(x) можно заменить соответственно на функции двух переменных a(x, t),
b(x, t), c(x, t), p(x, t).

Анализ и решения определяющей системы уравнений. Прямая процеду-
ра построения точных решений нелинейного уравнения вида (2.6.2.1) предпо-
лагает, что функции a(x), b(x), c(x), f(u)— заданные, а функции u = u(x, t) и
p= p(x)—искомые. В этом случае при заданных тем или иным способом функ-
циях k(ϕ) и s(ϕ) требуется сначала найти частные решения p(x) и ϕ = ϕ(x, t)
уравнений (2.6.2.3) и (2.6.2.4) (последние уравнение можно линеаризовать,
см. ниже). После этого решение уравнения (2.6.2.1) определяется по форму-
ле (2.6.1.1), где функция U(z) — решение обыкновенного дифференциального
уравнения (2.6.2.5).

В общем случае два уравнения (2.6.2.3) и (2.6.2.4) при заданных функциях
a = a(x), b = b(x), c = c(x), p = p(x), k(ϕ), s(ϕ) образуют переопределенную
нелинейную систему уравнений для одной функции ϕ. Эту систему будем
называть определяющей системой уравнений). Свойства уравнений (2.6.2.3) и
(2.6.2.4) будем исследовать последовательно.

Нелинейное уравнение (2.6.2.3) приводится к двум простым уравнениям
первого порядка с разделяющимися переменными

√
s(ϕ)ϕx = ±

√
p(x)/a(x),
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общее решение которых записывается так:
∫ √

s(ϕ) dϕ = ±
∫ √

p(x)/a(x) dx+ ξ(t), (2.6.2.7)

где ξ(t)— произвольная функция. Поэтому в общем случае функция ϕ должна
иметь вид

ϕ = G(y), y = ξ(t) + θ(x). (2.6.2.8)

Отметим, что решение (2.6.2.8) допускает и другое (эквивалентное) представ-
ление

ϕ = Ḡ(ȳ), ȳ = ξ̄(t)θ̄(x), (2.6.2.9)

где ȳ = ey, ξ̄ = eξ , θ̄ = eθ.
Нелинейные преобразования

ϕ = F (ψ) (2.6.2.10)

сохраняют вид уравнений (2.6.2.3) и (2.6.2.4), причем функциональные коэф-
фициенты k(ϕ) и s(ϕ) изменяются следующим образом:

k(ϕ) =⇒ k(F (ψ))F ′
ψ(ψ) +

F ′′

ψψ(ψ)

F ′

ψ(ψ)
, s(ϕ) =⇒ s(F (ψ))[F ′

ψ(ψ)]
2. (2.6.2.11)

Вырожденный случай k(ϕ) ≡ 0 соответствует линейному УрЧП с перемен-
ными коэффициентами (2.6.2.4). При k(ϕ) 6≡ 0 нелинейное уравнение (2.6.2.4)
с помощью подстановки

ψ = C1

∫
K(ϕ) dϕ + C2, K(ϕ) = exp

[∫
k(ϕ) dϕ

]
, (2.6.2.12)

где C1 и C2 — произвольные постоянные, преобразуется к линейному УрЧП:

c(x)ψt = [a(x)ψx]x + b(x)ψx. (2.6.2.13)

В частном случае k(ϕ) = k = const можно использовать подстановку

ϕ = k−1 ln |ψ|, (2.6.2.14)

которая следует из (2.6.2.12).
Решения линейного уравнения с автономными коэффициентами (2.6.2.13)

можно строить методом разделения переменных. В частности, это уравнение
имеет решения с аддитивным и мультипликативным разделением переменных:

ψ = λt+ η(x), [a(x)η′x]
′
x + b(x)η′x − λc(x) = 0; (2.6.2.15)

ψ = exp(λt)ζ(x), [a(x)ζ ′x]
′
x + b(x)ζ ′x − λc(x)ζ = 0, (2.6.2.16)

где λ— произвольная постоянная. Уравнение для η в (2.6.2.15) легко интегри-
руется с помощью подстановки w(x) = η′x, а решения линейного ОДУ для ζ в
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(2.6.2.16) при различных функциях a(x), b(x), c(x) указаны [285, 288]. Другие
точные решения уравнения (2.6.2.13) для некоторых функций a(x), b(x), c(x)
можно найти в справочнике [281].

Поскольку преобразования вида (2.6.2.10) меняют только функциональные
коэффициенты k(ϕ) и s(ϕ) в уравнениях (2.6.2.3) и (2.6.2.4), функцию F без
ограничения общности можно выбрать так, чтобы упростить одно из этих
уравнений. Ниже описаны три возможных способа упрощения этих уравнений.

1◦. При s(ϕ) = 1 и k = k(ϕ) из формулы (2.6.2.7) находим

ϕ = ξ(t) + θ(x), (2.6.2.17)

что соответствует G(y) = y в (2.6.2.8). В этом случае p(x) = a(x)(θ′x)
2.

2◦. При s(ϕ) = 1/ϕ и k = k(ϕ) формула (2.6.2.7) дает

ϕ = ξ̄(t)θ̄(x), (2.6.2.18)

что соответствует Ḡ(y) = y в (2.6.2.9).
3◦. При s=s(ϕ) и k(ϕ)=0 уравнение (2.6.2.4) является линейным УрЧП ав-

тономного вида, решения которого строятся методом разделения переменных.
В дальнейшем будем использовать простейшее представление решения из

п. 1◦. Подставив (2.6.2.17) в уравнение (2.6.2.4), приходим к функционально-
дифференциальному уравнению

c(x)ξ′t = [a(x)θ′x]
′
x + b(x)θ′x + a(x)(θ′x)

2k(ϕ), ϕ = ξ(t) + θ(x). (2.6.2.19)

Используем метод дифференцирования (см. разд. 2.4), чтобы найти допусти-
мые функции k(ϕ), для которых это уравнение может иметь решения. Сначала,
разделив на c, представим уравнение (2.6.2.19) в виде

ξ′t = Q(x) +R(x)k(ϕ), ϕ = ξ(t) + θ(x), (2.6.2.20)

где Q(x) = [(aθ′x)
′
x+bθ

′
x]/c и R(x) = a(θ′x)

2/c. Затем, дифференцируя обе части
(2.6.2.20) по t, преобразуем полученное уравнение к виду ξ′′tt/ξ

′
t = R(x)k′ϕ(ϕ).

Прологарифмируем обе части этого уравнение и вновь продифференцируем
по t. Разделив на ξ′t, имеем [ln(ξ′′tt/ξ

′
t)]

′
t/ξ

′
t = [ln k′ϕ(ϕ)]

′
ϕ. Продифференцировав

далее по x, получим

[ln k′ϕ(ϕ)]
′′
ϕϕ = 0. (2.6.2.21)

Решения этого ОДУ записываются так:

k(ϕ) = k1ϕ+ k2 (вырожденное решение), (2.6.2.22)

k(ϕ) = k1e
−k2ϕ + k3 (невырожденное решение), (2.6.2.23)

где k1, k2, k3 — произвольные постоянные. Формулы (2.6.2.22) и (2.6.2.23)
определяют все допустимые функции k(ϕ), при которых функционально-диф-
ференциальное уравнение (2.6.2.19) может иметь решения.
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Формулы (2.6.2.17), (2.6.2.22), (2.6.2.23) будут использоваться в следующих
разделах для построения точных решений нелинейных реакционно-конвектив-
но-диффузионных уравнений с автономными коэффициентами (2.6.2.1).

Построение точных решений при k(ϕ) = k и s(ϕ) = 1.
Прямой метод построения точных решений. В простейшем случае k(ϕ) =

= k = const, который соответствует значениям k1 = 0 и k2 = k в (2.6.2.22),
подстановка выражения (2.6.2.17) в уравнение (2.6.2.19) дает ξ(t) = t (для
удобства постоянный сомножитель выбран равным единице). Поэтому класс
уравнений (2.6.2.1) в этом случае допускает точные решения с функциональ-
ным разделением переменных вида (2.6.1.1), где

ϕ(x, t) = t+

∫
g(x) dx. (2.6.2.24)

Здесь функция g(x)=θ′x(x) может задаваться исследователем или определяться
в ходе последующего анализа (в зависимости от цели, см. ниже). Подставив
(2.6.2.24) в уравнение (2.6.2.3) при s(ϕ) = 1 и уравнение (2.6.2.4) при k(ϕ) = k,
получим

p(x) = a(x)g2(x), (2.6.2.25)

c(x) = [a(x)g(x)]′x + b(x)g(x) + ka(x)g2(x). (2.6.2.26)

Соотношение (2.6.2.26) связывает первые три функциональных коэффициента
уравнения (2.6.2.1) и функцию g = g(x) в (2.6.2.24) (это соотношение является
дифференциальным относительно функций a, g и алгебраическим относитель-
но функций b, c), а соотношение (2.6.2.25) является алгебраическим и служит
для определения функционального коэффициента p(x).

Если три функции a(x), b(x), c(x) считаются заданными, то соотношение
(2.6.2.26) при k 6=0 есть уравнение Риккати относительно g= g(x). Перепишем
это уравнение в стандартном виде:

a(x)g′x + ka(x)g2 + [b(x) + a′x(x)]g − c(x) = 0. (2.6.2.27)

Обширный список точных решений уравнения (2.6.2.27) с функциями a(x),
b(x), c(x) различного вида приводится в справочниках [285, 288]. Рассмотрим
два случая.

Вырожденный случай. При k=0 уравнение Риккати (2.6.2.27) вырождается
в линейное уравнение, общее решение которого определяется формулами

g(x) =
1

a(x)
E(x)

[∫
c(x)

E(x)
dx+C1

]
, E(x) = exp

[
−
∫

b(x)

a(x)
dx

]
, (2.6.2.28)

где C1 — произвольная постоянная.

◮ Пример 2.52. В случае постоянных коэффициентов уравнения a= c=1,
b = 0 с помощью формул (2.6.2.28) при C1 = 0 находим g(x) = x. Подставив
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эту функцию в (2.6.2.24) и (2.6.2.25), где s(ϕ) = 1, получим ϕ(x, t) = t+ 1
2 x

2,
p(x) = x2. Следовательно, нелинейное реакционно-диффузионное уравнение

ut = uxx + x2f(u) (2.6.2.29)

при произвольной функции f(u) допускает решение с функциональным разде-
лением переменных

u = U(z), z = t+ 1
2 x

2. (2.6.2.30)

Здесь функция U(z) описывается автономным обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением

U ′′
zz + f(U) = 0 (2.6.2.31)

(получено подстановкой значений k = 0 и s = 1 в (2.6.2.5)), общее решение
которого можно представить в неявном виде (2.6.2.6). ◭

◮ Пример 2.53. Рассмотрим более сложную ситуацию, когда один из ко-
эффициентов уравнения a = a(x) произвольным образом зависит от про-
странственной переменной, а два других коэффициента постоянны: b(x) = 0,
c(x) = 1. С помощью формул (2.6.2.28) при C1 = 0 находим g(x) = x/a(x).
Подставив эту функцию в (2.6.2.24) и (2.6.2.25), где s(ϕ)= 1, получим ϕ(x, t)=
= t+

∫
x
a(x) dx, p(x)=x2/a(x). Поэтому нелинейное реакционно-диффузионное

уравнение

ut = [a(x)ux]x +
x2

a(x)
f(u), (2.6.2.32)

зависящее от двух произвольных функций a(x) и f(u), допускает точное ре-
шение с функциональным разделением переменных [275]:

u = U(z), z = t+

∫
x

a(x)
dx, (2.6.2.33)

где функция U(z) описывается разрешимым обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением (2.6.2.31).

Подставив a(x) = xn, a(x) = eλx, a(x) = xeλx в (2.6.2.32), получим
нелинейные уравнения

ut = (xnux)x + x2−nf(u), (2.6.2.34)

ut = (eλxux)x + x2e−λxf(u), (2.6.2.35)

ut = (xeλxux)x + xe−λxf(u), (2.6.2.36)

которые допускают точные решения при произвольной функции f(u).
Отметим, что УрЧП с переменными коэффициентами ut = (xux)x + xf(u),

которое является частным случаем уравнения (2.6.2.34) при n = 1, имеет
неинвариантное решение типа бегущей волны u = U(x+ t). ◭

Замечание 2.51. Уравнение (2.6.2.32) и его решение из других соображений было
получено в разд. 2.5.3 (см. уравнение (2.5.3.13)).
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Невырожденный случай. При k = const (k 6= 0) подстановка

g =
1

k

y′x
y

(2.6.2.37)

преобразует уравнение (2.6.2.27) к линейному ОДУ второго порядка

a(x)y′′xx + [b(x) + a′x(x)]y
′
x − kc(x)y = 0. (2.6.2.38)

В [285, 288] приводится обширный список точных решений этого уравнение с
функциями a(x), b(x), c(x) различного вида.

◮ Пример 2.54. В случае постоянных коэффициентов a = c = 1, b = 0
общее решение уравнения (2.6.2.38) имеет вид

y =

{
C1 ch(mx) + C2 sh(mx) при k = m2 > 0,

C1 cos(mx) + C2 sin(mx) при k = −m2 < 0,
(2.6.2.39)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Полагая C1 = 1, C2 = 0, k = 1 в
(2.6.2.39) и используя формулу (2.6.2.37), находим

g(x) = thx.

Подставив эту функцию в (2.6.2.24) и (2.6.2.25), получим

ϕ(x, t) = t+ ln ch x, p(x) = th2 x.

Следовательно, нелинейное реакционно-диффузионное уравнение

ut = uxx + th2 xf(u) (2.6.2.40)

при произвольной f(u) допускает точное решение с функциональным разде-
лением переменных

u = U(z), z = t+ ln ch x, (2.6.2.41)

где функция U(z) описывается автономным обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением

U ′′
zz − U ′

z + f(U) = 0. (2.6.2.42)

Порядок уравнения (2.6.2.42) можно понизить на единицу с помощью под-
становки U ′

z = Φ(U), которая приводит к уравнению Абеля второго рода в ка-
нонической форме. В [285, 288] указаны точные решения уравнения (2.6.2.42)
при некоторых зависимостях f(U). ◭

В табл. 2.7 приведены нелинейные уравнения реакционно-диффузионного
типа

ut = uxx + p(x)f(u),

где f(u)— произвольная функция, которые допускают точные решения с функ-
циональным разделением переменных u = U(z), z = ϕ(x, t) (функция ϕ
определяется с точностью до аддитивной постоянной). В уравнениях № 1, 2,
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4 — 7 функция ϕ(x, t) является суммой функций разных аргументов (2.6.2.24).
Решение типа бегущей волны (см. уравнение № 1) соответствует вырожден-
ному решению уравнения (2.6.2.27) при g = α = const. Решения некоторых
уравнений этого типа с более сложными функциями p(x) можно получить с
помощью формулы (2.6.2.39) из примера 2.54. Решение уравнения № 3 являет-
ся автомодельным (см. пример 2.56).

Таблица 2.7. Нелинейные уравнения ut = uxx + p(x)f(u), допускающие точные
решения вида u = U(z), z = ϕ(x, t) (по данным [275]).

№ Функция p(x) Функция ϕ(x, t) Уравнение для функции U = U(z)

1 1 t+ αx α2U ′′

zz − U ′

z + f(U) = 0

2 x2 t+ 1
2 x

2 U ′′

zz + f(U) = 0

3 x−2 xt−1/2 U ′′

zz +
1
2 zU

′

z + z−2f(U) = 0

4 th2(αx) t+ α−2 ln ch(αx) U ′′

zz − α2U ′

z + α2f(U) = 0

5 cth2(αx) t+ α−2 ln | sh(αx)| U ′′

zz − α2U ′

z + α2f(U) = 0

6 tg2(αx) t− α−2 ln | cos(αx)| U ′′

zz + α2U ′

z + α2f(U) = 0

7 ctg2(αx) t− α−2 ln | sin(αx)| U ′′

zz + α2U ′

z + α2f(U) = 0

Здесь f(u)— произвольная функция, α— произвольная постоянная (α 6= 0).

Другие способы построения точных решений. Рассмотрим теперь другие
возможности построения точных решений уравнений вида (2.6.2.1) при
k(ϕ) = k, s(ϕ) = 1 без интегрирования уравнения Риккати (2.6.2.27). Для
этого будем считать функцию g(x) и любые две из трех функций a(x), b(x),
c(x) заданными, а оставшуюся функцию будем находить, исходя из уравнения
(2.6.2.27). В табл. 2.8 указаны возможные ситуации и приведены формулы для
искомых функций. Окончательный вид нелинейного реакционно-конвективно-
диффузионного уравнения определяется путем подстановки функции p(x) =
= a(x)g2(x) в уравнение (2.6.2.1).

Таблица 2.8. Различные способы задания функциональных коэффициентов уравнения
(2.6.2.1) при p(x) = a(x)g2(x) и уравнения (2.6.3.1) при p(x) = a(x)g(x).

№ Известные (заданные) функции Искомые функции

1 a = a(x), b = b(x), g = g(x) c(x) = ag′x + kag2 + (b + a′x)g

2 a = a(x), c = c(x), g = g(x) b(x) = g−1(c− ag′x)− a′x − kag

3 b = b(x), c = c(x), g = g(x) a(x) = g−1E
[∫

(c− bg)E−1dx+ C1

]

Обозначения: k и C1 — произвольные постоянные, g−1 = 1/g, E = exp
(
−k

∫
g dx

)
.
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◮ Пример 2.55. Для альтернативного представления уравнений и их точ-
ных решений воспользуемся третьим способом, указанным в табл. 2.8, при
b = 0, c = 1. Возможны два случая.

1◦. Вырожденный случай при k = 0. Используя строку № 3 табл. 2.8
находим функции a(x) = xg−1(x), p(x) = x2/a(x), что приводит к уравнению
(2.6.2.32).

2◦. Невырожденный случай при k 6= 0. Из строки № 3 табл. 2.8 при k 6=
0, C1 = 0 имеем a(x) = g−1E

∫
E−1dx. Введем новую функцию h = h(x),

полагая h=
∫
E−1dx. Дифференцируя это выражение и учитывая формулу E=

exp
(
−k

∫
g dx

)
, выразим функцию g через h. После простых преобразований в

итоге получим g= k−1h′′xx/h
′
x, a= kh/h′′xx, p= k−1hh′′xx/(h

′
x)

2. Следовательно,
нелинейное уравнение

ut = [a(x)ux]x + p(x)f(u), a(x) = k
h

h′′
xx

, p(x) =
1

k

hh′′

xx

(h′
x)2

, (2.6.2.43)

где f(u) и h=h(x)—произвольные функции, k 6=0—произвольная постоянная,
допускает точное решение с обобщенным разделением переменных

u = U(z), z = t+
1

k
ln |h′x|.

Здесь функция U(z) определяется из обыкновенного дифференциального урав-
нения U ′′

zz − kU ′
z + f(U) = 0.

Например, положив h = sh(αx), k = α2 в (2.6.2.43), получим уравнение
№ 4 из табл. 2.7.

Подставив h = ln(αx), k = −1 в (2.6.2.43), приходим к уравнению

ut = [x2 ln(αx)ux]x + ln(αx)f(u), (2.6.2.44)

которое допускает точное решение вида u = U(z), где z = t+ lnx. ◭

Прямое построение точных решений при k(ϕ) 6= const.
1◦. Случай k(ϕ) = k1ϕ, s(ϕ) = 1. При k(ϕ) = k1ϕ, что соответствует

значению k2 = 0 в (2.6.2.22), подстановка выражения (2.6.2.17) в уравнение
(2.6.2.19) дает ξ(t) = eλt. В этом случае класс уравнений (2.6.2.1) допускает
точные решения с функциональным разделением переменных вида (2.6.1.1),
где

ϕ(x, t) = eλt + θ(x). (2.6.2.45)

Подставив выражение (2.6.2.45) в соотношение (2.6.2.3), где s(ϕ) = 1, и урав-
нение (2.6.2.19), где k(ϕ) = k1ϕ, получим

c(x) =
k1
λ
a(x)(θ′x)

2, p(x) = a(x)(θ′x)
2. (2.6.2.46)

В данном случае функции a(x) и b(x) остаются произвольными, а функция
θ = θ(x) удовлетворяет ОДУ с кубической нелинейностью

[a(x)θ′x]
′
x + b(x)θ′x + k1a(x)θ(θ

′
x)

2 = 0. (2.6.2.47)
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Подстановка η =
∫
exp

(
1
2 k1θ

2
)
dθ приводит уравнение (2.6.2.47) к линейному

уравнению [a(x)η′x]
′
x + b(x)η′x = 0, общее решение которого определяется

формулой η = C1

∫
1
a exp

(
−
∫

b
a dx

)
dx+ C2.

2◦. Случай k(ϕ) = k1e
−k2ϕ + k3, s(ϕ) = 1. При k(ϕ) = k1e

−k2ϕ + k3,
что соответствует использованию зависимости (2.6.2.23), подставив выражение
(2.6.2.17) в уравнение (2.6.2.19), получим ξ(t) = k−1

2 ln t. В этом случае класс
уравнений (2.6.2.1) допускает точные решения с функциональным разделением
переменных вида (2.6.1.1), где

ϕ(x, t) =
1

k2
ln t+ θ(x). (2.6.2.48)

Подставив выражение (2.6.2.48) в соотношение (2.6.2.3), где s(ϕ) = 1, и урав-
нение (2.6.2.19), где k(ϕ) = k1e

−k2ϕ + k3, имеем

p(x) = a(x)(θ′x)
2, c(x) = k1k2a(x)e

−k2θ(θ′x)
2. (2.6.2.49)

Функции a(x) и b(x) остаются произвольными, а функция θ = θ(x) удовлетво-
ряет ОДУ с квадратичной нелинейностью

[a(x)θ′x]
′
x + b(x)θ′x + k3a(x)(θ

′
x)

2 = 0. (2.6.2.50)

Это уравнение легко интегрируется, поскольку подстановка ζ(x) = θ′x преоб-
разует его в уравнение Бернулли. В частности, при k3 = 0 общее решение
уравнения (2.6.2.50) имеет вид

θ(x) = C1

∫
1

a
exp

(
−
∫

b

a
dx

)
dx+ C2.

◮ Пример 2.56. Пусть

a(x) = 1, b(x) = 0, k1 = − 1
2 , k2 = −2, k3 = 1. (2.6.2.51)

В этом случае уравнение (2.6.2.50) имеет решение θ = lnx. Подставив эту
функцию в формулы (2.6.2.48) и (2.6.2.49), с учетом (2.6.2.51) получим

ϕ(x, t) = − 1
2 ln t+ lnx, p(x) = x−2, c(x) = 1. (2.6.2.52)

Поэтому уравнение

ut = uxx + x−2f(u) (2.6.2.53)

допускает автомодельное решение

u = U(z), z = − 1
2 ln t+ lnx ≡ ln(xt−1/2), (2.6.2.54)

где функция U(z) удовлетворяет ОДУ:

U ′′
zz + ( 1

2 e
2z − 1)U ′

z + f(U) = 0. (2.6.2.55)

Отметим, что в приложениях обычно используется альтернативное представле-
ние таких решений, которое основано на введении автомодельной переменной
z̄ = ez = xt−1/2 и приведении уравнения (2.6.2.53) к уравнению U ′′

z̄z̄ +
1
2 z̄U

′
z̄ +

z̄−2U = 0 (см. уравнение № 3 в табл. 2.7). ◭
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◮ Пример 2.57. Соотношения (2.6.2.49) и уравнение (2.6.2.50) удовлетво-
ряются, если положить

a(x) = 1, b(x) = 0, c(x) = e−x, p(x) = 1, θ(x) = x, k1 = k2 = 1, k3 = 0.

Поэтому уравнение e−xut = uxx + f(u) допускает точное решение u = U(z),
где z = x+ ln t. ◭

Полученные результаты для одного уравнения (2.6.2.1) допускает обоб-
щение на системы уравнений [276]. Опуская подробности, проиллюстрируем
сказанное на примере конкретной системы.

◮ Пример 2.58. Нелинейная система, состоящая из двух УрЧП реакцион-
но-диффузионного типа

ut = [a(x)ux]x + [x2/a(x)]f(u, v),

vt = [a(x)ux]x + [x2/a(x)]g(u, v),

которая содержит три произвольные функции a(x), f(u, v), g(u, v), имеет точ-
ное решение типа обобщенной бегущей волны

u = U(z), v = V (z), z = t+

∫
x dx

a(x)
,

где функции U = U(z) и V = V (z) описываются автономной нелинейной
системой ОДУ:

U ′′
zz + f(U, V ) = 0,

V ′′
zz + g(U, V ) = 0. ◭

Реакционно-конвективно-диффузионные уравнения с несколькими
пространственными переменными. Результаты, полученные для уравнения
(2.6.2.1), можно обобщить на случай многомерных реакционно-конвективно-
диффузионных уравнений с нелинейным источником

cut =

N∑

n=1

∂

∂xn

(
an

∂u

∂xn

)
+

N∑

n=1

bn
∂u

∂xn
+ pf(u), (2.6.2.56)

коэффициенты которых зависят от пространственных координат и времени:
an = an(x, t), bn= bn(x, t), c= c(x, t), p= p(x, t), x= (x1, . . . , xN ), n=1, . . . , N .

Будем искать точные решения уравнения (2.6.2.56) в виде суперпозиции
функций

u = U(z), z = ϕ(x, t). (2.6.2.57)

Потребуем, чтобы коэффициенты уравнения (2.6.2.56) и функция ϕ были свя-
заны двумя соотношениями

p = s(ϕ)

N∑

n=1

an

(
∂ϕ

∂xn

)2
, (2.6.2.58)

cϕt =

N∑

n=1

∂

∂xn

(
an

∂ϕ

∂xn

)
+

N∑

n=1

bn
∂ϕ

∂xn
+ k(ϕ)

N∑

n=1

an

(
∂ϕ

∂xn

)2
, (2.6.2.59)
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где s(ϕ) и k(ϕ)— некоторые функции (s 6≡ 0). В результате приходим к обык-
новенному дифференциальному уравнению для функции U(z):

U ′′
zz − k(z)U ′

z + s(z)f(U) = 0. (2.6.2.60)

Нелинейное преобразование ϕ = F (ψ) сохраняет вид уравнений (2.6.2.58)
и (2.6.2.59), а функциональные коэффициенты k(ϕ) и s(ϕ) изменяются по
правилу (2.6.2.11). Преобразование (2.6.2.12) переводит нелинейное уравнение
(2.6.2.59) в линейное:

cψt =

N∑

n=1

∂

∂xn

(
an

∂ψ

∂xn

)
+

N∑

n=1

bn
∂ψ

∂xn
. (2.6.2.61)

Для уравнения (2.6.2.56) с автономными коэффициентами an = an(x), bn =
bn(x), c = c(x), p = p(x) решение уравнения (2.6.2.58) имеет вид ϕ = G(y),
где y = ξ(t) + θ(x). Полагая без ограничения общности s(ϕ) = 1, можно найти
точные решения уравнений (2.6.2.58) и (2.6.2.59) в виде функций с аддитивным
разделением переменных

ϕ = ξ(t) + θ(x). (2.6.2.62)

Подставив (2.6.2.62) в уравнение (2.6.2.59), можно получить функционально-
дифференциальное уравнение, которое допускает точные решения для коэф-
фициентов s(ϕ) вида (2.6.2.22) и (2.6.2.23).

◮ Пример 2.59. Легко проверить, что при an = 1, bn = 0 (n = 1, . . . , N ),
c=1, k(ϕ)=0, s(ϕ)=1 уравнениям (2.6.2.58) и (2.6.2.59) можно удовлетворить,
если положить p = |x|2, ϕ = Nt+ 1

2 |x|2, где |x|2 = x21 + · · ·+ x2N . Поэтому N -
мерное нелинейное реакционно-диффузионное уравнение

ut = ∆u+ |x|2f(u)
(∆— оператор Лапласа), зависящее от произвольной функции f(u), допускает
точное решение с функциональным разделением переменных вида

u = U(z), z = Nt+ 1
2 |x|

2.

Функция U(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным
уравнением U ′′

zz+f(U)=0, общее решение которого можно записать в неявной
форме (2.6.2.6). ◭

Замечание 2.52. Функциональные коэффициенты an в уравнении (2.6.2.56) могут
иметь разные знаки. В частности, при a1 =−1, an > 0 (n= 2, . . . , N ), c= 0 уравнение
(2.6.2.56) является уравнением гиперболического типа.

2.6.3. Нелинейные уравнения конвективно-диффузионного типа

Рассматриваемый класс уравнений. Будем рассматривать нелинейные кон-
вективно-диффузионные уравнения с переменными коэффициентами вида

c(x)ut = [a(x)ux]x + [b(x) + p(x)f(u)]ux, (2.6.3.1)
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где f(u)— произвольная функция. Некоторые из четырех функциональных ко-
эффициентов a = a(x) > 0, b = b(x), c = c(x) > 0, p = p(x) можно счи-
тать свободными, а остальные можно выразить через них (это можно сделать
несколькими способами, см. ниже).

Редукция нелинейного конвективно-диффузионного уравнений к ОДУ.
Следуя [276], будем искать точные решения уравнения (2.6.3.1) в виде компо-
зиции функций (2.6.1.1). Подставив (2.6.1.1) в (2.6.3.1), получим

a(x)ϕ2
xU

′′
zz +

{
[a(x)ϕx]x + b(x)ϕx − c(x)ϕt

}
U ′
z + p(x)ϕxf(U)U ′

z = 0.
(2.6.3.2)

В частном случае U(z) = z уравнение (2.6.3.2) совпадает с исходным уравне-
нием (2.6.3.1). Поэтому на данном этапе никакие решения не потеряны.

Пусть коэффициенты уравнения (2.6.3.1) удовлетворяют соотношениям

p(x) = a(x)s(ϕ)ϕx, (2.6.3.3)

c(x)ϕt = [a(x)ϕx]x + b(x)ϕx + a(x)k(ϕ)ϕ2
x, (2.6.3.4)

где s(ϕ) и k(ϕ)—некоторые функции (s 6≡0). Тогда уравнение (2.6.3.2) сводится
к обыкновенному дифференциальному уравнению

U ′′
zz + [s(z)f(U)− k(z)]U ′

z = 0. (2.6.3.5)

В [285, 288] указаны точные решения нелинейного ОДУ (2.6.3.5) для неко-
торых функций k(z), s(z), f(U).

В частном случае k(z) = k = const и s(z) = s = const общее решение урав-
нения (2.6.3.5) для произвольной функций f(U) можно представить в неявном
виде:

∫
dU

kU − sF (U) + C1
= z + C2, (2.6.3.6)

где F (U) =
∫
f(U) dU , а C1 и C2 — произвольные постоянные.

Уравнения (2.6.3.3)—(2.6.3.5) позволяют строить точные решения широкого
класса нелинейных конвективно-диффузионных уравнений вида (2.6.3.1).

Анализ и решения определяющей системы уравнений. Прямая процеду-
ра построения точных решений нелинейного уравнения (2.6.3.1) заключается
в том, что функции a(x), b(x), c(x), f(u) считаются заданными, а функции
u = u(x, t) и p = p(x) ищутся. В этом случае при заданных тем или иным
способом функциях k(ϕ) и s(ϕ) требуется найти частные решения p(x) и
ϕ = ϕ(x, t) уравнений (2.6.3.3) и (2.6.3.4) (последнее уравнение можно лине-
аризовать, см. ниже). После этого решение уравнения (2.6.3.1) определяется
по формуле (2.6.1.1), где функция U(z) является решением обыкновенного
дифференциального уравнения (2.6.3.5).

В общем случае два уравнения (2.6.3.3) и (2.6.3.4) при заданных функциях
a = a(x), b = b(x), c = c(x), p = p(x), k(ϕ), s(ϕ) образуют переопределенную
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нелинейную систему уравнений относительно одной функция ϕ (эту систем
будем называть определяющей системой уравнений). Далее будем последова-
тельно исследовать свойства уравнений (2.6.3.3) и (2.6.3.4).

Общее решение уравнения (2.6.3.3) определяется формулой
∫
s(ϕ) dϕ =

∫
p(x)

a(x)
dx+ ξ(t), (2.6.3.7)

где ξ(t) — произвольная функция. Поэтому в общем случае функция ϕ имеет
вид

ϕ = G(y), y = ξ(t) + θ(x). (2.6.3.8)

Отметим, что решение (2.6.3.8) допускает и другое (эквивалентное) представ-
ление:

ϕ = Ḡ(ȳ), ȳ = ξ̄(t)θ̄(x), (2.6.3.9)

где ȳ = ey, ξ̄ = eξ , θ̄ = eθ.
Нелинейные преобразования

ϕ = F (ψ) (2.6.3.10)

сохраняют вид уравнений (2.6.3.3) и (2.6.3.4), причем функциональные коэф-
фициенты k(ϕ) и s(ϕ) изменяются по правилу:

k(ϕ) =⇒ k(F (ψ))F ′
ψ(ψ) +

F ′′

ψψ(ψ)

F ′

ψ(ψ)
, s(ϕ) =⇒ s(F (ψ))F ′

ψ(ψ). (2.6.3.11)

Для дальнейшего важно, что уравнение (2.6.3.4) совпадает с уравнением
(2.6.2.4). Вырожденный случай k(ϕ) ≡ 0 соответствует линейному УрЧП с
переменными коэффициентами (2.6.3.4). При k(ϕ) 6≡ 0 нелинейное уравнение
(2.6.3.4) подстановкой (2.6.2.12) можно преобразовать в линейное уравнение
(2.6.2.13). В частном случае k(ϕ) = k = const, можно воспользоваться подста-
новкой (2.6.2.14), которая следует из (2.6.2.12).

Решения линейного УрЧП с автономными коэффициентами (2.6.2.13) при
k(ϕ) = 0 можно строить методом разделения переменных. В частности, это
уравнение имеет решения с аддитивным и мультипликативным разделением
переменных (2.6.2.15) и (2.6.2.16).

Поскольку преобразования вида (2.6.3.10) изменяют только функциональ-
ные коэффициенты k(ϕ) и s(ϕ) в уравнениях (2.6.3.3) и (2.6.3.4), функцию F
можно без ограничения общности выбрать так, чтобы упростить эти уравне-
ния. Ниже указаны три возможных способа упрощения этих уравнений.

1◦. При s(ϕ) = 1 и k = k(ϕ) из формулы (2.6.3.7) находим

ϕ = ξ(t) + θ(x), (2.6.3.12)

что соответствует G(y) = y в (2.6.3.8). В этом случае p(x) = a(x)θ′x.
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2◦. При s(ϕ) = 1/ϕ и k = k(ϕ) формула (2.6.3.7) приводит к зависимости

ϕ = ξ̄(t)θ̄(x), (2.6.3.13)

которая соответствует Ḡ(y) = y в (2.6.3.9).
3◦. При s = s(ϕ) и k(ϕ) = 0 уравнение (2.6.3.4) является линейным УрЧП

автономного вида, решения которого строятся методом разделением перемен-
ных.

В дальнейшем будем использовать простейшее представление решения из
п. 1◦. Подставив (2.6.3.12) в уравнение (2.6.3.4), приходим к функционально-
дифференциальному уравнению

c(x)ξ′t = [a(x)θ′x]
′
x + b(x)θ′x + a(x)(θ′x)

2k(ϕ), ϕ = ξ(t) + θ(x), (2.6.3.14)

которое совпадает с уравнением (2.6.2.19). Рассуждая далее, как в разд. 2.6.2,
для функции k = k(ϕ) получим обыкновенное дифференциальное уравнение
(2.6.2.21), которое имеет следующие решения:

k(ϕ) = k1ϕ+ k2 (вырожденное решение), (2.6.3.15)

k(ϕ) = k1e
−k2ϕ + k3 (невырожденное решение), (2.6.3.16)

где k1, k2, k3 — произвольные постоянные. Формулы (2.6.3.15) и (2.6.3.16)
определяют все допустимые функции k(ϕ), при которых функционально-диф-
ференциальное уравнение (2.6.3.14) может иметь решение.

Формулы (2.6.3.12), (2.6.3.15), (2.6.3.16) будут использоваться далее для
построения точных решений нелинейного конвективно-диффузионного урав-
нения с автономными коэффициентами (2.6.3.1).

Построение точных решений при k(ϕ) = k и s(ϕ) = 1.
Прямой метод построения точных решений. В простейшем случае k(ϕ) =

k = const, который соответствует значениям k1 = 0 и k2 = k в (2.6.3.15),
подстановка выражения (2.6.3.12) в уравнение (2.6.3.14) дает ξ(t) = t (по-
стоянный множитель выбирается равным единице). Поэтому класс уравнений
(2.6.3.1) в данном случае допускает решения с функциональным разделением
переменных вида (2.6.1.1), где

ϕ(x, t) = t+

∫
g(x) dx. (2.6.3.17)

Здесь функция g(x) = θ′x(x) в зависимости от цели может задаваться исследо-
вателем или определяться в ходе дальнейшего анализа (см. ниже). Подставив
(2.6.3.17) в уравнение (2.6.3.3) при s(ϕ) = 1 и уравнение (2.6.3.4) при k(ϕ) = k,
получим

p(x) = a(x)g(x), (2.6.3.18)

c(x) = [a(x)g(x)]′x + b(x)g(x) + ka(x)g2(x). (2.6.3.19)
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Соотношение (2.6.3.19) связывает первые три функциональных коэффициента
уравнения (2.6.3.1) и функцию g = g(x) в (2.6.3.17) (это соотношение является
дифференциальным относительно функций a, g и алгебраическим относитель-
но функций b, c); соотношение (2.6.3.18) является алгебраическим и служит
для определения функционального коэффициента p(x).

Если функции a(x), b(x), c(x) считать заданными, а функцию g = g(x) —
искомой, то соотношение (2.6.3.19) при k 6= 0 является уравнением Риккати,
которое совпадает с уравнением (2.6.2.27). В [285, 288] указано большое число
точных решений этого уравнения (2.6.2.27) для различных функций a(x), b(x),
c(x). Рассмотрим два случая.

Вырожденный случай. При k=0 уравнение Риккати (2.6.2.27) вырождается
в линейное уравнение, общее решение которого определяется формулами

g(x) =
1

a(x)
E(x)

[∫
c(x)

E(x)
dx+C1

]
, E(x) = exp

[
−
∫

b(x)

a(x)
dx

]
, (2.6.3.20)

где C1 — произвольная постоянная.

◮ Пример 2.60. В случае постоянных коэффициентов a = c = 1, b = 0 с
помощью (2.6.3.20) при C1 = 0 находим g(x) = x. Подставив эту функцию в
(2.6.3.17) и (2.6.3.18), получим ϕ(x, t) = t + 1

2 x
2, p(x) = x. Отсюда следует,

что нелинейное конвективно-диффузионное уравнение

ut = uxx + xf(u)ux (2.6.3.21)

при произвольной функции f(u) допускает решение с функциональным разде-
лением переменных

u = U(z), z = t+ 1
2 x

2. (2.6.3.22)

Функция U(z) описывается автономным обыкновенным дифференциальным
уравнением

U ′′
zz + f(U)U ′

z = 0, (2.6.3.23)

которое получено подстановкой k = 0 и s = 1 в (2.6.3.5). Его общее решение
можно представить в неявном виде (2.6.3.6). ◭

◮ Пример 2.61. Рассмотрим более сложную ситуацию, когда один из ко-
эффициентов уравнения a = a(x) произвольным образом зависит от простран-
ственной переменной, а два другие коэффициента постоянны: b(x)=0, c(x)=1.
С помощью формул (2.6.3.20) при C1=0 находим g(x)=x/a(x). Подставив эту
функцию в (2.6.3.17) и (2.6.3.18) при s(ϕ) = 1, получим ϕ(x, t) = t+

∫
x
a(x) dx,

p(x) = x. Поэтому нелинейное конвективно-диффузионное уравнение

ut = [a(x)ux]x + xf(u)ux, (2.6.3.24)

зависящее от двух произвольных функций a(x) и f(u), допускает решение с
функциональным разделением переменных

u = U(z), z = t+

∫
x

a(x)
dx, (2.6.3.25)
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где функция U(z) описывается разрешимым автономным ОДУ (2.6.3.23).
Подставив a(x) = xn и a(x) = eλx в (2.6.3.24), приходим к нелинейным

уравнениям

ut = (xnux)x + xf(u)ux, (2.6.3.26)

ut = (eλxux)x + xf(u)ux, (2.6.3.27)

которые допускают точные решения при произвольной функции f(u).
Интересно отметить, что нелинейное уравнение с переменными коэффици-

ентами ut = (xux)x + xf(u)ux, которое является частным случаем уравнения
(2.6.3.26) при n = 1, имеет неинвариантное решение типа бегущей волны
u = U(x+ t). ◭

Невырожденный случай. При k = const (k 6= 0) подстановка

g =
1

k

y′x
y

(2.6.3.28)

приводит уравнение (2.6.2.27) линейному ОДУ второго порядка

a(x)y′′xx + [b(x) + a′x(x)]y
′
x − kc(x)y = 0. (2.6.3.29)

В [285, 288] описано много точных решений этого уравнения для различных
функций a(x), b(x), c(x).

◮ Пример 2.62. В случае постоянных коэффициентов a = c = 1, b = 0
общее решение уравнения (2.6.3.29) имеет вид

y =

{
C1 ch(mx) + C2 sh(mx) при k = m2 > 0,

C1 cos(mx) + C2 sin(mx) при k = −m2 < 0,
(2.6.3.30)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Полагая C1 = 1, C2 = 0, k = 1 в
(2.6.3.30) и используя формулу (2.6.3.28), имеем

g(x) = thx.

Подставив это выражение в (2.6.3.17) и (2.6.3.18), получим

ϕ(x, t) = t+ ln ch x, p(x) = thx.

В результате приходим к нелинейному конвективно-диффузионному уравне-
нию

ut = uxx + thxf(u)ux,

которое при произвольной зависимости f(u) допускает решение с функцио-
нальным разделением переменных

u = U(z), z = t+ ln ch x.

Здесь функция U(z) описывается автономным обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением

U ′′
zz + [f(U)− 1]U ′

z = 0,

общее решение которого дается формулой (2.6.3.6) при k = s = 1. ◭
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В табл. 2.9 приведены нелинейные конвективно-диффузионные уравнения

ut = uxx + p(x)f(u)ux,

где f(u) — произвольная функция, которые допускают решения с функцио-
нальным разделением переменных вида u = U(z), z = ϕ(x, t) (функция ϕ
определяется с точностью до аддитивной постоянной). В уравнениях №№ 1, 2,
4 — 7 функция ϕ(x, t) является суммой функций разных аргументов (2.6.3.17).
Решение типа бегущей волны (см. уравнение № 1) соответствует вырожден-
ному решению уравнения (2.6.2.27) при g = α = const. С помощью формул
(2.6.3.30) из примера 2.62 можно получить решения некоторых уравнений это-
го типа с более сложными функциями p(x). Решение уравнения № 3 является
автомодельным (см. пример 2.64).

Таблица 2.9. Нелинейные уравнения ut = uxx + p(x)f(u)ux, допускающие точные
решения вида u = U(z), z = ϕ(x, t).

№ Функция p(x) Функция ϕ(x, t) Уравнение для U = U(z)

1 1 t+ αx α2U ′′

zz + [αf(U)− 1]U ′

z = 0

2 x t+ 1
2 x

2 U ′′

zz + f(U)U ′

z = 0

3 x−1 xt−1/2 U ′′

zz + [ 12 z + z−1f(U)]U ′

z = 0

4 th(αx) t+ α−2 ln ch(αx) U ′′

zz + [αf(U)− α2]U ′

z = 0

5 cth(αx) t+ α−2 ln |sh(αx)| U ′′

zz + [αf(U)− α2]U ′

z = 0

6 tg(αx) t− α−2 ln |cos(αx)| U ′′

zz + [αf(U) + α2]U ′

z = 0

7 ctg(αx) t− α−2 ln |sin(αx)| U ′′

zz + [αf(U) + α2]U ′

z = 0

Здесь f(u)— произвольная функция, α— произвольная постоянная (α 6= 0).

Другие способы построения точных решений. Рассмотрим другие возмож-
ности построения точных решений уравнений вида (2.6.3.1) при k(ϕ) = k и
s(ϕ) = 1 без интегрирования уравнения Риккати (2.6.2.27). Для этого считаем,
что g(x) и любые две из трех функций a(x), b(x), c(x) заданы, а оставшаяся
функция будет найдена из (2.6.2.27). В табл. 2.8 приведены возможные ситу-
ации и указаны формулы для определения искомых функций. Окончательный
вид нелинейного конвективно-диффузионное уравнения определяется подста-
новкой функции p(x) = a(x)g(x) в (2.6.3.1).

◮ Пример 2.63. Воспользуемся третьим способом, указанным в табл. 2.8
при b = 0 и c = 1, для альтернативного представления уравнений и их точных
решений. Возможны два случая.

1◦. Вырожденный случай при k = 0. Используя строку № 3 табл. 2.8 нахо-
дим функции a(x) = xg−1(x), p(x) = x, что приводит к уравнению (2.6.3.24).

2◦. Невырожденный случай при k 6= 0. Из строки № 3 табл. 2.8 при k 6= 0
и C1 = 0, имеем a(x) = g−1E

∫
E−1dx. Введем новую функцию h = h(x),
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положив h =
∫
E−1dx. Дифференцируя это выражение и учитывая формулу

E = exp
(
−k

∫
g dx

)
, выразим функцию g через h. После простых преобразо-

ваний в итоге получим g = k−1h′′xx/h
′
x, a = kh/h′′xx, p = h/h′x. Отсюда следует,

что нелинейное конвективно-диффузионное уравнение

ut = [a(x)ux]x + p(x)f(u)ux, a(x) = k
h

h′′
xx

, p(x) =
h

h′
x

, (2.6.3.31)

где f(u) и h=h(x)—произвольные функции, k 6=0—произвольная постоянная,
допускает решение с обобщенным разделением переменных

u = U(z), z = t+
1

k
ln |h′x|.

Функция U(z) определяется из автономного ОДУ U ′′
zz + [f(U) − k]U ′

z = 0,
которое легко интегрируется.

Полагая, например, h = sh(αx) и k = α2 в (2.6.3.31), а затем переобозначая
f(U) на αf(U), получим уравнение 4 из табл. 2.9. ◭

Прямое построение точных решений при k(ϕ) 6= const.
1◦. Случай k(ϕ)= k1ϕ, s(ϕ)= 1. При k(ϕ)= k1ϕ, что соответствует k2=0 в

(2.6.3.15), подставив выражение (2.6.3.12) в уравнение (2.6.3.14), имеем ξ(t) =
eλt. Поэтому в данном случае класс уравнений (2.6.3.1) допускает решения с
функциональным разделением переменных вида (2.6.1.1), где

ϕ(x, t) = eλt + θ(x). (2.6.3.32)

Подставив (2.6.3.32) в соотношение (2.6.3.3) при s(ϕ)=1 и уравнение (2.6.3.14)
при k(ϕ) = k1ϕ, получим

c(x) =
k1
λ
a(x)(θ′x)

2, p(x) = a(x)θ′x. (2.6.3.33)

В этом случае функции a(x) и b(x) остаются произвольными, а функция θ =
θ(x) определяется путем решения ОДУ:

[a(x)θ′x]
′
x + b(x)θ′x + k1a(x)θ(θ

′
x)

2 = 0. (2.6.3.34)

Подстановка η =
∫
exp

(
1
2 k1θ

2
)
dθ приводит уравнение (2.6.3.34) к линейному

уравнению [a(x)η′x]
′
x + b(x)η′x = 0, общее решение которого имеет вид

η = C1

∫
1

a
exp

(
−
∫

b

a
dx

)
dx+ C2.

2◦. Случай k(ϕ) = k1e
−k2ϕ + k3, s(ϕ) = 1. При k(ϕ) = k1e

−k2ϕ + k3,
что соответствует использованию зависимости (2.6.3.16), подставив выраже-
ние (2.6.3.12) в уравнение (2.6.3.14), получим ξ(t) = k−1

2 ln t. В этом случае
класс уравнений (2.6.3.1) допускает решения с функциональным разделением
переменных вида (2.6.1.1), где

ϕ(x, t) =
1

k2
ln t+ θ(x). (2.6.3.35)
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Подставив (2.6.3.35) в соотношение (2.6.3.3) при s(ϕ)=1 и уравнение (2.6.3.14)
при k(ϕ) = k1e

−k2ϕ + k3, находим

c(x) = k1k2a(x)e
−k2θ(θ′x)

2, p(x) = a(x)θ′x. (2.6.3.36)

Функции a(x) и b(x) остаются произвольными, а функция θ = θ(x) определя-
ется путем решения нелинейного ОДУ:

[a(x)θ′x]
′
x + b(x)θ′x + k3a(x)(θ

′
x)

2 = 0. (2.6.3.37)

Это уравнение легко интегрируется, поскольку подстановка ζ(x)= θ′x приводит
его к уравнению Бернулли. В частности, при k3 = 0 общее решение уравнения
(2.6.3.37) имеет вид

θ(x) = C1

∫
1

a
exp

(
−
∫

b

a
dx

)
dx+ C2.

◮ Пример 2.64. При

a(x) = 1, b(x) = 0, k1 = − 1
2 , k2 = −2, k3 = 1 (2.6.3.38)

уравнение (2.6.3.37) имеет решение θ = lnx. Подставив эту функцию в форму-
лы (2.6.3.35) и (2.6.3.36) и учитывая (2.6.3.38), получим

ϕ(x, t) = − 1
2 ln t+ lnx, p(x) = x−1, c(x) = 1. (2.6.3.39)

Поэтому уравнение

ut = uxx + x−1f(u)ux (2.6.3.40)

допускает автомодельное решение

u = U(z), z = − 1
2 ln t+ lnx ≡ ln(xt−1/2), (2.6.3.41)

где функция U(z) удовлетворяет ОДУ:

U ′′
zz +

[
1
2 e

2z − 1 + f(U)
]
U ′
z = 0. (2.6.3.42)

Отметим, что в приложениях часто используется альтернативное представле-
ние таких решений, которое основано на введении автомодельной переменной
z̄= ez=xt−1/2 и приведении УрЧП (2.6.3.40) к ОДУ U ′′

zz+[ 12 z+z
−1f(U)]U ′

z=0
(см. уравнение № 3 в табл. 2.9). ◭

◮ Пример 2.65. Соотношения (2.6.3.36) и уравнение (2.6.3.37) удовлетво-
ряются, если положить

a(x) = 1, b(x) = 0, c(x) = e−x, p(x) = 1, θ(x) = x, k1 = k2 = 1, k3 = 0.

Поэтому уравнение e−xut = uxx + f(u)ux допускает точное решение вида
u = U(z), где z = x+ ln t. ◭
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Более сложные одномерные уравнения диффузионного типа. Приве-
денное ниже утверждение позволяет строить точные решения более сложных
нелинейных УрЧП второго порядка.

Утверждение 1. Пусть ϕ = ϕ(x, t) — решение уравнения параболического
типа с квадратичной нелинейностью

c(x, t)ϕt = [a(x, t)ϕx]x + b(x, t)ϕx + ka(x, t)ϕ2
x, (2.6.3.43)

где k—произвольная постоянная. Тогда УрЧП с более сложной нелинейностью

c(x, t)ut = [a(x, t)ux]x + b(x, t)ux + a(x, t)ϕ2
xF (ϕ, u, ux/ϕx), (2.6.3.44)

где F (ϕ, u,w) — произвольная функция трех аргументов, допускает решение с
функциональным разделением переменных вида

u = U(z), z = ϕ(x, t). (2.6.3.45)

Здесь функция U(z) удовлетворяет ОДУ:

U ′′
zz − kU ′

z + F (z, U, U ′
z) = 0. (2.6.3.46)

Таким образом, точные решения уравнения (2.6.3.43) порождают соответ-
ствующие точные решения нелинейного уравнения (2.6.3.44). Отметим, что
уравнение (2.6.3.43) инвариантно относительно преобразования сдвига: ϕ ⇒
ϕ+ const.

Утверждение 1 доказывается прямой проверкой путем подстановки функ-
ции (2.6.3.45) в уравнение (2.6.3.44) с учетом соотношения (2.6.3.43).

Замечание 2.53. При k = 0 получаем линейное УрЧП (2.6.3.43). При k 6= 0
подстановка ϕ = k−1 ln |ψ| преобразует нелинейное уравнение (2.6.3.43) в линейное:

c(x, t)ψt = [a(x, t)ψx]x + b(x, t)ψx. (2.6.3.47)

Следовательно, точные решения линейного уравнения (2.6.3.47) порождают соответ-
ствующие точные решения нелинейного уравнения (2.6.3.44).

В [281] приводится ряд точных решений уравнения (2.6.3.47) для некоторых фун-
кций a(x, t), b(x, t), c(x, t).

◮ Пример 2.66. Уравнение (2.6.3.43) тождественно удовлетворяется, если
положить

a(x, t) = a(x), b(x, t) = 0, c(x, t) = 1, k = 0, ϕ(x, t) = t+

∫
x dx

a(x)
.

(2.6.3.48)

Подставив (2.6.3.48) и функцию F (ϕ, u,w)= f(u)w2+g(u)w+h(u) в (2.6.3.44),
получим нелинейное УрЧП:

ut = [a(x)ux]x + a(x)f(u)u2x + xg(u)ux +
x2

a(x)
h(u), (2.6.3.49)
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которое зависит от четырех произвольных функций a(x), f(u), g(u), h(u). Из
утверждения 1 следует, что уравнение (2.6.3.49) имеет точное решение

u = U(z), z = t+

∫
x dx

a(x)
,

где функция U = U(z) описывается автономным ОДУ:

U ′′
zz + f(U)(U ′

z)
2 + g(U )U ′

z + h(U ) = 0. ◭

Утверждение 1 допускает обобщение на системы нелинейных уравнений
[276]. Опуская подробности, проиллюстрируем сказанное на примере конкрет-
ной системы.

◮ Пример 2.67. Нелинейная система УрЧП

ut = uxx + xf(u, v)vx,

vt = vxx + xg(u, v)ux

с двумя произвольными функциями f(u, v), g(u, v) имеет точное решение вида

u = U(z), v = V (z), z = t+ 1
2 x

2,

где функции U = U(z) и V = V (z) описываются автономной системой ОДУ:

U ′′
zz + f(U, V )V ′

z = 0,

V ′′
zz + g(U, V )U ′

z = 0. ◭

Уравнения диффузионного типа с несколькими пространственными
переменными. Утверждение 1 допускает многомерное обобщение.

Утверждение 2. Пусть ϕ = ϕ(x, t) — решение уравнения параболического
типа с квадратичной нелинейностью

c(x, t)ϕt = ∆ϕ+ b(x, t) · ∇ϕ+ k|∇ϕ|2, (2.6.3.50)

где x = (x1, . . . , xn), ∆ — оператор Лапласа, ∇ — оператор градиента, а k —
произвольная постоянная. Тогда УрЧП с более сложной нелинейностью

c(x, t)ut = ∆u+ b(x, t) · ∇u+ |∇ϕ|2F (ϕ, u, |∇u|/|∇ϕ|), (2.6.3.51)

где F (ϕ, u,w) — произвольная функция трех аргументов, допускает решение с
функциональным разделением переменных вида

u = U(z), z = ϕ(x, t). (2.6.3.52)

Здесь функция U(z) описывается ОДУ (2.6.3.46).
Утверждение 2 доказывается прямой проверкой путем подстановки функ-

ции (2.6.3.52) в уравнение (2.6.3.51) с учетом соотношения (2.6.3.50).

Замечание 2.54. При k 6= 0 подстановка ϕ = k−1 ln |ψ| преобразует нелинейное
уравнение (2.6.3.50) в линейное уравнение c(x, t)ψt = ∆ψ + b(x, t) · ∇ψ.
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2.6.4. Нелинейные уравнения типа Клейна—Гордона
и нелинейные телеграфные уравнения

Предварительные замечания. Класс рассматриваемых нелинейных УрЧП.
Как уже отмечалось в разд. 2.5.5, нелинейные уравнения типа Клейна — Гор-
дона играют важную роль в релятивистской квантовой механике, теории поля,
нелинейной оптике, физике плазмы и физике элементарных частиц. Нелиней-
ные уравнения телеграфного типа возникают, например, при исследовании
нестационарных процессов в линиях передач, миграции биологических попу-
ляций и ветвящихся случайных блужданий [73, 144].

Будем рассматривать нелинейные телеграфные уравнения с переменными
коэффициентами вида

c(x)utt + d(x)ut = [a(x)ux]x + b(x)ux + p(x)f(u), (2.6.4.1)

где f(u) — произвольная функция. Некоторые из пяти функциональных коэф-
фициентов a = a(x), b = b(x), c = c(x), d = d(x), p = p(x) можно считать
свободными, а остальные можно выразить через них (это можно сделать по-
разному, см. ниже).

Нелинейное уравнение Клейна — Гордона является частным случаем урав-
нения (2.6.4.1) при b(x) ≡ d(x) ≡ 0.

При c(x) ≡ 0 уравнение (2.6.4.1) вырождается в нелинейное конвективно-
диффузионное уравнение с объемной реакцией.

Редукция нелинейного уравнения телеграфного типа к ОДУ. Следуя
[377], будем искать точные решения уравнения (2.6.4.1) в виде композиции
функций (2.6.1.1). Подставив (2.6.1.1) в (2.6.4.1), приходим к уравнению
[
a(x)ϕ2

x − c(x)ϕ2
t

]
U ′′
zz +

+
{
[a(x)ϕx]x − c(x)ϕtt + b(x)ϕx − d(x)ϕt

}
U ′
z + p(x)f(U) = 0. (2.6.4.2)

В частном случае U(z) = z уравнение (2.6.4.2) совпадает с исходным уравне-
нием (2.6.4.1), поэтому на данном этапе никакие решения не потеряны.

Потребуем, чтобы выполнялись соотношения

p(x) = s(ϕ)[a(x)ϕ2
x − c(x)ϕ2

t

]
, (2.6.4.3)

c(x)ϕtt + d(x)ϕt = [a(x)ϕx]x + b(x)ϕx + k(ϕ)[a(x)ϕ2
x − c(x)ϕ2

t

]
, (2.6.4.4)

где s(ϕ) и k(ϕ)— некоторые функции (s 6≡ 0). В результате уравнение (2.6.4.2)
сводится к обыкновенному дифференциальному уравнению

U ′′
zz − k(z)U ′

z + s(z)f(U) = 0. (2.6.4.5)

О точных решениях нелинейных ОДУ вида (2.6.4.5) с некоторыми функци-
ями k(z), s(z), f(U) см. [285].

В частном случае k(z)≡ 0, когда уравнение (2.6.4.4) становится линейным,
общее решение уравнения (2.6.4.5) при s(z) = 1 и произвольной f(U) можно
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представить в неявном виде:
∫ [

C1 − 2

∫
f(U) dU

]−1/2
dU = C2 ± z, (2.6.4.6)

где C1 и C2 — произвольные постоянные.
Уравнения (2.6.4.3) — (2.6.4.5) позволяют находить точные решения нели-

нейных телеграфных уравнений вида (2.6.4.1).

Замечание 2.55. В уравнениях (2.6.4.1) и (2.6.4.2)— (2.6.4.4) функции a(x), b(x),
c(x), d(x), p(x) можно заменить функциями двух аргументов: a(x, t), b(x, t), c(x, t),
d(x, t), p(x, t). При этом все рассуждения сохраняются.

Прямая процедура поиска точных решений. В случае общего положения
уравнения (2.6.4.3) и (2.6.4.4) с заданными функциями a = a(x), b = b(x),
c = c(x), d = d(x), p = p(x), k(ϕ), s(ϕ) образуют переопределенную нели-
нейную систему уравнений для ϕ. Будем называть ее определяющей системой
уравнений.

Нелинейные преобразования

ϕ = F (ψ) (2.6.4.7)

сохраняют вид уравнений (2.6.4.3) и (2.6.4.4), причем функциональные коэф-
фициенты k(ϕ) и s(ϕ) изменяются так:

k(ϕ) =⇒ k(F (ψ))F ′
ψ(ψ) +

F ′′

ψψ(ψ)

F ′

ψ(ψ)
, s(ϕ) =⇒ s(F (ψ))[F ′

ψ(ψ)]
2. (2.6.4.8)

Вырожденный случай k(ϕ) ≡ 0 соответствует линейному уравнению ги-
перболического типа с переменными коэффициентами (2.6.4.4). При k(ϕ) 6≡ 0
подстановка

ψ = C1

∫
K(ϕ) dϕ + C2, K(ϕ) = exp

[∫
k(ϕ) dϕ

]
, (2.6.4.9)

где C1 и C2 — произвольные постоянные, линеаризует уравнение (2.6.4.4):

c(x)ψtt + d(x)ψt = [a(x)ψx]x + b(x)ψx. (2.6.4.10)

В частном случае k(ϕ) = k = const можно использовать подстановку

ϕ = k−1 ln |ψ|, (2.6.4.11)

которая следует из (2.6.4.9).
Поскольку преобразования вида (2.6.4.7) изменяют только функциональные

коэффициенты k(ϕ) и s(ϕ) в уравнениях (2.6.4.3) и (2.6.4.4), функцию F без
ограничения общности можно выбрать так, чтобы упростить одно из этих
уравнений.

При использовании прямой процедуры построения точных решений нели-
нейных уравнений вида (2.6.4.1) функции a(x), b(x), c(x), d(x), f(u) считаются
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заданными, а функции u = u(x) и p = p(x) — искомыми. Тогда, если k(ϕ) и
s(ϕ) заданы тем или иным способом, нужно сначала найти частные решения
p(x) и ϕ = ϕ(x, t) уравнений (2.6.4.3) и (2.6.4.4) (напомним, что последнее
уравнение можно линеаризовать). После этого по формуле (2.6.1.1) получаем
соответствующее решение исходного УрЧП (2.6.4.1), в котором функция U(z)
определяется из ОДУ (2.6.4.5).

Решения линейных уравнений (2.6.4.4) при k(ϕ) ≡ 0 и (2.6.4.10) можно
найти методом разделения переменных. В частности, уравнение (2.6.4.10) при
d(x) ≡ 0 допускает точные решения

ψ = αt2 + βt+ ζ(x), [a(x)ζ ′x]
′
x + b(x)ζ ′x − 2αc(x) = 0; (2.6.4.12)

ψ = (αe−λt + βeλt)ζ(x), [a(x)ζ ′x]
′
x + b(x)ζ ′x − λ2c(x)ζ = 0; (2.6.4.13)

ψ = [α cos(λt) + β sin(λt)]ζ(x), [a(x)ζ ′x]
′
x + b(x)ζ ′x + λ2c(x)ζ = 0, (2.6.4.14)

где α, β, λ— произвольные постоянные. Уравнение (2.6.4.12) легко интегриру-
ется с помощью подстановки w(x) = ζ ′x. Решения линейных ОДУ в (2.6.4.13)
и (2.6.4.14) для некоторых функций a(x), b(x), c(x) можно найти в [285].

О других точных решениях линейных УрЧП вида (2.6.4.10) с различными
функциональными коэффициентами см. в [281].

Далее, не претендуя на исчерпывающий анализ переопределенной системы
(2.6.4.3), (2.6.4.4), покажем, как эта система позволяет строить точные решения
уравнений вида (2.6.4.1) при надлежащем образом выбранных функциональ-
ных коэффициентах k(ϕ) и s(ϕ).

Случай k(ϕ) = k и s(ϕ) = 1. Решения типа обобщенной бегущей вол-
ны. Нелинейные телеграфные уравнения (2.6.4.1) допускают решения типа
обобщенной бегущей волны (2.6.1.1), где

ϕ(x, t) = t+

∫
g(x) dx. (2.6.4.15)

Функция g(x) может быть задана или может определяться в ходе последующе-
го анализа в зависимости от цели (см. ниже). Подставив (2.6.4.15) в (2.6.4.3) и
(2.6.4.4) и положив s(ϕ) = 1, k(ϕ) = k = const, получим

p(x) = a(x)g2(x)− c(x), (2.6.4.16)

d(x) = [a(x)g(x)]′x + b(x)g(x) + k[a(x)g2(x)− c(x)]. (2.6.4.17)

Уравнение (2.6.4.17) связывает первые четыре функциональных коэффициента
уравнения (2.6.4.1) и функцию g=g(x) из (2.6.4.15); оно является дифференци-
альным уравнением относительно a, g и алгебраическим соотношением отно-
сительно b, c, d. Формула (2.6.4.16) служит для определения функционального
коэффициента p(x).

Если функции a(x), b(x), c(x), d(x) считать заданными, а функцию g =
g(x) — искомой, то соотношение (2.6.4.17) при k 6= 0 является уравнением
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Риккати, которое можно представить в виде

a(x)g′x + ka(x)g2 + [b(x) + a′x(x)]g − kc(x)− d(x) = 0. (2.6.4.18)

Обширный список точных решений этого уравнения для различных a(x), b(x),
c(x), d(x) имеется в [285, 288]. Рассмотрим два случая.

Вырожденный случай. При k=0 уравнение Риккати (2.6.4.18) вырождается
в линейное уравнение, общее решение которого определяется формулами

g(x) =
E(x)

a(x)

[∫
d(x)

E(x)
dx+m

]
, E(x) = exp

[
−
∫

b(x)

a(x)
dx

]
, (2.6.4.19)

где m— произвольная постоянная.

◮ Пример 2.68. Пусть функциональный коэффициент a = a(x) произ-
вольным образом зависит от пространственной переменной, а остальные три
коэффициента постоянны: b(x) = d(x) = 0 и c(x) = 1. По формуле (2.6.4.19)
получим g(x) = m/a(x). Подставив это выражение в (2.6.4.15) и (2.6.4.16),
находим ϕ(x) = t+m

∫
dx
a(x) и p(x) = m2

a(x) −1. Поэтому нелинейное уравнение
типа Клейна — Гордона [377]:

utt = [a(x)ux]x +
[
m2

a(x)
− 1

]
f(u), (2.6.4.20)

которое содержит две произвольные функции a(x) и f(u), допускает решение
с функциональным разделением переменных

u = U(z), z = t+m

∫
dx

a(x)
, (2.6.4.21)

где функция U(z) описывается автономным ОДУ:

U ′′
zz + f(U) = 0. (2.6.4.22)

Это уравнение получается подстановкой k = 0 и s = 1 в (2.6.4.5); его общее
решение можно представить в неявном виде (2.6.4.6).

Например, полагая a(x) = eλx в (2.6.4.20), получим нелинейное уравнение

utt = (eλxux)x + (m2e−λx − 1)f(u), (2.6.4.23)

которое при произвольной f(u) допускает решение типа обобщенной бегущей
волны. ◭

◮ Пример 2.69. Рассмотрим случай a= a(x), b(x) = 0, c(x) = d(x) = 1. По
формуле (2.6.4.19) при m=0 находим g(x)=x/a(x). Подставив это выражение
в (2.6.4.15) и (2.6.4.16), получим ϕ(x, t) = t+

∫
x dx
a(x) и p(x) = x2

a(x) −1. Поэтому
нелинейное телеграфное уравнение [377]:

utt + ut = [a(x)ux]x +
[
x2

a(x)
− 1

]
f(u), (2.6.4.24)

содержащее две произвольных функции a(x) и f(u), допускает решение с
функциональным разделением переменных

u = U(z), z = t+

∫
x dx

a(x)
, (2.6.4.25)

где функция U(z) удовлетворяет разрешимому ОДУ (2.6.4.22). ◭



2.6. Функциональное разделение переменных общего вида. Решения в явной форме 215

◮ Пример 2.70. Положим теперь a= a(x), b=−ax(x), c(x) = 1, d(x) = 0 и
воспользуемся формулами (2.6.4.19). В результате имеем g(x) = m. Подставив
это выражение в (2.6.4.15) и (2.6.4.16), получим ϕ(x) = t + mx и p(x) =
m2a(x)− 1. Отсюда следует, что уравнение типа Клейна — Гордона

utt = a(x)uxx + [m2a(x)− 1]f(u), (2.6.4.26)

которое содержит две произвольные функции a(x) и f(u), допускает точное
решение

u = U(z), z = t+mx, (2.6.4.27)

где функция U(z) описывается разрешимым автономным ОДУ (2.6.4.22). ◭

Замечание 2.56. Решение (2.6.4.27) уравнения (2.6.4.26) является неинвариант-
ным решением типа бегущей волны, которое нельзя получить классическим методом
группового анализа. Функцию a(x) в уравнение (2.6.4.26) можно заменить на a(x, t).

Невырожденный случай. При k = const (k 6= 0) замена

g =
1

k

y′x
y

(2.6.4.28)

преобразует нелинейное уравнение (2.6.4.18) в линейное ОДУ второго порядка

a(x)y′′xx + [b(x) + a′x(x)]y
′
x − k[kc(x) + d(x)]y = 0. (2.6.4.29)

В [285] приведен обширный список точных решений этого уравнение для
различных функций a(x), b(x), c(x), d(x).

◮ Пример 2.71. В случае a = c = 1, b = d = 0 общее решение уравнения
(2.6.4.29) имеет вид

y = C1 ch(kx) + C2 sh(kx), (2.6.4.30)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Полагая C1 = 1, C2 = 0, k = 1 в
(2.6.4.30), с помощью формулы (2.6.4.28) получим

g(x) = thx.

Подставив это выражение в (2.6.4.15) и (2.6.4.16), имеем

ϕ(x) = t+ ln chx, p(x) = −1/ch2 x.

Поэтому нелинейное уравнение типа Клейна — Гордона [377]:

utt = uxx − 1

ch2 x
f(u) (2.6.4.31)

при произвольной f(u) допускает решение с функциональным разделением
переменных

u = U(z), z = t+ ln ch x, (2.6.4.32)

где функция U(z) удовлетворяет автономному ОДУ:

U ′′
zz − U ′

z + f(U) = 0. (2.6.4.33)

Порядок уравнения (2.6.4.33) можно понизить на единицу подстановкой
U ′
z = Φ(U), которая приводит к уравнению Абеля второго рода. В [285, 288]

описаны функции f(U), для которых общее решение уравнения (2.6.4.33) мо-
жет быть представлено в замкнутой форме. ◭
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Другие способы построения точных решений. Обсудим теперь некоторые
другие возможности построения точных решений уравнений вида (2.6.4.1) при
k(ϕ) = k и s(ϕ) = 1 без интегрирования уравнения Риккати (2.6.4.18). Для
функцию g(x) и любые три из четырех функций a(x), b(x), c(x), d(x) бу-
дем считать заданными, а оставшуюся функцию будем находить с помощью
(2.6.4.18). В табл. 2.10 перечислены возможные ситуации и приведены форму-
лы, выражающие искомые функции через заданные. В телеграфном уравнении
(2.6.4.1) следует положить p(x) = a(x)g2(x)− c(x).

Таблица 2.10. Различные способы задания функциональных коэффициентов в (2.6.4.1)
при p(x)=a(x)g2(x)−c(x).

№ Заданные свободные функции Функция, выраженная через свободные

1 a=a(x), b=b(x), d=d(x), g=g(x) c(x)=k−1[ag′x+kag
2+(b+a′x)g−d]

2 a=a(x), c=c(x), d=d(x), g=g(x) b(x)=g−1(kc+d−ag′x)−a′x−kag
3 a=a(x), b=b(x), c=c(x), g=g(x) d(x)=ag′x+kag

2+(b+a′x)g−kc
4 b=b(x), c=c(x), d=d(x), g=g(x) a(x)=g−1E

[∫
(kc+d−bg)E−1dx+C1

]

Здесь k и C1 — произвольные постоянные, g−1=1/g, E=exp
(
−k

∫
g dx

)
.

◮ Пример 2.72. Для получения точных решений рассматриваемого урав-
нения будем использовать четвертый способ задания функциональных коэф-
фициентов (см. табл. 2.10) при b = d = 0 и c = 1. Возможны два случая.

1◦. Вырожденный случай при k = 0. Используя строку № 4 табл. 2.10
находим функции a(x) = C1g

−1(x) и p(x) = C1g(x) − 1. С точностью до
переобозначений приходим к уравнению (2.6.4.20) и его решению (2.6.4.21).

2◦. Невырожденный случай при k 6= 0. Из строки № 4 табл. 2.10 при
k 6= 0 и C1 = 0 имеем a(x) = kg−1E

∫
E−1 dx. Введем функцию h(x) =∫

E−1 dx и найдем ее производную, а затем принимая во внимание, что E =
exp

(
−k

∫
g dx

)
, выразим g через h. После простых преобразований получим

g=k−1h′′xx/h
′
x, a=k

2h/h′′xx, p=h(h
′
x)

−2h′′xx−1. Отсюда следует, что уравнение

utt = [a(x)ux]x + p(x)f(u), a(x) = k2
h

h′′
xx

, p(x) =
hh′′

xx

(h′
x)2

− 1, (2.6.4.34)

где f(u) и h = h(x)— произвольные функции и k 6= 0— произвольная постоян-
ная, допускает решение с обобщенным разделением переменных

u = U(z), z = t+
1

k
ln |h′x|.

Функция U(z) описывается автономным ОДУ: U ′′
zz − kU ′

z + f(U) = 0.
Полагая, например, h = shx и k = 1 в (2.6.4.34), получим уравнение

(2.6.4.31) и точное решение вида (2.6.4.32). ◭

Случай d(x) = 0, k(ϕ) = k0/ϕ, s(ϕ) = s0/ϕ. Решения с обобщенным
разделением переменных. При d(x) = 0, k(ϕ) = k0/ϕ, s(ϕ) = s0/ϕ переопре-
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деленная система (2.6.4.3) — (2.6.4.4) допускает решения вида

ϕ(x, t) = θ(x)− (t+ t0)
2, (2.6.4.35)

где t0 — произвольная постоянная. Функция θ = θ(x) описывается простым
ОДУ первого порядка

a(x)(θ′x)
2 = 4c(x)θ. (2.6.4.36)

Уравнения (2.6.4.3) и (2.6.4.4) принимают вид

p(x) = 4s0c(x), (2.6.4.37)

[a(x)θ′x]
′
x + b(x)θ′x + (4k0 + 2)c(x) = 0. (2.6.4.38)

Рассмотрим более подробно частный случай b(x) = 0. Будем считать, что
функция c = c(x) задана. Тогда p(x) определяется по формуле (2.6.4.37), а
a = a(x) и ξ = ξ(x) находятся из уравнений (2.6.4.36) и (2.6.4.38). Опуская
промежуточные выкладки, получим:

при k1 = 4k0 + 2 6= 0:

a(x) =
1

4C1c(x)
I

4
k1

+2
, θ = C1I

− 4
k1 , I = C2 − k1

∫
c(x) dx; (2.6.4.39)

при k0 = − 1
2 :

a(x) =
C2

1

4C2c(x)E(x)
, θ = C2E(x), E(x) = exp

[
4

C1

∫
c(x) dx

]
, (2.6.4.40)

где C1 и C2 — произвольные постоянные.

◮ Пример 2.73. При b(x)=0, c(x)=p(x)=1, s0=
1
4 , k0=− 1

2 соотношение
(2.6.4.37) удовлетворяется тождественно, а формулы (2.6.4.40) принимают вид

a(x) =
C2

1

4C2
exp

(
− 4

C1
x
)
, θ(x) = C2 exp

(
4

C1
x
)
. (2.6.4.41)

Положив C1 = −4/λ и C2 = 4/λ2 в (2.6.4.41), приходим к нелинейному
уравнению типа Клейна — Гордона

utt = (eλxux)x + f(u). (2.6.4.42)

Это уравнение при произвольной функции f(u) допускает решение с функци-
ональным разделением переменных вида

u = U(z), z = 4λ−2e−λx − t2, (2.6.4.43)

где функция U(z) удовлетворяет неавтономному ОДУ:

4zU ′′
zz + 2U ′

z + f(U) = 0. ◭

Замечание 2.57. Решение (2.6.4.43) уравнения (2.6.4.42) было получено в [47].
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◮ Пример 2.74. Положим теперь a(x) = c(x) = p(x) = 1 и s0 = 1
4 .

В этом случае уравнение (2.6.4.37) удовлетворяется тождественно, а решения
уравнений (2.6.4.36) и (2.6.4.38) определяются формулами

b(x) = − 2k0
x+ C1

, θ(x) = (x+ C1)
2,

где C1 — произвольная постоянная. Значениям C1 = 0 и k0 = − 1
2 (n − 1)

соответствует n-мерное нелинейное уравнение Клейна—Гордона с радиальной
симметрией [47]:

utt = uxx +
n− 1

x
ux + f(u).

где x—радиальная координата. Это УрЧП имеет точное решение вида u=U(z),
где z = x2 − (t+ t0)

2. ◭

Случай d(x) = 0. Решения определяющей системы в виде ϕ = ξ(x)t.
Будем искать совместные решения определяющей системы (2.6.4.3) — (2.6.4.4)
в виде произведения

ϕ = ξ(x)t. (2.6.4.44)

Простой анализ показывает, что решение (2.6.4.44) удовлетворяет обоим урав-
нениям (2.6.4.3) и (2.6.4.4) тогда и только тогда, когда справедливы следующие
соотношения:

p = s0cξ
2, k(ϕ) =

k0ϕ

A2ϕ2 − 1
, s(ϕ) =

s0
A2ϕ2 − 1

, (2.6.4.45)

где A, k0, s0 — некоторые константы. Функции a = a(x), b = b(x), c = c(x),
ξ = ξ(x) связаны двумя дифференциально-алгебраическими соотношениями

a(ξ′x)
2 = A2cξ4, (aξ′x)

′
x + bξ′x + k0cξ

3 = 0. (2.6.4.46)

Любые две из четырех функций в (2.6.4.46) можно считать заданными (произ-
вольным образом), а остальные две — искомыми.

Рассмотрим частный случай b(x) = 0 и c(x) = 1. Исключив a из соотноше-
ний (2.6.4.46), приходим к следующему ОДУ для функции ξ:

ξξ′′xx = (k0A
−2 + 4)(ξ′x)

2. (2.6.4.47)

Уравнение (2.6.4.47) является автономным и обобщено однородным. Его общее
решение имеет вид

ξ =




C1(x+C2)

− A2

k0+3A2 при k0 6= −3A2,

C1e
λx при k0 = −3A2,

(2.6.4.48)

где C1, C2, λ— произвольные постоянные. Функция a выражается через ξ по
формуле a = A2ξ4(ξ′x)

−2, которая следует из первого уравнения (2.6.4.46).
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◮ Пример 2.75. Полагая A = C1 = s0 = 1, k0 = −3, λ = 1/2, b(x) = 0,
c(x) = 1 в (2.6.4.45) и (2.6.4.48), имеем ξ(x) = ex/2 и a(x) = p(x) = ex. Поэтому
нелинейное уравнение типа Клейна — Гордона

utt = (exux)x + exf(u)

с произвольной функцией f(u) допускает точное инвариантное решение вида
u = U(z), где z = ex/2t. ◭

2.6.5. Нелинейные уравнения диффузионного и волнового
типов в анизотропной среде

Уравнения и решения, описанные в примере 2.21, допускают различные обоб-
щения. Опуская подробности, приведем некоторые результаты, полученные в
этом направлении [18, 290, 310, 311] (см. также [287]).

Нелинейные уравнения стационарной теплопроводности и диффузии в
анизотропной среде.

1◦. Трехмерное уравнение стационарной теплопроводности с нелинейным
источником и степенной анизотропией

(axkux)x + (bymuy)y + (cznuz)z = f(u) (2.6.5.1)

допускает точное решение с функциональным разделением переменных вида

u = U(ζ), ζ2 = A

[
x2−k

a(2− k)2
+

y2−m

b(2−m)2
+

z2−n

c(2− n)2

]
, (2.6.5.2)

где A— свободный параметр, а функция U(ζ) удовлетворяет ОДУ:

U ′′
ζζ +

D

ζ
U ′
ζ =

4

A
f(U), D = 2

(
1

2− k
+

1

2−m
+

1

2− n

)
− 1. (2.6.5.3)

При D = 0 и произвольной кинетической функции f(U) общее реше-
ние ОДУ (2.6.5.3) можно представить в неявной форме; общее решение этого
уравнения можно получить также при D = 1 и f(U) = σeβU , где α и β —
произвольные постоянные (см., например, [19, 285, 288]).

2◦. Трехмерное уравнение стационарной теплопроводности с нелинейным
источником и экспоненциальной анизотропией

(aeβxux)x + (beµyuy)y + (ceλzuz)z = f(u) (2.6.5.4)

имеет точное решение с функциональным разделением переменных вида

u = U(ζ), ζ2 = A

(
e−βx

aβ2
+

e−µy

bµ2
+

e−λz

cλ2

)
, (2.6.5.5)

где A— свободный параметр, а функция U(ζ) удовлетворяет ОДУ:

U ′′
ζζ −

1

ζ
U ′
ζ =

4

A
f(U). (2.6.5.6)
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3◦. Трехмерное уравнение стационарной теплопроводности с нелинейным
источником и анизотропией смешанного типа

(axkux)x + (bymuy)y + (ceλzuz)z = f(u) (2.6.5.7)

допускает точное решение с функциональным разделением переменных вида

u = U(ζ), ζ2 = A

[
x2−k

a(2− k)2
+

y2−m

b(2−m)2
+

e−λz

cλ2

]
, (2.6.5.8)

где A— свободный параметр, а функция U(ζ) удовлетворяет ОДУ:

U ′′
ζζ +

D

ζ
U ′
ζ =

4

A
f(U), D = 2

(
1

2− k
+

1

2−m

)
− 1. (2.6.5.9)

4◦. Обобщение пп. 1◦ — 3◦. Нелинейное уравнение с q независимыми пере-
менными

p∑

i=1

∂

∂xi

(
aix

ki
i
∂u

∂xi

)
+

q∑

i=p+1

∂

∂xi

(
bie

βixi ∂u

∂xi

)
= f(u) (2.6.5.10)

допускает точное решение с функциональным разделением переменных вида

u = U(ζ), ζ2 = A

( p∑

i=1

x2−ki
i

ai(2− ki)2
+

q∑

i=p+1

e−βixi

biβ2
i

)
, (2.6.5.11)

где A — свободный параметр, а функция U(ζ) удовлетворяет обыкновенному
дифференциальному уравнению

U ′′
ζζ +

D

ζ
U ′
ζ =

4

A
f(U), D =

p∑

i=1

2

2− ki
− 1. (2.6.5.12)

Нелинейные уравнения волнового типа в анизотропной среде.

1◦. Приведенные выше результаты остаются справедливыми, когда коэф-
фициенты a, b, c, входящие в уравнения (2.6.5.1), (2.6.5.4), (2.6.5.7) и их реше-
ния (2.6.5.2), (2.6.5.5), (2.6.5.8), будут разного знака. При abc < 0 уравнения
(2.6.5.1), (2.6.5.4), (2.6.5.7) будут гиперболического типа; в этом случае знак
свободного параметра A выбирается исходя из условия ζ2 > 0 в решениях
(2.6.5.2), (2.6.5.5), (2.6.5.8). Аналогичным образом, коэффициенты ai, bi в урав-
нении (2.6.5.10) могут иметь разные знаки.

◮ Пример 2.76. Для иллюстрации сказанного положим c=−1, n=0, z= t
в (2.6.5.1). В результате приходим к нелинейному уравнению типа Клейна —
Гордона в анизотропной среде с двумя пространственными переменными

utt = (axkux)x + (bymuy)y − f(u), (2.6.5.13)
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которое допускает точное решение с функциональным разделением перемен-
ных вида

u = U(ζ), ζ2 = A

[
x2−k

a(2− k)2
+

y2−m

b(2−m)2
− t2

4

]
, (2.6.5.14)

где A— свободный параметр, а функция U(ζ) удовлетворяет ОДУ:

U ′′
ζζ +

D

ζ
U ′
ζ =

4

A
f(U), D =

2

2− k
+

2

2−m
. (2.6.5.15)

В решении (2.6.5.14) и уравнении (2.6.5.15) можно положить A = signΩ,
где Ω=Ω(t, x, y)≡ x2−k

a(2−k)2 + y2−m

b(2−m)2 − t2

4 . Таким образом, в пространственно-

временных областях Ω(t, x, y) > 0 и Ω(t, x, y) < 0 параметр A должен иметь
разный знак. ◭

2◦. До сих пор рассматривались нелинейные УрЧП с анизотропией, завися-
щей от пространственных переменных. Опишем теперь некоторые точные ре-
шения нелинейных волновых уравнений в неоднородной среде, анизотропные
свойства которой произвольным образом зависят от искомой функции u.

Нелинейное уравнение волнового типа

utt = [f(u)ux]x + [g(u)uy ]y + [h(u)uz ]z,

зависящее от трех произвольных функций f(u), g(u), h(u), имеет два точных
решения, которые можно представить в неявной форме [287]:

xϕ1(u) + yϕ2(u) + zϕ3(u) = ψ(u) + t,

xϕ1(u) + yϕ2(u) + zϕ3(u) = ψ(u) − t,

где ϕ1(u), ϕ2(u), ψ(u)—произвольные функции, а функция ϕ3(u) определяется
из условия типа нормировки

f(u)ϕ2
1(u) + g(u)ϕ2

2(u) + h(u)ϕ2
3(u) = 1.

3◦. Обобщение п. 2◦. Нелинейное уравнение

∂2u

∂t2
=

n∑

i=1

∂

∂xi

[
fi(u)

∂u

∂xi

]

допускает два точных решения, которые можно представить в неявном виде
n∑

i=1

xiϕi(u) = ψ(u) ± t, (2.6.5.16)

где функции ϕ1(u), . . . , ϕn(u), ψ(u) связаны одним условием типа нормировки
n∑

i=1

fi(u)ϕ
2
i (u) = 1

(т. е. n функций в (2.6.5.16) можно выбрать произвольно).

Замечание 2.58. Другие точные решения нелинейных уравнений диффузионного
и волнового типов для анизотропной среды можно найти в [287].
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2.7. Функциональное разделение переменных общего

вида. Неявное представление решений

2.7.1. Описание метода. Обобщенный принцип расщепления

Нелинейные преобразования специального типа. Обобщенный принцип
расщепления. Для конкретности будем рассматривать нелинейные УрЧП ма-
тематической физики с двумя независимыми переменными

F (x, t, ux, ut, uxx, uxt, utt, . . . ) = 0, (2.7.1.1)

где u = u(x, t)— неизвестная функция.
Для построения точных решений уравнения (2.7.1.1) введем сначала новую

зависимую переменную ϑ, которая связана с исходной неизвестной функцией u
с помощью нелинейного преобразования специального типа [45, 278, 309]:

ϑ =

∫
ζ(u) du. (2.7.1.2)

Функции ϑ= ϑ(x, t) и ζ = ζ(u) будут искаться в ходе дальнейшего анализа.
После того, как эти функции определены, интегральное соотношение (2.7.1.2)
будет задавать точное решение рассматриваемого уравнения в неявном виде (в
редких случаях решение можно представить в явном виде).

Замечание 2.59. Использование на первом этапе нелинейного преобразования
(2.7.1.2) является существенным обобщением подхода, основанного на представлении
решения в неявном виде (2.5.2.2). Действительно, положив

ϑ = ξ(x)ω(t) + η(x), ζ(u) =

∫
h(u),

в (2.7.1.2), приходим соотношению (2.5.2.2).

Дифференцируя (2.7.1.2) по независимым переменным, находим частные
производные

ux =
ϑx
ζ
, ut =

ϑt
ζ
, uxx =

ϑxx
ζ

− ϑ2
xζ

′

u

ζ3
, uxt =

ϑxt
ζ

− ϑxϑtζ
′

u

ζ3
, . . . (2.7.1.3)

Будем предполагать, что после подстановки выражений (2.7.1.3) в (2.7.1.1)
полученное уравнение можно представить в следующем виде:

N∑

n=1

ΦnΨn = 0, (2.7.1.4)

где
Φn = Φn(x, t, ϑx, ϑt, ϑxx, . . . ),

Ψn = Ψn(u, ζ, ζ
′
u, ζ

′′
uu, . . . ).

(2.7.1.5)

Для построения точных решений уравнения (2.7.1.4) — (2.7.1.5) воспользу-
емся обобщенным принципом расщепления (или методом расщепления), опи-
санным ниже.
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Обобщенный принцип расщепления [278, 309]. Решения рассматриваемого
уравнения ищем в виде различных линейных комбинаций элементов двух мно-
жеств {Φj} и {Ψj}, входящих в (2.7.1.4):

N∑

n=1

αniΦn = 0, i = 1, . . . , l;

N∑

n=1

βnjΨn = 0, j = 1, . . . ,m,

(2.7.1.6)

где 16 l 6N −1 и 16m6N −1. Константы αni и βnj в (2.7.1.6) выбираются
так, чтобы билинейное уравнение (2.7.1.4) удовлетворялось тождественно (это
всегда можно сделать, как показано ниже). Важно отметить, что соотношения
(2.7.1.6) носят чисто алгебраический характер и не зависят от конкретного вида
дифференциальных форм (2.7.1.5).

После того, как соотношения (2.7.1.6) получены, подставив в них диффе-
ренциальные формы (2.7.1.5), приходим к системам дифференциальных урав-
нений (часто переопределенным) для функций ϑ = ϑ(x, t) и ζ = ζ(u), которые
входят в преобразование (2.7.1.2).

Замечание 2.60. Необходимо рассмотреть также вырожденные случаи, когда по-
мимо линейных соотношений вида (2.7.1.6) одна или несколько дифференциальных
форм Ψn или Φn обращаются в нуль.

Замечание 2.61. Билинейные функционально-дифференциальные уравнения, по-
хожие внешне на (2.7.1.4) — (2.7.1.5), возникают при поиске точных решений нелиней-
ных уравнений математической физики с помощью методов обобщенного и функцио-
нального разделением переменных с заданной структурой решения (см. разд. 1.5.1 и
2.5.2). Однако в данном случае существует принципиальное отличие: дифференциаль-
ные формы Φn и Ψn в (2.7.1.5) в силу преобразования (2.7.1.2) зависят от одних и тех
же независимых племенных x и t, а в методах, описанных ранее, дифференциальные
формы зависят от разных независимых переменных. Это обстоятельство существенно
расширяет возможности поиска точных решений путем перехода к эквивалентным
уравнениям (подробнее см. разд. 2.7.2).

Замечание 2.62. Вместо преобразования (2.7.1.2), можно использовать преобра-
зование ϑ= Z(u), которое приводит к несколько более сложным уравнениям. Описан-
ный выше метод построения решений с функциональным разделением переменных,
основанный на преобразовании (2.7.1.2), более удобен и часто приводит к диффе-
ренциальным уравнениям более низкого порядка, чем при поиске точных решений в
явном виде (2.6.1.1).

Замечание 2.63. Данный подход, который основан на преобразовании (2.7.1.2) с
ϑ = ϑ(x), также можно использовать для построения точных решений нелинейных
обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами [49].

Некоторые формулы, позволяющие тождественно удовлетворить ра-
венству (2.7.1.4).

1◦. При любом N равенству (2.7.1.4) можно удовлетворить, если все Φi,
кроме одной, пропорциональны выделенному элементу Φj (j 6= i). В результате
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имеем

Φi = −AiΦj, i = 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , N ;

Ψj = A1Ψ1 + · · ·+Aj−1Ψj +Aj+1Ψj+1 + · · ·+ANΨN ,
(2.7.1.7)

где Ai—произвольные постоянные. В формуле (2.7.1.7) символы можно менять
местами: Φn ⇄ Ψn.

2◦. При четных N равенство (2.7.1.4) выполняется, если каждая из N/2
парных сумм ΦiΨi+ΦjΨj обращается в нуль. В этом случае имеем соотноше-
ния

Φi −AijΦj = 0, AijΨi +Ψj = 0 (i 6= j), (2.7.1.8)

где Aij —произвольные постоянные, а индексы i и j в совокупности пробегают
все значения от 1 до N .

3. При N > 3 равенство (2.7.1.4) также выполняется тождественно, если
положить

Φm −AmΦN−1 −BmΦN = 0, m = 1, 2, . . . , N − 2;

ΨN−1 +A1Ψ1 + · · ·+AN−2ΨN−2 = 0, (2.7.1.9)

ΨN +B1Ψ1 + · · ·+BN−2ΨN−2 = 0,

где Ai и Bi—произвольные постоянные. В формулах (2.7.1.9) можно перестав-
лять символы Φn ⇄ Ψn, а также делать одновременные парные перестановки
Φi ⇄ Φj и Ψi ⇄ Ψj .

Для построения более сложных линейных комбинаций вида (2.7.1.6), кото-
рые обращают билинейное соотношение (2.7.1.4) в тождество при любых N ,
можно использовать формулы для коэффициентов αni и βnj из разд. 1.5.2 (см.
формулы (1.5.2.9), в которых надо сделать соответствующие переобозначения).

2.7.2. Использование эквивалентных уравнений. Упрощение
уравнений

Обобщения, основанные на использовании эквивалентных уравнений.
Ряд других точных решений уравнения (2.7.1.1) можно получить, если вместо
(2.7.1.4)—(2.7.1.5) рассматривать эквивалентные дифференциальные уравнения

[42, 278], которые сводятся к (2.7.1.4)—(2.7.1.5) на множестве функций, удовле-
творяющих соотношению (2.7.1.2). Ниже указаны два класса таких уравнений,
которые будут использоваться ниже в разд. 2.7.3.

1◦. Можно использовать уравнения

N∑

n=1

Φ̃nΨ̃n = 0, Φ̃n = Φnηn(ϑ), Ψ̃n =
Ψn
ηn(Z)

, Z =

∫
ζ(u) du, (2.7.2.1)

которые сохраняют билинейную структуру и в силу (2.7.1.2) (т. е. ϑ = Z) эк-
вивалентны уравнению (2.7.1.4) при произвольной функции ηn(ϑ). Уравнения
(2.7.2.1) рассматриваются вместе с (2.7.1.5).



2.7. Функциональное разделение переменных общего вида. Решения в неявной форме 225

2◦. Можно использовать уравнения другого вида

G(x, t, u, ϑ) −G(x, t, u, Z) +

N∑

n=1

ΦnΨn = 0, (2.7.2.2)

которые для любой G(x, t, u, ϑ) эквивалентны уравнению (2.7.1.4). Функция
G также может явно зависеть от ϑ, ζ (и их производных) и функциональных
коэффициентов исходного УрЧП (что подразумевает неявную зависимость G
от исходных переменных x, t, u). Уравнения (2.7.2.2) рассматриваются вместе
с (2.7.1.5).

В случае общего положения применение обобщенного принципа расщеп-
ления к уравнению (2.7.1.4) и эквивалентным ему уравнениям вида (2.7.2.1) и
(2.7.2.2) в итоге приводит к различным точным решениям исходного уравнения
(2.7.1.1).

Возможны дальнейшие обобщения. В частности, сумму
∑N

n=1 ΦnΨn в урав-
нении (2.7.2.2) можно заменить на

∑N
n=1 Φ̃nΨ̃n, где величины с тильдой опре-

делены в (2.7.2.1). Функции G(x, t, u, ϑ) и G(x, t, u, Z) можно умножать на
ηN+1(ϑ)/ηN+1(Z) и ηN+2(ϑ)/ηN+2(Z) соответственно.

Использование преобразования (2.7.1.2) для упрощения уравнений.
Преобразование (2.7.1.2) можно использовать также для упрощения нелиней-
ных УрЧП. Для иллюстрации сказанного рассмотрим уравнение

ut = auxx + f(u)u2x + b(x)g(u)ux + c(x)h(u), (2.7.2.3)

где a— константа.
Преобразование (2.7.1.2) приводит уравнение (2.7.2.3) к виду

ϑt = aϑxx + ϑ2x
1

ζ

[
f(u)− a

ζ′u
ζ

]
+ b(x)g(u)ϑx + c(x)h(u)ζ. (2.7.2.4)

Для упрощения (2.7.2.4) положим

f(u)− a
ζ′u
ζ

= 0, g(u) = 1, h(u)ζ = 1.

Отсюда находим

ζ = exp

[
1

a

∫
f(u) du

]
, h(u) = exp

[
− 1

a

∫
f(u) du

]
.

В результате получим нелинейное уравнение

ut = auxx + f(u)u2x + b(x)ux + c(x) exp

[
− 1

a

∫
f(u) du

]
, (2.7.2.5)

где b(x), c(x), f(u) — произвольные функции, которое с помощью преобразо-
вания

ϑ =

∫
exp

[
1

a

∫
f(u) du

]
du (2.7.2.6)
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приводится к линейному УрЧП:

ϑt = aϑxx + b(x)ϑx + c(x). (2.7.2.7)

Некоторые точные решения этого уравнение указаны в [281].

Замечание 2.64. В уравнениях (2.7.2.5) и (2.7.2.7) функциональные коэффициен-
ты a(x) и b(x) можно заменить на a(x, t) и b(x, t).

◮ Пример 2.77. В частном случае a = 1 и f(u) = 1 уравнение (2.7.2.5)
принимает вид

ut = uxx + u2x + b(x)ux + c(x)e−u,

а преобразование (2.7.2.6) можно записать в явной форме: u=lnϑ. В результате
получим уравнение (2.7.2.7) при a = 1. ◭

2.7.3. Нелинейные реакционно-конвективно-диффузионные
уравнения

Рассматриваемый класс уравнений. Приведение к билинейному виду. Рас-
смотрим широкий класс нелинейных уравнений диффузионного типа с пере-
менными коэффициентами

ut = [a(x)f(u)ux]x + b(x)g(u)ux + c(x)h(u), (2.7.3.1)

которые содержат реакционные и конвективные члены.
Отметим, что точные решения более простых уравнений, относящихся к

классу (2.7.3.1), можно найти во многих работах (см., например, [11, 42, 48,
99, 101, 102, 114, 118, 119, 121, 141, 150, 158, 163–165, 168, 179, 182, 200, 201,
203, 205, 211, 217, 250, 257, 269, 272, 274, 287, 313, 321, 346, 347, 349, 357]).

Замечание 2.65. Реакционно-конвективно-диффузионное уравнение (2.7.3.1) при
a(x) = 1, b(x) = c(x) = −1 иногда называется уравнением Ричардса и используется
для моделирования фильтрации воды в ненасыщенных почвах, где u— функция водо-
насыщения, f = f(u) — коэффициент влагопереноса (фильтрации), K =

∫
g(u) du —

гидравлическая проводимость, h = h(u)— скорость поглощения воды корнями расте-
ний [102, 251].

Используя метод, описанный в разд. 2.7.1, далее будем строить точные
решения уравнений достаточно общего вида (2.7.3.1), в которых по меньшей
мере два функциональных коэффициента a(x) и f(u) задаются произвольно (а
остальные через них выражаются). Ниже для краткости аргументы функций,
входящих в преобразование (2.7.1.2) и уравнение (2.7.3.1), часто будут опус-
каться.

Сделав преобразование (2.7.1.2), подставим производные (2.7.1.3) в (2.7.3.1).
После перегруппировки членов получим

−ϑt + (aϑx)xf + aϑ2x

(
f

ζ

)′
u
+ bϑxg + chζ = 0. (2.7.3.2)
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При ζ = 1 уравнение (2.7.3.2) совпадает с исходным уравнением (2.7.3.1),
где u = ϑ. Поэтому на данном этапе никакие решения не теряются.

Введем следующие обозначения:

Φ1 = −ϑt, Φ2 = (aϑx)x, Φ3 = aϑ2x, Φ4 = bϑx, Φ5 = c;

Ψ1 = 1, Ψ2 = f, Ψ3 = (f/ζ)′u, Ψ4 = g, Ψ5 = hζ.
(2.7.3.3)

В результате уравнение (2.7.3.2) можно представить в билинейной форме
(2.7.1.4) при N = 5:

5∑

n=1

ΦnΨn = 0. (2.7.3.4)

Следуя [278], перейдем к построению точных решений нелинейных урав-
нений вида (2.7.3.1), используя соотношения (2.7.3.3) — (2.7.3.4) и формулы
(2.7.1.7) — (2.7.1.9) и применяя подход, описанный в разд. 2.7.1.

Поиск точных решений, исходя из уравнения (2.7.3.2).
Решение 1. Уравнению (2.7.3.4) можно тождественно удовлетворить, ис-

пользуя линейные соотношения

Φ1 = −Φ5, Φ2 = 0, kΦ3 = −Φ4;

Ψ1 = Ψ5, Ψ3 = kΨ4,
(2.7.3.5)

где k — произвольная постоянная. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.5), приходим к
уравнениям

ϑt = c, (aϑx)x = 0, kaϑ2x = −bϑx;
hζ = 1, (f/ζ)′u = kg.

(2.7.3.6)

Решение переопределенной системы, состоящей из первых трех уравнений
(2.7.3.6), определяется формулами

ϑ(x, t) = c0t− b0
k

∫
dx

a(x)
+ C1, b(x) = b0, c(x) = c0, (2.7.3.7)

где a(x) — произвольная функция, b0, c0, C1 — произвольные постоянные. Ре-
шение системы, состоящей из последних двух уравнений в (2.7.3.6), можно
записать в виде

h =
kG(u) +C2

f
, ζ =

f

kG(u) + C2
, G(u) =

∫
g(u) du, (2.7.3.8)

где f(u) и g(u) — произвольные функции. Из формул (2.7.3.7) и (2.7.3.8) при
b0 = c0 = 1 получим уравнение

ut = [a(x)f(u)ux]x + g(u)ux +
kG(u) + C2

f(u)
, (2.7.3.9)

которое допускает решение типа обобщенной бегущей волны в неявной форме
∫

f(u) du

kG(u) + C2
= t− 1

k

∫
dx

a(x)
+ C1. (2.7.3.10)
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Отметим, что уравнение (2.7.3.9) содержит три произвольные функции a(x),
f(u), g(u) и две произвольные постоянные C2, k.

Решение 2. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, если положить

Φ1 = −Φ4, Φ2 = 0, kΦ3 = −Φ5;

Ψ1 = Ψ4, Ψ3 = kΨ5,
(2.7.3.11)

где k — произвольная постоянная. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.11), приходим к
уравнениям

ϑt = bϑx, (aϑx)x = 0, kaϑ2x = −c;
g = 1, (f/ζ)′u = khζ.

(2.7.3.12)

Решения первых трех уравнений (2.7.3.12) имеют вид

ϑ(x, t) = λt+ C1

∫
dx

a(x)
+ C2, b(x) =

λ

C1
a(x), c(x) = − kC2

1

a(x)
, (2.7.3.13)

где a(x) — произвольная функция, C1, C2, λ— произвольные постоянные. По-
следние два уравнения в (2.7.3.12) дают функции

g(u) = 1, ζ(u) = ±f(u)
(
2k

∫
f(u)h(u) du + C3

)−1/2

, (2.7.3.14)

где f = f(u) и h = h(u)— произвольные функции, C3 — произвольная постоян-
ная.

Положив C1 = 1 в (2.7.3.13) и (2.7.3.14), получим уравнение

ut = [a(x)f(u)ux]x + λa(x)ux − k

a(x)
h(u), (2.7.3.15)

где a(x), f(u), h(u) — произвольные функции, k и λ— произвольные постоян-
ные. Это уравнение допускает два точных решения:

±
∫
f(u)

(
2k

∫
f(u)h(u) du+ C3

)−1/2

du = λt+

∫
dx

a(x)
+ C2, (2.7.3.16)

где C2 и C3 — произвольные постоянные.
Решение 3. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, положив

Φ1 = −k1Φ5, Φ2 = −k2Φ5, Φ4 = −k3Φ5;

Ψ3 = 0, Ψ5 = k1Ψ1 + k2Ψ2 + k3Ψ4,
(2.7.3.17)

где k1, k2, k3 — произвольные постоянные. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.17),
имеем

ϑt = k1c, (aϑx)x = −k2c, bϑx = −k3c;
(f/ζ)′u = 0, hζ = k1 + k2f + k3g.

(2.7.3.18)

Решение переопределенной системы, состоящей из первых трех уравнений
(2.7.3.18), можно представить в виде

ϑ(x, t) = c0k1t− c0k2

∫
x dx

a(x)
− C1

∫
dx

a(x)
+ C2,

b(x) =
c0k3a(x)

c0k2x+C1
, c(x) = c0,

(2.7.3.19)
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где a(x)— произвольная функция, а c0, C1, C2 — произвольные постоянные. Из
последних двух уравнений (2.7.3.18) получим

h =
k1
f

+ k2 + k3
g

f
, ζ = f, (2.7.3.20)

где f = f(u) и g = g(u)— произвольные функции.
При c0 = k3 = 1 формулы (2.7.3.19) и (2.7.3.20) приводят к уравнению

ut = [a(x)f(u)ux]x +
a(x)

k2x+C1
g(u)ux +

k1 + k2f(u) + g(u)

f(u)
,

которое имеет решение типа обобщенной бегущей волны
∫
f(u) du = k1t− k2

∫
x dx

a(x)
− C1

∫
dx

a(x)
+C2.

Решение 4. Уравнение (2.7.3.4) удовлетворяется, если положить

Φ1 = −Φ5, Φ2 = −kΦ4;

Ψ1 = Ψ5, kΨ2 = Ψ4, Ψ3 = 0,
(2.7.3.21)

где k— произвольная постоянная. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.21), получим

ϑt = c, (aϑx)x = −kbϑx;
hζ = 1, kf = g, (f/ζ)′u = 0.

(2.7.3.22)

Общее решение переопределенной системы, состоящей из первых двух
уравнений (2.7.3.22), имеет вид

ϑ(x, t) = c(x)t + s(x),

c(x) = C1

∫
exp

(
−k

∫
b

a
dx

)
dx

a
+ C2,

s(x) = C3

∫
exp

(
−k

∫
b

a
dx

)
dx

a
+ C4,

(2.7.3.23)

где a = a(x) и b = b(x) — произвольные функции, а C1, C2, C3, C4 — произ-
вольные постоянные. Решение системы, состоящей последних трех уравнений
(2.7.3.22), определяется формулами

g = kf, h =
1

f
, ζ = f. (2.7.3.24)

Используя соотношения (2.7.3.23) и (2.7.3.24), получим уравнение

ut = [a(x)f(u)ux]x + kb(x)f(u)ux +
c(x)

f(u)
, (2.7.3.25)

которое допускает точное решение в неявной форме
∫
f(u) du = c(x)t+ s(x). (2.7.3.26)

Здесь a(x), b(x), f(u)— произвольные функции, а функции c(x) и s(x) опреде-
лены в (2.7.3.23).
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◮ Пример 2.78. Подставив C2 = λ, C1 = 0, k = 1 в (2.7.3.23), (2.7.3.25),
(2.7.3.26), приходим к уравнению

ut = [a(x)f(u)ux]x + b(x)f(u)ux +
λ

f(u)
,

которое имеет решение∫
f(u) du = λt+ C3

∫
exp

(
−
∫

b(x)

a(x)
dx

)
dx

a(x)
+ C4.

◭

Решение 5. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, если положить

Φ1 +Φ2 +Φ4 = 0, Φ3 = −kΦ5;

Ψ2 = Ψ1, Ψ4 = Ψ1, kΨ3 = Ψ5,
(2.7.3.27)

где k— произвольная постоянная. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.27), имеем

−ϑt + (aϑx)x + bϑx = 0, aϑ2x = −kc;
f = g = 1, k(f/ζ)′u = hζ.

(2.7.3.28)

Первые два уравнения (2.7.3.28) допускают решение

ϑ(x, t) = λt+

∫
r(x) dx+ C1, b =

λ

r
− (ar)′x

r
, c = − ar2

k
,

где a = a(x) и r = r(x) — произвольные функции, а λ и C1 — произвольные
постоянные. Из последнего уравнения (2.7.3.28) получим kζ−3ζ ′u = −h, что
дает два решения

ζ = ±
(

2

k

∫
hdu+ C2

)−1/2

,

где h = h(u)— произвольная функция и C2 — произвольная постоянная.
Решение 6. Уравнение (2.7.3.4) удовлетворяется, если выполняются соот-

ношения
Φ1 = λΦ5, Φ2 = k1Φ5, Φ4 = k2Φ3;

λΨ1 + k1Ψ2 +Ψ5 = 0, Ψ3 = −k2Ψ4,
(2.7.3.29)

где k1, k2, λ— произвольные постоянные. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.29), по-
лучим

ϑt = −λc, (aϑx)x = k1c, bϑx = k2aϑ
2
x;

λ+ k1f + hζ = 0, (f/ζ)′u = −k2g.
(2.7.3.30)

Решения первых трех уравнений (2.7.3.30) имеют вид

ϑ(x, t) = −λt+ k1

∫
x dx

a(x)
+ C1

∫
dx

a(x)
+ C2,

b(x) = k2(k1x+ C1), c(x) = 1,
(2.7.3.31)

где a(x) — произвольная функция, а C1 и C2 — произвольные постоянные. Ре-
шения последних двух уравнений (2.7.3.30) определяются формулами

h =
k1f + λ

f

(
k2

∫
g du+C3

)
, ζ = −f

(
k2

∫
g du+ C3

)−1

, (2.7.3.32)
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где f = f(u) и g = g(u) — произвольные функции, а C3 — произвольная
постоянная.

Положив k1 = k и k2 = 1 в (2.7.3.31) и (2.7.3.32), приходим к уравнению

ut=[a(x)f(u)ux]x+(kx+C1)g(u)ux+
kf(u) + λ

f(u)
G(u), G(u)=

∫
g(u) du+C3,

где a(x), f(u), g(u) — произвольные функции, а C1, C3, k, λ— произвольные
постоянные. Это уравнение допускает точное решение в неявном виде

∫
f(u)

G(u)
du = λt− k

∫
x dx

a(x)
− C1

∫
dx

a(x)
− C2. (2.7.3.33)

Решение 7. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, положив

Φ2 = k1Φ5, Φ3 = −k22Φ1, Φ4 = −k3Φ1;

Ψ5 = −k1Ψ2, Ψ1 − k22Ψ3 − k3Ψ4 = 0,
(2.7.3.34)

где k1, k2, k3 — произвольные постоянные. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.34),
имеем

(aϑx)x = k1c, aϑ2x = k22ϑt, bϑx = k3ϑt;

hζ = −k1f, 1− k22(f/ζ)
′
u − k3g = 0.

(2.7.3.35)

Решения первых трех уравнений (2.7.3.35) можно представить в виде

ϑ(x, t)=λt+k2
√
λ

∫
dx√
a
+C1, b(x)=

k3
k2

√
λa, c(x)=

k2
√
λ

2k1

a′x√
a
, (2.7.3.36)

где a = a(x) — произвольная функция, а C1 и λ— произвольные постоянные.
Решения последних двух уравнений (2.7.3.35) определяются формулами

g =
1

k3

(
1 +

k22
k1
h′u

)
, ζ = −k1 fh , (2.7.3.37)

где f = f(u) и h = h(u)— произвольные функции.
Положив k1= k3=1, k2=1/

√
λ, C2=−C в (2.7.3.36) и (2.7.3.37), приходим

к уравнению

ut = [a(x)f(u)ux]x +
√
a(x) [λ+ h′u(u)]ux +

1

2

a′x(x)
√

a(x)
h(u), (2.7.3.38)

которое содержит три произвольные функции a(x), f(u), h(u) и имеет точное
решение ∫

f(u)

h(u)
du = −λt−

∫
dx

√

a(x)
+ C. (2.7.3.39)

Решение 8. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, положив

Φ1 = −k1Φ4, Φ2 = −k2Φ4, Φ3 = −Φ5;

Ψ4 = k1Ψ1 + k2Ψ2, Ψ3 = Ψ5,
(2.7.3.40)
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где k1 и k2 — произвольные постоянные. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.40), при-
ходим к уравнениям

ϑt = k1bϑx, (aϑx)x = −k2bϑx, aϑ2x = −c;
g = k1 + k2f, (f/ζ)′u = hζ.

(2.7.3.41)

Интегрируя первые три уравнения (2.7.3.41), получим

ϑ(x, t) = λt− k2λ

k1

∫
x+C1

a(x)
dx+ C2,

b(x) = − a(x)

k2(x+ C1)
, c(x) = − k22λ

2(x+ C1)
2

k21a(x)
,

(2.7.3.42)

где a(x) — произвольная функция, а C1, C2, λ — произвольные постоянные.
Последние два уравнения (2.7.3.41) имеют решения

g(u) = k1 + k2f(u), ζ(u) = ±f(u)
(
2

∫
f(u)h(u) du + C3

)−1/2

, (2.7.3.43)

где f = f(u) и h = h(u) — произвольные функции, а C3 — произвольная
постоянная.

Подставив C1 = s, k1 =−1, k2 = k, λ= k в (2.7.3.42) и (2.7.3.43), приходим
к уравнению

ut = [a(x)f(u)ux]x − a(x)

x+ s
[k + f(u)]ux − (x+ s)2

a(x)
h(u), (2.7.3.44)

где a(x), f(u), h(u)— произвольные функции, а k и s— произвольные постоян-
ные. Это уравнение допускает точные решения

±
∫
f(u)

(
2

∫
f(u)h(u) du + C3

)−1/2

du = kt−
∫

x+ s

a(x)
dx+ C2,

где C2 и C3 — произвольные постоянные.

◮ Пример 2.79. В частном случае k = −1, f(u) = 1, s = 0 уравнение
(2.7.3.44) упрощается:

ut = [a(x)ux]x − x2

a(x)
h(u).

С точностью до переобозначения функции h это уравнение совпадает с
(2.5.3.13). ◭

◮ Пример 2.80. Положив h(u) = 0, C3 = 0, s = 0 в (2.7.3.44) и переобо-
значив a(x) на xa(x), получим уравнение

ut = [xa(x)f(u)ux]x − a(x)[k + f(u)]ux,

которое допускает решения

±
∫
f(u) du = kt−

∫
dx

a(x)
+ C2.

◭
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Решение 9. Уравнение (2.7.3.4) удовлетворяется, если имеют место соотно-
шения

Φ1 +Φ3 + k1Φ4 +Φ5 = 0, Φ2 + k2Φ4 = 0;

Ψ3 = Ψ1, Ψ4 = k1Ψ1 + k2Ψ2, Ψ5 = Ψ1,
(2.7.3.45)

где k1 и k2 — произвольные постоянные. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.45), полу-
чим уравнения

−ϑt + aϑ2x + k1bϑx + c = 0, (aϑx)x + k2bϑx = 0;

(f/ζ)′u = 1, g = k1 + k2f, hζ = 1.
(2.7.3.46)

В частном случае k1 = k2 = 0 решение системы (2.7.3.46) приводит к
уравнению

ut = [a(x)f(u)ux]x +
[
λ− β2

a(x)

]
u

f(u)
, (2.7.3.47)

где a(x) и f(u)— произвольные функции, а β и λ— произвольные постоянные.
Это уравнение допускает два точных решения

∫
f(u)

u
du = λt± β

∫
dx

a(x)
+ C1. (2.7.3.48)

Решение 10. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, положив

Φ1 = −k1Φ5, Φ2 = −k2Φ3, Φ4 = −k3Φ5;

Ψ5 = k1Ψ1 + k3Ψ4, Ψ3 = k2Ψ2,
(2.7.3.49)

где k1, k2, k3 — произвольные постоянные. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.49),
приходим к уравнениям

ϑt = k1c, (aϑx)x = −k2aϑ2x, bϑx = −k3c;
hζ = k1 + k3g, (f/ζ)′u = k2f.

(2.7.3.50)

Решения первых трех уравнений (2.7.3.50) имеют вид

ϑ(x, t) = k1t+
1

k2
ln

(
k2

∫
dx

a(x)
+ C1

)
+ C2,

b(x) = −k3a(x)
(
k2

∫
dx

a(x)
+ C1

)
, c(x) = 1,

(2.7.3.51)

где a(x) — произвольная функция, а C1 и C2 — произвольные постоянные. Ре-
шения последних двух уравнений (2.7.3.50) определяются формулами

h(u) =
k1 + k3g(u)

f(u)

[
k2

∫
f(u) du+ C3

]
,

ζ(u) = f(u)

[
k2

∫
f(u) du+ C3

]−1

,

(2.7.3.52)

где f(u) и g(u)— произвольные функции, а C3 — произвольная постоянная.
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В частности, положив a(x) = xn, C1 = C2 = 0, C3 =m, k1 = k, k2 = 1− n,
k3 = 1 в (2.7.3.51) и (2.7.3.52), получим уравнение

ut = [xnf(u)ux]x − xg(u)ux +
k + g(u)

f(u)

[
(1− n)

∫
f(u) du+m

]
.

Решение 11. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, используя соотно-
шения

Φ3 = Φ1, Φ4 = k1Φ1 + k2Φ2, Φ5 = Φ1;

Ψ1 +Ψ3 + k1Ψ4 +Ψ5 = 0, Ψ2 + k2Ψ4 = 0,
(2.7.3.53)

где k1 и k2 — произвольные постоянные. Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.53), имеем

aϑ2x = −ϑt, bϑx = −k1ϑt + k2(aϑx)x, c = −ϑt;
1 + (f/ζ)′u + k1g + hζ = 0, f + k2g = 0.

(2.7.3.54)

Первые три уравнения (2.7.3.54) допускают два решения:

ϑ(x, t) = −t±
∫

dx√
a
+ C1, b(x) = ±k1

√
a+

1

2
k2a

′
x, c(x) = 1, (2.7.3.55)

где a= a(x)—произвольная функция, а C1 —произвольная постоянная (в обеих
формулах верхние и нижние знаки берутся одновременно).

Из последнего уравнения (2.7.3.54) имеем g = −f/k2. Тогда предпоследнее
уравнение, которое служит для определения функции ζ , преобразуется в урав-
нение Абеля второго рода

ξξ′u +
(
1− k1

k2
f
)
ξ + fh = 0, ζ = f/ξ. (2.7.3.56)

Положив k1 = ±k и k2 = 1 в (2.7.3.55) и (2.7.3.56), получим уравнение

ut = [a(x)f(u)ux]x −
[
k
√
a(x) + 1

2 a
′
x(x)

]
f(u)ux + h(u),

которое имеет два точных решения типа обобщенной бегущей волны в неявном
виде

∫
f(u)

ξ(u)
du = −t±

∫
dx

√

a(x)
+ C1, (2.7.3.57)

где функция ξ = ξ(u) удовлетворяет уравнению Абеля

ξξ′u + [1∓ kf(u)]ξ + f(u)h(u) = 0.

Много точных решений уравнения Абеля для различных функций f(u) и
h(u) описаны в [285, 288].

Замечание 2.66. В уравнении (2.7.3.2) иногда полезно делать преобразования
искомой функции ϑ = ϑ(x, t).
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Проиллюстрируем это замечание на конкретных примерах.
Решение 12. Положим a= b= c=1 в (2.7.3.2), а затем сделаем подстановку

ϑ = ϑ̄+ αx+ βt, (2.7.3.58)

где α и β — свободные параметры. В результате получим

−ϑ̄t + ϑ̄xxf + (ϑ̄x + α)2
(
f

ζ

)′
u
+ ϑ̄xg − β + αg + hζ = 0. (2.7.3.59)

Ниже приводятся три решения уравнения (2.7.3.59), которые приводят к
различным решениям исходного УрЧП (2.7.3.1).

1◦. Частное решение уравнения (2.7.3.59) ищем в виде

ϑ̄ = C1e
λt+γx + C2, ζ = f, (2.7.3.60)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Подставив (2.7.3.60) в (2.7.3.59),
имеем

C1(−λ+ γ2f + γg)eλt+γx − β + αg + hζ = 0.

Этому соотношению можно удовлетворить, если положить

−λ+ γ2f + γg = 0, −β + αg + hζ = 0.

Отсюда, учитывая второе равенство в (2.7.3.60), получим

g =
λ

γ
− γf, h = αγ +

(
β − αλ

γ

)
1

f
, ζ = f.

Таким образом, приходим к уравнению

ut = [f(u)ux]x +
[
λ

γ
− γf(u)

]
ux + αγ +

(
β − αλ

γ

)
1

f(u)
, (2.7.3.61)

которое зависит от произвольной функции f = f(u) и допускает точное реше-
ние в неявном виде ∫

f(u) du = αx+ βt+ C1e
λt+γx + C2. (2.7.3.62)

Положив λ/γ = σ, β− (αλ/γ) = µ, αγ = ε в (2.7.3.61) и (2.7.3.62), получим
более компактное уравнение

ut = [f(u)ux]x + [σ − γf(u)]ux + ε+
µ

f(u)
,

которое имеет точное решение∫
f(u) du =

ε

γ
x+

(
µ+

εσ

γ

)
t+ C1e

γσt+γx + C2.

2◦. При g ≡ 0 и произвольной f = f(u) уравнение (2.7.3.59) допускает
стационарное частное решение

ϑ̄ = −kx2 + C, h =
β

f
+ 2k, ζ = f (C , k— произвольные постоянные),

которое приводит к УрЧП:

ut = [f(u)ux]x + 2k +
β

f(u)
. (2.7.3.63)

Отметим, что уравнение (2.7.3.63) является частным случаем уравнения
(2.5.3.9) и имеет решение

∫
f(u) du = −kx2 + αx+ βt+ C .



236 2. МЕТОДЫ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ

3◦. При g ≡ 0 и α = 0 уравнение (2.7.3.59) допускает другое стационарное
частное решение

ϑ̄ = ln(C1x+ C2), h = β
F

f
, ζ =

f

F
, F =

∫
f(u) du,

которое соответствует частному случаю уравнения (2.5.3.87).
Решение 13. В уравнении (2.7.3.2) положим ζ = f , а затем сделаем преоб-

разование

ϑ = ϑ̄+ βt+ k

∫
dx

a(x)
, (2.7.3.64)

где β и k— свободные параметры. В результате получим

−ϑ̄t + (aϑ̄x)xf + bϑ̄xg − β + k
b

a
g + cfh = 0. (2.7.3.65)

Ищем стационарное решение ϑ̄ = ϑ̄(x) уравнения (2.7.3.65). В этом случае,
используя принцип расщепления, можно положить

g = −µf + λ, h = γ + (σ/f),

(aϑ̄′x)
′
x − µbϑ̄′x + cγ − kµ(b/a) = 0,

bλϑ̄′xg + σ − β + kλ(b/a) = 0,

(2.7.3.66)

где µ, λ, γ, σ—произвольные постоянные. Система уравнений (2.7.3.66) допус-
кает решение

λ = 0, γ = kµ, σ = β, g(u) = −µf(u), h(u) = kµ+
β

f(u)
,

ϑ̄(x) = C1

∫
eµx

a(x)
dx+C2, b(x) = a(x), c(x) = 1,

где C1, C2, µ—произвольные постоянные. Учитывая связь (2.7.3.64), приходим
к уравнению

ut = [a(x)f(u)ux]x − µa(x)f(u)ux + σ +
β

f(u)
,

которое имеет точное решение
∫
f(u) du = βt+

σ

µ

∫
dx

a(x)
+ C1

∫
eµx

a(x)
dx+ C2.

Решение 14. Ищем частное решение уравнения (2.7.3.65) в виде произве-
дения функций разных аргументов

ϑ̄ = eλtξ(x). (2.7.3.67)

В результате приходим к уравнениям

−λξ + (aξ′x)
′
xf + bξ′xg = 0,

−β + k
b

a
g + cfh = 0.

(2.7.3.68)
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При g = const, получим f = const и h= const, что соответствует линейному
уравнению. Поэтому далее предполагаем, что g 6= const.

Первое уравнение в (2.7.3.68) удовлетворяется, если положить

(aξ′x)
′
x −Abξ′x = 0, Bbξ′x − λξ = 0, g = B −Af, (2.7.3.69)

где A и B—произвольные постоянные (A 6=0). Первые два уравнения (2.7.3.69)
содержат три функции a = a(x), b = b(x), ξ = ξ(x), одну из которых можно
задать произвольным образом.

Считая функцию ξ = ξ(x) в (2.7.3.69) заданной, находим

a =
1

ξ′x

(
Aλ

B

∫
ξ dx+ C1

)
, b =

λξ

Bξ′x
. (2.7.3.70)

Считая функцию b(x) заданной, решения первых двух уравнений (2.7.3.69)
можно представить в виде

a(x) = b(x) exp

(
− λ

B

∫
dx

b(x)

)[
A

∫
exp

(
λ

B

∫
dx

b(x)

)
dx+ C1

]
,

ξ(x) = C2 exp

(
λ

B

∫
dx

b(x)

)
,

(2.7.3.71)

где C1 и C2 — произвольные постоянные (C2 6= 0).
В частности, положив в (2.7.3.71) B = 1 и b(x) = 1, имеем

a(x) =
A

λ
+ C1e

−λx, ξ(x) = C2e
λx,

а при B = 1 и b(x) = x получим

a(x) =
A

λ+ 1
x2 +C1x

1−λ, ξ(x) = C2x
λ.

Последнему уравнению в (2.7.3.68) можно удовлетворить в двух случаях,
которые рассматриваются ниже.

1◦. При β = 0 решение последнего уравнения в (2.7.3.68) определяется
формулами

c(x) = k
b(x)

a(x)
, h(u) = A− B

f(u)
,

при выводе которых использовалось последнее соотношение в (2.7.3.69). В
итоге получим, что уравнение

ut = [a(x)f(u)ux]x + b(x)[B −Af(u)]ux + k
b(x)

a(x)

[
A− B

f(u)

]
,

где b(x) и f(u)— произвольные функции, а a= a(x) выражается через b= b(x)
по первой формуле из (2.7.3.71), допускает решение

∫
f(u) du = k

∫
dx

a(x)
+ C2e

λt exp

(
λ

B

∫
dx

b(x)

)
.
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2◦. При k = 0 решение последнего уравнения (2.7.3.68) имеет вид

c(x) = 1, h(u) =
β

f(u)
.

В результате приходим к уравнению

ut = [a(x)f(u)ux]x + b(x)[B −Af(u)]ux +
β

f(u)
,

где b(x) и f(u)— произвольные функции, а a= a(x) выражается через b= b(x)
по первой формуле из (2.7.3.71). Это уравнение допускает решение

∫
f(u) du = βt+ C2e

λt exp

(
λ

B

∫
dx

b(x)

)
.

Решение 15. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, если положить Φi
(i = 1, 2, 3, 4) пропорциональными Φ5. Имеем

Φ1 = k1Φ5, Φ2 = k2Φ5, Φ3 = k3Φ5, Φ4 = k4Φ5,

k1Ψ1 + k2Ψ2 + k3Ψ3 + k4Ψ4 +Ψ5 = 0.
(2.7.3.72)

Подставив (2.7.3.3) в (2.7.3.72), получим

ϑt = −k1c, (aϑx)x = k2c, aϑ2x = k3c, bϑx = k4c;

k1 + k2f + k3(f/ζ)
′
u + k4g + hζ = 0.

(2.7.3.73)

Рассмотрим два случая.

1◦. Простейшее решение первых четырех уравнений (2.7.3.73) записывает-
ся так:

a(x) = b(x) = c(x) = 1, θ(x, t) = −k1t+ k4x+ C1, k2 = 0, k3 = k24

и приводит к решению типа бегущей волны уравнения (2.7.3.1) (это решение
здесь не обсуждается).

2◦. Первые четыре уравнения (2.7.3.73) также допускают другое решение

a(x) = x2, b(x) = x, c(x) = 1,

ϑ(x, t) = −k1t+ k2 lnx+ C1, k3 = k22, k4 = k2.
(2.7.3.74)

Полагая k = k1 и k2 = 1 в (2.7.3.74) и используя последнее уравнение в
(2.7.3.73), приходим к уравнению реакционно-диффузионного типа

ut = [x2f(u)ux]x + xg(u)ux + h(u), (2.7.3.75)

где

h(u) = − ξ(u)

f(u)

[
k + f(u) + g(u) + ξ′u(u)

]
, ξ(u) =

f(u)

ζ(u)
, (2.7.3.76)

а f = f(u), g = g(u), ξ = ξ(u) — произвольные функции. Это уравнение
допускает точное инвариантное решение

∫
f(u)

ξ(u)
du = −kt+ lnx+ C1. (2.7.3.77)
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Замечание 2.67. Инвариантное решение (2.7.3.77) уравнения (2.7.3.75) можно ис-
кать в явном виде u = U(z), z = −kt+ lnx (в этом случае соотношение (2.7.3.76) не
используется). Функция U(z) описывается ОДУ:

[f(U)U ′

z]
′

z + [f(U) + g(U) + k]U ′

z + h(U) = 0.

Решение 16. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, если использовать
линейные соотношения

Φ1 = k1Φ4 + k2Φ5, Φ2 = −k3Φ3;

Ψ3 = k3Ψ2, Ψ4 = −k1Ψ1, Ψ5 = −k2Ψ1,
(2.7.3.78)

где k1, k2, k3 — произвольные постоянные. В результате получим уравнения

ϑt = −k1bϑx − k2c, (aϑx)x = −k3aϑ2x;
(f/ζ)′u = k3f, g = −k1, hζ = −k2.

(2.7.3.79)

Решения первых двух уравнений (2.7.3.79) имеют вид

ϑ(x, t) = λt+
1

k3
ln

(
k3

∫
dx

a(x)
+ C1

)
+ C2,

b(x) = − k2c(x) + λ

k1
a(x)

(
k3

∫
dx

a(x)
+ C1

)
,

(2.7.3.80)

где c(x) и c(x) — произвольные функции, а C1 и C2 — произвольные постоян-
ные. Из последних трех уравнений (2.7.3.79) находим

h(u) = − k2
f(u)

(
k3

∫
f(u) du+ C3

)
, ζ(u) = f(u)

(
k3

∫
f(u) du+ C3

)−1

.

(2.7.3.81)
Подставив C1 = C3 = 0 и k3 = 1 в (2.7.3.80) и (2.7.3.81), приходим к

уравнению

ut = [a(x)f(u)ux]x + a(x)[c(x) + λ]

(∫
dx

a(x)

)
ux − c(x)

f(u)

∫
f(u), (2.7.3.82)

которое имеет решение
∫
f(u) du = C4e

λt

∫
dx

a(x)
, (2.7.3.83)

где C4 —произвольная постоянная. При выводе формулы (2.7.3.83) использова-
лось равенство

∫
f

(∫
f(u) du+ C3

)−1

du = ln

(∫
f(u) du+ C3

)
+ const.

Отметим, что диффузионный член [a(x)f(u)ux]x уравнения (2.7.3.82) обраща-
ются в нуль на решении (2.7.3.83) (хотя uxx 6≡ 0).
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Поиск точных решений с помощью эквивалентных уравнений. Исполь-
зуя соображения, изложенные в разд. 2.7.2, получим теперь несколько дру-
гих точных решений уравнения (2.7.1.1). Для этого вместо (2.7.1.4) — (2.7.1.5),
будем рассматривать эквивалентные дифференциальные уравнения, которые
сводятся к (2.7.1.4) — (2.7.1.5) на множестве функций, удовлетворяющих соот-
ношению (2.7.1.2).

Решение 17. Вернемся к классу реакционно-диффузионных уравнений вида
(2.7.3.1). Сделав подстановку (2.7.1.2), вместо уравнения (2.7.3.2) рассмотрим
более сложное уравнение

−eλϑe−λZϑt + (aϑx)xf + aϑ2x

(
f

ζ

)′
u
+ bϑxg + chζ = 0, (2.7.3.84)

где Z =
∫
ζ du и λ— произвольная постоянная. Уравнения (2.7.3.2) и (2.7.3.84)

эквивалентны, поскольку в силу преобразования (2.7.1.2) справедливо соотно-
шение ϑ = Z .

Уравнение (2.7.3.84) можно представить в билинейной форме (2.7.3.4), где

Φ1 = −eλϑϑt, Φ2 = (aϑx)x, Φ3 = aϑ2x, Φ4 = bϑx, Φ5 = c;

Ψ1 = e−λZ , Ψ2 = f, Ψ3 = (f/ζ)′u, Ψ4 = g, Ψ5 = hζ.
(2.7.3.85)

Как и ранее, уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить с помощью соотно-
шений (2.7.3.5). Подставив (2.7.3.85) в (2.7.3.5), приходим к уравнениям

eλϑϑt = c, (aϑx)x = 0, kaϑ2x = −bϑx;
hζ = e−λZ , (f/ζ)′u = kg,

(2.7.3.86)

которые при λ = 0 совпадают с (2.7.3.6). Решение переопределенной системы,
состоящей из первых трех уравнений (2.7.3.86), имеет вид

ϑ(x, t) =
1

λ
ln(t+ C2)− b0

k

∫
dx

a(x)
+ C1,

b(x) = b0, c(x) =
1

λ
exp

(
− b0λ

k

∫
dx

a(x)
+ C1λ

)
,

(2.7.3.87)

где a(x) — произвольная функция, а b0, C1, C2, k, λ — произвольные посто-
янные. Решение системы, состоящей из последних двух уравнений (2.7.3.86),
определяется формулами

ζ(u) =
f(u)

kG(u) + C2
, h(u) =

1

ζ(u)
exp

(
−λ

∫
ζ(u) du

)
, G(u) =

∫
g(u) du,

(2.7.3.88)

где f(u) и g(u)— произвольные функции.
Решение 18. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, используя соотно-

шения (2.7.3.17). Подставив (2.7.3.85) в (2.7.3.17), получим

eλϑϑt = k1c, (aϑx)x = −k2c, bϑx = −k3c;
(f/ζ)′u = 0, hζ = k1e

−λZ + k2f + k3g.
(2.7.3.89)
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Решение переопределенной системы, состоящей из первых трех уравнений
(2.7.3.89), имеет вид

ϑ(x, t) =
1

λ
ln[k1(λt+ C1)c(x)],

a(x) =
c(x)

c′x(x)

(
C2 − k2λ

∫
c(x) dx

)
, b(x) = − k3λc

2(x)

c′x(x)
,

где c(x) — произвольная функция (отличная от константы), а C1, C2, λ— про-
извольные постоянные. Решения последних двух уравнений (2.7.3.89) выража-
ются по формулам

h(u) =
1

f(u)

[
k1 exp

(
−λ

∫
f(u) du

)
+ k2f(u) + k3g(u)

]
, ζ(u) = f(u),

где f = f(u) и g = g(u)— произвольные функции.
Решение 19. Как и ранее, уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить с по-

мощью соотношений (2.7.3.21). Подставив (2.7.3.85) в (2.7.3.21), получим

eλϑϑt = c, (aϑx)x = −kbϑx;
hζ = e−λZ , kf = g, (f/ζ)′u = 0.

(2.7.3.90)

Решение переопределенной системы, состоящей из первых двух уравнений
(2.7.3.90), записывается так:

ϑ(x, t) =
1

λ
ln(t+ C1) + C2

∫
exp

(
−k

∫
b

a
dx

)
dx

a
+ C3,

c(x) =
1

λ
exp

[
C2λ

∫
exp

(
−k

∫
b

a
dx

)
dx

a
+ C3λ

]
,

где a = a(x) и b = b(x) — произвольные функции, а C1, C2, C3, k, λ —
произвольные постоянные. Система из трех последних уравнений (2.7.3.90)
имеет решение

g = kf, h =
1

mf
exp

(
−mλ

∫
f du

)
, ζ = mf,

где m 6= 0— произвольная постоянная.
Решение 20. Подставив (2.7.3.85) в (2.7.3.72), приходим к уравнениям

eλϑϑt = −k1c, (aϑx)x = k2c, aϑ2x = k3c, bϑx = k4c;

k1e
−λZ + k2f + k3(f/ζ)

′
u + k4g + hζ = 0.

(2.7.3.91)

Первые четыре уравнения системы (2.7.3.91) допускают точное решение
при функциональных коэффициентах экспоненциального вида:

a(x) = b(x) = c(x) = eλx, ϑ(x, t) =
1

λ
ln t+ x,

k1 = − 1

λ
, k2 = λ, k3 = k4 = 1.
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С помощью последнего уравнения (2.7.3.91) получим нелинейное УрЧП:

ut = [eλxf(u)ux]x + eλxg(u)ux + eλxh(u), (2.7.3.92)

где

h(u) = − 1

ζ

[
− 1

λ
e−λZ + λf +

(
f

ζ

)′

u
+ g

]
, Z =

∫
ζ du, (2.7.3.93)

а f = f(u), g = g(u), ζ = ζ(u)— произвольные функции. Уравнение (2.7.3.92)
имеет точное инвариантное решение

∫
ζ(u) du =

1

λ
ln t+ x. (2.7.3.94)

Замечание 2.68. Инвариантное решение (2.7.3.94) уравнения (2.7.3.92) можно ис-
кать в явном виде u = U(z), z = 1

λ ln t + x (в этом случае соотношение (2.7.3.93) не
используется). Функция U(z) описывается ОДУ:

1

λ
U ′

z = [eλzf(U)U ′

z]
′

z + eλzg(U)U ′

z + eλzh(U).

Решение 21. Первые четыре уравнения системы (2.7.3.91) допускают точ-
ное решение также при функциональных коэффициентах степенного вида:

a(x) = xn, b(x) = xn−1, c(x) = xn−2, ϑ(x, t) =
1

n− 2
ln t+ lnx,

λ = n− 2, k1 = − 1

n− 2
, k2 = n− 1, k3 = k4 = 1.

Используя последнее уравнение (2.7.3.91), приходим к нелинейному УрЧП:

ut = [xnf(u)ux]x + xn−1g(u)ux + xn−2h(u), (2.7.3.95)

где

h(u) = − 1

ζ

[
− 1

n− 2
e−(n−2)Z + (n− 1)f +

(
f

ζ

)′

u
+ g

]
, Z =

∫
ζ du,

(2.7.3.96)

а f = f(u), g = g(u), ζ = ζ(u)— произвольные функции. Уравнение (2.7.3.95)
имеет автомодельное решение

∫
ζ(u) du =

1

n− 2
ln t+ lnx. (2.7.3.97)

Замечание 2.69. Автомодельное решение (2.7.3.97) уравнения (2.7.3.95) можно
искать в стандартном виде u = U(z), z = xt1/(n−2) (в этом случае соотношение
(2.7.3.96) не используется). Функция U(z) описывается ОДУ:

1

n− 2
zU ′

z = [znf(U)U ′

z]
′

z + zn−1g(U)U ′

z + zn−2g(U).
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Решение 22. Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить, если положить Ψi

(i = 1, 3, 4, 5) пропорциональными Ψ2. В результате имеем

Ψ1 = k1Ψ2, Ψ3 = k2Ψ2, Ψ4 = k3Ψ2, Ψ5 = k4Ψ2,

k1Φ1 +Φ2 + k2Φ3 + k3Φ4 + k4Φ5 = 0.
(2.7.3.98)

Подставив (2.7.3.85) в (2.7.3.98), приходим к уравнениям

e−λZ = k1f, (f/ζ)′u = k2f, g = k3f, hζ = k4f,

−k1eλϑϑt + (aϑx)x + k2aϑ
2
x + k3bϑx + k4c = 0.

(2.7.3.99)

Первые четыре уравнения системы (2.7.3.99) допускают точное решение
при функциональных коэффициентах экспоненциального вида:

f(u) = g(u) = h(u) = e−λu, ζ = 1, Z = u;

k1 = k3 = k4 = 1, k2 = −λ.

В этом случае получим нелинейное уравнение диффузионного типа

ut = [a(x)eβuux]x + b(x)eβuux + c(x)eβu, λ = −β, (2.7.3.100)

которое имеет точное решение с аддитивным разделением переменных

u = − 1

β
ln t+ η(x), (2.7.3.101)

где функция η = η(x) описывается ОДУ:

− 1

β
= [a(x)eβηη′x]

′
x + b(x)eβηη′x + c(x)eβη . (2.7.3.102)

Уравнения (2.7.3.100) и (2.7.3.102) содержат три произвольные функции
a(x), b(x), c(x).

Отметим, что уравнение (2.7.3.102) подстановкой ξ = eβη приводится к
линейному ОДУ второго порядка

[a(x)ξ′x]
′
x + b(x)ξ′x + βc(x)ξ + 1 = 0.

Решение 23. Первые четыре уравнения системы (2.7.3.99) допускают точ-
ное решение также при функциональных коэффициентах степенного вида:

f(u) = un, g(u) = un, h(u) = un+1, ζ(u) = 1/u, Z = lnu,

λ = −n, k1 = k3 = k4 = 1, k2 = n+ 1.

В этом случае решение последнего уравнения в (2.7.3.99) определяется
формулой ϑ = −(1/n) ln t+ η(x), где функция η = η(x) удовлетворяет ОДУ:

1

n
e−nη + (aη′x)

′
x + (n+ 1)a(η′x)

2 + bη′x + c = 0.

В результате приходим к нелинейному УрЧП:

ut = [a(x)unux]x + b(x)unux + c(x)un+1,
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точное решение которого можно представить в виде произведения функций
разных аргументов u = t−1/nξ(x), где функция ξ(x) = eη описывается ОДУ:

[a(x)ξnξ′x]
′
x + b(x)ξnξ′x + c(x)ξn+1 +

1

n
ξ = 0.

Решение 24. Вернемся в классу реакционно-диффузионных уравнений ви-
да (2.7.3.1). Сделав подстановку (2.7.1.2), вместо (2.7.3.2) рассмотрим более
сложное уравнение

−ϑt + (aϑx)xf + aϑ2x

(
f

ζ

)′
u
+ bϑxg + chζ

ϑ

Z
= 0, (2.7.3.103)

где Z=
∫
ζ du. Уравнения (2.7.3.2) и (2.7.3.103) эквивалентны, поскольку ввиду

преобразования (2.7.1.2) справедливо соотношение ϑ = Z .
Уравнение (2.7.3.103) можно представить в билинейной форме (2.7.3.4), где

Φ1=−ϑt, Φ2=(aϑx)x, Φ3= aϑ2x, Φ4= bϑx, Φ5= cϑ;

Ψ1=1, Ψ2= f, Ψ3=(f/ζ)′u, Ψ4= g, Ψ5=hζ/Z.
(2.7.3.104)

Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить с помощью равенств (2.7.3.17).
Подставив (2.7.3.104) в (2.7.3.17), получим

ϑt = k1cϑ, (aϑx)x = −k2cϑ, bϑx = −k3cϑ;
(f/ζ)′u = 0, hζ/Z = k1 + k2f + k3g,

(2.7.3.105)

где k1, k2, k3 —произвольные постоянные. Пусть a= a(x), f = f(u), g = g(u)—
произвольные функции. Тогда решения уравнений (2.7.3.105) имеют вид

b(x) = − k3λ

k1

ω

ω′
x

, c(x) =
λ

k1
= const, ϑ(x, t) = eλtω(x),

h =
1

f
(k1 + k2f + k3g)F, ζ = f, F =

∫
f du,

(2.7.3.106)

где λ — произвольная постоянная, а функция ω = ω(x) является решением
линейного ОДУ второго порядка (aω′

x)
′
x = −(k2λ/k1)ω. В частном случае

a(x)= const и k3 =0 формулы (2.7.3.106) приводят к нелинейному реакционно-
диффузионному уравнению и его решению, которое приведены в [287].

Решение 25. Рассмотрим частный случай

a = b = c = 1, ζ = f. (2.7.3.107)

Ищем решение уравнения (2.7.3.103) при условиях (2.7.3.107) в виде

ϑ = (γx+ δ)eαx+βt. (2.7.3.108)

Подставив (2.7.3.108) в (2.7.3.103) и учитывая (2.7.3.107), получим

γxeαx+βt
[
−β + α2f + αg + (f/F )h

]
+

+ eαx+βt
[
−βδ + (α2δ + 2αγ)f + (αδ + γ)g + δ(f/F )h

]
= 0, (2.7.3.109)
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где F =
∫
f du. Приравнивая выражения в квадратных скобках в (2.7.3.109)

нулю, приходим к уравнениям

−β + α2f + αg + (f/F )h = 0,

−βδ + (α2δ + 2αγ)f + (αδ + γ)g + δ(f/F )h = 0.

Решив эти уравнения относительно g и h, имеем

g = −2αf, h =
(
α2 +

β

f

)
F.

В результате приходим к уравнению

ut = [f(u)ux]x − 2αf(u)ux +
[
α2 +

β

f(u)

] ∫
f(u) du,

которое допускает точное решение
∫
f(u) du = (γx+ δ)eαx+βt,

где γ и δ— произвольные постоянные.
Решение 26. Ищем точное решение уравнения (2.7.3.103) при условиях

(2.7.3.107) в виде

ϑ = Aeαx+βt +Beγx+δt.

Опуская промежуточные выкладки, получим уравнение

ut = [f(u)ux]x +
[
δ − β

γ − α
− (α + γ)f(u)

]
ux +

+
[
αγ +

βγ − αδ

γ − α

1

f(u)

] ∫
f(u) du, (2.7.3.110)

которое имеет решение
∫
f(u) du = Aeαx+βt +Beγx+δt,

где A и B — произвольные постоянные.

◮ Пример 2.81. В частном случае γ = −α, δ = β уравнение (2.7.3.110)
упрощается и принимает вид

ut = [f(u)ux]x +
[
−α2 +

β

f(u)

] ∫
f(u) du,

а его решение выражается формулой
∫
f(u) du = eβt(Aeαx +Be−αx).

◭
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Решение 27. Предполагая, что выполняются условия (2.7.3.107), ищем ре-
шение уравнения (2.7.3.103) в виде

ϑ = Aeαt sin(βx+ σt+ δ),

где A и δ — произвольные постоянные. После перегруппировки слагаемых
получим уравнение

ut = [f(u)ux]x + γux +
[
β2 +

α

f(u)

] ∫
f(u) du,

где γ = σ/β, которое допускает точное решение
∫
f(u) du = Aeαt sin(βx+ βγt+ δ).

Замечание 2.70. В случае (2.7.3.107) уравнение (2.7.3.103) имеет также более
сложное решение вида

ϑ = Aeµx+αt sin(βx + σt+ δ),

которое здесь не обсуждается.

Решение 28. Вместо (2.7.3.103) можно рассматривать более сложное урав-
нение

− ϑn

Zn
ϑt + (aϑx)xf + aϑ2x

(
f

ζ

)′
u
+ bϑxg + chζ

ϑ

Z
= 0, (2.7.3.111)

где Z =
∫
ζ du, а n—произвольная постоянная. Уравнения (2.7.3.2) и (2.7.3.111)

эквивалентны, так как в силу преобразования (2.7.1.2) справедливо соотноше-
ние ϑ = Z .

Уравнение (2.7.3.111) можно представить в билинейной форме (2.7.3.4), где

Φ1=−ϑnϑt, Φ2=(aϑx)x, Φ3=aϑ
2
x, Φ4=bϑx, Φ5=cϑ;

Ψ1=Z
−n, Ψ2=f, Ψ3=(f/ζ)′u, Ψ4=g, Ψ5=hζ/Z.

(2.7.3.112)

Уравнению (2.7.3.4) можно удовлетворить с помощью равенств (2.7.3.17).
Подставив (2.7.3.112) в (2.7.3.17), получим

ϑnϑt = k1cϑ, (aϑx)x = −k2cϑ, bϑx = −k3cϑ;
(f/ζ)′u = 0, hζ/Z = k1Z

−n + k2f + k3g,
(2.7.3.113)

где k1, k2, k3 —произвольные постоянные. Пусть a= a(x), f = f(u), g = g(u)—
произвольные функции. Тогда решения уравнений (2.7.3.113) имеют вид

b(x) = − k3
k1n

ωn+1

ω′
x

, c(x) =
ωn

k1n
, ϑ(x, t) = t1/nω(x),

h =
1

f
(k1F

−n + k2f + k3g)F, ζ = f, F =

∫
f du,

(2.7.3.114)

где функция ω = ω(x) — решение нелинейного ОДУ второго порядка типа
Эмдена — Фаулера:

(aω′
x)

′
x = − k2

k1n
ωn+1. (2.7.3.115)
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Пусть k3 = k1n и k = k2/(k1n). Тогда из соотношений (2.7.3.114) следует,
что нелинейное уравнение реакционно-диффузионного типа

ut = [a(x)f(u)ux]x − ωn+1

ω′
x

g(u)ux + ωn
F (u)

f(u)

[
kf(u) + g(u) +

1

n
F−n(u)

]
,

(2.7.3.116)

где f(u), g(u), a(x) — произвольные функции, k и n— произвольные постоян-
ные, а F (u) =

∫
f(u) du, допускает решение с функциональным разделением

переменных в неявной форме
∫
f(u) du = ω(x)t1/n. (2.7.3.117)

Функция ω = ω(x) в (2.7.3.116) и (2.7.3.117) описывается нелинейным
обыкновенным дифференциальным уравнением

[a(x)ω′
x]

′
x + kωn+1 = 0. (2.7.3.118)

Отметим, что при n = −1 общее решение уравнения (2.7.3.118) определя-
ется формулой

ω = −k
∫

x dx

a(x)
+ C1

∫
dx

a(x)
+ C2,

где C1 и C2 — произвольные постоянные.

◮ Пример 2.82. Положив a(x) = 1 и k = 0 в (2.7.3.116) — (2.7.3.118),
получим уравнение

ut = [f(u)ux]x − xn+1g(u)ux + xn
1

f(u)

[
g(u)F (u) +

1

n
F 1−n(u)

]
, (2.7.3.119)

имеющее неинвариантное автомодельное решение (2.7.3.117), которое обраща-
ет в нуль диффузионный член [f(u)ux]x. ◭

Решение 29. Рассмотрим теперь уравнение

−ϑt + λϑ− λZ + (aϑx)xf + aϑ2x

(
f

ζ

)′
u
+ bϑxg + chζ = 0, (2.7.3.120)

где λ= const, которое в силу (2.7.1.2) (ϑ=Z) эквивалентно уравнению (2.7.3.2).
Уравнение (2.7.3.120) инвариантно относительно преобразования

ϑ = ϑ̄+ C1e
λt, (2.7.3.121)

где C1 — произвольная постоянная.
Легко убедиться, что при постоянных a, b, c, которые без ограничения общ-

ности можно положить равными единице, уравнение (2.7.3.120) имеет частное
решение

ϑ̄ = C2e
βt−µx, g = µf +

λ− β

µ
, h =

λ

f

∫
f du, ζ = f, (2.7.3.122)
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где f = f(u)— произвольная функция, а C2, β, µ— произвольные постоянные.
Учитывая (2.7.3.121), получим уравнение

ut = [f(u)ux]x +
[
µf(u) +

λ− β

µ

]
ux +

λ

f(u)

∫
f(u) du, (2.7.3.123)

которое допускает точное решение в неявном виде
∫
f(u) du = C1e

λt + C2e
βt−µx.

Полагая β = λ − σµ, можно представить уравнение (2.7.3.123) в более
компактной форме

ut = [f(u)ux]x + [µf(u) + σ]ux +
λ

f(u)

∫
f(u) du.

В этом случае его решение имеет вид
∫
f(u) du = C1e

λt + C2e
(λ−σµ)t−µx .

Решение 30. Ищем стационарное частное решение ϑ = ϑ(x) уравнения
(2.7.3.120). В этом случае имеем

aϑ2x = k1ϑ, (aϑx)x = k2, bϑx = k3, c = 1;

λ+ k1(f/ζ)
′
u = 0, −λZ + k2f + k3g + hζ = 0,

(2.7.3.124)

где k1, k2, k3 — произвольные постоянные. Решения первых трех уравнений
(2.7.3.124) при k1k2 6= 0 можно представить в виде

a(x) =
1

C2k1
(k2x+ C3)

2−(k1/k2), b(x) =
k3
C2k1

(k2x+ C3)
1−(k1/k2),

ϑ(x) = C2(k2x+ C3)
k1/k2 ,

(2.7.3.125)
где C2 и C3 — произвольные постоянные. Решение системы, состоящей из
последних двух уравнений (2.7.3.124), записывается следующим образом:

ζ = − k1
λ

f

u+ C4
, h =

λ(u+ C4)

k1f

(
k2f + k3g + k1

∫
f du

u+ C4

)
, (2.7.3.126)

где f = f(u) и g = g(u) — произвольные функции, а C4 — произвольная
постоянная.

Подставив C2 = 1/k, C3 = C4 = 0, k1 = k, k2 = k3 = 1, λ = kσ в (2.7.3.125)
и (2.7.3.126), приходим к уравнению

ut=[x2−kf(u)ux]x+x
1−kg(u)ux+

σu

f(u)

[
f(u)+g(u)+k

∫
f(u)

u
du

]
. (2.7.3.127)

При k 6= 0 уравнение (2.7.3.127) допускает точное решение
∫

f(u)

u
du = Cekσt − σ

k
xk, C = −C1σ, (2.7.3.128)

при построении которого учитывалась инвариантность уравнения (2.7.3.120)
относительно преобразования (2.7.3.121).
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Решение 31. Сначала заметим, что уравнение (2.7.3.120) эквивалентно урав-
нению (2.7.3.2) для любой функции λ= λ(x, t, u). Положив далее λ= p(x)f(u)
и ζ = f(u) в (2.7.3.120), а затем разделив на f = f(u), получим

−ϑt 1f + (aϑx)x + pϑ+ bϑx
g

f
+ ch− pF = 0, (2.7.3.129)

где F =
∫
f(u) du.

Считая функцию f произвольно заданной, ищем функции g и h в виде

g = f
(
k1 + k2

1

f
+ k3F

)
, h = m1 +m2

1

f
+m3F, (2.7.3.130)

где ki иmi—некоторые константы (i=1, 2, 3). Подставив выражения (2.7.3.130)
в (2.7.3.129), приходим к уравнениям

(aϑx)x + pϑ+ k1bϑx +m1c = 0,

−ϑt + k2bϑx +m2c = 0,

−p+ k3bϑx +m3c = 0.

(2.7.3.131)

Уравнения (2.7.3.131) допускают точное решение

k2 = k3 = 0, ϑ = m2c(x)t+ η(x), p = m3c(x), (2.7.3.132)

где три функции a = a(x), b = b(x), c = c(x) связаны одним уравнением

(ac′x)
′
x + k1bc

′
x +m3c

2 = 0, (2.7.3.133)

а функция η описываются линейным ОДУ:

(aη′x)
′
x + k1bη

′
x +m3cη +m1c = 0. (2.7.3.134)

Отметим, что при заданных функциях a и c уравнение (2.7.3.133) является
алгебраическим относительно b, при заданных b и c оно является линейным
ОДУ первого порядка относительно a (которое легко интегрируется), а при
заданных a и b оно является ОДУ второго порядка с квадратичной нелинейно-
стью относительно c.

В итоге получим нелинейное уравнение реакционно-диффузионного типа

ut = [a(x)f(u)ux]x + b(x)f(u)ux + c(x)

[
m1 +

m2

f(u)
+m3

∫
f(u) du

]
,

(2.7.3.135)

где f(u) — произвольная функция. Любые две из трех функций a = a(x),
b = b(x), c = c(x) могут быть заданы произвольно, оставшаяся функция
удовлетворяет уравнению (2.7.3.133) при k1 = 1. Уравнение (2.7.3.135) имеет
точное решение, которое можно представить в неявном виде

∫
f(u) du = m2c(x)t+ η(x),

где функция η(x) определяется ОДУ (2.7.3.134) при k1 = 1.
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Замечание 2.71. Более общее, чем (2.7.3.135) нелинейное УрЧП:

ut = [a(x)f(u)ux]x + b(x)f(u)ux +m(x) +
c(x)

f(u)
+ n(x)

∫
f(u) du,

в котором f = f(u) и m=m(x)—произвольные функции, а четыре функции a= a(x),
b= b(x), c= c(x), n= n(x) связаны одним уравнением (алгебраическим относительно
b, n и дифференциальным относительно a, c)

(ac′x)
′

x + bc′x + cn = 0,

допускает точное решение
∫
f(u) du = c(x)t+ η(x),

где функция η(x) описывается ОДУ:

(aη′x)
′

x + bη′x + nη +m = 0.

Решение 32. Решения уравнения (2.7.3.129) можно искать в виде

g = f
(
k1f

−1 + k2

)
, h = k3f

−1 + k4, F = k5f
−1 + k6, (2.7.3.136)

где kn—некоторые константы; последнее соотношение в (2.7.3.136) служит для
определения функции f . Положив k1 = 0, k2 = 1, k5 = 2, k6 = 0 в (2.7.3.136),
получим f=g=u−1/2, h=k3u1/2+k4, F =2u1/2. Соответствующее нелинейное
уравнение диффузионного типа

ut = [a(x)u−1/2ux]x + b(x)u−1/2ux + c(x)(k3u
1/2 + k4), (2.7.3.137)

где a(x), b(x), c(x) — произвольные функции, а k3 и k4 — произвольные по-
стоянные, имеет точное решение в неявной форме F = ξ(x)t + η(x), которое
можно представить в явном виде

u = 1
4 [ξ(x)t+ η(x)]2. (2.7.3.138)

Здесь функции ξ= ξ(x) и η= η(x) определяются путем решения системы ОДУ:

(aξ′x)
′
x + bξ′x +

1
2 k3cξ − 1

2 ξ
2 = 0,

(aη′x)
′
x + bη′x +

1
2 k3cη − 1

2 ξη + k4c = 0.
(2.7.3.139)

При c(x)=1 первому уравнению (2.7.3.139) можно удовлетворить, положив
ξ(x) = k3.

Замечание 2.72. Более общее, чем (2.7.3.137), уравнение

ut = [a(x)u−1/2ux]x + b(x)u−1/2ux + c(x)u1/2 + d(x) (2.7.3.140)

также допускает точное решение вида (2.7.3.138). В случае d(x)/c(x) = const уравне-
ние (2.7.3.140) принадлежит к рассматриваемому классу УрЧП (2.7.3.1).
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Решение 33. Рассмотрим теперь уравнение

−ϑt + ϑxxf + ϑ2x

(
f

ζ

)′
u
− k

(
f

ζ

)′
u
ϑ+ k

(
f

ζ

)′
u
Z + hζ = 0. (2.7.3.141)

которое в силу (2.7.1.2) эквивалентно уравнению (2.7.3.2) при a= c=1 и b=0.
Точное решение уравнения (2.7.3.141) ищем в виде

ϑ = Ax2 +Bx+ Ce−λt,

где A, B, C , λ константы, подлежащие определению. Опуская промежуточные
выкладки, приходим к уравнению

ut = [f(u)ux]x − 1

2
λu− γ2

u

f(u)
− λ

u

f(u)

∫
f(u)

u
du, (2.7.3.142)

которое имеет два точных решения
∫

f(u)

u
du =

1

4
λx2 ± γx+ βe−λt, (2.7.3.143)

где β, γ, λ— произвольные постоянные.

Замечание 2.73. Используемый метод позволяет получать также другие точные
решения уравнения (2.7.3.1), которое здесь не обсуждаются (напомним, что в этом раз-
деле рассматривались только нелинейные УрЧП достаточно общего вида, зависящие
от произвольных функций).

2.7.4. Обобщенные уравнения пористой среды с нелинейным
источником

Рассматриваемый класс уравнений. Приведение к билинейной форме. Рас-
смотрим класс обобщенных уравнений пористой среды с переменными коэф-
фициентами вида [309]:

ut = [a(x)f(u)umx ]x + b(x)g(u). (2.7.4.1)

При m = 1 это уравнение совпадает с более простым уравнением (2.5.3.1), ко-
торое рассматривалось в разд. 2.5.3. Некоторые решения при m 6=1 приводятся
в работах [150, 202, 204, 287].

Далее будем считать, что a(x) 6≡ 0, f(u) 6≡ 0, b(x) 6≡ 0, g(u) 6≡ 0.
Применяя подход, описанный в разд. 2.7.1, получим несколько точных ре-

шений уравнений вида (2.7.4.1), где два функциональных коэффициента a(x) и
f(u) задаются произвольным образом, а остальные через них выражаются. Как
и ранее, для краткости аргументы функций, фигурирующих в преобразовании
(2.7.1.2) и уравнении (2.7.4.1), часто будут опускаться.

Сделав замену (2.7.1.2), подставим производные (2.7.1.3) в (2.7.4.1) и пере-
группируем слагаемые. В результате получим

−ϑt + (aϑmx )xfζ
1−m + aϑ1+mx (fζ−m)′u + bgζ = 0. (2.7.4.2)
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Уравнение (2.7.4.2) можно представить в билинейной форме (2.7.1.4) при
N = 4:

4∑

n=1

ΦnΨn = 0, (2.7.4.3)

где
Φ1 = −ϑt, Φ2 = (aϑmx )x, Φ3 = aϑ1+mx , Φ4 = b;

Ψ1 = 1, Ψ2 = fζ1−m, Ψ3 = (fζ−m)′u, Ψ4 = gζ.
(2.7.4.4)

Поиск точных решений, исходя из уравнения (2.7.4.2).
Решение 1. Уравнению (2.7.4.3) можно тождественно удовлетворить, если

использовать линейные соотношения

Φ1 = −AΦ4, Φ2 = BΦ4; Ψ3 = 0; Ψ4 = AΨ1 −BΨ2, (2.7.4.5)

где A и B — произвольные постоянные. Подставив (2.7.4.4) в (2.7.4.5), прихо-
дим к уравнениям

ϑt = Ab, (aϑmx )x = Bb; (fζ−m)′u = 0, gζ = A−Bfζ1−m. (2.7.4.6)

Решение системы, состоящей из первых двух уравнений в (2.7.4.6) при m 6=
0, 1, определятся формулами

b(x) =
k

A
, ϑ(x, t) = kt+

∫ (
k

A

Bx+ C1

a(x)

)1/m
dx+ C2, (2.7.4.7)

где a(x) — произвольная функция, а C1, C2, k — произвольные постоянные.
Решения двух других уравнений (2.7.4.6) можно записать в виде

g = Af−1/m −B, ζ = f1/m, (2.7.4.8)

где f = f(u)— произвольная функция. Положив A = k в (2.7.4.7) и (2.7.4.8),
имеем уравнение

ut = [a(x)f(u)umx ]x +
k

f1/m(u)
−B,

которое допускает точное решение типа обобщенной бегущей волны в неявном
виде ∫

f1/m(u) du = kt+

∫ (
Bx+C1

a(x)

)1/m
dx+ C2.

Решение 2. Уравнение (2.7.4.3) удовлетворяется, если положить

Φ1 = −AΦ2, Φ3 = −Φ4; Ψ2 = AΨ1, Ψ3 = Ψ4, (2.7.4.9)

где A— произвольная постоянная. Подставив (2.7.4.4) в (2.7.4.9), имеем

ϑt = A(aϑmx )x, aϑ1+mx = −b; fζ1−m = A, (fζ−m)′u = gζ. (2.7.4.10)
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Решение системы, состоящей из первых двух уравнений в (2.7.4.10) ищем
в виде ϑ = kt+ r(x). В результате получим

b(x)=−a(x)
(
kx+ C1

Aa(x)

)m+1
m

, ϑ(x, t)= kt+

∫ (
kx+ C1

Aa(x)

) 1
m
dx+C2, (2.7.4.11)

где a(x) — произвольная функция, а C1, C2, k — произвольные постоянные.
Решения последних двух уравнений (2.7.4.10) записываются так:

g =
1

1−m

(
f

A

) 1+m
1−m

f ′u, ζ =
(
f

A

) 1
m−1

(m 6= 1). (2.7.4.12)

Положив C1 = 0, A = k = 1, m 6= 1 в (2.7.4.11) и (2.7.4.12), приходим к
уравнению

ut = [a(x)f(u)umx ]x +
1

m− 1

(
xm+1

a(x)

) 1
m
f

1+m
1−m (u)f ′u(u),

которое допускает точное решение в неявном виде

∫
f

1
m−1 (u) du = t+

∫ (
x

a(x)

) 1
m
dx+ C2.

Решение 3. Уравнению (2.7.4.3) можно удовлетворить, если положить

Φ3 = −Φ1, Φ2 = −Φ4; Ψ3 = Ψ1, Ψ2 = Ψ4. (2.7.4.13)

Подставив (2.7.4.4) в (2.7.4.13), получим

aϑ1+mx = ϑt, (aϑmx )x = −b; (fζ−m)′u = 1, gζ = fζ1−m. (2.7.4.14)

Решение системы, состоящей из первых двух уравнений в (2.7.4.14) при m 6=
−1, определяется формулами

b(x) = − λm

m+ 1
[a(x)]

− m
m+1 a′x(x),

ϑ(x, t) = λm+1t+ λ

∫
[a(x)]

− 1
m+1 dx+ C1,

где a(x)— произвольная функция, а C1 и λ— произвольные постоянные. Реше-
ния двух других уравнения (2.7.4.14) можно записать в виде

g = u, ζ = (f/u)1/m,

где f = f(u)— произвольная функция. В итоге получим УрЧП:

ut = [a(x)f(u)umx ]x − k[a(x)]
− m
m+1 a′x(x)u,

которое имеет точное решение

∫ [
f(u)

u

] 1
m
du = λm+1t+ λ

∫
[a(x)]

− 1
m+1 dx+ C1, λ = [k(m+ 1)]

1
m .
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Решение 4. Уравнению (2.7.4.3) можно удовлетворить, используя соотно-
шения

Φ1 + kΦ3 +Φ4 = 0, Φ2 = 0; Ψ3 = kΨ1, Ψ4 = Ψ1, (2.7.4.15)

где k— произвольная постоянная. Подставив (2.7.4.4) в (2.7.4.15), имеем

−ϑt + kaϑ1+mx + b = 0, (aϑmx )x = 0; (fζ−m)′u = k, gζ = 1. (2.7.4.16)

Интегрируя первые два уравнения (2.7.4.16), находим функции

b(x) = C1 − kCm+1
2 [a(x)]−1/m, ϑ(x, t) = C1t+ C2

∫
[a(x)]−1/mdx+ C3,

(2.7.4.17)
где C1, C2, C3 — произвольные постоянные. Решения последних двух уравне-
ний (2.7.4.16) определяются формулами

g(u) = k1/m
[

u

f(u)

]1/m
, ζ(u) = k−1/m

[
f(u)

u

]1/m
. (2.7.4.18)

Положив k = 1, C1 = β, Cm+1
2 = γ в (2.7.4.17) и (2.7.4.18), приходим к

уравнению

ut = [a(x)f(u)umx ]x +
(
β − γ[a(x)]−1/m

)[ u

f(u)

]1/m
,

которое допускает точное решение
∫ [

f(u)

u

] 1
m
du = βt+ γ

1
m+1

∫
[a(x)]−

1
m dx+C3.

Решение 5. Уравнению (2.7.4.3) можно удовлетворить, если положить

Φ1 = −Φ4, Φ2 = −kΦ3; Ψ1 = Ψ4, kΨ2 = Ψ3. (2.7.4.19)

В этом случае с учетом (2.7.4.4) получим уравнения

ϑt = b, (aϑmx )x = −kaϑ1+mx ; gζ = 1, (fζ−m)′u = kfζ1−m. (2.7.4.20)

Из первых двух уравнений имеем

b(x) = β = const, ϑ(x, t) = βt+
m

k
ln

(
k

m

∫
[a(x)]−1/m dx+C1

)
+ C2,

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Из двух последних уравнений в
(2.7.4.20) находим

g(u) = f−1/m

(
k

m

∫
f1/mdu+ C3

)
, ζ(u) = f1/m

(
k

m

∫
f1/mdu+ C3

)−1

,

где f = f(u). Полагая далее k = m и C3 = γ, получим уравнение

ut = [a(x)f(u)umx ]x + β[f(u)]−1/m

(∫
[f(u)]1/mdu+ γ

)
, (2.7.4.21)
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которое имеет точное решение
∫

[f(u)]1/mdu+ γ = A2e
βt

(∫
[a(x)]−1/m dx+A1

)
, (2.7.4.22)

где A1 и A2 — произвольные постоянные.
При записи решения в виде (2.7.4.22) использовано соотношение

∫
ζ(u) du =

m

k
ln
(
k

m

∫
f1/mdu+C3

)
+ const.

Отметим, что диффузионный член [a(x)f(u)umx ]x уравнения (2.7.4.21) обраща-
ется в нуль на решении (2.7.4.22).

Решение 6. Уравнению (2.7.4.3) можно удовлетворить, положив Φ1, Φ2, Φ3

пропорциональными Φ4:

Φ1 = k1Φ4, Φ2 = k2Φ4, Φ3 = k3Φ4; Ψ4 = −k1Ψ1 − k2Ψ2 − k3Ψ3.
(2.7.4.23)

Подставив выражения (2.7.4.4) в (2.7.4.23), получим

ϑt = −k1b, (aϑmx )x = k2b, aϑ1+mx = k3b;

gζ = −k1 − k2fζ
1−m − k3(fζ

−m)′u.
(2.7.4.24)

Рассмотрим два случая.

1◦. Простейшее решение первых четырех уравнений (2.7.4.24) имеет вид

a(x) = b(x) = 1, θ(x, t) = −k1t+ λx+ C1, k2 = 0, k3 = λ1+m.

Оно приводит к решению исходного реакционно-диффузионного уравнения
(2.7.4.1) в виде бегущей волны (это решение здесь не обсуждается).

2◦. Первые четыре уравнения (2.7.4.24) также допускают другое решение

a(x) = xm+1, b(x) = 1,

ϑ(x, t) = −k1t+ λ ln x+ C1, k2 = λm, k3 = λ1+m.
(2.7.4.25)

Полагая k=k1 и λ=1 в (2.7.4.25) и используя последнее уравнение в (2.7.4.24),
приходим к уравнению реакционно-диффузионного типа

ut = [xm+1f(u)umx ]x + g(u), (2.7.4.26)

где

g(u) = − 1

h(u)

{
k + f(u)ζ1−m(u) + [f(u)ζ−m(u)]′u

}
(2.7.4.27)

а f = f(u) и ζ = ζ(u) — произвольные функции, которое допускает точное
инвариантное решение

∫
ζ(u) du = −kt+ lnx+ C1. (2.7.4.28)
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Замечание 2.74. Инвариантное решение (2.7.4.28) уравнения (2.7.4.26) можно ис-
кать в явном виде u = U(z), где z = −kt+ lnx (в этом случае соотношение (2.7.4.27)
не используется). Функция U(z) описывается ОДУ:

[f(U)(U ′

z)
m]′z + f(U)(U ′

z)
m + kU ′

z + g(U) = 0.

Поиск точных решений с помощью эквивалентных уравнений. Некото-
рые другие точные решения уравнения (2.7.4.1) можно получить, если вместо
(2.7.4.3) — (2.7.4.4) использовать эквивалентные дифференциальные уравнения,
которые сводятся к (2.7.4.3) — (2.7.4.4) на множестве функций, удовлетворяю-
щих соотношению (2.7.1.2).

Решение 7. Вернемся к классу реакционно-диффузионных уравнений
(2.7.4.1). Сделав замену (2.7.1.2), вместо (2.7.4.2) рассмотрим более сложное
уравнение

−eλϑe−λZϑt + (aϑmx )xfζ
1−m + aϑ1+mx (fζ−m)′u + bgζ = 0, (2.7.4.29)

где Z =
∫
ζ du, а λ— произвольная постоянная. Уравнения (2.7.4.2) и (2.7.4.29)

эквивалентны, поскольку ϑ = Z в силу преобразования (2.7.1.2).
Уравнение (2.7.4.29) можно представить в билинейной форме (2.7.4.3), где

Φ1 = −eλϑϑt, Φ2 = (aϑmx )x, Φ3 = aϑ1+mx , Φ4 = b;

Ψ1 = e−λZ , Ψ2 = fζ1−m, Ψ3 = (fζ−m)′u, Ψ4 = gζ.
(2.7.4.30)

Как и ранее, уравнению (2.7.4.3) можно удовлетворить, используя соотношения
(2.7.4.5). Подставив выражения (2.7.4.30) в (2.7.4.5), получим

eλϑϑt=Ab, (aϑmx )x=Bb; (fζ−m)′u=0, gζ =Ae−λZ−Bfζ1−m. (2.7.4.31)

Эти уравнения совпадают с (2.7.4.6) при λ = 0. Система (2.7.4.31) имеет
решение

b(x) =
C1

A
exp[λr(x)], ϑ(x, t) =

1

λ
ln(C1λt+ C2) + r(x),

g = Af−1/m exp

(
−λ

∫
f1/mdu

)
−B, ζ = f1/m,

(2.7.4.32)

где f = f(u) — произвольная функция, а функция r = r(x) удовлетворяет
обыкновенному дифференциальному уравнению

[a(r′x)
m]′x =

BC1

A
eλr. (2.7.4.33)

Формулы (2.7.4.32) и уравнение (2.7.4.33) определяют функциональные ко-
эффициенты уравнения (2.7.4.1) и его решение вида (2.7.1.2). Следует отме-
тить, что при a(x) = a0x

k уравнение (2.7.4.33) допускает точное решение

r(x) = σ lnx+ µ, σ =
k −m− 1

λ
, µ =

1

λ
ln

Aa0σ
m(k −m)

BC1
.
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Решение 8. Подставив (2.7.4.30) в (2.7.4.23), приходим к уравнениям

eλϑϑt = −k1b, (aϑmx )x = k2b, aϑ1+mx = k3b;

gζ = −k1e−λZ − k2fζ
1−m − k3(fζ

−m)′u.
(2.7.4.34)

Первые три уравнения допускают точное решение при функциональных коэф-
фициентах экспоненциального вида

a(x) = b(x) = eλx, ϑ(x, t) =
1

λ
ln t+ x,

k1 = − 1

λ
, k2 = λ, k3 = 1.

(2.7.4.35)

Используя последнее уравнение (2.7.4.34), получим нелинейное УрЧП:

ut = [eλxf(u)umx ]x + eλxg(u), (2.7.4.36)

где

g(u) = − 1

ζ

[
− 1

λ
e−λZ + k2fζ

1−m − k3(fζ
−m)′u

]
, Z =

∫
ζ du, (2.7.4.37)

а f = f(u) и ζ = ζ(u)— произвольные функции, которое допускает инвариант-
ное решение в неявной форме

∫
ζ(u) du =

1

λ
ln t+ x. (2.7.4.38)

Замечание 2.75. Инвариантное решение (2.7.4.38) уравнения (2.7.4.36) можно ис-
кать в явном виде u = U(z), где z = 1

λ ln t+ x (в этом случае соотношение (2.7.4.37))
не используется). Функция U(z) удовлетворяет ОДУ:

1

λ
U ′

z = [eλzf(U)(U ′

z)
m]′z + eλzg(U).

Решение 9. Первые три уравнения системы (2.7.4.34) также допускают
решение при степенны́х функциональных коэффициентах

a(x) = xm+n−1, b(x) = xn−2, ϑ(x, t) =
1

n− 2
ln t+ lnx,

λ = n− 2, k1 = − 1

n− 2
, k2 = n− 1, k3 = 1.

(2.7.4.39)

Используя последнее уравнение (2.7.4.34) приходим к нелинейному УрЧП:

ut = [xm+n−1f(u)umx ]x + xn−2g(u), (2.7.4.40)

где

g(u) = − 1

ζ

[
− 1

n− 2
e−(n−2)Z + (n− 1)fζ1−m + (fζ−m)′u

]
, Z =

∫
ζ du,

(2.7.4.41)

а f = f(u) и ζ = ζ(u)— произвольные функции, которое допускает инвариант-
ное решение

∫
ζ(u) du =

1

n− 2
ln t+ lnx. (2.7.4.42)
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Замечание 2.76. Инвариантное решение (2.7.4.42) уравнения (2.7.4.40) можно ис-

кать в явном виде u = U(z), где z = xt
1

n−2 (в этом случае соотношение (2.7.4.41)) не
используется). Функция U(z) описывается ОДУ:

1

n− 2
zU ′

z = [zm+n−1f(U)(U ′

z)
m]′z + zn−2g(U).

Решение 10. Рассмотрим теперь уравнение

−(Z/ϑ)ϑt + (Z/ϑ)m(aϑmx )xfζ
1−m + aϑ1+mx (fζ−m)′u + bgζ = 0, (2.7.4.43)

где Z =
∫
ζ(u) du, которое эквивалентно уравнению (2.7.4.2) в силу преобразо-

вания (2.7.1.2). Уравнение (2.7.4.43) можно представить в билинейной форме
(2.7.4.3), где

Φ1 = −ϑt/ϑ, Φ2 = ϑ−m(aϑmx )x, Φ3 = aϑ1+mx , Φ4 = b;

Ψ1 = Z, Ψ2 = fζ1−mZm, Ψ3 = (fζ−m)′u, Ψ4 = gζ.
(2.7.4.44)

Учтем, что уравнению (2.7.4.3) можно удовлетворить с помощью соотноше-
ний (2.7.4.5). Подставив выражения (2.7.4.44) в (2.7.4.5), приходим к системе
уравнений

ϑt/ϑ = Ab, ϑ−m(aϑmx )x = Bb; (fζ−m)′u = 0, gζ = AZ −Bfζ1−mZm,

которая допускает решение

b(x) = λ, ϑ(x, t) =CeAλtr(x); g =Af−1/mZ−BZm, ζ = f1/m, (2.7.4.45)

где f = f(u) — произвольная функция, C и λ — произвольные постоянные,
Z =

∫
ζ du, а функция r = r(x) описывается ОДУ:

[a(r′x)
m]′x = Bλrm. (2.7.4.46)

Используя (2.7.4.45) получим нелинейное уравнение

ut = [a(x)f(u)umx ]x +Aλf−1/m(u)

∫
f1/m(u) du −Bλ

(∫
f1/m(u) du

)m
,

которое допускает точное решение в неявном виде
∫
f1/m(u) du = CeAλtr(x),

где a(x) и f(u)— произвольные функции, а функция r(x) удовлетворяет ОДУ
(2.7.4.46).



3. Прямой метод построения
редукций. Слабые симметрии

3.1. Прямой метод построения редукций

3.1.1. Упрощенная схема. Обобщенное уравнение Бюргерса—
Кортевега—де Фриза

Прежде чем перейти к описанию прямого метода построения редукций∗ (на-
зываемого также прямым методом Кларксона — Крускала) в общем случае,
рассмотрим сначала упрощенную схему.

Основная идея упрощенной схемы заключается в следующем: точные ре-
шения уравнений в частных производных с двумя независимыми переменными
x и t ищутся в виде

u = f(t)w(z) + g(x, t), z = ϕ(t)x+ ψ(t). (3.1.1.1)

Функции f(t), g(x, t), ϕ(t), ψ(t) определяются в процессе решения; они вы-
бираются таким образом, чтобы в итоге искомая функция w(z) удовлетворяла
одному обыкновенному дифференциальному уравнению [128, 287].

Ниже рассматриваются конкретные примеры построения точных решений
вида (3.1.1.1) нелинейных уравнений математической физики.

◮ Пример 3.1. Рассмотрим обобщенное уравнение Бюргерса—Кортевега—
де Фриза n-го порядка [287]:

ut = au(n)x + buux. (3.1.1.2)

Будем искать его точное решение в виде (3.1.1.1). Подстановка (3.1.1.1) в
уравнение (3.1.1.2) дает

afϕnw(n)
z + bf2ϕww′

z + f(bgϕ− ϕ′
tx− ψ′

t)w
′
z +

+ (bfgx − f ′t)w + ag(n)x + bggx − gt = 0. (3.1.1.3)

Приравнивая функциональные коэффициенты при w
(n)
z и ww′

z в (3.1.1.3), по-
лучим

f = ϕn−1. (3.1.1.4)

Далее, приравнивая нулю коэффициент при w′
z , имеем

g =
1

bϕ
(ϕ′

tx+ ψ′
t). (3.1.1.5)

∗В книге иногда будет использоваться также краткое название — прямой метод редукций.
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Подставив выражения (3.1.1.4) и (3.1.1.5) в (3.1.1.3), приходим к соотношению

ϕ2n−1(aw(n)
z +bww′

z)+(2−n)ϕn−2ϕ′
tw+

1

bϕ2

[
(2ϕ2

t −ϕϕtt)x+2ϕtψt−ϕψtt
]
=0.

Разделив на ϕ2n−1 и исключив x с помощью формулы x = (z − ψ)/ϕ, которая
следует из второго соотношения (3.1.1.1), получим

aw(n)
z + bww′

z + (2− n)ϕ−n−1ϕ′
tw +

1

b
ϕ−2n−2[2(ϕ′

t)
2 − ϕϕ′′

tt]z +

+
1

b
ϕ−2n−2[ϕψϕ′′

tt − ϕ2ψ′′
tt + 2ϕϕ′

tψ
′
t − 2ψ(ϕ′

t)
2] = 0. (3.1.1.6)

Потребуем, чтобы функциональный коэффициент при w и последнее слагаемое
были константами:

ϕ−n−1ϕ′
t = −A, ϕ−2n−2[ϕψϕ′′

tt − ϕ2ψ′′
tt + 2ϕϕ′

tψ
′
t − 2ψ(ϕ′

t)
2] = B,

где A и B — произвольные постоянные. В результате приходим к следующей
системе обыкновенных дифференциальных уравнений для ϕ и ψ:

ϕ′
t = −Aϕn+1,

ψ′′
tt + 2Aϕnψ′

t +A2(1− n)ϕ2nψ = −Bϕ2n.
(3.1.1.7)

Используя (3.1.1.6) и (3.1.1.7), получим уравнение для функции w(z):

aw(n)
z + bww′

z +A(n− 2)w +
A2

b
(1− n)z +

B

b
= 0. (3.1.1.8)

При A 6= 0 общее решение уравнений (3.1.1.7) имеет вид

ϕ(t) = (Ant+ C1)
− 1
n ,

ψ(t) = C2(Ant+ C1)
n−1
n + C3(Ant+ C1)

− 1
n +

B

A2(n− 1)
,

(3.1.1.9)

где C1, C2, C3 — произвольные постоянные.
Формулы (3.1.1.1), (3.1.1.4), (3.1.1.5), (3.1.1.9) вместе с уравнением

(3.1.1.8) описывают точное решение обобщенного уравнения Бюргерса — Кор-
тевега — де Фриза (3.1.1.2). ◭

◮ Пример 3.2. Следуя [128], рассмотрим уравнение Буссинеска

utt + (uux)x + auxxxx = 0. (3.1.1.10)

Как и в примере 3.1, решение ищем в виде (3.1.1.1), где функции f(t),
g(x, t), ϕ(t), ψ(t) будут определяться в процессе решения. Подставив (3.1.1.1)
в (3.1.1.10), имеем

afϕ4w′′′′
zzzz + f2ϕ2ww′′

zz + f(z2t + gϕ2)w′′
zz +

+ f2ϕ2(w′
z)

2 + (fztt + 2fgxϕ+ 2ftzt)w
′
z +

+ (fgxx + ftt)w + gtt + ggxx + g2x + agxxxx = 0. (3.1.1.11)

Приравнивая функциональные множители при w′′′′
zzzz и ww′′

zz , получим

f = ϕ2. (3.1.1.12)
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Приравнивая функциональный множитель при w′′
zz нулю, с учетом (3.1.1.12)

имеем
g = − 1

ϕ2
(ϕ′

tx+ ψ′
t)
2. (3.1.1.13)

Подставив выражения (3.1.1.12) и (3.1.1.13) в (3.1.1.11), приходим к равен-
ству

ϕ6[aw′′′′
zzzz + ww′′

zz + (w′
z)

2] + ϕ2(xϕ′′
tt + ψ′′

tt)w
′
z + 2ϕϕ′′

ttw −
−

[
ϕ−2(ϕ′

tx+ ψ′
t)
2
]
tt
+ 6ϕ−4ϕ2

t (ϕ
′
tx+ ψ′

t)
2 = 0.

Выполним двукратное дифференцирование выражения, стоящего в квад-
ратных скобках второй строки, а затем поделим все члены на ϕ6. Исключив x
с помощью равенства x = (z − ψ)/ϕ, получим

aw′′′′
zzzz + ww′′

zz + (w′
z)

2 + ϕ−5(ϕ′′
ttz + ϕψ′′

tt − ψϕ′′
tt)w

′
z + 2ϕ−5ϕ′′

ttw + · · · = 0.
(3.1.1.14)

Потребуем, чтобы функциональный коэффициент при w′
z был функцией одной

переменной z, т. е.

ϕ−5(ϕ′′
ttz + ϕψ′′

tt − ψϕ′′
tt) = ϕ−5ϕ′′

ttz + ϕ−5(ϕψ′′
tt − ψϕ′′

tt) ≡ Az +B,

где A и B — произвольные постоянные. Приходим к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений для определения функций ϕ и ψ:

ϕ′′
tt = Aϕ5,

ψ′′
tt = (Aψ +B)ϕ4.

(3.1.1.15)

Используя (3.1.1.15), исключим в (3.1.1.14) вторые и третьи производные фун-
кций ϕ и ψ. В итоге получим обыкновенное дифференциальное уравнение для
функции w = w(z):

aw′′′′
zzzz + ww′′

zz + (w′
z)

2 + (Az +B)w′
z + 2Aw − 2(Az +B)2 = 0. (3.1.1.16)

Формулы (3.1.1.1), (3.1.1.12), (3.1.1.13) вместе с уравнениями (3.1.1.15) и
(3.1.1.16) описывают точное решение уравнения Буссинеска (3.1.1.10). ◭

◮ Пример 3.3. Рассмотрим нелинейное уравнение третьего порядка со
смешанной производной

uxt + uuxx − u2x = νuxxx + q(t)ux + p(t), (3.1.1.17)

которое описывает широкий класс точных решений трехмерных уравнений На-
вье — Стокса [4], где ν — кинематическая вязкость жидкости. Функции p = p(t)
и q = q(t), которые входят в уравнение (3.1.1.17), можно выбрать произвольно.
Вывод уравнения (3.1.1.17) приведен далее в разд. 4.4.3 (см. пример 4.27).

Ищем точные решения в виде [4, 5]:

u = f(t)w(z) + g(t)x+ h(t), z = ϕ(t)x+ ψ(t), (3.1.1.18)

где функции f = f(t), g = g(t), h = h(t), ϕ = ϕ(t), ψ = ψ(t) подлежат
определению в ходе дальнейшего анализа. Подставив (3.1.1.18) в (3.1.1.17),
имеем

[a(t)w + b(t)z + c(t)]w′′
zz − a(t)(w′

z)
2 = νw′′′

zzz + q̃(t)w′
z + p̃(t), (3.1.1.19)
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где

a =
f

ϕ
, b =

1

ϕ3
(gϕ + ϕ′

t), c =
1

ϕ3
(hϕ2 − gϕψ + ϕψ′

t − ψϕ′
t),

q̃ =
1

fϕ3
[fqϕ+ 2fgϕ− (fϕ)′t], p̃ =

1

fϕ3
(p+ gq + g2 − g′t).

(3.1.1.20)

Полагая теперь

a = νC1, b = νC2, c = νC3, q̃ = νC4, p̃ = νC5, (3.1.1.21)

где C1, . . . , C5 — произвольные постоянные, получим из (3.1.1.19) обыкновен-
ное дифференциальное уравнение для функции w = w(z):

(C̃1w + C2z + C3)w
′′
zz − C1(w

′
z)

2 = w′′′
zzz + C4w

′
z + C5.

В этом случае соотношения (3.1.1.20) при условиях (3.1.1.21) образуют сме-
шанную систему алгебраических и обыкновенных дифференциальных уравне-
ний для функциональных параметров решения (3.1.1.18) и функциональных
коэффициентов p = p(t) и q = q(t) уравнения (3.1.1.17). Две функции f = f(t)
и ψ = ψ(t), входящие в эту систему, можно считать произвольными, а другие
величины ϕ = ϕ(t), g = g(t), h = h(t), p = p(t), q = q(t) выражаются через
f(t) и ψ(t) без квадратур. ◭

Замечание 3.1. В разд. 3.2.3 — 3.2.5 приведены примеры использования упро-
щенной схемы прямого метода построения редукций для поиска точных решений
нелинейных УрЧП третьего порядка с тремя независимыми переменными, которые
встречаются в гидродинамике.

3.1.2. Специальный вид редукций. Уравнение Буссинеска

Процедура поиска точных решений нелинейных УрЧП прямым методом редук-
ций специального вида состоит из нескольких последовательных этапов [128],
которые описаны ниже.

1◦. Точные решения уравнений в частных производных с двумя независи-
мыми переменными x и t ищутся в виде [128]:

u(x, t) = f(x, t)w(z) + g(x, t), z = z(x, t). (3.1.2.1)

Здесь функции f(x, t), g(x, t), z(x, t) должны определяться в процессе решения
таким образом, чтобы в итоге для функции w(z) было получено одно обыкно-

венное дифференциальное уравнение.
Важно отметить, что связь между функциями u и w в формулах (3.1.1.1) и

(3.1.2.1) линейна.

2◦. Подставив выражение (3.1.2.1) в рассматриваемое нелинейное уравне-
ние в частных производных с квадратичной или степенно́й нелинейностью,
получим

Φ1(x, t)Ψ1[w] + Φ2(x, t)Ψ2[w] + · · ·+Φm(x, t)Ψm[w] = 0. (3.1.2.2)
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Здесь Ψk[w] — дифференциальные формы, представляющие собой произведе-
ния неотрицательных целых степеней функции w и ее производных w′

z , w
′′
zz и

т. д., а Φk(x, t) зависят от функций f(x, t), g(x, t), z(x, t) и их частных про-
изводных по x и t. Пусть дифференциальная форма Ψ1[w] содержит старшую
производную по z. Тогда функция Φ1(x, t) используется как нормирующий
множитель. Это означает, что должны выполняться соотношения:

Φk(x, t) = Γk(z)Φ1(x, t), k = 1, . . . ,m, (3.1.2.3)

где Γk(z)— функции, подлежащие определению; Γ1(z) ≡ 1.

3◦. На практике для упрощения выкладок при определении функций f , g,
z, u, Γk можно воспользоваться следующими свойствами [128]:

a) если f = f(x, t) имеет вид f = f0(x, t)Ω(z), то можно считать Ω≡ 1 [это
соответствует замене w(z) ⇒ w(z)/Ω(z)];

b) если g = g(x, t) имеет вид g = g0(x, t) + f(x, t)Ω(z), то можно положить
Ω ≡ 0 [это соответствует замене w(z) ⇒ w(z)− Ω(z)];

c) если z= z(x, t) задается неявно алгебраическим уравнением вида Ω(z) =
h(x, y), где Ω(z) — любая обратимая функция, то можно взять Ω(z) = z
[это соответствует замене z ⇒ Ω−1(z)].

4◦. После определения функций Γk(z), подставив выражения (3.1.2.3) в
(3.1.2.2), получим обыкновенное дифференциальное уравнение для функции
w = w(z):

Ψ1[w] + Γ2(z)Ψ2[w] + · · ·+ Γm(z)Ψm[w] = 0. (3.1.2.4)

Проиллюстрируем характерные особенности применения прямого метода
редукций на конкретном примере.

◮ Пример 3.4. Будем искать решение уравнения Буссинеска (3.1.1.10) в
виде (3.1.2.1). Имеем

afz4xw
′′′′
zzzz + a(6fz2xzxx + 4fxz

3
x)w

′′′
zzz + f2z2xww

′′
zz + · · · = 0. (3.1.2.5)

Здесь выписаны только три первых члена и опущены аргументы у функций f
и z. Функциональные коэффициенты при w′′′′

zzzz и ww′′
zz должны удовлетворять

условию [см. (3.1.2.3)]:
f2z2x = afz4x Γ3(z),

где Γ3(z)—функция, подлежащая определению. Тогда, воспользовавшись свой-
ством a) из п. 3◦, выбираем

f = z2x, Γ3(z) = 1/a. (3.1.2.6)

Аналогично функциональные коэффициенты при w′′′′
zzzz и w′′′

zz должны удовле-
творять условию

6fz2xzxx + 4fxz
3
x = fz4x Γ2(z), (3.1.2.7)

где Γ2(z)— новая функция, подлежащая определению. Тогда с учетом (3.1.2.6)
имеем

14 zxx/zx = Γ2(z)zx.
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Интегрируя по x, получим

ln zx = I(z) + ln ϕ̃(t), I(z) =
1

14

∫
Γ2(z) dz,

где ϕ̃(t) — произвольная функция. Повторное интегрирование приводит к вы-
ражению ∫

e−I(z) dz = ϕ̃(t)x+ ψ̃(t),

где ψ̃(t) — произвольная функция. Слева стоит функция z, а следовательно,
воспользовавшись свойством c) из п. 3◦, имеем

z = xϕ(t) + ψ(t), (3.1.2.8)

где функции ϕ(t) и ψ(t) подлежат определению.
Из формул (3.1.2.6) — (3.1.2.8) следует, что

f = ϕ2(t), Γ2(z) = 0. (3.1.2.9)

Подставив выражения (3.1.2.8) и (3.1.2.9) в (3.1.2.1), получим решение в
виде (3.1.1.1), где функция f задается формулой (3.1.1.12). Отсюда следует,
что использование общего подхода, основанного на представлении решения в
виде (3.1.2.1), в конечном итоге приводит к точно такому же результату, что и
использование более простой формулы (3.1.1.1). ◭

Замечание 3.2. Аналогичным образом можно показать, что построение точно-
го решения обобщенного уравнения Бюргерса — Кортевега — де Фриза n-го порядка
(3.1.1.2) на основе формул (3.1.1.1) и (3.1.2.1) приводит к одинаковым результатам.

◮ Пример 3.5. Рассмотрим нелинейное волновое уравнение с двумя про-
странственными переменными, анизотропное по одному из направлений:

utt = auxx + [(bu+ c)uy]y. (3.1.2.10)

Отметим, что в частном случае a = 1, b < 0, c > 0 уравнение (3.1.2.10)
описывает пространственные околозвуковые течения идеального политропно-
го газа [34].

Точное решение уравнения (3.1.2.10) ищем в виде

u = w(z) + f(x, t), z = y + g(x, t). (3.1.2.11)

Подставив (3.1.2.11) в уравнение (3.1.2.10), имеем

[(bw + ag2x − g2t + bf + c)w′
z ]
′
z + (agxx − gtt)w

′
z + afxx − ftt = 0.

Пусть функции f и g удовлетворяют переопределенной системе уравнений

afxx − ftt = C1, (3.1.2.12)

agxx − gtt = C2, (3.1.2.13)

ag2x − g2t + bf = C3, (3.1.2.14)
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где C1, C2, C3 — произвольные постоянные. Тогда функция w = w(z) описыва-
ется автономным обыкновенным дифференциальным уравнением

[(bw + c+ C3)w
′
z]
′
z + C2w

′
z + C1 = 0. (3.1.2.15)

Общие решения УрЧП (3.1.2.12) и (3.1.2.13) имеют вид

f = ϕ1(ξ) + ψ1(η)− 1
2C1t

2,

g = ϕ2(ξ) + ψ2(η)− 1
2C2t

2,

ξ = x+ t
√
a, η = x− t

√
a.

Подставим эти выражения в уравнение (3.1.2.14), а затем исключим t с помо-

щью формулы t =
ξ − η

2
√
a

. После несложных преобразований получим функци-

онально-дифференциальное уравнение с двумя аргументами

bϕ1(ξ) +C2ξϕ
′
2(ξ)− kξ2 − C3 + bψ1(η) + C2ηψ

′
2(η)− kη2 +

+ ψ′
2(η)[4aϕ

′
2(ξ)−C2ξ] + η[2kξ − C2ϕ

′
2(ξ)] = 0, (3.1.2.16)

где
k =

1

8a
(bC1 + 2C2

2 ).

Уравнение (3.1.2.16) можно решить методом расщепления (см. разд. 1.5),
положив

bϕ1(ξ) + C2ξϕ
′
2(ξ)− kξ2 − C3 = A1,

4aϕ′
2(ξ)− C2ξ = A2,

2kξ − C2ϕ
′
2(ξ) = A3,

(3.1.2.17)

где A1, A2, A3 — некоторые постоянные. Совместное решение переопределен-
ной системы (3.1.2.17) имеет вид

ϕ1(ξ) = − C2
2

8ab
ξ2 − BC2

b
ξ +

A1 + C3

b
,

ϕ2(ξ) =
C2

8a
ξ2 +Bξ

(3.1.2.18)

и соответствует следующим значениям постоянных:

A1 — любая, A2 = 4aB, A3 = −BC2, B — любая,

C1 = − C2
2

b
, C2, C3 — любые, k =

C2
2

8a
.

(3.1.2.19)

Из равенств (3.1.2.16) и (3.1.2.17) получим уравнение, связывающее две функ-
ции ψ1 и ψ2:

A1 + bψ1(η) + C2ηψ
′
2(η) − kη2 +A2ψ

′
2(η) +A3η = 0.

Учитывая (3.1.2.19), отсюда имеем

ψ1(η) = − 1

b
(C2η + 4aB)ψ′

2(η) +
1

b

(
C2

2

8a
η2 +BC2η −A1

)
,

ψ2(η)— произвольная функция.
В итоге находим функции, определяющие решение (3.1.2.11):

f(x, t) = − C2
2

2
√
a b
xt+

C2
2

2b
t2 − 2

√
aBC2

b
t+

C3

b
− 1

b
(C2η + 4aB)ψ′

2(η),

g(x, t) =
C2

8a

(
x2 + 2

√
a xt− 3at2

)
+B(x+

√
a t) + ψ2(η),

где η = x− t
√
a. ◭
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Замечание 3.3. Полагая f(x, t) = 1 и g(x, t) = 0 в (3.1.2.1), приходим к представ-
лению решения в виде (2.6.1.1), где функция w переобозначена на U . Поэтому описан-
ные в разд. 2.6.2 — 2.6.4 точные решения с функциональным разделением переменных
нелинейных УрЧП диффузионного и волнового типов, которые сводятся к одиночным
ОДУ для функции U , могут быть получены прямым методом редукций.

3.1.3. Общий вид редукций. Уравнение Гарри Дима

Основная идея общей схемы использования прямого метода редукций, заклю-
чается в следующем: точные решения уравнений в частных производных с
двумя независимыми переменными x и t ищутся в виде [128]:

u(x, t) = F
(
x, t, w(z)

)
, z = z(x, t). (3.1.3.1)

Функции F (x, t, w) и z(x, t) должны выбираться так, чтобы для функции w(z)
в конечном итоге получить одно обыкновенное дифференциальное уравнение.
В отличие от представления решений в виде (3.1.1.1) или (3.1.2.1), связь между
функциями w и u в (3.1.3.1) может быть нелинейной.

Проиллюстрируем характерные особенности применения прямого метода
редукций для поиска точных решений в виде (3.1.3.1).

◮ Пример 3.6. Рассмотрим опять уравнение Буссинеска (3.1.1.10). Подста-
вив (3.1.3.1) в (3.1.1.10), имеем

aFwz
4
xw

′′′′
zzzz + 4aFwwz

4
xw

′
zw

′′′
zzz + a(4Fxwz

3
x + 6Fwz

2
xzxx)w

′′′
zzz + · · · = 0.

(3.1.3.2)

Здесь выписаны только три главных члена и опущены аргументы у функций F
и z. Для того чтобы (3.1.3.2) приводилось к обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению для w = w(z), отношения функциональных коэффициентов
при w′

zw
′′′
zzz, w

′′′
zzz, . . . к функциональному коэффициенту при старшей произ-

водной w′′′′
zzzz должны быть функциями z и w, т. е.
4aFwwz

4
x

aFwz4x
= Γ2(z, w),

a(4Fxwz
3
x + 6Fwz

2
xzxx)

aFwz4x
= Γ3(z, w), . . .

Из первого равенства имеем

4Fww/Fw = Γ2(z, w).

Интегрируя дважды по w, получим

F (x, t, w) = f(x, t)Θ(z, w) + g(x, t), (3.1.3.3)

где f(x, t) и g(x, t)— произвольные функции двух аргументов, а

Θ =
∫

exp
(
1

4

∫

Γ2 dw
)
dw.

Полагая в (3.1.3.3) Θ(z, w(z)) = U(z) и используя представление (3.1.3.1),
приходим к решению, которое с точностью до переобозначений совпадает
с (3.1.2.1). Поэтому поиск точных решений уравнения Буссинеска (3.1.1.10) с
помощью общего представления (3.1.3.1) приводит к более простому специ-
альному виду решения (3.1.2.1). ◭



3.2. Прямой метод поиска слабых симметрий 267

◮ Пример 3.7. Рассмотрим уравнение Гарри Дима

ut + 2(u−1/2)xxx = 0. (3.1.3.4)

Ищем точные решения в виде (3.1.3.1). Подставив это выражение в уравне-
ние (3.1.3.4), получим

−F−3/2Fwz
3
xw

′′′
zzz +

(
−3F−3/2Fww + 9

2 F
−5/2F 2

w

)
z3xw

′
zw

′′
zz + · · · = 0.

Отношение функциональных коэффициентов при w′
zw

′′
zz и w′′′

zzz должно быть
функцией z и w, т. е.

3
Fww
Fw

− 9

2

Fw
F

= Γ(z, w).

Двукратное интегрирование дает

F−1/2(x, t, w) = f(x, t)Θ(z, w) + g(x, t), (3.1.3.5)

где f(x, t) и g(x, t)— произвольные функции двух аргументов, а

Θ = −
∫

exp
(
1

3

∫

Γ dw
)
dw.

Из формул (3.1.3.1), (3.1.3.5) следует, что можно искать точные решения урав-
нения Гарри Дима (3.1.3.4) в виде

u−1/2(x, t) = f(x, t)U(z) + g(x, t), z = z(x, t). ◭

Замечание 3.4. В работах [80, 129, 187, 188, 257, 257, 287] можно найти результа-
ты применения прямого метода редукций для построения точных решений различных
нелинейных уравнений с частными производными.

3.2. Прямой метод поиска слабых симметрий

3.2.1. Общее описание метода. Уравнение стационарного
пограничного слоя

Предварительные замечания. При использовании различных модификаций
прямого метода редукций, основанных на формулах (3.1.1.1), (3.1.2.1), (3.1.3.1),
функция w = w(z) находится в привилегированном положении, поскольку
остальные функции надо выбирать так, чтобы для w(z) было получено од-

но обыкновенное дифференциальное уравнение. Требование того, чтобы функ-
ция w удовлетворяла одному ОДУ, накладывает серьезные ограничения на
возможности метода и не позволяет эффективно его использовать для поиска
многих точных решений, которые можно найти другими методами (в частно-
сти, нельзя получить подавляющее большинство решений с обобщенным и
функциональным разделением переменных, рассмотренных ранее в главе 2).
Эффективность прямого метода построения редукций существенно увеличит-
ся, если его использовать в сочетании с идеями методов обобщенного и функ-
ционального разделения переменных, когда все определяющие функции счи-
таются равноправными, а функция w(z) может описываться переопределенной

системой нескольких ОДУ.
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Прямой метод поиска слабых симметрий. Для построения точных ре-
шений нелинейных УрЧП используем выражение (3.1.2.1). Подставив его в
рассматриваемое нелинейное уравнение в частных производных, приходим к
соотношению (3.1.2.2). Помимо рассмотренного в разд. 3.2.1 алгоритма по-
строения точных решений, будем также допускать, что функция w(z) может
удовлетворять переопределенной системе нескольких ОДУ (а функции f =
f(x, t) и g = g(x, t) могут описываться переопределенными системами УрЧП).
Учитывая, что уравнение (3.1.2.2) с точностью до очевидных переобозначений
совпадает с (2.7.1.4)), для построения точных решений полученного уравнения
билинейного вида (3.1.2.2) будем использовать обобщенный принцип расщеп-
ления, который сформулирован в разд. 2.7.1 и 2.7.2. Указанную комбинацию
прямого метода редукций и метода функционального разделения переменных
будем называть прямым методом поиска слабых симметрий.

Важно отметить существенное качественное различие в итоговом представ-
лении результатов применения прямого метода редукций и прямого метода
поиска слабых симметрий. Решения, полученные с использованием прямого
метода редукций, обычно выражаются в терминах решений нелинейных ОДУ, в
то время как решения, построенные с помощью прямого метода поиска слабых
симметрий, часто допускают представление в замкнутой форме (выражаются
в квадратурах).

◮ Пример 3.8. Рассмотрим уравнение протяженного осесимметричного
стационарного ламинарного гидродинамического пограничного слоя

uyuxy − uxuyy = a(yuyy)y + F(x), (3.2.1.1)

где u — функция тока, x — координата, отсчитываемая вдоль оси симметрии;
y = 1

4 r
2, r— радиальная координата; F(x)— функция давления. Продольная и

поперечная компоненты скорости жидкости v1 и v2 выражаются через функ-
цию тока по формулам v1 = 2r−1ur и v2 = −2r−1ux.

Решение уравнения (3.2.1.1) ищем в виде (множитель a берется для удоб-
ства)

u(x, y) = af(x)w(z) + ag(x), z = ϕ(x)y + ψ(x). (3.2.1.2)

Подставим это выражение в исходное уравнение (3.2.1.1) и исключим y с
помощью равенства ϕ(x)y = z − ψ(x). После деления на a2ϕ2f приходим
к функционально-дифференциальному уравнению с двумя аргументами вида
(1.2.2.1) — (1.2.2.2) из разд. 1.2.2, где k = 6:

(zw′′
zz)

′
z − ψw′′′

zzz + f ′xww
′′
zz + g′xw

′′
zz −

(fϕ)′x
ϕ

(w′
z)

2 +
F

a2fϕ2
= 0. (3.2.1.3)

Следуя [104], используем упрощенную схему построения точных решений.
Будем считать, что функциональные коэффициенты при ww′′

zz , w
′′
zz , (w

′
z)

2, 1
являются линейными комбинациями коэффициентов 1 и ψ, стоящих соответ-
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ственно при старших членах (zw′′
zz)

′
z и w′′′

zzz. Имеем

f ′x = A1 +B1ψ,

g′x = A2 +B2ψ,

−(fϕ)′x/ϕ = A3 +B3ψ,

F/(a2fϕ2) = A4 +B4ψ,

(3.2.1.4)

где Ak, Bk—произвольные постоянные. Подставим выражения (3.2.1.4) в урав-
нение (3.2.1.3) и соберем члены, пропорциональные ψ (считаем, что ψ 6=const).
Приравнивая функциональный множитель при ψ нулю, для функции w =
w(z) получим переопределенную систему, состоящую из двух обыкновенных
дифференциальных уравнений:

(zw′′
zz)

′
z +A1ww

′′
zz +A2w

′′
zz +A3(w

′
z)

2 +A4 = 0, (3.2.1.5)

−w′′′
zzz +B1ww

′′
zz +B2w

′′
zz +B3(w

′
z)

2 +B4 = 0. (3.2.1.6)

Рассмотрим три случая.
Случай 1. Положим

A1 = A3 = A4 = 0, A2 = −n. (3.2.1.7)

В этом случае решение уравнения (3.2.1.5) имеет вид

w(z) =
C1

n(n+ 1)
zn+1 +C2z + C3, (3.2.1.8)

где C1, C2, C3 — постоянные интегрирования. Решение (3.2.1.8) уравнения
(3.2.1.5) является одновременно и решением уравнения (3.2.1.6) только при
выполнении условий

n = −2, B1 = B3, C1 = − 4

B1
, C2

2 = − B4

B1
, C3 = − B2

B1
. (3.2.1.9)

Подставим коэффициенты (3.2.1.7), (3.2.1.9) в систему (3.2.1.4). Интегрируя,
получим

g(x) = 2x− C3f, ϕ =
C4

f2
, ψ = − C1

4
f ′x, F = −(aC2C4)

2 f
′

x

f3
, (3.2.1.10)

где f = f(x)— произвольная функция.
Формулы (3.2.1.2), (3.2.1.8), (3.2.1.10) дают точное решение уравнения осе-

симметричного пограничного слоя (3.2.1.1).
Случай 2. При

A2 = B1 = B3 = B4 = 0, B2 = −λ, A3 = −A1, A4 = λ2/A1 (3.2.1.11)

совместное решение системы (3.2.1.5), (3.2.1.6) имеет вид

w(z) =
1

A1
(C1e

−λz + λz − 3). (3.2.1.12)

Решение системы (3.2.1.4) с коэффициентами (3.2.1.11) описывается формула-
ми

f = A1x+C2, ϕ = C3, ψ = − 1

λ
g′x, F =

(aC3λ)
2

A1
(A1x+ C2), (3.2.1.13)
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где C1, C2, C3 —произвольные постоянные, а g= g(x)—произвольная функция.
Формулы (3.2.1.2), (3.2.1.12), (3.2.1.13) дают точное решение уравнения

пограничного слоя (3.2.1.1).

Случай 3. Система (3.2.1.5) — (3.2.1.6) допускает также решения вида

w(z) = C1z
2 + C2z + C3,

где константы C1, C2, C3 связаны с An и Bn. Соответствующее решение легче
получить непосредственно из исходного уравнения (3.2.1.1) подстановкой в
него u = ϕ2(x)y

2 + ϕ1(x)y + ϕ0(x), что соответствует методу обобщенного
разделения переменных. В результате приходим к решению [287]:

u(x, y) = C1y
2 + ϕ(x)y +

1

4C1
ϕ2(x)− 1

2C1

∫
F(x) dx − x+ C3,

где F(x) и ϕ(x)— произвольные функции, а C1 и C3 — произвольные постоян-
ные. ◭

3.2.2. Уравнение Бюргерса—Хаксли (уравнение
диффузионного типа с кубической нелинейностью)

Рассмотрим уравнение с кубической нелинейностью

ut + σuux = auxx + b3u
3 + b2u

2 + b1u+ b0. (3.2.2.1)

При σ = 1 и b0 = b1 = b2 = b3 = 0 оно является уравнением Бюргерса, которое
описывает распространение волн в нелинейных диссипативных системах [363].
При σ = b0 = 0 оно совпадает с уравнением Хаксли, которое моделирует
распространение бегущего импульса по нервному волокну [358]. При b0 = 0,
уравнение (3.2.2.1) является ненормированным уравнением Бюргерса — Хакс-
ли, которое описывает пристенное движение жидкости в жидких кристаллах,
а также динамику популяций с учетом размножения, смертности, питания и ее
диффузионного перемещения [24].

Будем искать решение уравнения (3.2.2.1) в виде

u(x, t) = f(x, t)w(z) + λ, z = z(x, t), (3.2.2.2)

где функции f = f(x, t), z = z(x, t), w = w(z), а также константа λ подле-
жат определению. Подставив (3.2.2.2) в (3.2.2.1), получим уравнение, которое
удобно представить в билинейном виде

7∑

n=1

Φn[x, t]Ψn[z] = 0. (3.2.2.3)

Здесь выражения Φn = Φn[x, t] зависят от коэффициентов уравнения (3.2.2.1)
и функций (и их производных), входящих в решение (3.2.2.2), и определяются
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формулами

Φ1 = b3λ
3 + b2λ

2 + b1λ+ b0,

Φ2 = 3b3λ
2f + 2b2λf + b1f + afxx − σλfx − ft,

Φ3 = 3b3λf
2 + b2f

2 − σffx, Φ4 = b3f
3,

Φ5 = afzxx + 2afxzx − σλfzx − fzt, Φ6 = −σf2zx, Φ7 = afz2x,

(3.2.2.4)

а функции Ψn = Ψn[z] записываются так:

Ψ1 = 1, Ψ2 = w, Ψ3 = w2, Ψ4 = w3,

Ψ5 = w′
z, Ψ6 = ww′

z , Ψ7 = w′′
zz.

(3.2.2.5)

Далее используем прямой метод поиска слабых симметрий. Нетрудно убе-
диться, что при

w(z) = 1/z, (3.2.2.6)

имеют место три линейных соотношения между функциями (3.2.2.5):

Ψ7 = 2Ψ4, Ψ6 = −Ψ4, Ψ5 = −Ψ3. (3.2.2.7)

Подставив (3.2.2.7) в (3.2.2.3), получим

Φ1Ψ1 +Φ2Ψ2 + (Φ3 − Φ5)Ψ3 + (Φ4 − Φ6 + 2Φ7)Ψ4 = 0. (3.2.2.8)

Приравнивая нулю функциональный коэффициент при Ψ4 в (3.2.2.8), после
сокращения на f приходим к уравнению b3f

2 + σfzx + 2az2x = 0, решение
которого имеет вид

f = βzx, (3.2.2.9)

где β — корень квадратного уравнения

b3β
2 + σβ + 2a = 0. (3.2.2.10)

Приравнивая нулю функциональные коэффициенты при Ψ1, Ψ2, Ψ3 в (3.2.2.8)
и учитывая (3.2.2.4) и (3.2.2.9), после простых арифметических преобразова-
ний и перегруппировки слагаемых, получим

zt − (3a+ βσ)zxx + (σλ+ b2β + 3b3βλ)zx = 0 (коэффициент при Ψ3),

zxt − azxxx + σλzxx − (b1 + 2λb2 + 3b3λ
2)zx = 0 (коэффициент приΨ2),

b3λ
3 + b2λ

2 + b1λ+ b0 = 0 (коэффициент при Ψ1).
(3.2.2.11)

Здесь первые два линейных уравнения в частных производных образуют пе-
реопределенную систему для функции z = z(x, t), а последнее (кубическое)
уравнение служит для определения константы λ.

С помощью (3.2.2.2), (3.2.2.6), (3.2.2.9) можно представить решение урав-
нения (3.2.2.1) в виде

u(x, t) =
β

z
zx + λ. (3.2.2.12)

Пусть β— корень квадратного уравнения (3.2.2.10), а λ— корень последнего
(кубического) уравнения в (3.2.2.11). В зависимости от значения константы b3,
следует рассмотреть два случая.
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1◦. Случай b3 6= 0. Из первых двух уравнений в (3.2.2.11) имеем

zt + p1zxx + p2zx = 0,

zxxx + q1zxx + q2zx = 0,
(3.2.2.13)

где
p1 = −βσ − 3a, p2 = λσ + βb2 + 3βλb3,

q1 = − βb2 + 3βλb3
βσ + 2a

, q2 = − 3b3λ
2 + 2b2λ+ b1
βσ + 2a

.
(3.2.2.14)

Ниже приводятся решения переопределенной системы линейных уравне-
ний (3.2.2.13) — (3.2.2.14), которые вместе с формулой (3.2.2.12) и квадратным
уравнением (3.2.2.10) позволяют находить точные решения исходного УрЧП
(3.2.2.1).

Возможны четыре основные ситуации.
1.1. При q2 6= 0 и q21 6= 4q2 (q21 > 4q2) имеем

z(x, t) = C1 exp(k1x+ s1t) + C2 exp(k2x+ s2t) + C3,

kn = − 1
2 q1 ± 1

2

√
q21 − 4q2, sn = −k2np1 − knp2,

где C1, C2, C3 — произвольные постоянные; n = 1, 2. При q21 < 4q2 в данном
решении надо выделить действительную и мнимую части, что приводит к
решению, зависящему от экспоненциальных и тригонометрических функций
[24].

1.2. При q2 6= 0 и q21 = 4q2:

z(x, t) = C1 exp(kx+ s1t) + C2(kx+ s2t) exp(kx+ s1t) + C3,

k = − 1
2 q1, s1 = − 1

4 p1q
2
1 +

1
2 p2q1, s2 = − 1

2 p1q
2
1 +

1
2 p2q1.

1.3. При q2 = 0 и q1 6= 0:

z(x, t) = C1(x− p2t) + C2 exp[−q1x+ q1(p2 − p1q1)t] + C3.

1.4. При q2 = q1 = 0:

z(x, t) = C1(x− p2t)
2 + C2(x− p2t)− 2C1p1t+ C3.

2◦. Случай b3 = 0, b2 6= 0. Решения определяются формулами (3.2.2.12), где

z(x, t) = C1 + C2 exp
[
Ax+A

(
b1σ

2b2
+

2ab2
σ

)
t
]
,

β = − 2a

σ
, A =

σ(b1 + 2b2λ)

2ab2
,

а λ = λ1,2 — корни квадратного уравнения b2λ
2 + b1λ+ b0 = 0.

Замечание 3.5. Описанные выше решения уравнения (3.2.2.1) при b0 = 0 были
получены в [148, 149, 217] с помощью метода Вайса — Табора — Карневейля [364],
основанного на усеченных разложениях Пенлеве (см. также [24, 121]).



3.2. Прямой метод поиска слабых симметрий 273

3.2.3. Уравнения нестационарного плоского и
осесимметричного пограничного слоя

Уравнения плоского пограничного слоя. Уравнения гидродинамического по-
граничного слоя описывают течения вязких жидкостей в тонких слоях вблизи
твердых, жидких и газообразных поверхностей различной формы при больших
числах Рейнольдса [26, 27, 64, 279].

Система уравнений плоского нестационарного ламинарного пограничного
слоя для ньютоновской несжимаемой жидкости (классическая модель жидко-
сти) записывается в следующем виде [27, 64]:

Ut + UUx + V Uy = νUyy + F (t, x), (3.2.3.1)

Ux + Vy = 0, (3.2.3.2)

где t— время, x и y— продольная и поперечная координаты (значение y = 0 со-
ответствуют поверхности тела), U и V —продольная и поперечная компоненты
скорости жидкости, F (t, x) = −px/ρ — заданная функция (пропорциональная
продольному градиенту давления), p — давление, ρ — массовая плотность, ν —
кинематическая вязкость жидкости.

С помощью функции тока W , определяемой формулами

U =Wy, V = −Wx, (3.2.3.3)

система (3.2.3.1) — (3.2.3.2) сводится к одному УрЧП третьего порядка [27, 64]:

Wty +WyWxy −WxWyy = νWyyy + F (t, x). (3.2.3.4)

Точные решения и преобразования системы УрЧП (3.2.3.1) — (3.2.3.2) и
уравнения (3.2.3.4), а также различные задачи пограничного слоя, рассматри-
вались во многих работах (см., например, [1, 9, 10, 21, 26, 27, 32, 33, 35,
36, 46, 64, 104–106, 232, 233, 279, 287, 329, 367, 368]). Об инвариантных и
неинвариантных точных решениях этих уравнений в стационарном случае (при
Wt = 0) см. [1, 9, 21, 26, 27, 33, 35, 64, 104, 106, 279, 287, 329]. О некоторых
точных решениях и преобразованиях уравнений нестационарного плоского по-
граничного слоя (3.2.3.4) см. [10, 32, 36, 46, 105, 232, 233, 287, 291, 292, 368].

Замечание 3.6. В работах [104, 287, 329] приводятся некоторые точные решения
уравнения осесимметричного пограничного слоя на поверхности протяженного тела
вращения; в этих работах рассматривалось уравнение, которое можно формально по-
лучить из (3.2.3.4) заменой Wyyy на (yWyy)y (см. также разд. 3.2.4).

Уравнения осесимметричного пограничного слоя. Система уравнений
осесимметричного нестационарного ламинарного пограничного слоя имеет вид
[26, 64]:

Ut + UUx + V Uy = νUyy + F (t, x), (3.2.3.5)

(rU)x + (rV )y = 0, r = r(x), (3.2.3.6)
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где x и y—продольная и поперечная координаты (соответствующие единичные
векторы ex и ey направлены по касательной и по нормали к поверхности тела
вращения), U и V — продольная и поперечная компоненты скорости жидкости,
F (t, x) = −px/ρ — заданная функция, r = r(x) — безразмерный радиус по-
перечного сечения, перпендикулярный оси вращения и определяющий форму
тела. Остальные обозначения — такие же, как и для уравнения (3.2.3.4). Выбор
единицы длины в определении r = r(x) не влияет на вид уравнения.

Введение функции тока W по формулам

U =Wy, V = −Wx − r′x
r
W, r = r(x), (3.2.3.7)

приводит систему (3.2.3.5) — (3.2.3.6) к одному уравнению третьего поряд-
ка [26, 64]:

Wty +WyWxy −WxWyy − r′x
r
WWyy = νWyyy + F (t, x). (3.2.3.8)

При r(x) = const уравнение (3.2.3.8) совпадает с (3.2.3.4). Случай r(x) 6=
const является более сложным. В [2] были описаны конкретные функции r(x),
для которых уравнение нестационарного пограничного слоя с тремя независи-
мыми переменными (3.2.3.8) можно привести одному ОДУ или одному УрЧП
с двумя независимыми переменными; анализ был основан на модификации
прямого метода построения редукций [128].

Далее будем рассматривать общий случай уравнения (3.2.3.8) для произ-
вольной зависимости r = r(x). Допустимые формы функции давления F (t, x)
будут, как обычно, определяться в процессе анализа.

Преобразование к уравнению плоского пограничного слоя с перемен-
ной вязкостью. Путем введения новых переменных

z = r(x)y, w = r(x)W, (3.2.3.9)

преобразуем уравнение (3.2.3.8) к более удобному для анализа виду [304]:

wtz +wzwxz − wxwzz = νr2(x)wzzz + F (t, x). (3.2.3.10)

Это уравнение можно трактовать как уравнение нестационарного плоского
пограничного слоя с переменной вязкостью

νe = νr2(x),

зависящей от продольной координаты x. Функция давления F (t, x) остается
неизменной.

В частном случае r(x) ≡ 1, уравнение (3.2.3.10) совпадает с уравнением
плоского пограничного слоя (3.2.3.4).

В конце разд. 3.2.3 дается физическая интерпретация уравнения погранич-
ного слоя с переменной вязкостью νe = νe(x), не связанная с системой УрЧП
(3.2.3.5) — (3.2.3.6).
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Общий вид решения. Определяющие уравнения. Редукция к ОДУ. Точ-
ные решения уравнения (3.2.3.10) ищем в виде [304]:

w = fu(ξ) + gz + h, ξ = ϕz + ψ, (3.2.3.11)

где шесть функций f = f(t, x), g = g(t, x), h = h(t, x), ϕ= ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x),
u = u(ξ) подлежат определению в процессе исследования.

Подставив (3.2.3.11) в (3.2.3.10), получим уравнение, которое удобно пред-
ставить в билинейной форме

7∑

n=1

Φn[x, t]Ψn[ξ] = 0. (3.2.3.12)

Функции Φn = Φn[x, t] зависят от функциональных коэффициентов (и их про-
изводных), входящих уравнение (3.2.3.10) и решение (3.2.3.11), и определяются
формулами

Φ1 = gt + ggx − F, Φ2 = (fϕ)t + (fgϕ)x, Φ3 = fϕ(fϕ)x,

Φ4 = f(ϕψt + gϕψx + gxϕψ − ψϕt − gϕxψ − hxϕ
2),

Φ5 = f(ϕt + gϕx − gxϕ), Φ6 = −ffxϕ2, Φ7 = −νr2fϕ3,

(3.2.3.13)

а функции Ψn = Ψn[ξ] имеют вид

Ψ1 = 1, Ψ2 = u′ξ, Ψ3 = (u′ξ)
2, Ψ4 = u′′ξξ,

Ψ5 = ξu′′ξξ, Ψ6 = uu′′ξξ, Ψ7 = u′′′ξξξ.
(3.2.3.14)

Уравнение (3.2.3.12) — (3.2.3.14) сводится одному ОДУ для u = u(ξ), если
все Φn (n 6 6) положить пропорциональными Φ7, т. е.

Φn = −anΦ7 (n = 1, . . . , 6), (3.2.3.15)

где a1, . . . , a6 — свободные параметры. Подставив (3.2.3.13) в (3.2.3.15), при-
ходим к нелинейной системе УрЧП для определения функций f = f(t, x),
g = g(t, x), h = h(t, x), ϕ = ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x):

gt + ggx − F = a1νr
2fϕ3, (3.2.3.16)

(fϕ)t + (fgϕ)x = a2νr
2fϕ3, (3.2.3.17)

(fϕ)x = a3νr
2ϕ2, (3.2.3.18)

ϕψt + gϕψx + gxϕψ − ϕtψ − gϕxψ − hxϕ
2 = a4νr

2ϕ3, (3.2.3.19)

ϕt + gϕx − gxϕ = a5νr
2ϕ3, (3.2.3.20)

fx = −a6νr2ϕ. (3.2.3.21)

В результате уравнение (3.2.3.12) редуцируется к нелинейному ОДУ для фун-
кции u = u(ξ):

a1 + a2u
′
ξ + a3(u

′
ξ)

2 + a4u
′′
ξξ + a5ξu

′′
ξξ + a6uu

′′
ξξ= u′′′ξξξ. (3.2.3.22)
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Любой совместное решение определяющей системы УрЧП первого порядка
(3.2.3.16) — (3.2.3.21) вместе с соответствующим решением ОДУ третьего по-
рядка (3.2.3.22) порождает точное решение вида (3.2.3.11) уравнения (3.2.3.10).

Анализ и решения определяющей системы (3.2.3.16)— (3.2.3.21) для осе-
симметричного пограничного слоя с произвольной r(x). Систему урав-
нений (3.2.3.16) — (3.2.3.21) удается расщепить на несколько более простых
подсистем, которые можно рассматривать независимо друг от друга.

Подсистема, состоящая из уравнений (3.2.3.18) и (3.2.3.21), позволяет вы-
разить f и ϕ через r = r(x). При заданных f и ϕ подсистема, состоящая
из уравнений (3.2.3.17) и (3.2.3.20), служит для определения g и r, откуда
следует, что в случае общего положения функция r = r(x) не может считаться
произвольной. После того, как g и r найдены, функция давления вычисляется
по формуле

F = gt + ggx − a1νr
2fϕ3, (3.2.3.23)

которая является следствием уравнения (3.2.3.16). Функцию ψ в уравнении
(3.2.3.19) можно считать произвольно заданной. Интегрируя по x, находим
функцию h:

h =

∫
1

ϕ2

(
ϕψt + gϕψx + gxϕψ−ϕtψ− gϕxψ− a4νr

2ϕ3
)
dx+ p(t), (3.2.3.24)

где p(t)— произвольная функция.
Далее функцию r = r(x) будем считать произвольной.
Анализ начнем с подсистемы, состоящей из уравнений (3.2.3.17) и (3.2.3.20).

Выделим производную gx и перепишем эти уравнения в виде

gx +
(fϕ)x
fϕ

g = a2νr
2ϕ2 − (fϕ)t

fϕ
, (3.2.3.25)

gx − ϕx
ϕ
g = −a5νr2ϕ2 +

ϕt
ϕ
. (3.2.3.26)

Найдем условия, при которых уравнения (3.2.3.25) и (3.2.3.26) совпадают.
В этом случае r = r(x) можно считать произвольной функцией. Тогда g опре-
деляется из (3.2.3.26), а следовательно, выражается через ϕ и r.

Приравнивая функциональные коэффициенты при g и правые части урав-
нений (3.2.3.25) и (3.2.3.26), имеем

ϕx
ϕ

+
(fϕ)x
fϕ

= 0,
ϕt
ϕ

+
(fϕ)t
fϕ

= (a2 + a5)νr
2ϕ2. (3.2.3.27)

Интегрируя первое уравнение в (3.2.3.27), получим

f = λ(t)ϕ−2 (3.2.3.28)

где λ(t)— произвольная функция. Подстановка выражения (3.2.3.28) во второе
уравнение (3.2.3.27) дает

[lnλ(t)]′t = (a2 + a5)νr
2(x)ϕ2. (3.2.3.29)
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Уравнение (3.2.3.29) удовлетворяется в следующих двух случаях:

(a) a5 = −a2, λ(t) = λ0, ϕ = ϕ(t, x)— любая функция; (3.2.3.30)

(b) ϕ =
σ(t)

r(x)
, λ(t) = λ0 exp

[
(a2 + a5) ν

∫
σ2(t) dt

]
, (3.2.3.31)

где λ0 — произвольная постоянная, а σ(t)— произвольная функция.
Случай (a). Без ограничения общности можно положить λ0 = 1. Учитывая

(3.2.3.28), получим f = ϕ−2. Уравнения (3.2.3.18) и (3.2.3.21) принимают вид

ϕ′
x = −a3νr2ϕ4, ϕ′

x = 1
2 a6νr

2ϕ4. (3.2.3.32)

Эти уравнения совместны, если a6 = −2a3. Интегрируя первое уравнение в
(3.2.3.32), а затем (3.2.3.26), находим точное решение уравнения (3.2.3.10) вида
(3.2.3.11), в котором следует положить

f =

[
3a3ν

∫
r2(x) dx + b(t)

]2/3
,

ϕ =

[
3a3ν

∫
r2(x) dx + b(t)

]−1/3

, (3.2.3.33)

g = c(t)ϕ+ ϕ

∫ (
ϕt
ϕ2

+ a2νr
2ϕ

)
dx,

где b = b(t) и c = c(t) — произвольные функции, h определяется формулой
(3.2.3.24), ψ = ψ(t, x)— произвольная функция, а u = u(ξ)— функция, удовле-
творяющая одному ОДУ (3.2.3.22) при a5 = −a2 и a6 = −2a3 [304]. Функция
давления задается формулой (3.2.3.23). Следует отметить, что при a3 6= 0
функцию g можно представить в виде

g = c(t)ϕ− 1

3
b′t(t)ϕ

∫
ϕ2dx+

a2
2a3

ϕ−1.

Случай (b). Из формул (3.2.3.28) и (3.2.3.31), а также уравнений (3.2.3.18)
и (3.2.3.21), следует, что должны выполняться условия a6 = −2a3 и r(x) =
αx + β, т. е. функция r(x) не является произвольной. Этот случай здесь не
рассматривается.

Решения определяющей системы (3.2.3.16) — (3.2.3.21) для плоского по-
граничного пограничный слоя при r(x) ≡ 1. Следуя [304], рассмотрим те-
перь случай уравнения плоского пограничного слоя (3.2.3.10) при r(x) = 1 и
опишем некоторые из его точных решений вида (3.2.3.11). Во всех рассматри-
ваемых ниже случаях будут приведены только выражения для функций ϕ =
ϕ(t, x), f = f(t, x), g = g(t, x). Функция ψ = ψ(t, x) является произвольной,
функции h = h(t, x) и F = F (t, x) определяются формулами (3.2.3.24) и
(3.2.3.23) при r(x) = 1, а функция u = u(ξ) удовлетворяет ОДУ (3.2.3.22).
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1◦. Случай a5 = −a2, a6 = −2a3, a3 6= 0. Точное решение вида (3.2.3.11)
получим, положив r(x)=1 в (3.2.3.33), (3.2.3.23), (3.2.3.24). В результате имеем

ϕ =
[
3a3νx+ b(t)

]−1/3
,

f =
[
3a3νx+ b(t)

]2/3
, (3.2.3.34)

g = c(t)ϕ− 1

3a3ν
b′t(t) +

a2
2a3

ϕ−1,

где b = b(t) и c = c(t)— произвольные функции.
2◦. Случай a5 =−a2 и a3 = a6 = 0. Формулы (3.2.3.33) при a3 =0 приводят

к точному решению (3.2.3.11), в котором следует положить

ϕ = ϕ(t)— произвольная функция,

f = ϕ−2, (3.2.3.35)

g =
(
ϕt
ϕ

+ a2νϕ
2
)
x+ c(t)ϕ,

где c = c(t)— произвольная функция, а остальные функции описаны выше.
3◦. Случай a3 = a6 = 0. Точное решение вида (3.2.3.11) определяется

формулами

ϕ = ϕ(t)— произвольная функция,

f =
k

ϕ2
exp

[
(a2 + a5) ν

∫
ϕ2 dt

]
, (3.2.3.36)

g =
(
ϕt
ϕ

− a5νϕ
2
)
x+ c(t)ϕ,

где c(t)— произвольная функция, а k— произвольная постоянная. Три функции
(3.2.3.36) удовлетворяют четырем уравнениям (3.2.3.17), (3.2.3.18), (3.2.3.20),
(3.2.3.21) при r=1, a3=a6=0 и принимают вид (3.2.3.35) при a5=−a2 и k=1.

О понижении порядка и точных решениях нелинейного ОДУ (3.2.3.22) см.
[304].

Использование метода поиска слабых симметрий для построения точ-
ных решений. Уравнение пограничного слоя (3.2.3.10) с произвольной r(x)
имеет гораздо больше точных решений вида (3.2.3.11), чем получено ранее
путем прямой редукции к одному ОДУ (3.2.3.22) при a5 = −a2 и a6 = −2a3.
Следуя [304], опишем процедуру построения других точных решений вида
(3.2.3.11).

Определяющая система (3.2.3.16) — (3.2.3.21) получена в предположении,
что первые шесть функций Ψi в (3.2.3.14) линейно независимы.

Если некоторые из функций Ψi линейно зависимы, то следует выбрать
линейно независимую подсистему {Ψj}, а остальные функции выразить через
элементы этой подсистемы. В этом случае соотношение (3.2.3.12) надо пере-
писать в виде линейной комбинации функций Ψj , а затем функциональные
множители при Ψj приравнять нулю. Полученная в результате указанных дей-
ствий модифицированная определяющая система будет не только отличаться
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от системы (3.2.3.16) — (3.2.3.21), но также будет включать меньше уравнений.
Чем меньше линейно независимых функций содержится в (3.2.3.14), тем мень-
ше уравнений будет входить в определяющую систему и тем большее число
произвольных функций может входить в ее решение.

Решения вида (3.2.3.11), отличные от описываемых уравнениями (3.2.3.16)—
(3.2.3.22), возникают, если среди функций Ψi имеются две или больше линейно
независимые подсистемы, одна из которых содержит Ψ7. В качестве функций
u = u(ξ), которые определяют Ψi в (3.2.3.14), следует использовать частные
решения ОДУ (3.2.3.22) при подходящих значениях параметров ai.

В табл. 3.1 включены двенадцать функций u = u(ξ), которые приводят
к двум или трем линейным соотношениям между функциями (3.2.3.14) (по
данным [277, 304]). Функция в первой строке дает Ψ7 = 0, что соответствует
вырожденному решению. Остальные строки содержат функции, которые по-
рождают невырожденные решения уравнения (3.2.3.10).

Таблица 3.1. Порождающие функции u и соответствующие линейные соотношения
для Ψn. Обозначения: Ψ1 = 1, Ψ2 = u′ξ, Ψ3 = (u′ξ)

2, Ψ4 = u′′ξξ, Ψ5 = ξu′′ξξ, Ψ6 = uu′′ξξ,
Ψ7 = u′′′ξξξ .

№ Порождающие функции u Линейные соотношения для Ψn

1 u=ξ2 Ψ4=2Ψ1, Ψ5=
2
3Ψ2, Ψ6=

1
2Ψ3

2 u=ξ3 Ψ5=2Ψ2, Ψ6=
2
3Ψ3, Ψ7=6Ψ1

3 u=ξ−1 Ψ5=−2Ψ2, Ψ6=2Ψ3, Ψ7=−6Ψ3

4 u=exp ξ Ψ2=Ψ4=Ψ7, Ψ6=Ψ3

5 u=ch ξ Ψ6=Ψ1+Ψ3, Ψ7=Ψ2

6 u=sh ξ Ψ6=Ψ3−Ψ1, Ψ7=Ψ2

7 u=cos ξ Ψ6=Ψ3−Ψ1, Ψ7=−Ψ2

8 u=sin ξ Ψ6=Ψ3−Ψ1, Ψ7=−Ψ2

9 u=th ξ Ψ6=−2Ψ2+2Ψ3, Ψ7=−2Ψ2−3Ψ6

10 u=cth ξ Ψ6=−2Ψ2+2Ψ3, Ψ7=−2Ψ2−3Ψ6

11 u=tg ξ Ψ6=−2Ψ2+2Ψ3, Ψ7=2Ψ2+3Ψ6

12 u=ctg ξ Ψ6=2Ψ2+2Ψ3, Ψ7=2Ψ2−3Ψ6

Примеры построения точных решений. Ниже приведены примеры по-
строения точных решений нелинейного УрЧП третьего порядка (3.2.3.10) пу-
тем использования некоторых порождающих функций, указанных в табл. 3.1.

◮ Пример 3.9. Возьмем функцию u = ξ3 из второй строки табл. 3.1 и
построим точное решение. Учитывая формулы (3.2.3.14) и линейные соотно-
шения между Ψi (см. табл. 3.1), перепишем уравнение (3.2.3.12) — (3.2.3.14) в
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виде
[
gt + ggx − F − 6νr2fϕ3

]
Ψ1 +

+
[
(fϕ)t + (fgϕ)x + 2f(ϕt + gϕx − gxϕ)

]
Ψ2 +

+
[
fϕ(fϕ)x − 2

3 ffxϕ
2
]
Ψ3 +

+ f(ϕψt + gϕψx + gxϕψ − ψϕt − gϕxψ − hxϕ
2)Ψ4 = 0.

Приравнивая функциональные коэффициенты при всех Ψi нулю, приходим к
системе УрЧП:

gt + ggx − F − 6νr2fϕ3 = 0, (3.2.3.37)

(fϕ)t + (fgϕ)x + 2f(ϕt + gϕx − gxϕ) = 0, (3.2.3.38)

fϕx +
1
3 fxϕ = 0, (3.2.3.39)

ϕψt + gϕψx + gxϕψ − ψϕt − gϕxψ − hxϕ
2 = 0. (3.2.3.40)

Здесь уравнение (3.2.3.39) преобразовано к более удобному виду, а в последних
двух уравнениях произведено деление на ненулевые сомножители fϕ и f .

В системе (3.2.3.37) — (3.2.3.40) на два уравнения меньше, чем в системе
(3.2.3.16) — (3.2.3.21). Кроме того, полученные уравнения не нуждаются в ис-
следовании на совместность. Уравнения (3.2.3.37) — (3.2.3.39) позволяют найти
f , g, F при произвольной r(x). Функции ϕ = ϕ(t, x) и ψ = ψ(t, x) остаются
произвольными, а функция h, как следует из (3.2.3.40), определяется формулой
(3.2.3.24), где a4 = 0.

Общее решение уравнения (3.2.3.39) имеет вид

f = a(t)ϕ−3, (3.2.3.41)

где a(t)— произвольная функция. Подставив это выражение в (3.2.3.38), после
интегрирования получим

g =
1

a(t)

[
a′t(t)x+ b(t)

]
, (3.2.3.42)

где b(t)— произвольная функция. Подставив (3.2.3.41) и (3.2.3.42) в (3.2.3.37),
находим функцию давления F :

F (t, x) = −6νa(t)r2(x) +
1

a(t)
[a′′tt(t)x+ b′t(t)].

При ψ = h = 0 подстановка (3.2.3.41) и (3.2.3.42) в (3.2.3.11) дает точное
решение

u = a(t)z3 +
1

a(t)
[a′t(t)x+ b(t)]z,

где a(t) и b(t) — произвольные функции. Интересно, что произвольная функ-
ция ϕ, входящая в (3.2.3.41), в окончательный результат не входит, так как она
сокращается после подстановки в (3.2.3.11). ◭

◮ Пример 3.10. Возьмем теперь u = exp ξ из строки № 4 табл. 3.1. Ис-
пользуя формулы (3.2.3.14) и линейные соотношения между Ψi (см. табл. 3.1),
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перепишем уравнение (3.2.3.12) — (3.2.3.14) в виде

(gt + ggx − F )Ψ1 +
[
(fϕ)t + (fgϕ)x − fϕ2hx − νr2fϕ3

]
Ψ2 +

+ fϕ
[
(fϕ)x − fxϕ

]
Ψ3 + f(ϕt + gϕx − gxϕ)Ψ5 = 0,

где для простоты мы положили ψ = 0. Приравняв нулю функциональные
коэффициенты при Ψi, получим

gt + ggx − F = 0,

(fϕ)t + (fgϕ)x − fϕ2hx − νr2fϕ3 = 0,

ϕx = 0, ϕt + gϕx − gxϕ = 0.

(3.2.3.43)

Из первого, третьего и четвертого уравнений следует, что

ϕ = ϕ(t), g =
1

ϕ

[
ϕ′
tx+ b(t)

]
, F =

1

ϕ

[
ϕ′′
ttx+ b′t(t)

]
, (3.2.3.44)

где ϕ = ϕ(t) и b= b(t)— произвольные функции. Второе уравнение в (3.2.3.43)
дает

h =
2ϕ′

t

ϕ2
x+

1

ϕ

∫ (
ft
f

+ g
fx
f

− νr2ϕ2
)
dx+ c(t), (3.2.3.45)

где c(t)— произвольная функция.
Формулы (3.2.3.11), (3.2.3.44), (3.2.3.45) при произвольной f = f(t, x) и

ψ = 0 определяют точное решение уравнения (3.2.3.10) для произвольной
функции r(x), т. е. для любой формы обтекаемой поверхности. ◭

Замечание 3.7. Важно подчеркнуть, что прямой метод поиска слабых симметрий,
описанный в разд. 3.2.1, позволяет найти значительно больше точных решений урав-
нения (3.2.3.10), чем прямой метод поиска редукций, рассмотренный в разд. 3.1.

Физическая интерпретация уравнения плоского пограничного слоя с
переменной вязкостью. Рассмотрим уравнение плоского пограничного слоя с
переменной вязкостью ν = ν(x):

Wty +WyWxy −WxWyy = ν(x)Wyyy + F (t, x), (3.2.3.46)

где x и y — продольная и поперечная координаты, а W — функция тока, через
которую выражаются компоненты скорости U и V по формулам (3.2.3.3). Такие
уравнения возникают при исследовании связанных термогидродинамических
задач, когда выполняются следующие условия:

(a) кинематическая вязкость существенно зависит от температуры в инте-
ресующем диапазоне температур: ν = ν̃(T );

(b) поверхность, контактирующая с потоком, нагрета неравномерно: T |y=0=
T0(x);

(c) число Прандтля Pr мало, что справедливо для жидких металлов и рас-
плавов, поскольку для них 5 · 10−3 6 Pr 6 5 · 10−2 [29, 279, 307];

(d) в интересующем диапазоне температур, относительным изменением
плотности жидкости можно пренебречь по сравнению с относительным изме-
нением вязкости; это имеет место для жидких металлов и расплавов [29, 307]
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(в частности, для натрия кинематическая вязкость меняется на 52% в темпера-
турном диапазоне от 100 до 200 ◦C, а плотность меняется всего на 2.8%).

Условие (c) подразумевает, что гидродинамический пограничный слой го-
раздо тоньше теплового. Это означает, что температуру в гидродинамическом
погранслое можно принять приближенно равной главному члену разложения
температуры вблизи обтекаемой поверхности согласно условию (b): T ≈ T0(x).
Из вышесказанного и условия (a) следует, что вязкость зависит только от
продольной координаты: ν = ν̃(T0(x)).

С точностью до обозначений уравнение (3.2.3.10) совпадает с (3.2.3.46).
Задача типа Блазиуса для неравномерно нагретой плоской пластины.

Рассмотрим стационарное продольное обтекание вязкой несжимаемой жидко-
стью неоднородно нагретой плоской пластины, считая, что выполнены условия
(a) — (d). Соответствующая гидродинамическая задача описывается уравнени-
ем пограничного слоя (3.2.3.46), в котором следует положить W = W (x, y),
Wt = 0, F (t, x) = 0, ν(x) = ν̃(T0(x)), и граничными условиями

Wx =Wy = 0 при y = 0, Wy → U∞ при y → ∞, (3.2.3.47)

где U∞ — невозмущенная скорость жидкость вдали от пластины, а значение
y = 0 соответствует поверхности пластины. В частном случае ν = const задача
(3.2.3.46) — (3.2.3.47) переходит в задачу Блазиуса [27, 64].

При произвольной зависимости ν= ν(x), задача (3.2.3.46) — (3.2.3.47) имеет
решение

W =
√
U∞X u(ξ), ξ = y

√
U∞

X
, X =

∫ x

0
ν(s) ds, (3.2.3.48)

где функция u = u(ξ) удовлетворяет следующим уравнению и граничным
условиям:

u′′′ξξξ +
1
2 uu

′′
ξξ = 0;

u = u′ξ = 0 при ξ = 0, u′ξ → 1 при ξ → ∞.
(3.2.3.49)

В [26, 27, 64] приводятся численные и приближенные аналитические реше-
ния задачи (3.2.3.49). С учетом приведенных выше результатов, можно оценить
локальное напряжение сдвига (сопротивление) на поверхности пластины:

τ(x) = (µUy)y=0 = ρU3/2
∞ u′′(0)ν(x)X−1/2, X =

∫ x

0
ν(s) ds, (3.2.3.50)

где u′′(0) ≈ 0.332. Соответствующий коэффициент сопротивления равен

cf =
τ (x)
1
2
ρU2

∞

=
0.664√

Rex
, Rex =

U∞L(x)

ν(x)
, L(x) =

1

ν(x)

∫ x

0
ν(s) ds, (3.2.3.51)

где Rex — локальное число Рейнольдса, а L(x) — эффективное расстояние от
переднего края пластины.

В частном случае постоянной вязкости (ν = const) формулы (3.2.3.50) и
(3.2.3.51) совпадают формулами, приведенными в [26, 27, 64].
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◮ Пример 3.11. Измерения температурных зависимостей кинематической
вязкости ν = ν̃(T ) показывают [14], что многие жидкие металлы и расплавы
характеризуются гистерезисом вязкости в широком диапазоне температур, т. е.
при нагреве и охлаждении зависимости ν̃(T ) различны. Кривая нагрева обычно
имеет довольно сложную форму, а кривая охлаждения хорошо описывается
формулой типа закона Аррениуса ν = αeβ/T , где α и β—константы, характери-
зующие физические свойства жидкости, а T —термодинамическая температура.
При температурах выше некоторого порогового значения, характерного для
конкретной жидкости, кривые нагрева и охлаждения практически совпадают с
точностью до погрешности измерения вязкости [14].

Вместо закона Аррениуса ниже будем использовать простое приближение
ν = ν0e

γ(T0−T ), которое хорошо работает в широком диапазоне температур.
Для оценки влияния зависимости вязкости жидкости от температуры на

величины локального напряжения сдвига и коэффициента сопротивления срав-
ним следующие два сценария: (a) температура пластины поддерживается по-
стоянной T0 = 200 ◦C и (b) температура пластины понижается линейным
образом от T0 = 200 ◦C при x = 0 до Tl = 100 ◦C при некотором значе-
нии x = l. Пренебрегая изменением плотности жидкости, оценим отношение
cf2(l)/cf1(l) ≈ τ2(l)/τ1(l), где индексы 1 и 2 относятся к случаям (a) и (b)
соответственно.

Из формул (3.2.3.50) и (3.2.3.51) следует

cf2(l)

cf1(l)
=

τ2(l)

τ1(l)
=

ν(l)

ν0

√
ν0l

X(l)
; ν(x) = ν0e

γ(T0−T (x)), X(l) =

∫ l

0
ν(x) dx.

Поскольку температура линейно зависит от координаты, имеем

T = T0 − T0 − Tl
l

x =⇒ dx = − l

T0 − Tl
dT. (3.2.3.52)

Следовательно,

X(l) =

∫ Tl

T0

ν0e
γ(T0−T ) l

Tl − T0
dT =

ν0l

γ(T0 − Tl)

(
eγ(T0−Tl) − 1

)

=
ν0l

ln(νl/ν0)

(
νl
ν0

− 1
)
, νl = ν(l).

В результате получим [304]:

cf2(l)

cf1(l)
=

νl
ν0

√
ln

νl
ν0

/(
νl
ν0

− 1
)
. (3.2.3.53)

В табл. 3.2 приводятся отношения коэффициентов сопротивления (предпо-
следний столбец), вычисленные по формуле (3.2.3.53), для трех жидких ме-
таллов и одного расплава при соблюдении вышеуказанных предположений.
Обсуждение полученных результатов дано в конце примера 3.12. ◭

◮ Пример 3.12. Предполагая теперь, что вязкость степенным образом за-
висит от температуры ν = ν0(T0/T )

k (детальное обоснование этой формулы
дано в [307]), сравним два сценария, описанные в примере 3.11.
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Таблица 3.2. Увеличение коэффициента сопротивления вследствие зависимости вяз-
кости от температуры. Индекс «e» соответствует экспоненциальному приближению
ν = ν0e

γ(T0−T ), а индекс «p» соответствует степенному приближению ν = ν0(T0/T )
k.

Жидкий металл/расплав ν0, 108 м2/с k ce
f2(l)/c

e
f1(l) cp

f2(l)/c
p
f1(l)

Hg 7.9 0.260 1.13 1.15

Na 50.5 0.615 1.37 1.39

K 41.2 0.527 1.22 1.32

25% Na+75%K 43.7 0.540 1.25 1.33

Пренебрегая изменением плотности, из формул (3.2.3.50) и (3.2.3.51) нахо-
дим

cf2(l)

cf1(l)
≈ τ2(l)

τ1(l)
=

νl
ν0

√
ν0l

X(l)
; ν = ν0

(
T0

T

)k
, X(l) =

∫ l

0
ν(T (x)) dx.

Поскольку, согласно предположению, температура линейно зависит от коорди-
наты, имеем (3.2.3.52), и следовательно

X(l) =

∫ Tl

T0

ν0(T0/T )
k −l
T0 − Tl

dT =
ν0l

1− k

T0 − T k0 T
1−k
l

T0 − Tl
, 0 < k < 1.

В итоге получим [307]:

cf2(l)

cf1(l)
=

(
T0

Tl

)k√
(1− k)

(T0/Tl)− 1

(T0/Tl)− (T0/Tl)k
= 2k

√
1− k

2− 2k
. (3.2.3.54)

В табл. 3.2 приведены отношения коэффициентов сопротивления (послед-
ний столбец), вычисленные по формуле (3.2.3.54) для трех жидких металлов и
одного расплава при соблюдении вышеуказанных предположений. Видно, что
вследствие зависимости вязкости от температуры коэффициент сопротивления
существенно увеличивается. При принятых допущениях увеличение состав-
ляет 15%, 39%, 32%, 33% для Hg, Na, K, 25% Na + 75% K соответственно.
Эти цифры несколько выше соответствующих значений (четвертый столбец),
полученных при использовании экспоненциального приближения зависимости
кинематической вязкости от температуры.

Отметим, что формулы (3.2.3.53) и (3.2.3.54) справедливы для ламинарного
режима течения, в котором Rel = U∞X(l)/ν2l . 105 [27, 64]. ◭

3.2.4. Уравнения осесимметричного пограничного слоя
на протяженном теле вращения

Преобразование системы уравнений пограничного слоя к одному УрЧП.
Система уравнений пограничного слоя, описывающая осесимметричное неста-
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ционарное ламинарное обтекание ньютоновской несжимаемой жидкостью про-
тяженного тела вращения, имеет вид [64, 133]:

Ut + UUx + V Ur = ν
(
Urr + r−1Ur

)
+ F (t, x), (3.2.4.1)

Ux + Vr + r−1V = 0, (3.2.4.2)

где t — время, U и V — соответственно осевая и радиальная компоненты ско-
рости жидкости, x и r — осевая и радиальная координаты, F (t, x) = −px/ρ—
заданная функция (пропорциональная осевому градиенту давления), p—давле-
ние, ρ— массовая плотность, ν — кинематическая вязкость. При F ≡ 0 система
(3.2.4.1)— (3.2.4.2) описывает осесимметричное струйное течение при больших
числах Рейнольдса.

В [64] получено автомодельное решение стационарной системы уравнений
(3.2.4.1) — (3.2.4.2) при F (t, x) ≡ 0 для задачи о струйном течении.

Введя модифицированную функцию тока w по формулам

U = 2r−1wr, V = −2r−1(wx − ν), z = 1
4 r

2, (3.2.4.3)

сведем систему (3.2.4.1) — (3.2.4.2) к одному нелинейному уравнению третьего
порядка

wtz + wzwxz − wxwzz = νzwzzz + F (t, x). (3.2.4.4)

Замечание 3.8. Формулы (3.2.4.3) немного отличается от формул, использован-
ных в [104, 287, 329], и приводят к более простому уравнению (3.2.4.4). В работах
[104, 287, 329] представлен ряд преобразований, а также некоторые точные решения
уравнения, полученного из (3.2.4.4) заменой w = w̄ + νx.

Отметим, что уравнения (3.2.4.4) и (3.2.3.10) отличаются функциональными
множителями при старшей производной.

Далее, следуя [306], построим точные решения нестационарный нелиней-
ного УрЧП третьего порядка(3.2.4.4), в котором, как обычно, допустимые фун-
кции градиента давления F (t, x) будут определяться в ходе исследования.

Общий вид решения. Определяющие уравнения. Редукция к ОДУ. Как
и в разд. 3.2.3, будем искать точные решения уравнения (3.2.4.4) в виде

w = fu(ξ) + gz + h, ξ = ϕz + ψ, (3.2.4.5)

где функции f = f(t, x), g = g(t, x), h = h(t, x), ϕ = ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x),
u = u(ξ) подлежат определению в процессе анализа.

Подставив (3.2.4.5) в (3.2.4.4), получим уравнение, которое удобно предста-
вить в билинейной форме

8∑

n=1

Φn[x, t]Ψn[ξ] = 0. (3.2.4.6)

Функции Φn = Φn[x, t] зависят от функциональных коэффициентов (и их про-
изводных), входящих уравнение (3.2.4.4) и решение (3.2.4.5), и определяются
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формулами

Φ1 = gt + ggx − F, Φ2 = (fϕ)t + (fgϕ)x, Φ3 = fϕ(fϕ)x,

Φ4 = f(ϕψt + gϕψx + gxϕψ − ψϕt − gϕxψ − hxϕ
2),

Φ5 = f(ϕt + gϕx − gxϕ), Φ6 = −ffxϕ2,

Φ7 = νfϕ2ψ, Φ8 = −νfϕ2,

(3.2.4.7)

а функции Ψn = Ψn[ξ] имеют вид

Ψ1 = 1, Ψ2 = u′ξ, Ψ3 = (u′ξ)
2, Ψ4 = u′′ξξ,

Ψ5 = ξu′′ξξ, Ψ6 = uu′′ξξ, Ψ7 = u′′′ξξξ, Ψ8 = ξu′′′ξξξ.
(3.2.4.8)

Уравнение (3.2.4.6) — (3.2.4.8) сводится к одному ОДУ для u = u(ξ), если
все Φn (n 6 7) положить пропорциональными Φ8, т. е.

Φn = −anΦ8 (n = 1, . . . , 7), (3.2.4.9)

где a1, . . . , a7 — свободные параметры. Подставив функции (3.2.4.7) в (3.2.4.9),
приходим к нелинейной системе УрЧП для f = f(t, x), g = g(t, x), h = h(t, x),
ϕ = ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x):

gt + ggx − F = a1νfϕ
2, (3.2.4.10)

(fϕ)t + (fgϕ)x = a2νfϕ
2, (3.2.4.11)

(fϕ)x = a3νϕ, (3.2.4.12)

ϕψt + gϕψx + gxϕψ − ϕtψ − gϕxψ − hxϕ
2 = a4νϕ

2, (3.2.4.13)

ϕt + gϕx − gxϕ = a5νϕ
2, (3.2.4.14)

fx = −a6ν, (3.2.4.15)

ψ = a7. (3.2.4.16)

В результате уравнение (3.2.4.6) редуцируется к нелинейному ОДУ для функ-
ции u = u(ξ):

a1 + a2u
′
ξ + a3(u

′
ξ)

2 + a4u
′′
ξξ + a5ξu

′′
ξξ + a6uu

′′
ξξ + a7u

′′′
ξξξ= ξu′′′ξξξ. (3.2.4.17)

Любое совместное решение определяющей системы УрЧП первого поряд-
ка (3.2.4.10) — (3.2.4.15) и соотношение (3.2.4.16) вместе с соответствующим
решением ОДУ третьего порядка (3.2.4.17) порождают точное решение урав-
нения (3.2.4.4) вида (3.2.4.5).

Замечание 3.9. В статье [104] рассматривались точные решения вида (3.2.4.5) при
g ≡ 0 для уравнений стационарного протяженного осесимметричного пограничного
слоя (см. также пример 3.8).

Анализ и решения определяющей системы (3.2.4.10) — (3.2.4.16). Систе-
ма (3.2.4.10) — (3.2.4.16) состоит из одного независимого уравнения и несколь-
ких подсистем, которые можно анализировать последовательно.
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Из уравнения (3.2.4.16) имеем ψ = a7 = const. Подсистема, состоящая из
уравнений (3.2.4.12) и (3.2.4.15), позволяет найти f и ϕ. Переопределенная
подсистема, состоящая из УрЧП (3.2.4.11) и (3.2.4.14) требует проведения ана-
лиза на совместность и дает возможность определить функцию g. После этого
функцию давления можно вычислить по формуле

F = gt + ggx − a1νfϕ
2, (3.2.4.18)

которая является следствием уравнения (3.2.4.10). Интегрируя (3.2.4.13), нахо-
дим функцию h:

h = −a4νx+ a7

∫
1

ϕ2

(
gxϕ− ϕt − gϕx

)
dx+ h0(t), (3.2.4.19)

где h0(t)— произвольная функция.
Проанализируем переопределенную систему УрЧП (3.2.4.11), (3.2.4.14). Вы-

делив производную gx, перепишем уравнения в виде

gx +
(fϕ)x
fϕ

g = a2νϕ− (fϕ)t
fϕ

, (3.2.4.20)

gx − ϕx
ϕ
g = −a5νϕ+

ϕt
ϕ
. (3.2.4.21)

Найдем условия, при выполнении которых УрЧП (3.2.4.20) и (3.2.4.21) совпа-
дают, после чего из (3.2.4.21) можно будет определить функцию g.

Приравняв функциональные множители при g и правые части уравнений
(3.2.4.20) и (3.2.4.21), получим

ϕx
ϕ

+
(fϕ)x
fϕ

= 0,
ϕt
ϕ

+
(fϕ)t
fϕ

= (a2 + a5)νϕ. (3.2.4.22)

Интегрируя первое уравнение, имеем

f = λ(t)ϕ−2, (3.2.4.23)

где λ(t) — произвольная функция. Подстановка этого выражения во второе
уравнение в (3.2.4.22) дает

[lnλ(t)]′t = (a2 + a5)νϕ. (3.2.4.24)

Уравнение (3.2.4.24) удовлетворяется в следующих двух случаях:

(a) a5 = −a2, λ(t) = λ0, ϕ = ϕ(t, x)— произвольная функция, (3.2.4.25)

(b) λ(t) = λ0 exp

[
(a2 + a5) ν

∫
ϕ(t) dt

]
, ϕ = ϕ(t)— произвольная функция,

(3.2.4.26)

где λ0 — произвольная постоянная.
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Случай (a). В первом случае без ограничения общности можно положить
λ0 = 1. Учитывая (3.2.4.23), имеем f = ϕ−2. Далее, из (3.2.4.12) и (3.2.4.15)
следует

ϕ′
x = −a3νϕ3, ϕ′

x = 1
2 a6νϕ

3. (3.2.4.27)

Эти два уравнения совместны, если a6 = −2a3. Интегрируя первое уравнение,
а также уравнение (3.2.4.21), получим точное решение уравнения (3.2.4.4) вида
(3.2.4.5), в котором искомые функции имеют вид

f = 2a3νx+ b(t),

ϕ =
[
2a3νx+ b(t)

]−1/2
, (3.2.4.28)

g =
[
a2νx+ c(t)

]
ϕ− 1

2a3ν
b′t(t),

где b = b(t) и c = c(t) — произвольные функции. Функция h находится по
формуле (3.2.4.19), ψ = a7, а функция u = u(ξ) удовлетворяет ОДУ (3.2.4.17),
где a5 = −a2 и a6 = −2a3. Функция давления определяется по формуле
(3.2.4.18).

Случай (b). Во втором случае из формул (3.2.4.23) и (3.2.4.26), а также
уравнений (3.2.4.12) и (3.2.4.15), следует, что должны выполняться условия
a3 = a6 = 0. При этом уравнение (3.2.4.17) становится линейным. Интегрируя
(3.2.4.21), приходим к точному решению уравнения (3.2.4.4) вида (3.2.4.5), в
котором следует положить

f = λ(t)ϕ−2, λ(t) = λ0 exp

[
(a2 + a5) ν

∫
ϕ(t) dt

]
,

ϕ = ϕ(t)— произвольная функция, (3.2.4.29)

g =
(
ϕ′

t

ϕ
− a5νϕ

)
x+ c(t),

где c= c(t)—произвольная функция. Функция h находится из (3.2.4.19), ψ=a7,
а u = u(ξ) удовлетворяет ОДУ (3.2.4.17), где a3 = a6 = 0. Функция давления
определяется по формуле (3.2.4.18).

О точных решениях нелинейного ОДУ (3.2.4.17) см. [308].
Использование прямого метода поиска слабых симметрий для постро-

ения точных решений. Уравнение пограничного слоя (3.2.4.4) допускает зна-
чительно больше точных решений вида (3.2.4.5), чем те, которые были полу-
чены ранее путем редукции к одному ОДУ. Следуя [306], опишем процедуру
построения других точных решений вида (3.2.4.5).

Определяющая система (3.2.4.10) — (3.2.4.16) была получена в предположе-
нии, что первые семь функций Ψi из (3.2.4.8) линейно независимы.

Если некоторые из Ψi линейно зависимы, следует выбрать линейно неза-
висимую подсистему {Ψj} и выразить остальные функции через ее элементы.
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Затем уравнение (3.2.4.6) надо переписать в виде линейной комбинации функ-
ций Ψj и приравнять нулю их функциональные множители. В этом случае при-
ходим к модифицированной определяющей системе, которая содержит меньше
уравнений, чем система (3.2.4.10) — (3.2.4.16).

В качестве функций u = u(ξ), определяющих величины Ψi в (3.2.4.8),
следует брать частные решения ОДУ (3.2.4.17) при некоторых конкретных зна-
чениях коэффициентов ai. Решения вида (3.2.4.5), отличные от описываемых
уравнениями (3.2.4.10) — (3.2.4.17), появляются, если в среди функций (3.2.4.8)
имеются две или более линейно зависимые подсистемы. Случай Ψ8 = 0 соот-
ветствует вырожденному решению.

В табл. 3.3 приведены функции u = u(ξ), которые порождают три или
четыре линейных соотношения между функциями (3.2.4.8). В каждой строке
имеется линейно зависимая подсистема, содержащая Ψ8. Во второй и третьей
строках выделены степенные функции специального вида, для которых возни-
кает дополнительная линейно зависимая подсистема по сравнению с общим
случаем u = ξk при k 6= −1, 0, 3.

Таблица 3.3. Порождающие функции u, для которых имеют место линейные соотно-
шения между функциями Ψn. Обозначения: Ψ1 = 1, Ψ2 = u′ξ, Ψ3 = (u′ξ)

2, Ψ4 = u′′ξξ,
Ψ5 = ξu′′ξξ , Ψ6 = uu′′ξξ, Ψ7 = u′′′ξξξ, Ψ8 = ξu′′′ξξξ.

№ Порождающая функция u Линейные соотношения для Ψn

1 u= ξk, k 6=0 Ψ5=(k−1)Ψ2, Ψ6=
k−1
k Ψ3, Ψ8=(k−2)Ψ4

2 u= ξ3 Ψ5=2Ψ2, Ψ6=
2
3Ψ3, Ψ7=6Ψ1, Ψ8=Ψ4

3 u= ξ−1 Ψ5=−2Ψ2, Ψ6=2Ψ3, Ψ7=−6Ψ3, Ψ8=−3Ψ4

4 u=exp ξ Ψ2=Ψ4=Ψ7, Ψ6=Ψ3, Ψ8=Ψ5

5 u= ln ξ Ψ3=−Ψ4=
1
2Ψ8, Ψ5=−Ψ2

Примеры построения точных решений. Ниже построены точные реше-
ния нелинейного УрЧП третьего порядка (3.2.4.4) путем использования порож-
дающих функций, указанных в табл. 3.3.

Решение 1. Возьмем u = ξk из первой строки в табл. 3.3 и построим
соответствующее точное решение. Учитывая формулы (3.2.4.8) и используя
линейные комбинации функций Ψi из первой строки этой таблицы, перепишем
уравнение (3.2.4.6) — (3.2.4.8) в виде

(gt + ggx − F )Ψ1 +

+ [(fϕ)t + (fgϕ)x + (k − 1)f(ϕt + gϕx − gxϕ)]Ψ2 +

+ fϕ[(fϕ)x − k−1
k fxϕ]Ψ3 +

+ f [ϕψt + gϕψx + gxϕψ − ψϕt − gϕxψ − hxϕ
2 − ν(k − 2)ϕ2]Ψ4 +

+ νfϕ2ψΨ7 = 0. (3.2.4.30)
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Приравнивая нулю функциональные множители при Ψi, получим определяю-
щую систему

gt + ggx − F = 0, (3.2.4.31)

(fϕ)t + (fgϕ)x + (k − 1)f(ϕt + gϕx − gxϕ) = 0, (3.2.4.32)

kfϕx + fxϕ = 0, (3.2.4.33)

ϕψt + gϕψx + gxϕψ − ψϕt − gϕxψ − hxϕ
2 − ν(k − 2)ϕ2 = 0, (3.2.4.34)

ψ = 0. (3.2.4.35)

В последних трех уравнениях произведено деление на ненулевые множители.
В уравнении (3.2.4.33) слагаемые были перегруппированы.

Система (3.2.4.31) — (3.2.4.35) имеет на два уравнения меньше, чем система
(3.2.4.10) — (3.2.4.16) и не требует анализа на совместность. Общее решение
системы (3.2.4.31) — (3.2.4.35) можно представить в виде

f = a(t)ϕ−k, g =
1

k − 2

a′t(t)

a(t)
x+ b(t), h = ν(2− k)x+ c(t),

ϕ = ϕ(t, x)— произвольная функция, ψ = 0, F = gt + ggx,
(3.2.4.36)

где a(t), b(t), c(t)— произвольные функции.
Подставив (3.2.4.36) в (3.2.4.5), приходим к точному решению

w = a(t)zk +
[

1

k − 2

a′t(t)

a(t)
x+ b(t)

]
z + ν(2− k)x+ c(t). (3.2.4.37)

Заметим, что произвольная функция ϕ, входящая в первую формулу решения
(3.2.4.36), сокращается и не входит в итоговый результат. Функция давления,
соответствующая решению (3.2.4.37), выражается формулой

F =
[

1

k − 2

a′′t
a
+

3− k

(k − 2)2

(
a′t
a

)2 ]
x+b′t+

ba′t
(k − 2)a

, a=a(t), b= b(t). (3.2.4.38)

Решение 2. Возьмем u = ξ3 из второй строки в табл. 3.3. В этом случае
следует положить k = 3 в (3.2.4.30) и учесть дополнительную связь Ψ7 = 6Ψ1,
что приводит к определяющей системе

gt + ggx + 6νfϕ2ψ − F = 0, (3.2.4.39)

(fϕ)t + (fgϕ)x + 2f(ϕt + gϕx − gxϕ) = 0, (3.2.4.40)

3fϕx + fxϕ = 0, (3.2.4.41)

ϕψt + gϕψx + gxϕψ − ψϕt − gϕxψ − hxϕ
2 − νϕ2 = 0. (3.2.4.42)

Без ограничения общности можно положить ϕ = 1, что эквивалентно пере-
нормировке ψ. Решив систему (3.2.4.39) — (3.2.4.42), в итоге получим следую-
щее точное решение уравнения (3.2.4.4):

w = a(t)(z + ψ)3 + gz − νx+

∫
(ψt + gψx + gxψ) dx+ c(t),

g =
a′t(t)

a(t)
x+ b(t),

(3.2.4.43)
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где ψ = ψ(t, x), a = a(t), b = b(t), c = c(t)— произвольные функции. Соответ-
ствующая функция давления определяется формулой

F =
a′′tt
a
x+ b′t +

a′tb

a
+ 6νaψ. (3.2.4.44)

Видно, что F = F (t, x) можно взять произвольной, а ψ можно выразить
через F .

Решение 3. Если взять u = ξ−1 (строка 3 табл. 3.3), то в (3.2.4.30) надо
положить k = −1. Учитывая дополнительную связь Ψ7 = −6Ψ3, приходим к
определяющей системе УрЧП (здесь не приводится), решение которой можно
представить в виде

f = f(t, x)— произвольная функция,

g = a(t)f−1/3 − 1

3
f−1/3

∫
f−2/3ft dx,

h =
1

6ν
(f + gfx) + 3νx+ b(t),

ϕ = 1, ψ =
1

6ν
fx,

F = gt + ggx,

(3.2.4.45)

где a(t) и b(t) — произвольные функции. В данном случае функцию f можно
считать произвольной и положить ϕ=1 (что эквивалентно перенормировке f ).

Формулы (3.2.4.5) и (3.2.4.45) дают точное решение уравнения (3.2.4.4).
Решение 4. Возьмем u = exp ξ и учтем линейные соотношения для Ψi

(см. строку 4 табл. 3.3). В результате получим определяющую систему УрЧП,
решение которой дается формулами

f = f(t, x)— произвольная функция,

g =
(
ϕ′

t

ϕ
− νϕ

)
x+ a(t),

h =
1

ϕ2

∫
(fϕ)t + ϕ(fg)x

f
dx+ b(t),

ϕ = ϕ(t)— произвольная функция, ψ = 0,

F = gt + ggx,

(3.2.4.46)

где a(t) и b(t)— произвольные функции. Здесь считается, что функция f про-
извольна, а ψ = 0 (что эквивалентно перенормировке f ).

Решение 5. Возьмем u = ln ξ (строка 5 табл. 3.3). Опуская промежуточные
выкладки, выпишем точное решение уравнения (3.2.4.4):

w = f(t) ln z +
[
a(t)− f ′

t(t)

2f(t)
x
]
z + 2νx+ b(t), (3.2.4.47)

где f = f(t), a = a(t), b = b(t) — произвольные функции. Соответствующая
функция давления имеет вид

F = a′t −
1

2
a
f ′

t

f
+
[
3

4

(
f ′

t

f

)2
− 1

2

f ′′

tt

f

]
x.
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Важно отметить, что второе, третье и четвертое решения содержат произ-
вольную функцию двух аргументов. Более того, все пять полученных решений
представлены в замкнутой форме.

Замечание 3.10. Прямой метод поиска слабых симметрий, описанный в разд.
3.2.1, позволяет найти значительно больше точных решений нелинейного уравнения
(3.2.4.4), чем прямой метод редукций, изложенный в разд. 3.1.

Один класс точных решений с обобщенным разделением переменных.

1◦. Определяющая система уравнений. Пусть функция давления F линейна
по x:

F (t, x) = f1(t)x+ f0(t), (3.2.4.48)

где f1(t) и f0(t)— произвольные функции. Тогда уравнение (3.2.4.4) допускает
решение с обобщенным разделением переменных вида

w = Φ(t, z)x+ Ψ(t, z), (3.2.4.49)

где функции Φ = Φ(t, z) и Ψ = Ψ(t, z) удовлетворяют системе УрЧП:

Φtz + Φ2
z − ΦΦzz = νzΦzzz + f1(t), (3.2.4.50)

Ψtz + ΦzΨz − ΦΨzz = νzΨzzz + f0(t). (3.2.4.51)

Уравнение (3.2.4.50) содержит одну искомую функцию Φ и не зависит от
уравнения (3.2.4.51). Уравнение третьего порядка (3.2.4.51) с помощью замены
ψ = Ψz сводится к параболическому уравнению второго порядка, линейному
относительно ψ.

2◦. Формула для построения точных решений уравнения (3.2.4.51). Спра-
ведливо следующее утверждение.

Пусть Φ=Φ(t, z)—решение уравнения (3.2.4.50). Тогда уравнение (3.2.4.51)
также допускает точные решения вида

Ψ = A(t)Φ −A′
t(t)z +B(t), (3.2.4.52)

где B(t)— произвольная функция, а A = A(t)— решение линейного уравнения
второго порядка

A′′
tt − f1(t)A+ f0(t) = 0. (3.2.4.53)

Формула (3.2.4.52) позволяет строить точные решения уравнения (3.2.4.51)
по известному решению уравнения (3.2.4.50).

3◦. Редукция к линейному УрЧП второго порядка. Уравнение (3.2.4.50) до-
пускает вырожденные решения вида

Φ = a(t)z + b(t), (3.2.4.54)

где b(t) — произвольная функция, а функция a = a(t) удовлетворяет ОДУ
первого порядка a′t + a2 = f1(t), которое является уравнением Риккати [288].
С учетом (3.2.4.54) уравнение (3.2.4.51) принимает вид

ψt + a(t)ψ − [a(t)z + b(t)]ψz = νzψzz + f0(t), ψ = Ψz. (3.2.4.55)
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Если b(t) = 0, то преобразование

ψ = exp

[
−
∫
a(t) dt

][
Ω(τ, ζ) +

∫
f0(t)σ(t) dt

]
,

τ = ν

∫
σ(t) dt, ζ = zσ(t), σ(t) = exp

[∫
a(t) dt

] (3.2.4.56)

приводит (3.2.4.55) к более простому уравнению

Ωτ = ζΩζζ. (3.2.4.57)

В справочнике [285] (см. стр. 95) описано много точных решений уравнения
(3.2.4.57). В частности, уравнение (3.2.4.57) имеет решения

Ω = 2C1τζ + C1ζ
2 + C2,

Ω = C1 exp
(
− ζ

τ + C2

)
+ C3,

где C1, C2, C3 — произвольные постоянные.

4◦. Решения, содержащие экспоненциальную функцию. Уравнение (3.2.4.50)
допускает невырожденное решение, содержащие экспоненциальную функцию:

Φ = a(t)eλ(t)z + b(t)z + c(t), (3.2.4.58)

где функциональные коэффициенты a = a(t), b = b(t), c = c(t), λ = λ(t)
удовлетворяют трем уравнениям

λ′t − bλ− νλ2 = 0,

a′t + 3ab+ νaλ− acλ = 0,

b′t + b2 = f1(t).

(3.2.4.59)

Здесь второе уравнение было преобразовано с помощью первого уравнения.
Функции a и λ в (3.2.4.59) можно считать произвольными. Тогда из первых
двух уравнений без интегрирования можно найти функции b и c. Последнее
уравнение определяет функцию f1.

Пусть функция Φ определяется уравнениями (3.2.4.58) и (3.2.4.59), а следо-
вательно, является решением уравнения (3.2.4.50). Тогда уравнение (3.2.4.51)
имеет точное решение

Ψ = α(t)eλ(t)z + β(t)z + γ(t), (3.2.4.60)

где γ(t)—произвольная функция, а α= α(t) и β = β(t) удовлетворяют системе

α′
t + 2bα+ aβ + ναλ− cαλ = 0,

β′t + bβ = f0(t).
(3.2.4.61)

Считая функцию α произвольной, можно легко найти β из первого уравнения
без интегрирования. Второе уравнение определяет f0.

Функции (3.2.4.58) и (3.2.4.60), коэффициенты которых удовлетворяют урав-
нениям (3.2.4.59) и (3.2.4.61), дают точное решение системы (3.2.4.50) —
(3.2.4.51). Эти формулы и уравнения определяют точные решения вида
(3.2.4.49) уравнения нестационарного осесимметричного пограничного слоя
(3.2.4.4).
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3.2.5. Уравнения плоского и осесимметричного пограничного
слоя для неньютоновских жидкостей

Уравнения плоского пограничного слоя для неньютоновских жидкостей.
Помимо классической модели ньютоновской жидкости (уравнения погранич-
ного слоя для этой модели приведены в разд. 3.2.3 и 3.2.4), в приложениях
довольно часто используются более сложные реологические модели неньюто-
новских жидкостей (см., например, [65, 66, 72, 95, 180, 279]).

Система уравнений нестационарного плоского ламинарного пограничного
слоя для степено́й ньютоновской жидкости имеет вид [65, 72, 279]:

Ut + UUx + V Uy = κUn−1
y Uyy + F (t, x), (3.2.5.1)

Ux + Vy = 0 (3.2.5.2)

где t— время, x и y— продольная и поперечная координаты (значение y = 0 со-
ответствуют поверхности тела), U и V —продольная и поперечная компоненты
скорости жидкости, F (t, x) = −px/ρ — заданная функция (пропорциональная
продольному градиенту давления), p — давление, ρ — массовая плотность, κ —
эффективная вязкость, n > 0— реологический параметр жидкости (n = 1 соот-
ветствует ньютоновской жидкости). Жидкость предполагается несжимаемой и
Uy > 0.

Введение функции тока W по формулам (3.2.3.3) приводит систему УрЧП
(3.2.5.1) — (3.2.5.2) к одному нелинейному УрЧП третьего порядка

Wty +WyWxy −WxWyy = κW n−1
yy Wyyy + F (t, x). (3.2.5.3)

В [16, 17, 35, 46, 65, 265, 279, 329] указаны точные решения и преобразова-
ния стационарных и нестационарных уравнений (3.2.5.1) — (3.2.5.2) и (3.2.5.3)
для степенных жидкостей (n 6= 1).

Уравнения осесимметричного пограничного слоя для неньютоновских
жидкостей. Система уравнений осесимметричного нестационарного ламинар-
ного пограничного слоя для степенно́й неньютоновской жидкости имеет вид

Ut + UUx + V Uy = κUn−1
y Uyy + F (t, x), (3.2.5.4)

(rU)x + (rV )y = 0, r = r(x), (3.2.5.5)

где x и y—продольная и поперечная координаты (соответствующие единичные
векторы ex и ey направлены по касательной и по нормали к поверхности тела
вращения), U и V — продольная и поперечная компоненты скорости жидкости,
F (t, x) = −px/ρ — заданная функция, а r = r(x) — безразмерный радиус по-
перечного сечения, перпендикулярного оси вращения и определяющего форму
тела. Остальные обозначения такие же, как и в уравнении (3.2.5.3).

Введение функции тока W по формулам (3.2.3.7) преобразует систему
(3.2.5.4) — (3.2.5.5) к одному нелинейному УрЧП третьего порядка

Wty +WyWxy −WxWyy − r′x
r
WWyy = κW n−1

yy Wyyy + F (t, x). (3.2.5.6)
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Уравнение (3.2.5.6) совпадает с (3.2.5.3) при r(x) = 1. Наличие в левой
части уравнения (3.2.5.6) функции r(x) 6= const значительно усложняет его
анализ (особенно, если r(x)— произвольная функция).

Далее будем рассматривать общий случай уравнения (3.2.5.6), когда r(x)—
произвольная функция. Допустимые функции давления F (t, x), а также значе-
ния реологического параметра n, подлежат определению в ходе анализа.

Преобразование к уравнению плоского пограничного слоя с перемен-
ной вязкостью. Введя новые переменные

z = r(x)y, w = r(x)W, (3.2.5.7)

преобразуем уравнение (3.2.5.6) к виду [308]:

wtz + wzwxz − wxwzz = κrn+1(x)wn−1
zz wzzz + F (t, x). (3.2.5.8)

Это уравнение можно трактовать как уравнение нестационарного плоского
пограничного слоя с переменной вязкостью

κe = κrn+1(x),

зависящей от продольной координаты x. Функция давления F (t, x) не меняет-
ся.

В частном случае r(x) ≡ 1 уравнение (3.2.5.8) совпадает с уравнением
плоского пограничного слоя (3.2.5.3).

Замечание 3.11. В [40] уравнение третьего порядка (3.2.5.8) было сначала приве-
дено к уравнению второго порядка с помощью преобразования типа Крокко, в котором
µ = wz и u = wzz использовались в качестве новых переменных вместо z и w, а затем
для полученного уравнения были найдены несколько точных решений.

Формулы, позволяющие обобщать точные решения. Уравнения нестаци-
онарного осесимметричного пограничного слоя степенных жидкостей имеют
замечательные свойства, которые сформулированы ниже в виде двух утвержде-
ний [40, 308].

Утверждение 1. Пусть w(t, x, z)—решение уравнения (3.2.5.8). Тогда функ-
ция

w1 = w(t, x, ζ) +
∂

∂t

∫
φ(t, x) dx+ p(t), ζ = z + φ(t, x), (3.2.5.9)

где φ(t, x) и p(t) — произвольные функции, также является решением этого
уравнения.

Утверждение 2. Пусть W (t, x, y) — решение уравнение нестационарного
осесимметричного пограничного слоя (3.2.5.6). Тогда функция

W1=W (t, x, η)+
1

r(x)

[
∂

∂t

∫
r(x)φ(t, x) dx+p(t)

]
, η= y+φ(t, x), (3.2.5.10)
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где φ(t, x) и p(t) — произвольные функции, также является решением этого
уравнения.

Утверждения 1 и 2 доказываются прямой проверкой. Они справедливы для
любых функций r(x) и F (t, x), входящих в уравнения (3.2.5.6) и (3.2.5.8), и
позволяют обобщать точные решения путем включения в них дополнительных
произвольных функций (в [40] сформулированные утверждения были исполь-
зованы для построения точных решений рассматриваемых нелинейных УрЧП).

Общий вид решения. Определяющие уравнения. Редукция к ОДУ. Как
и в разд. 3.2.3 и 3.2.4, ищем точные решения уравнения (3.2.5.8) в виде

w = fu(ξ) + gz + h, ξ = ϕz + ψ, (3.2.5.11)

где функции f = f(t, x), g = g(t, x), h = h(t, x), ϕ = ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x),
u = u(ξ) подлежат определению в ходе анализа. Для конкретности далее
предполагается, что f > 0 и g > 0.

Подставив (3.2.5.11) в (3.2.5.8), получим уравнение, которое удобно пред-
ставить в билинейной форме

7∑

n=1

Φn[x, t]Ψn[ξ] = 0. (3.2.5.12)

Функции Φn = Φn[x, t] зависят функциональных коэффициентов (и их произ-
водных), входящих в уравнение (3.2.5.8) и решение (3.2.5.11), и определяются
формулами

Φ1 = gt + ggx − F, Φ2 = (fϕ)t + (fgϕ)x, Φ3 = fϕ(fϕ)x,

Φ4 = f(ϕψt + gϕψx + gxϕψ − ψϕt − gϕxψ − hxϕ
2),

Φ5 = f(ϕt + gϕx − gxϕ), Φ6 = −ffxϕ2, Φ7 = −κrn+1fnϕ2n+1,

(3.2.5.13)

а функции Ψn = Ψn[ξ] имеют вид

Ψ1 = 1, Ψ2 = u′ξ, Ψ3 = (u′ξ)
2, Ψ4 = u′′ξξ,

Ψ5 = ξu′′ξξ, Ψ6 = uu′′ξξ, Ψ7 = (u′′ξξ)
n−1u′′′ξξξ.

(3.2.5.14)

Уравнение (3.2.5.12) — (3.2.5.14) сводится к одному ОДУ для функции u =
u(ξ), если все Φn (n 6 6) положить пропорциональными Φ7, т. е.

Φn = −anΦ7 (n = 1, . . . , 6), (3.2.5.15)

где a1, . . . , a6—свободные параметры. Подставив выражения (3.2.5.13) в равен-
ства (3.2.5.15), приходим к нелинейной системе УрЧП для функций f = f(t, x),
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g = g(t, x), h = h(t, x), ϕ = ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x):

gt + ggx − F = a1κr
n+1fnϕ2n+1, (3.2.5.16)

(fϕ)t + (fgϕ)x = a2κr
n+1fnϕ2n+1, (3.2.5.17)

(fϕ)x = a3κr
n+1fn−1ϕ2n, (3.2.5.18)

ϕψt − ϕtψ + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2 = a4κr

n+1fn−1ϕ2n+1, (3.2.5.19)

ϕt + gϕx − gxϕ = a5κr
n+1fn−1ϕ2n+1, (3.2.5.20)

fx = −a6κrn+1fn−1ϕ2n−1. (3.2.5.21)

В результате уравнение (3.2.5.12) редуцируется к нелинейному ОДУ для фун-
кции u = u(ξ):

a1 + a2u
′
ξ + a3(u

′
ξ)

2 + a4u
′′
ξξ + a5ξu

′′
ξξ + a6uu

′′
ξξ= (u′′ξξ)

n−1u′′′ξξξ. (3.2.5.22)

Любое совместное решение определяющей системы УрЧП первого порядка
(3.2.5.16) — (3.2.5.21) вместе с соответствующим решением ОДУ третьего по-
рядка (3.2.5.22) порождают точное решение уравнения (3.2.5.8) вида (3.2.5.11).

О понижении порядка и некоторых частных решениях нелинейного ОДУ
(3.2.5.22) см. [308].

Анализ и решения определяющей системы (3.2.5.16) — (3.2.5.21). Систе-
ма (3.2.5.16) — (3.2.5.21) распадается на несколько более простых подсистем,
которые можно анализировать последовательно.

Подсистема, состоящая из уравнений (3.2.5.18) и (3.2.5.21), позволяет вы-
разить f и ϕ через r = r(x). При известных f и ϕ подсистема, состоящая из
уравнений (3.2.5.17) и (3.2.5.20), служит для определения g и r, откуда следует,
что в общем случае r = r(x) не может быть произвольной функцией. При
известных g и r функция давления находится по формуле

F = gt + ggx − a1κr
n+1fnϕ2n+1, (3.2.5.23)

которая выводится из (3.2.5.16). В уравнении (3.2.5.19) функцию ψ можно
считать произвольной. Интегрируя по x, получим следующее выражение для
функции h:

h =

∫
1

ϕ2

(
ϕψt − ϕtψ + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − a4κr

n+1fn−1ϕ2n+1
)
dx+ p(t),

(3.2.5.24)
где p(t)— произвольная функция.

Далее будем считать, что r = r(x)— произвольная функция.
Начнем с анализа подсистемы, состоящей из двух уравнений (3.2.5.17) и

(3.2.5.20). Выделив производную gx, перепишем уравнения в виде

gx +
(fϕ)x
fϕ

g = a2κr
n+1fn−1ϕ2n − (fϕ)t

fϕ
, (3.2.5.25)

gx − ϕx
ϕ
g = −a5κrn+1fn−1ϕ2n +

ϕt
ϕ
. (3.2.5.26)
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Найдем условия, при выполнении которых уравнения (3.2.5.25) и (3.2.5.26)
совпадают. В этом случае r = r(x) можно считать произвольной, а g опреде-
ляется из уравнения (3.2.5.26), и следовательно, выражается через ϕ и r.

Приравнивая функциональные коэффициенты при g, а также правые части
уравнений (3.2.5.25) и (3.2.5.26), получим

ϕx
ϕ

+
(fϕ)x
fϕ

= 0,
ϕt
ϕ

+
(fϕ)t
fϕ

= (a2 + a5)κr
n+1fn−1ϕ2n. (3.2.5.27)

Интегрируя первое уравнение в (3.2.5.27), имеем

f = λ(t)ϕ−2, (3.2.5.28)

где λ(t) — произвольная функция. Подстановка этого выражения во второе
уравнение (3.2.5.27) дает

[ln λ(t)]′t = (a2 + a5)κr
n+1(x)λn−1ϕ2. (3.2.5.29)

Уравнению (3.2.5.29) можно удовлетворить в следующих двух случаях:

(a) a5 = −a2, λ(t) = λ0, ϕ = ϕ(t, x)— произвольная; (3.2.5.30)

(b) ϕ =
σ(t)

r(n+1)/2(x)
, λ(t) =

[
(a2 + a5)(1 − n)κ

∫
σ2(t) dt+ C0

] 1
1−n

,

(3.2.5.31)

где C0 — произвольная постоянная, а σ(t)— произвольная функция.
Случай (a). Без ограничения общности можно рассмотреть случай λ0 = 1.

С учетом (3.2.5.28) имеем f = ϕ−2. Тогда уравнения (3.2.5.18) и (3.2.5.21)
принимают вид

ϕ′
x = −a3κrn+1ϕ4, ϕ′

x = 1
2 a6κr

n+1ϕ4. (3.2.5.32)

Эти два уравнения совместны, если a6 = −2a3. Интегрируя первое уравне-
ние (3.2.5.32), а затем (3.2.5.26), получим точное решение уравнения (3.2.5.8)
вида (3.2.5.11), в котором следует положить

f =

[
3a3κ

∫
rn+1(x) dx+ b(t)

]2/3
,

ϕ =

[
3a3κ

∫
rn+1(x) dx+ b(t)

]−1/3

, (3.2.5.33)

g = c(t)ϕ+ ϕ

∫ [
ϕt
ϕ2

+ a2κr
n+1(x)ϕ

]
dx,

где b = b(t) и c = c(t) — произвольные функции, h определяется формулой
(3.2.5.24), ψ = ψ(t, x)— произвольная функция, а u = u(ξ)— функция, удовле-
творяющая ОДУ (3.2.5.22), где a5 = −a2 и a6 = −2a3. Функция давления F
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находится по формуле (3.2.5.23). Следует отметить, что при a3 6= 0 функцию g
можно выразить в виде

g = c(t)ϕ − 1

3
b′t(t)ϕ

∫
ϕ2 dx+

a2
2a3

ϕ−1.

Случай (b). Из формул (3.2.5.28) и (3.2.5.31), а также уравнений (3.2.5.18)
и (3.2.5.21), следует, что должны выполняться условия a6 = −2a3 и r(x) =
= (αx+ β)2/(n+1), где α и β — некоторые константы. Это означает, что r(x) не
является произвольной функцией. Этот частный случай здесь не рассматрива-
ется.

Решения определяющей системы (3.2.5.16) — (3.2.5.21) для плоского по-
граничного слоя при r(x) ≡ 1. Рассмотрим теперь частный случай уравне-
ния плоского пограничного слоя (3.2.5.8) при r(x) = 1 и опишем его некоторые
точные решения вида (3.2.5.11). В двух случаях, рассматриваемых ниже, будут
приводиться только выражения для функций ϕ=ϕ(t, x), f = f(t, x), g= g(t, x).
Функция ψ = ψ(t, x) — произвольная, а функции h = h(t, x) и F = F (t, x)
определяются формулами (3.2.5.24) и (3.2.5.23), где r(x) = 1, а u = u(ξ)
удовлетворяет ОДУ (3.2.5.22).

1◦. Случай a5 = −a2, a6 = −2a3 6= 0. Точные решения вида (3.2.5.11)
получаются из (3.2.5.33), (3.2.5.23), (3.2.5.24), если положить в них r(x) = 1. В
результате имеем

ϕ =
[
3a3κx+ b(t)

]−1/3
,

f =
[
3a3κx+ b(t)

]2/3
, (3.2.5.34)

g = c(t)ϕ− 1

3a3κ
b′t(t) +

a2
2a3

ϕ−1,

где b = b(t) и c = c(t)— произвольные функции.
2◦. Случай a3 = a6 = 0. Точные решения вида (3.2.5.11) определяются

формулами

ϕ = ϕ(t)— произвольная функция,

f = ϕ−2

[
(a2 + a5)(1 − n)κ

∫
ϕ2(t) dt+ C0

] 1
1−n

, (3.2.5.35)

g =
(
ϕt
ϕ

− a5κf
n−1ϕ2n

)
x+ c(t),

где c(t)— произвольная функция, C0 — произвольная постоянная, а n 6= 1. Три
функции (3.2.5.35) удовлетворяют четырем уравнениям (3.2.5.17), (3.2.5.18),
(3.2.5.20), (3.2.5.21) при r = 1 и a3 = a6 = 0.

Использование прямого метода поиска слабых симметрий для постро-
ения точных решений. Уравнение пограничного слоя (3.2.5.8) для произволь-
ной функции r(x) имеет больше точных решений вида (3.2.5.11), чем получено
ранее путем редукции к одному ОДУ (3.2.5.22) при a5 = −a2 и a6 = −2a3.
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Следуя [308], опишем процедуру построения других точных решений вида
(3.2.5.11).

Определяющая система (3.2.5.16) — (3.2.5.21) была получена в предположе-
нии, что первые шесть функций Ψi из (3.2.5.14) линейно независимы.

Если некоторые из функций Ψi линейно зависимы, то следует выбрать
линейно независимую подсистему {Ψj}, через элементы которой надо выра-
зить остальные функции. Затем соотношение (3.2.5.11) необходимо переписать
в виде линейной комбинации функций Ψj и приравнять нулю функциональ-
ные множители при Ψj . Полученная в результате указанной процедуры мо-
дифицированная определяющая система УрЧП не только будет отличаться от
системы (3.2.5.16) — (3.2.5.21), но также будет содержать меньше уравнений.
Чем больше линейных соотношений будет между функциями Ψi из (3.2.5.14),
тем меньше уравнений будет входить в определяющую систему и тем больше
произвольных функций возникнут в ее решении.

В качестве функций u = u(ξ), определяющих Ψi в (3.2.5.14), следует брать
частные решения ОДУ (3.2.5.22) при некоторых значениях параметров ai. Ре-
шения вида (3.2.5.11), отличные от решений, описываемых уравнениями
(3.2.5.16) — (3.2.5.22), возникают, когда имеются две или более линейно неза-
висимых подсистем функций в (3.2.5.14).

В табл. 3.1 были приведены функции u = u(ξ), порождающие два или
три линейных соотношения между функциями (3.2.5.14) для ньютоновской
жидкости (при n = 1).

Построение точных решений для u = εξm при n 6= 1. Для степенны́х
неньютоновских жидкостей подстановка в формулы (3.2.5.14) степенно́й фун-
кции u = εξm, где ξ > 0 и ε = sign[m(m− 1)], дает

Ψ1 = 1, Ψ2 = εmξm−1, Ψ3 = m2ξ2m−2, Ψ4 = εm(m−1)ξm−2,

Ψ5 = εm(m−1)ξm−1, Ψ6 = m(m−1)ξ2m−2,

Ψ7 = (m−2)[εm(m−1)]nξmn−2n−1.

(3.2.5.36)

Замечание 3.12. Коэффициент ε=±1 введен для того, чтобы обеспечить неотри-
цательность выражения εm(m−1)= |m(m−1)|. Это позволяет избежать отрицательно-
го подкоренного выражения в Ψ7, которое может появиться при дробных значениях n
(например, если 0 < n < 1

2 , то из строк 3 и 4 табл. 3.4 следует, что m(m− 1) < 0).

Из (3.2.5.36) следует, что при любых n, имеются два линейных соотноше-
ния

Ψ5 = (m− 1)Ψ2, mΨ6 = (m− 1)Ψ3. (3.2.5.37)

В общем случае имеются вырожденные решения, соответствующие m = 1 и
m=2 и приводящие к тому, что Ψ7 =0; эти решения рассматриваться не будут.

Невырожденные решения характеризуются линейными связями Ψ7 = kiΨi,
где i = 1, 2, 3, 4. В табл. 3.4 приведены функции степенного вида u = εξm,
которые порождают три линейных соотношения между функциями (3.2.5.14)
для неньютоновских жидкостей.
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Таблица 3.4. Степенны́е порождающие функции u = εξm, где ε = sign[m(m − 1)],
и соответствующие линейные соотношения вида Ψ7 = kiΨi для неньютоновских
жидкостей (n 6= 1); еще два соотношения указаны в (3.2.5.37).

№ Степень m Линейные соотношения Ограничения

1 m= 2n+1
n Ψ7=(m−2)|m(m−1)|nΨ1 n 6=0

2 m= 2n
n−1 Ψ7=ε

m−2
m |m(m−1)|nΨ2 n 6=0, 1

3 m= 2n−1
n−2 Ψ7=

m−2
m2 |m(m−1)|nΨ3 n 6= 1

2 , 2

4 m= 2n−1
n−1 Ψ7=(m−2)|m(m−1)|n−1Ψ4 n 6= 1

2 , 1

Решение 1 для u = εξ(2n+1)/n. Построим семейство точных решений,

соответствующих функции u = εξ
2n+1
n из первой строки в табл. 3.4. С уче-

том выражений (3.2.5.14) и линейных соотношений между Ψi (см. формулы
(3.2.5.36)—(3.2.5.37) и табл. 3.4 при m= 2n+1

n ), уравнение (3.2.5.12)—(3.2.5.14)
можно переписать в виде

[
gt + ggx − F − κ|m(m− 1)|n(m− 2)rn+1fnϕ2n+1

]
Ψ1 +

+
[
(fϕ)t + (fgϕ)x + (m− 1)f(ϕt + gϕx − gxϕ)

]
Ψ2 +

+ fϕ
[
(fϕ)x − m−1

m fxϕ
]
Ψ3 +

+ f(ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2)Ψ4 = 0, m = 2n+1

n .

Приравнивая нулю функциональные коэффициенты при всех Ψi, получим

gt + ggx − F − κ|m(m− 1)|n(m− 2)rn+1fnϕ2n+1 = 0, (3.2.5.38)

(fϕ)t + (fgϕ)x + (m− 1)f(ϕt + gϕx − gxϕ) = 0, (3.2.5.39)

mfϕx + fxϕ = 0, (3.2.5.40)

ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2 = 0. (3.2.5.41)

В последних двух уравнениях было произведено деление на ненулевые мно-
жители и преобразовано уравнение (3.2.5.40).

Система УрЧП (3.2.5.38) — (3.2.5.41) имеет на два уравнения меньше, чем
система (3.2.5.16)—(3.2.5.21). Кроме того, нет необходимости исследовать урав-
нения на совместность. Уравнения (3.2.5.38) — (3.2.5.40) позволяют найти фун-
кции f , g, F при произвольной r(x). Функции ϕ = ϕ(t, x) и ψ = ψ(t, x)
остаются произвольными, а h определяется формулой (3.2.5.24) при a4 = 0.

Общее решение уравнения (3.2.5.40) имеет вид

f = a(t)ϕ−m = a(t)ϕ−
2n+1
n , (3.2.5.42)

где a(t) — произвольная функция. Подставив это выражение в (3.2.5.39) и ре-
шив полученное уравнение, находим функцию g:

g =
a′t(t)

(m− 2)a(t)
x+ b(t) = n

a′t(t)

a(t)
x+ b(t), (3.2.5.43)
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где b(t)— произвольная функция. Подставив (3.2.5.42) и (3.2.5.43) в уравнение
(3.2.5.38), определяем функцию давления

F = gt + ggx − κ|m(m− 1)|n(m− 2)rn+1fnϕ2n+1, m =
2n+ 1

n
. (3.2.5.44)

Решение 2 для u = εξ2n/(n−1). Теперь возьмем функцию u = εξ
2n
n−1 из

второй строки табл. 3.4. Учитывая формулы (3.2.5.14) и используя линейные
соотношения между Ψi (см. выражения (3.2.5.36) — (3.2.5.37) и табл. 3.4 при
m = 2n

n−1 ), представим уравнение (3.2.5.12) — (3.2.5.14) в виде

(gt + ggx − F )Ψ1 +

+
[
(fϕ)t + (fgϕ)x + (m− 1)f(ϕt + gϕx − gxϕ)−
− κε

m− 2

m
|m(m− 1)|nrn+1fnϕ2n+1

]
Ψ2 +

+ fϕ
[
(fϕ)x − m−1

m fxϕ
]
Ψ3 +

+ f(ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2)Ψ4 = 0, m =

2n

n− 1
.

Приравнивая нулю функциональные множители при Ψi, получим определяю-
щую систему

gt + ggx − F = 0,

(fϕ)t + (fgϕ)x + (m− 1)f(ϕt + gϕx − gxϕ)

− κε
m− 2

m
|m(m− 1)|nrn+1fnϕ2n+1 = 0,

mfϕx + fxϕ = 0,

ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2 = 0.

(3.2.5.45)

Последнее уравнение в системе (3.2.5.45) совпадает с (3.2.5.41), а третье
уравнение в (3.2.5.45) отличается от уравнения (3.2.5.40) только значением m.
Функции ϕ = ϕ(t, x) и ψ = ψ(t, x) остаются произвольными, а h определяется
формулой (3.2.5.24) при a4 = 0. Функции f и g, а также функция давления F ,
находятся по формулам

f = a(t)ϕ−m = a(t)ϕ
−

2n
n−1 ,

g =
a′t(t)

(m− 2)a(t)
x− κε

m
|m(m− 1)|nan−1(t)

∫
rn+1(x) dx + b(t), (3.2.5.46)

F = gt + ggx,

где a(t) и b(t)— произвольные функции, а m = 2n
n−1 .

Формулы (3.2.5.11), (3.2.5.24) при a4 = 0 и (3.2.5.46) при произвольных
ϕ = ϕ(t, x) и ψ = ψ(t, x) описывают точное решение уравнения (3.2.5.8) для
произвольной функции формы тела r(x).

Решение 3 для u = εξ(2n−1)/(n−2). Возьмем u= εξ
2n−1
n−2 из третьей стро-

ки табл. 3.4. Учитывая формулы (3.2.5.14), (3.2.5.36), (3.2.5.37) при m = 2n−1
n−2
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и рассуждая так же, как и при построении решения 1, из (3.2.5.12) — (3.2.5.14)
получим определяющую систему

gt + ggx − F = 0,

(fϕ)t + (fgϕ)x + (m− 1)f(ϕt + gϕx − gxϕ) = 0,

mfϕx + fxϕ− κ
m− 2

m
|m(m− 1)|nrn+1fn−1ϕ2n = 0,

ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2 = 0.

(3.2.5.47)

Функции ϕ = ϕ(t, x) и ψ = ψ(t, x) в системе (3.2.5.47) можно считать про-
извольными. Третье уравнение (3.2.5.47) легко интегрируется, поскольку оно
является ОДУ Бернулли для функции f , в котором x считается независимой
переменной, а t играет роль параметра. Второе уравнение (3.2.5.47) является
линейным ОДУ первого порядка для функции g с независимой переменной x
и параметром t. Решения этих двух ОДУ опускаем. Функции F и h легко
находятся из первого и последнего уравнений в (3.2.5.47).

Решение 4 для u = εξ(2n−1)/(n−1). Построим решение для u= εξ
2n−1
n−1 из

четвертой строки табл. 3.4. Учитывая формулы (3.2.5.14), (3.2.5.36), (3.2.5.37)
при m = 2n−1

n−1 и рассуждая, как и ранее, из уравнения (3.2.5.12) — (3.2.5.14)
выводим определяющую систему

gt + ggx − F = 0,

(fϕ)t + (fgϕ)x + (m− 1)f(ϕt + gϕx − gxϕ) = 0,

mfϕx + fxϕ = 0,

ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2 −

− κ(m− 2)|m(m − 1)|n−1rn+1fn−1ϕ2n+1 = 0.

Ее общее решение записывается в виде

f = a(t)ϕ−m = a(t)ϕ
−

2n−1
n−1 ,

g =
a′t(t)

(m− 2)a(t)
x+ b(t) = (n− 1)

a′t(t)

a(t)
x+ b(t),

h =

∫
1

ϕ2

{
ϕψt − ϕtψ + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ

− κ(m− 2)|m(m− 1)|n−1rn+1fn−1ϕ2n+1
}
dx+ c(t),

F = gt + ggx,

где ϕ=ϕ(t, x), ψ=ψ(t, x), a(t), b(t), c(t)—произвольные функции, а m= 2n−1
n−1 .

Решение 5 для u = − ln |ξ|. Подставив в (3.2.5.14) логарифмическую фун-
кцию u = − ln |ξ|, получим

Ψ1 = 1, Ψ2 = −ξ−1, Ψ3 = ξ−2, Ψ4 = ξ−2,

Ψ5 = ξ−1, Ψ6 = −ξ−2 ln |ξ|, Ψ7 = −2ξ−2n−1.
(3.2.5.48)
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Видно, что имеют место два линейных соотношения:

Ψ5 = −Ψ2, Ψ4 = Ψ3. (3.2.5.49)

Нетривиальные решения появляются, если Ψ7 = kiΨi, где i = 1, 2, 3. Из
(3.2.5.48) следует, что есть три допустимых значения реологического пара-
метра: n = − 1

2 , 0,
1
2 . Первые два не имеют физического смысла и поэтому

опускаются.
При n = 1

2 имеем Ψ7 = −2Ψ3. Используя формулы (3.2.5.14), (3.2.5.48),
(3.2.5.49) и уравнение (3.2.5.12) — (3.2.5.14), и рассуждая, как и ранее, получим
определяющую систему УрЧП:

gt + ggx − F = 0,

(fϕ)t + (fgϕ)x − f(ϕt + gϕx − gxϕ) = 0,

ϕ(fϕ)x + ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2 + 2κr3/2f−1/2ϕ2 = 0,

fx = 0.

Ее общее решение можно представить в виде

f = f(t), g = − f ′

t(t)

2f(t)
x+ b(t),

h=
∫

1
ϕ2

[
fϕϕx+ϕψt−ψϕt+gϕψx+gxϕψ−gϕxψ+2κr3/2f−1/2ϕ2

]
dx+c(t),

F = gt + ggx,

где f(t), b(t), c(t), ϕ = ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x)— произвольные функции.
Решение 6 для u = exp ξ при n = 2. Подставив в (3.2.5.14) экспоненци-

альную функцию u = eξ и n = 2, имеем

Ψ1 = 1, Ψ2 = eξ, Ψ3 = e2ξ , Ψ4 = eξ, Ψ5 = ξeξ, Ψ6 = e2ξ, Ψ7 = e2ξ.
(3.2.5.50)

Видно, что данном случае выполняются три линейных соотношения:

Ψ2 = Ψ4, Ψ3 = Ψ6 = Ψ7. (3.2.5.51)

Используя формулы (3.2.5.14), (3.2.5.50), (3.2.5.51) и уравнение (3.2.5.12), дей-
ствуем таким же образом, как и при построении решения 1. В результате
приходим к определяющей системе

gt + ggx − F = 0, (3.2.5.52)

ϕt + gϕx − gxϕ = 0, (3.2.5.53)

ϕx = κr3ϕ4, (3.2.5.54)

(fϕ)t + (fgϕ)x +

+ f(ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2) = 0. (3.2.5.55)

Функции f = f(t, x) и ψ = ψ(t, x) в системе (3.2.5.52) — (3.2.5.55) можно
считать произвольными. Тогда из уравнений (3.2.5.53) и (3.2.5.54) следует, что

ϕ = −
[
3κ

∫
r3 dx+ a(t)

]−1/3

, g = b(t)ϕ+ ϕ

∫
ϕt
ϕ2
dx, (3.2.5.56)
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где a(t) и b(t)— произвольные функции. Функции F и h находятся из уравне-
ний (3.2.5.52) и (3.2.5.55) и определяются по формулам

F = gt + ggx,

h =

∫
1

fϕ2

[
(fϕ)t + (fgϕ)x + f(ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ)

]
dx+ c(t),

где c(t)— произвольная функция.
Уравнение плоского пограничного слоя для общей модели неньюто-

новской жидкости. Для общей модели неньютоновской жидкости уравнение
нестационарного плоского пограничного слоя для функции тока W записыва-
ется так [35, 46, 287]:

Wty +WyWxy −WxWyy = [G(Wyy)]y + F (t, x). (3.2.5.57)

Здесь функция G(Uy) =
1
ρ µ(Uy)Uy определяется реологической моделью жид-

кости, где µ(Uy) > 0 — неньютоновской коэффициент вязкости (G — напря-
жение сдвига на единицу плотности жидкости). Остальные обозначения — та-
кие же, как в уравнении (3.2.5.3). Для степенны́х жидкостей имеем G(Uy) =
(κ/n)|Uy |n−1Uy; в этом случае уравнение (3.2.5.57) принимает вид (3.2.5.3)
при условии, что Uy > 0. Некоторые другие модели неньютоновской жидкости
будут описаны далее (см. также [65, 95, 180, 279]).

О некоторых точных решениях и преобразованиях уравнения (3.2.5.57) см.
[35, 46, 287].

Ищем точные решения уравнения (3.2.5.57) в виде

W = ϕ−2u(ξ) + gy + h, ξ = ϕy + ψ, (3.2.5.58)

где функции g = g(t, x), h= h(t, x), ϕ= ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x), u= u(ξ) подлежат
определению в ходе анализа.

Подставив выражение (3.2.5.58) в уравнение (3.2.5.57), после элементарных
преобразований получим

gt + ggx − F − ϕ−2(ϕt + gϕx − gxϕ)u
′
ξ − ϕ−3ϕx(u

′
ξ)

2 +

+ ϕ−2(ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2)u′′ξξ +

+ ϕ−2(ϕt + gϕx − gxϕ)ξu
′′
ξξ + 2ϕ−3ϕxuu

′′
ξξ = ϕ[G(u′′ξξ)]

′
ξ. (3.2.5.59)

Чтобы уравнение (3.2.5.59) свелось к ОДУ для функции u = u(ξ), надо поло-
жить

gt + ggx − F = a1ϕ, (3.2.5.60)

ϕt + gϕx − gxϕ = a2ϕ
3, (3.2.5.61)

ϕx = −a3ϕ4, (3.2.5.62)

ϕψt − ϕtψ + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2 = a4ϕ

3, (3.2.5.63)
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где a1, a2, a3, a4 — произвольные постоянные. В результате приходим к нели-
нейному уравнению

a1 − a2u
′
ξ + a3(u

′
ξ)

2 + a4u
′′
ξξ + a2ξu

′′
ξξ − 2a3uu

′′
ξξ = [G(u′′ξξ)]

′
ξ. (3.2.5.64)

Интегрируя (3.2.5.61) и (3.2.5.62), получим

ϕ =
[
3a3x+ b(t)

]−1/3
,

g = c(t)ϕ − 1

3a3
b′t(t)−

a2
2a3

ϕ−1,

где b= b(t) и c= c(t)—произвольные функции. Функции F и h легко находятся
из (3.2.5.60) и (3.2.5.63); соответствующие выражения не приводятся. Функция
h = h(t, x) остается произвольной.

При a3 6= 0 введение новой переменной θ = θ(ξ) по формуле

θ = a4 + a2ξ − 2a3u

преобразует ОДУ (3.2.5.64) к автономному уравнению, которое подстановкой
ω(θ) = θ′ξ сводится к ОДУ второго порядка.

При a3 = 0 замена q(ξ) = u′ξ приводит уравнение (3.2.5.64) к ОДУ второго
порядка.

Уравнение пограничного слоя для трехпараметрической модели жид-
кости. Уравнение плоского пограничного слоя для трехпараметрической поли-
номиальной реологической модели имеет вид

Wty +WyWxy −WxWyy = (κ1 + κ2Wyy + κ3W
2
yy)Wyyy + F (t, x), (3.2.5.65)

где W — функция тока, которая вводится по формулам (3.2.3.3). Уравнение
(3.2.5.65) является частным случаем уравнения (3.2.5.57) при

G(Uy) = κ1Uy +
1
2 κ2U

2
y + 1

3 κ3U
3
y . (3.2.5.66)

При κ3 = 0 имеем частный случай модели Сиско [66, 279].

Замечание 3.13. Формально выражение (3.2.5.66) можно получить разложением
неньютоновской вязкости µ в ряд по Uy с удержанием первых трех членов. Наличие
трех параметров κi позволяет использовать представление (3.2.5.66) в широком диа-
пазоне скоростей жидкости.

Рассмотрим уравнение осесимметричного пограничного слоя для трехпа-
раметрической полиномиальной реологической модели:

Wty +WyWxy −WxWyy − r′x
r
WWyy = (κ1 + κ2Wyy + κ3W

2
yy)Wyyy + F (t, x),

(3.2.5.67)
где функция формы тела r = r(x) считается произвольной. При r(x) = 1
уравнение (3.2.5.67) совпадает с уравнением (3.2.5.65).
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В уравнении (3.2.5.67) перейдем к переменным (3.2.5.7). В результате по-
лучим

wtz +wzwxz − wxwzz = (κ1r
2 + κ2r

3wzz + κ3r
4w2

zz)wzzz + F (t, x),
(3.2.5.68)

Это уравнение допускает решение с обобщенным разделением переменных в
виде многочлена третьей степени по z:

w = Az3 +Bz2 + Cz +D, (3.2.5.69)

где A = A(t) — произвольная функция; функции B = B(t, x), C = C(t, x),
D = D(t, x) подлежат определению в ходе дальнейшего анализа.

Подставив (3.2.5.69) в (3.2.5.68), после элементарных преобразований по-
лучим уравнение вида Fz2+Gz+H = 0. Приравнивая нулю функциональные
множители F , G, H , приходим к системе УрЧП:

3A′
t − 3ACx + 2BBx = 216κ3r

4A3,

Bt + CBx − 3ADx = 18κ2r
3A2 + 72κ3r

4A2B, (3.2.5.70)

Ct + CCx − 2BDx = 6κ1r
2A+ 12κ2r

3AB + 24κ3r
4AB2 + F.

Полагая B = B(t, x) произвольной функцией, из первых двух уравнений
(3.2.5.70) находим

C =
1

3A
B2 +

A′

t

A
x− 72κ3A

2

∫
r4 dx+ p(t),

D =
1

3A

∫ (
Bt + CBx − 18κ2r

3A2 − 72κ3r
4A2B

)
dx+ q(t),

где A= A(t), p = p(t), q = q(t)— произвольные функции. Функция давления F
определяется без интегрирования из последнего уравнения (3.2.5.70).

Уравнение пограничного слоя для модели Сиско обобщенной неньюто-
новской жидкости. Рассмотрим уравнение осесимметричного пограничного
слоя для обобщенной модели Сиско неньютоновской жидкости:

Wty +WyWxy −WxWyy − r′x
r
WWyy = (κ1W

n1−1
yy + κ2W

n2−1
yy )Wyyy + F (t, x),

(3.2.5.71)
где r = r(x) — произвольная функция. Оно обобщает уравнение (3.2.5.6) и
содержит четыре параметра: n1, n2, κ1, κ2. Частный случай n1 =1 (или n2 =1)
соответствует трехпараметрической модели Сиско [66, 279].

Перепишем уравнение (3.2.5.71) в переменных (3.2.5.7):

wtz + wzwxz − wxwzz =
(
κ1r

n1+1wn1−1
zz + κ2r

n2+1wn2−1
zz

)
wzzz + F (t, x).

(3.2.5.72)

Анализ показывает, что уравнение (3.2.5.72) допускает решения с функ-
циональным разделением переменных вида (3.2.5.11) для шести степенных
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функций u(ξ) = εξm, которые приведены в табл. 3.5 [308]. Первые шесть
функций Ψi (i= 1, . . . , 6)— такие же, как и в (3.2.5.14) и (3.2.5.36), а две другие
функции определяются формулами

Ψ7 = (u′′ξξ)
n1−1u′′′ξξξ = (m− 2)[εm(m− 1)]n1ξmn1−2n1−1,

Ψ8 = (u′′ξξ)
n2−1u′′′ξξξ = (m− 2)[εm(m− 1)]n2ξmn2−2n2−1,

где ε= sign[m(m−1)]. Помимо соотношений, указанных в последнем столбце
табл. 3.5, также выполняются линейные соотношения (3.2.5.37).

Таблица 3.5. Показатели степени n1, n2, m и соответствующие линейные соотноше-
ния вида Ψ7 = αiΨi и Ψ8 = βiΨi для обобщенной модели Сиско неньютоновской
жидкости с порождающими функциями степенного вида u = εξm.

№ Связь между n1 и n2 m n1 n2 Соотношения с Ψ7 и Ψ8

1 n2=2n1+1 2n1+1
n1

1
m−2

m
m−2

Ψ7=(m−2)|m(m−1)|n1Ψ1,
Ψ8= εm−2

m |m(m−1)|n2Ψ2

2 n2=3n1+2 2n1+1
n1

1
m−2

2m−1
m−2

Ψ7=(m−2)|m(m−1)|n1Ψ1,
Ψ8=

m−2
m2 |m(m−1)|n2Ψ3

3 n2=n1+1 2n1+1
n1

1
m−2

m−1
m−2

Ψ7=(m−2)|m(m−1)|n1Ψ1,
Ψ8=(m−2)|m(m−1)|n2−1Ψ4

4 n2=
1
2 (3n1+1) 2n1

n1−1
m
m−2

2m−1
m−2

Ψ7= εm−2
m |m(m−1)|n1Ψ2,

Ψ8=
m−2
m2 |m(m−1)|n2Ψ3

5 n2=
1
2 (n1+1) 2n1

n1−1
m
m−2

m−1
m−2

Ψ7= εm−2
m |m(m−1)|n1Ψ2,

Ψ8=(m−2)|m(m−1)|n2−1Ψ4

6 n2=
1
3 (n1+1) 2n1−1

n1−2
2m−1
m−2

m−1
m−2

Ψ7=
m−2
m2 |m(m−1)|n1Ψ3,

Ψ8=(m−2)|m(m−1)|n2−1Ψ4

Опуская анализ всех случаев, перечисленных в табл. 3.5, ограничимся од-
ним конкретным примером.

◮ Пример 3.13. Рассмотрим решение, которое соответствует строке 3 в
табл. 3.5. С учетом соотношений (3.2.5.37) имеем

n1 = n, n2 = n+ 1, m =
2n+ 1

n
,

Ψ5 = (m− 1)Ψ2, Ψ6 =
m− 1

m
Ψ3,

Ψ7 = (m− 2)|m(m− 1)|nΨ1,

Ψ8 = (m− 2)|m(m− 1)|nΨ4.

(3.2.5.73)

Подставим (3.2.5.11) при u(ξ) = εξm в уравнение (3.2.5.72) и учтем соотно-
шения (3.2.5.73). Рассуждая так же, как и в решении 1, приходим к определя-
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ющей системе

gt + ggx − F − κ1(m− 2)|m(m − 1)|nrn+1fnϕ2n+1 = 0, (3.2.5.74)

(fϕ)t + (fgϕ)x + (m− 1)f(ϕt + gϕx − gxϕ) = 0, (3.2.5.75)

mfϕx + fxϕ = 0, (3.2.5.76)

ϕψt − ψϕt + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ − hxϕ
2 +

− κ2(m− 2)|m(m − 1)|nrn+2fnϕ2n+3 = 0. (3.2.5.77)

Решения уравнений (3.2.5.75) и (3.2.5.76) описываются формулами (3.2.5.42)
и (3.2.5.43). Функция давления F вычисляется по формуле (3.2.5.44), где κ=κ1.
Функция h находится интегрированием:

h =

∫
1

ϕ2

{
ϕψt − ϕtψ + gϕψx + gxϕψ − gϕxψ −

− κ2(m− 2)|m(m− 1)|nrn+2fnϕ2n+3
}
dx+ c(t).

В общей сложности данное решение содержит пять произвольных функций:
ϕ = ϕ(t, x), ψ = ψ(t, x), a(t), b(t), c(t). ◭

◮ Пример 3.14. (Специальная двухпараметрическая модель Сиско.) Рас-
смотрим теперь осесимметричный пограничный слой для двухпараметриче-
ской реологической модели неньютоновской жидкости, описываемой уравне-
нием (3.2.5.67) при κ3 = 0, которая представляет собой двухпараметрическую
модель Сиско. В переменных (3.2.5.7) это уравнение принимает вид (3.2.5.68),
где κ3 = 0.

Решение с функциональным разделением переменных ищем в виде

w = feϕz + gz + h, (3.2.5.78)

где функции f = f(t, x), g = g(t, x), h = h(t, x), ϕ = ϕ(t, x) подлежат опреде-
лению в ходе дальнейшего анализа. Подставив (3.2.5.78) в уравнение (3.2.5.68)
при κ3 = 0, после элементарных преобразований приходим к уравнению вида
Ae2ϕz + Bzeϕz + Ceϕz +D = 0 (коэффициент при ze2ϕz тождественно равен
нулю). Приравнивая нулю функциональные множители A, B, C , D, получим
определяющую систему

ϕx = κ2r
3ϕ4,

ϕt + gϕx − ϕgx = 0,

(fϕ)t + (fgϕ)x − fϕ2hx = κ1r
2fϕ3,

gt + ggx = F.

(3.2.5.79)

Считая функцию f = f(t, x) произвольной, находим общее решение первых
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трех уравнений (3.2.5.79):

ϕ = −
[
3κ2

∫
r3 dx+ 3b(t)

]−1/3

,

g = c(t)ϕ+ b′t(t)ϕ

∫
ϕ2 dx,

h =

∫
1

fϕ2

[
(fϕ)t + (fgϕ)x − κ1r

2fϕ3
]
dx+ d(t),

где b(t), c(t), d(t)— произвольные функции. Функция давления F без интегри-
рования находится из последнего уравнения (3.2.5.79). ◭



4. Метод дифференциальных связей

4.1. Метод дифференциальных связей для

обыкновенных дифференциальных уравнений

4.1.1. Описание метода. Дифференциальные связи первого
порядка

Описание метода. Прежде чем описывать метод дифференциальных связей
для уравнений в частных производных, рассмотрим сначала характерные осо-
бенности его применения к более простым обыкновенным дифференциальным
уравнениям.

Основная идея метода состоит в том, что точные решения сложного (неин-
тегрируемого) уравнения ищутся путем совместного анализа этого уравнения
и более простого вспомогательного (обычно интегрируемого) уравнения, на-
зываемого дифференциальной связью.

Порядок дифференциальной связи совпадает с порядком входящей в нее
старшей производной. Обычно порядок дифференциальной связи меньше, чем
порядок исследуемого уравнения. Простейшими и наиболее часто используе-
мыми являются дифференциальные связи первого порядка. Уравнение и диф-
ференциальная связь должны содержать набор свободных параметров (иногда
произвольных функций), значения которых выбираются так, чтобы уравнение
и связь были совместными. После анализа на совместность все решения, полу-
ченные при интегрировании дифференциальной связи будут одновременно и
решениями исходного уравнения. Рассматриваемый метод позволяет находить
частные решения исходного уравнения при некоторых значениях определяю-
щих параметров.

Для простоты рассмотрим сначала автономные обыкновенные дифферен-
циальные уравнения вида∗

F (y, y′x, . . . , y
(n)
x ; a) = 0, (4.1.1.1)

которые явно не содержат независимой переменной x и зависят от вектора
свободных параметров a = {a1, . . . , ak}. Для уравнений (4.1.1.1) следует брать
дифференциальные связи первого порядка автономного вида

G(y, y′x;b) = 0, (4.1.1.2)

∗Подобные уравнения часто возникают в математической физике, когда точные решения
нелинейных УрЧП ищутся в виде бегущей волны (см. разд. 2.1.1, п. 3◦).
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зависящие от вектора свободных параметров b = {b1, . . . , bs}.
Дифференцируя соотношение (4.1.1.2) достаточное число раз, можно вы-

разить старшие производные через y и y′x: y
(k)
x = ϕk(y, y

′
x;b). Подставив

эти выражения в исходное уравнение (4.1.1.1), приходим к уравнению первого
порядка

H(y, y′x; a,b) = 0. (4.1.1.3)

Исключение производной y′x из (4.1.1.2) и (4.1.1.3) приводит к алгебраическому
(или трансцендентному) уравнению

P (y; a,b) = 0. (4.1.1.4)

Далее ищем значения параметров a и b, при которых уравнение (4.1.1.4) удо-
влетворяется тождественно при любых y (это может привести к некоторым
ограничениям на компоненты вектора a). После этого выражаем вектор b че-
рез a, так что b = b(a), и подставляем обратно в дифференциальную связь
(4.1.1.2). В результате получим обыкновенное дифференциальное уравнение
первого порядка

g(y, y′x; a) = 0 (g = G|b=b(a)). (4.1.1.5)

Это уравнение совместно с исходным уравнением (4.1.1.1); иными словами,
исходное уравнение является следствием уравнения (4.1.1.5) и поэтому на-
следует все его решения. Наконец, разрешая уравнение (4.1.1.5) относительно
производной, приходим к уравнению с разделяющимися переменными, ин-
тегрирование которого позволяет найти его общее решение. Общее решение
уравнения (4.1.1.5) является точным решением и исходного уравнения (4.1.1.1).

Замечание 4.1. Если дифференциальная связь первого порядка задана в явном
виде y′x = h(y; b), то ее последовательное дифференцирование

y′′xx = (y′x)
′

yy
′

x = hh′y, y′′′xxx = (y′′xx)
′

yy
′

x = h(hh′y)
′

y, . . .

позволяет выразить старшие производные через y, так что y
(k)
x = ϕk(y; b). Используя

эти выражения и дифференциальную связь, после исключения производных из уравне-
ния (4.1.1.1) сразу приходим к алгебраическому (трансцендентному) уравнению вида
(4.1.1.4).

Замечание 4.2. Вместо y′x можно исключить зависимую переменную y из (4.1.1.2)
и (4.1.1.3), в результате чего получим алгебраическое (трансцендентное) уравнение
относительно производной: Q(y′x; a, b) = 0. Далее ищутся значения параметров a и b,
для которых это уравнение удовлетворяется тождественно для любых y′x.

Примеры нелинейных ОДУ и их дифференциальных связей. Структур-
ный вид дифференциальной связи (4.1.1.2) во многих случаях можно выбирать
аналогичным виду исходного уравнения (4.1.1.1) (но с другими определяю-
щими параметрами). Проиллюстрируем сказанное на примерах конкретных
уравнений второго, третьего, четвертого и более высоких порядков.
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◮ Пример 4.1. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение
второго порядка со степенной нелинейностью

y′′xx − cy′x = ay + byn, (4.1.1.6)

которое встречается в теории химических реакторов, теории горения и мате-
матической биологии∗.

Дополним уравнение (4.1.1.6) дифференциальной связью первого порядка

y′x = αy + βym, (4.1.1.7)

которая является уравнением с разделяющимися переменными и легко инте-
грируется. Вид правой части уравнения (4.1.1.7) выбран аналогичным виду
правой части исходного уравнения (4.1.1.6).

Уравнение и дифференциальная связь содержат семь параметров: a, b, c, n,
m, α, β. Цель дальнейшего исследования состоит в определении параметров
α, β, m дифференциальной связи, которые надо выразить через a, b, c, n.
Одновременно с этим будут найдены ограничения на параметры уравнения и
построено его решение.

Дифференцируя (4.1.1.7) и заменяя первую производную на правую часть
(4.1.1.7), имеем

y′′xx = (α+mβym−1)y′x = (α+mβym−1)(αy + βym) =

= α2y + αβ(m+ 1)ym +mβ2y2m−1.
(4.1.1.8)

Исключив первую и вторую производные в (4.1.1.6) с помощью (4.1.1.7) и
(4.1.1.8), после элементарных преобразований получим

(α2 − αc− a)y + β[α(m+ 1)− c]ym +mβ2y2m−1 − byn = 0. (4.1.1.9)

Чтобы это уравнение удовлетворялось тождественно при любых y, необходимо
положить

α2 − αc− a = 0,

α(m+ 1)− c = 0,

2m− 1 = n,

mβ2 − b = 0.

(4.1.1.10)

Если выполняются условия (4.1.1.10), то решения уравнения (4.1.1.7) также яв-
ляются решениями более сложного уравнения (4.1.1.6). Определяющая система
их четырех уравнений (4.1.1.10) содержит семь параметров a, b, c, n, m, α,
β. Три параметра b, c, n исходного уравнения можно считать произвольными,
остальные параметры выражаются так:

a = − 2c2(n+ 1)

(n+ 3)2
, m =

n+ 1

2
, α =

2c

n+ 3
, β = ±

√
2b

n+ 1
, (4.1.1.11)

∗Уравнения (4.1.1.6) и (4.1.1.12) описывают решения типа бегущей волны уравнения Колмо-
горова—Петровского—Пискунова ut = uzz− f(u) для некоторых видов кинетической функции
f(u). В этом случае имеем u = y(x), где x = z + ct.
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где n 6= −1, n 6= −3, b(n + 1) > 0. Видно, что для совместности уравнений
(4.1.1.6) и (4.1.1.7) необходимо, чтобы параметр a исходного уравнения был
определенным образом связан с двумя другими параметрами c и n. В этом
случае имеются два семейства параметров (4.1.1.11) уравнения (4.1.1.7), кото-
рые приводят к двум различным однопараметрическим решениям уравнений
(4.1.1.6) и (4.1.1.7).

Интегрируя дифференциальную связь (4.1.1.7) (которая представляет собой
ОДУ первого порядка с разделяющимися переменными ) и учитывая форму-
лы (4.1.1.11), в итоге получим два точных решения уравнения (4.1.1.6) при
a = −2c2(n+ 1)/(n + 3)2:

y =
[
Ceα(1−m)x − (β/α)

] 1
1−m ,

где C — произвольная постоянная, а константы m, α, β выражаются через
параметры исходного уравнения по формулам (4.1.1.11). ◭

◮ Пример 4.2. Для построения точных решений ОДУ второго порядка с
экспоненциальной нелинейностью

y′′xx − cy′x = a+ beλy (4.1.1.12)

используем дифференциальную связь первого порядка

y′x = α+ βeµy, (4.1.1.13)

правая часть которой выбрана аналогичной правой части исходного уравнения.
Анализ показывает, что три параметра b, c, λ уравнения (4.1.1.12) можно

считать произвольными, а остальные параметры выражаются в виде

a = − 2c2

λ
, α =

2c

λ
, β = ±

√
2b

λ
, µ =

λ

2
. (4.1.1.14)

Видно, что для совместности уравнений (4.1.1.12) и (4.1.1.13) необходимо,
чтобы параметр a был определенным образом связан с двумя другими пара-
метрами уравнения c и λ. В этом случае можно выделить два семейства пара-
метров (4.1.1.14) дифференциальной связи (4.1.1.13), которые приводят к двум
различным однопараметрическим решениям уравнений (4.1.1.12) и (4.1.1.13).

Интегрируя дифференциальную связь (4.1.1.13), которая представляет со-
бой ОДУ первого порядка с разделяющимися переменными, в итоге получим
два точных решения уравнения (4.1.1.12) при a = −2k2/λ:

y = − 2

λ
ln
[
C exp(−cx)∓

√
bλ

2c2

]
,

где C — произвольная постоянная. ◭

◮ Пример 4.3. Рассмотрим нелинейное уравнение третьего порядка

y′′′xxx = ay4 + by2 + c (4.1.1.15)
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совместно с дифференциальной связью первого порядка

y′x = αy2 + β. (4.1.1.16)

С помощью (4.1.1.16) находим производные

y′′xx = 2αyy′x = 2αy(αy2 +β) = 2α2y3 +2αβy,

y′′′xxx = (6α2y2+2αβ)y′x = (6α2y2+2αβ)(αy2 +β) = 6α3y4+8α2βy2 +2αβ2.
(4.1.1.17)

Чтобы третья производная в (4.1.1.17) совпала с правой частью (4.1.1.15),
должны выполняться соотношения

a = 6α3, b = 8α2β, c = 2αβ2. (4.1.1.18)

Разрешив первые два уравнения относительно α и β и подставив полученные
выражения в последнее уравнение, получим

α =
(
a

6

)1/3
, β =

(
a

6

)−2/3 b

8
, c =

3b2

16a
. (4.1.1.19)

Отсюда следует, что уравнение третьего порядка (4.1.1.15) при c=3b2/(16a)
имеет частное решение, которое определяется путем интегрирования уравне-
ния первого порядка с разделяющимися переменными (4.1.1.16), параметры
которого связаны с параметрами исходного уравнения первыми двумя соотно-
шениями (4.1.1.19). ◭

◮ Пример 4.4. Рассмотрим нелинейное уравнение четвертого порядка

y′′′′xxxx = ayn + by2n+3. (4.1.1.20)

совместно с дифференциальной связью первого порядка

(y′x)
2 = αym + β. (4.1.1.21)

Последовательно дифференцируя (4.1.1.21), находим производные

y′′xx =
1
2 αmy

m−1 (после сокращения на y′x),

y′′′xxx =
1
2 αm(m− 1)ym−2y′x,

y′′′′xxxx =
1
2 αm(m− 1)ym−2y′′xx +

1
2 αm(m− 1)(m− 2)ym−3(y′x)

2 =

= 1
2 αβm(m− 1)(m− 2)ym−3 + 1

4α
2m(m− 1)(3m− 4)y2m−3.

(4.1.1.22)
Сравнение правой части уравнения (4.1.1.20) с правой частью последнего

соотношения в (4.1.1.22) позволяет сделать следующие заключения о совмест-
ности уравнений (4.1.1.20) и (4.1.1.21).

1◦. При n 6= −1,−2,−3,− 5
3 и b 6= 0 значения параметров дифференциаль-

ной связи (4.1.1.21) можно выразить по формулам

m = n+ 3, α = ±2

√
b

(n+ 2)(n+ 3)(3n+ 5)
, β =

2a

α(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
.

(4.1.1.23)



316 4. МЕТОД ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СВЯЗЕЙ

2◦. При b = 0 и n = − 5
3 имеем

m =
4

3
, β = − 27a

4α
, α 6= 0— произвольная постоянная. (4.1.1.24)

В данном случае решение уравнения (4.1.1.21) будет зависеть от двух произ-
вольных постоянных (α играет роль дополнительной константы интегрирова-
ния). ◭

Замечание 4.3. При b = 0 и n = − 5
3 можно получить общее решение уравнения

(4.1.1.20) (см. стр. 659 в [285]).

◮ Пример 4.5. Для уравнения четвертого порядка с экспоненциальной не-
линейностью

y′′′′xxxx − cy′′xx = aeλy + be2λy (4.1.1.25)

можно использовать дифференциальную связь

(y′x)
2 = α+ βeλy. (4.1.1.26)

Анализ показывает, что при любых значениях параметров исходного урав-
нения, удовлетворяющих условию bλ > 0, имеются два семейства параметров
дифференциальной связи (берутся либо верхние, либо нижние знаки):

α = ± a

λ2

(
3λ

b

)1/2
+

c

λ2
, β = ± 2

λ

(
b

3λ

)1/2
,

когда уравнения (4.1.1.25) и (4.1.1.26) совместны (т. е. решения второго урав-
нения являются также решениями первого уравнения). ◭

◮ Пример 4.6. Покажем, что нелинейное уравнение 2n-го порядка

y(2n)x + a[yy′′xx − (y′x)
2] = b (4.1.1.27)

допускает дифференциальную связь

(y′x)
2 = αy2 + βy + γ. (4.1.1.28)

Действительно, последовательно дифференцируя равенство (4.1.1.28), име-
ем

y′′xx = αy + 1
2 β, . . . , y(2n)x = αny + 1

2 α
n−1β.

Подставляя эти выражения в (4.1.1.27) и учитывая (4.1.1.28), находим коэффи-
циенты дифференциальной связи:

α— любое, β = 2αn/a, γ = (α2n−1 − ab)/a2.
◭

◮ Пример 4.7. Нетрудно проверить, что точные решения нелинейного диф-
ференциального уравнения

y(2n)x = yf
(
yy′′xx − (y′x)

2
)
,

где f(z) — произвольная функция, можно получить с помощью дифференци-
альной связи (4.1.1.28) при β = 0. ◭
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◮ Пример 4.8. Покажем, что нелинейное уравнение n-го порядка вида

y(n)x = aeλyy(m)
x , 0 6 m < n, (4.1.1.29)

где y(0)x = y, допускает дифференциальную связь первого порядка

y′x = beµy. (4.1.1.30)

Действительно, последовательное дифференцирование равенства (4.1.1.30)
дает

y(m)
x = bmµm−1(m− 1)! emµy при m = 1, 2, . . .

Подставляя полученные выражения в (4.1.1.29) и учитывая (4.1.1.30), в итоге
находим коэффициенты дифференциальной связи:

µ =
λ

n
, b =

[
ann−1

λn−1(n− 1)!

]1
n при m = 0;

µ =
λ

n−m
, b =

λ

n−m

[
a(m− 1)!

(n− 1)!

] 1
n−m при 1 6 m < n.

◭

Замечание 4.4. Из (4.1.1.30) следует, что y′′xx/(y
′

x)
2 = const. Поэтому более общее,

чем (4.1.1.29), дифференциальное уравнение вида

y(n)x = eλyf
(
y′′xx/(y

′

x)
2
)
y(m)
x ,

где f(z)—произвольная функция, также допускает дифференциальную связь (4.1.1.30).

В табл. 4.1 представлены нелинейные ОДУ, которые рассматривались в при-
мерах 4.1 — 4.8, а также некоторые другие уравнения второго и более высоких
порядков, точные решения которых можно найти с помощью дифференциаль-
ных связей первого порядка (по данным [282]).

4.1.2. Дифференциальные связи произвольного порядка. Общий
метод исследования на совместность двух уравнений

В общем случае дифференциальная связь представляет собой обыкновенное
дифференциальное уравнение произвольного порядка. Поэтому необходимо
уметь анализировать переопределенные системы двух обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений на совместность. Ниже описывается общий алгоритм
для анализа таких систем.

1◦. Случай ОДУ одинакового порядка. Рассмотрим сначала два обыкновен-
ных дифференциальных уравнения одного и того же порядка

F1(x, y, y
′
x, . . . , y

(n)
x ) = 0, (4.1.2.1)

F2(x, y, y
′
x, . . . , y

(n)
x ) = 0. (4.1.2.2)

Здесь и далее будем предполагать, что уравнения зависят от свободных пара-
метров, которые для краткости опускаются. Исключим старшую производную
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Таблица 4.1. Некоторые нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения с
параметрами и соответствующие дифференциальные связи первого порядка, позволя-
ющие найти их точные решения.

№ Дифференциальные уравнения Дифференциальные связи

1 y′′xx= ayn+by2n+1 y′x=α+βyn+1

2 y′′xx= ayn+bym (y′x)
2=αyn+1+βym+1+γ; n,m 6=−1

3 y′′xx= aeλy+be2λy y′x=α+βeλy

4 y′′xx= aeλy+beµy+c (y′x)
2 =αeλy+βeµy+cy+γ

5 y′′xx= a cos(ky)+b sin(ky) (y′x)
2 =α cos(ky)+β sin(ky)+γ

6 y′′xx−ky′x= ay+byn y′x=αy+βym при m= 1
2 (n+1)

7 y′′xx−ky′x= ay+byn+cy2n−1 y′x=αy+βyn

8 y′′xx−ky′x= ayn−1+byn+cy2n−1 y′x=α+ky+βyn

9 y′′xx−ky′x= a+beλy y′x=α+βeµy при µ= 1
2 λ

10 y′′xx−ky′x= a+beλy+ce2λy y′x=α+βeλy

11 y′′xx−kyn−1y′x= ay+byn+cy2n−1 y′x=αy+βyn

12 y′′xx−keλyy′x= aeλy+be2λy y′x=α+βeλy

13 yy′′xx−k(y′x)2 = ayn+bym+c (y′x)
2 =αyn+βym+γ при n,m 6=−1

14 y′′xx−k(y′x)2 = aeλy+beµy+c (y′x)
2 =αeλy+βeµy+γ

15 y′′xx−k(y′x)2= a cos(ky)+b sin(ky)+c (y′x)
2 =α cos(ky)+β sin(ky)+γ

16 y′′′xxx= a+by2+cy4 y′x=α+βy2

17 y′′′xxx= ayn+by2n+2+cy3n+4 y′x=α+βyn+2

18 y′′′xxx= ae3λy+be2λy+ceλy y′x=αeλy+β

19 y′′′xxx=(ayn+b)y′x (y′x)
2 =αyn+2+βy2+γy+δ

20 y′′′xxx=(aeλy+beµy+c)y′x (y′x)
2 =αeλy+βeµy+γy2+δy+σ

21 y′′′xxx= [a cos(λy+µ)+b]y′x (y′x)
2 =α cos(λy+µ)+βy2+γy+δ

22 y′′′′xxxx= ayn+by2n+3 (y′x)
2 =αyn+3+β

23 y′′′′xxxx= aeλy+be2λy (y′x)
2 =α+βeλy

24 y′′′′xxxx= a(y′x)
4+b(y′x)

2+c (y′x)
2 =α+βeµy

25 y′′′′xxxx−cy′′xx= aeλy+be2λy (y′x)
2 =α+βeλy

26 y′′′′xxxx= a[yy′′xx−(y′x)
2]+by+c y′x=α+βy

27 y′′′′xxxx= ayy′′xx+b(y
′

x)
2+cy2+dy+p (y′x)

2 =αy2+βy+γ

28 y′′′′xxxx= a(y′′xx)
2+by2+c (y′x)

2 =αy2+βy+γ

29 y
(n)
x = aeλy y′x= beµy при µ=λ/n

30 y
(n)
x = aeλyy′x y′x= beµy при µ=λ/(n−1)

31 y
(n)
x = a[yy′′xx−(y′x)

2]+by+c y′x=α+βy

32 y
(n)
x = aeλy[y

(m)
x ]k y′x= beµy при µ=λ/(n−km)
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(разрешив одно из уравнений относительно y(n)x и подставив полученное выра-
жение во второе уравнение). В результате имеем уравнение (n− 1)-го порядка

G1(x, y, y
′
x, . . . , y

(n−1)
x ) = 0. (4.1.2.3)

Дифференцируя (4.1.2.3) по x и исключая производную y
(n)
x из полученного

уравнения с помощью любого из уравнений (4.1.2.1) или (4.1.2.2), приходим к
другому уравнению (n− 1)-го порядка

G2(x, y, y
′
x, . . . , y

(n−1)
x ) = 0. (4.1.2.4)

Таким образом, анализ двух уравнений n-го порядка (4.1.2.1) и (4.1.2.2) сводит-
ся к анализу двух уравнений (n − 1)-го порядка (4.1.2.3) и (4.1.2.4). Понижая
порядок уравнений далее аналогичным образом, в итоге приходим к одно-
му алгебраическому (трансцендентному) уравнению (поскольку два диффе-
ренциальных уравнения первого порядка сводятся к одному алгебраическому
уравнению). Анализ полученного алгебраического уравнения не представляет
существенных сложностей и выполняется так же, как и ранее в разд. 4.1.1 для
случая дифференциальной связи первого порядка.

◮ Пример 4.9. Рассмотрим полученную в примере 1.34 переопределенную
систему, состоящую из двух ОДУ (см. первые два уравнения в (1.5.3.4)):

(θθ′x)
′
x = A1θ +A2,

θ′′xx = A3θ +A4.
(4.1.2.5)

Покажем как, не используя решения второго линейного уравнения (4.1.2.5)
при различных значениях определяющих параметров An, можно найти сов-
местное решение этой системы путем исследования ее на совместность.

Раскроем скобки в первом уравнении (4.1.2.5), а затем исключим вторую
производную с помощью второго уравнения. В результате получим ОДУ пер-
вого порядка

(θ′x)
2 +A3θ

2 = (A1 −A4)θ +A2.

Дифференцируя это уравнение и сокращая на θ′x, приходим к ОДУ второго
порядка

2θ′′xx + 2A3θ = A1 −A4.

Исключая отсюда вторую производную с помощью второго уравнения (4.1.2.5),
получим линейное алгебраическое уравнение относительно θ:

4A3θ + 3A4 −A1 = 0.

Чтобы тождественно удовлетворить этому уравнению, надо положить A3 =0 и
A4 =

1
3A1. При этих значениях переопределенная система ОДУ (4.1.2.5) имеет

совместное решение в виде квадратичного многочлена

θ =
1

6
A1x

2 + Cx+
3

A1
(A2 − C2),

где C — произвольная постоянная. ◭
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2◦. Случай ОДУ различного порядка. Пусть имеются два обыкновенных
дифференциальных уравнения различного порядка:

F1(x, y, y
′
x, . . . , y

(n)
x ) = 0, (4.1.2.6)

F2(x, y, y
′
x, . . . , y

(m)
x ) = 0, (4.1.2.7)

где m < n. Дифференцируя (4.1.2.7) n −m раз, приводим систему (4.1.2.6) —
(4.1.2.7) к системе вида (4.1.2.1) — (4.1.2.2), в которой оба уравнения имеют
один и тот же порядок n.

◮ Пример 4.10. Рассмотрим уравнение четвертого порядка с квадратичной
нелинейностью

y′′′′xxxx = a(y′′xx)
2 − by2 + c (4.1.2.8)

вместе с линейной дифференциальной связью второго порядка

y′′xx = αy + β. (4.1.2.9)

Двукратное дифференцирование (4.1.2.9) дает y′′′′xxxx = α2y + αβ. Используем
это выражение и дифференциальную связь (4.1.2.9) для исключения производ-
ных из уравнения (4.1.2.8). В результате приходим к квадратичному уравне-
нию относительно y, которое удовлетворяется тождественно при выполнении
условий

aα2 − b = 0, α− 2aβ = 0, c = αβ − aβ2.

Два параметра a и b исходного уравнения можно считать произвольными, а
остальные параметры выражаются через них следующим образом:

c =
b

4a2
, α = ±

√
b

a
, β = ± 1

2a

√
b

a
.

◭

◮ Пример 4.11. Рассмотрим еще одно уравнение четвертого порядка с
квадратичной нелинейностью

y′′′′xxxx = a(y′′xx)
2 + b(y′x)

2 + c. (4.1.2.10)

Добавим к (4.1.2.10) нелинейную дифференциальную связь второго порядка

y′′xx = α(y′x)
2 + β, (4.1.2.11)

которое представляет собой автономное уравнение, интегрируемое в квадрату-
рах.

Последовательно дифференцируя (4.1.2.11), находим производные

y′′′xxx = 2αy′xy
′′
xx = 2αy′x[α(y

′
x)

2 + β] = 2α2(y′x)
3 + 2αβy′x,

y′′′′xxxx = [6α2(y′x)
2 + 2αβ]y′′xx = [6α2(y′x)

2 + 2αβ][α(y′x)
2 + β] =

= 6α3(y′x)
4 + 8α2β(y′x)

2 + 2αβ2.

(4.1.2.12)

Подставив (4.1.2.11) и (4.1.2.12) в (4.1.2.10), получим биквадратное уравнение
относительно производной

(6α3 − aα2)(y′x)
4 + (8α2β − 2aαβ − b)(y′x)

2 + 2αβ2 − c = 0,
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которое будет тождественно удовлетворяться, если положить

6α3 − aα2 = 0, 8α2β − 2aαβ − b = 0, 2αβ2 − c = 0.

Два параметра a и b исходного уравнения можно считать произвольными, а
остальные константы выражаются через них следующим образом:

c = 27 a−3b2, α = 1
6 a, β = −9 a−2b. ◭

◮ Пример 4.12. Общая автономная дифференциальная связь второго по-
рядка

y′′xx = f(y)

эквивалентна автономной дифференциальной связи первого порядка

(y′x)
2 = F (y),

где F (y) = 2
∫
f(y) dy + C и C — произвольная постоянная. Это доказывается

дифференцированием второй дифференциальной связи и сравнением получен-
ного уравнения с исходной дифференциальной связью. ◭

Замечание 4.5. В принципе любую дифференциальную связь произвольного по-
рядка (4.1.2.7) можно заменить на соответствующую дифференциальную связь перво-
го порядка. В самом деле, описанный выше алгоритм последовательного понижения
порядка системы (4.1.2.6) — (4.1.2.7) в невырожденном случае приводит к системе
уравнений первого порядка, одно из которых можно рассматривать как дифференци-
альную связь первого порядка.

4.1.3. Использование точечных преобразований в комбинации с
дифференциальными связями

В некоторых случаях полезно сначала привести рассматриваемое ОДУ с по-
мощью точечного преобразования к другому уравнению (более простому или
более удобному для исследования), которое затем можно анализировать с по-
мощью подходящей дифференциальной связи. При таком подходе решения
автономного уравнения (4.1.1.1) ищутся в виде

y = G(u;b), (4.1.3.1)

где G— заданная функция, а u = u(x)— функция, удовлетворяющая дифферен-
циальному уравнению (дифференциальной связи) первого порядка

H(u, u′x; c) = 0. (4.1.3.2)

Функции G и H в (4.1.3.1) и (4.1.3.2) зависят от векторов свободных парамет-
ров b и c.

Введение новой переменной u, определяемой соотношением (4.1.3.1), пре-
образует уравнение (4.1.1.1) к новому ОДУ с одной дифференциальной связью
(4.1.3.2). В результате приходим к стандартной ситуации, которая обсуждалась
в разд. 4.1.1.



322 4. МЕТОД ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СВЯЗЕЙ

◮ Пример 4.13. Следуя [282], рассмотрим шестипараметрическое уравне-
ние с нелинейностью степенного типа

y′′xx + (a1 + a2y
n−1)y′x = b1y + b2y

n + b3y
2n−1, n 6= 1. (4.1.3.3)

Сначала сделаем подстановку y = up, где показатель степени p подлежит
определению. Умножив преобразованное уравнение на u2−p, имеем

puu′′xx+p(p−1)(u′x)
2+p(a1u+a2u

k)u′x= b1u
2+b2u

k+1+b3u
2k, k=p(n−1)+1.

(4.1.3.4)
Случай 1. Чтобы получить уравнение с квадратичной нелинейностью, необ-

ходимо положить k = 0, откуда следует p = 1
1−n . Таким образом, подстановка

y = u
1

1−n приводит уравнение (4.1.3.3) к виду

uu′′xx+s(u
′
x)

2+a1uu
′
x+a2u

′
x+b1(n−1)u2+b2(n−1)u+b3(n−1)=0, s=

n

1− n
.

(4.1.3.5)
Для поиска точных решений уравнения (4.1.3.5) можно использовать раз-

личные дифференциальные связи, которые обсуждаются ниже.

1.1. К уравнению (4.1.3.5) добавим линейную дифференциальную связь

u′x = αu+ β. (4.1.3.6)

Исключив с помощью (4.1.3.6) производные в (4.1.3.5), получим квадратное
уравнение вида Au2 + Bu + C = 0. Приравнивая нулю его коэффициенты A,
B, C , приходим к системе из трех алгебраических уравнений

(s+ 1)α2 + a1α+ b1(n− 1) = 0,

(2s+ 1)αβ + a2α+ a1β + b2(n− 1) = 0, (4.1.3.7)

sβ2 + a2β + b3(n− 1) = 0.

Первое квадратное уравнение в системе (4.1.3.7) служит для определения α
(в широком диапазоне изменения параметров a1, b1, n оно имеет два различных
корня). Аналогично, последнее квадратное уравнение в (4.1.3.7) служит для
определения β (в широком диапазоне изменения параметров a2, b3, n оно имеет
два различных корня). Поэтому в общем случае второе уравнение в (4.1.3.7)
определяет четыре допустимых значения коэффициента b2, для которого суще-
ствуют решения вида u= Ceαx− (β/α), удовлетворяющие дифференциальной
связи (4.1.3.6).

1.2. Другие частные решения уравнения (4.1.3.5) можно найти с помощью
дифференциальной связи

u′x = αu+ βu1/2 + γ. (4.1.3.8)

Используя это соотношение для исключения производных из (4.1.3.5), получим
алгебраическое уравнение четвертой степени относительно ξ = u1/2. При-
равнивая его коэффициенты нулю, приходим к системе, состоящей из пяти
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алгебраических уравнений:

(s+ 1)α2 + a1α+ b1(n− 1) = 0,

β[(2s + 3
2 )α+ a1] = 0,

(s+ 1
2 )(β

2 + 2αγ) + a1γ + a2α+ b2(n− 1) = 0, (4.1.3.9)

β[(2s + 1
2 )γ + a2] = 0,

sγ2 + a2γ + b3(n− 1) = 0.

При β = 0 дифференциальная связь (4.1.3.8) с точностью до обозначений
совпадает с (4.1.3.6); поэтому далее полагаем β 6= 0.

Из второго, третьего и четвертого уравнений (4.1.3.9) находим коэффици-
енты дифференциальной связи (4.1.3.8):

α = − a1

2s+ 3
2

, γ = − a2

2s + 1
2

, β = ±
[
b2(1− n)− a1γ − a2α− 2αγ(s+ 1

2
)

s+ 1
2

]1/2
.

Первое и последнее уравнения (4.1.3.9) накладывают следующие два ограни-
чения на коэффициенты уравнения (4.1.3.5):

b1 =
a21(s+

1
2
)

(n− 1)(2s+ 3
2
)2

= − 2a21(n+ 1)

(n+ 3)2
, b3 =

a22(s+
1
2
)

(n− 1)(2s+ 1
2
)2

= − 2a22(n+ 1)

(3n+ 1)2
.

Здесь было учтено соотношение s = n/(1− n).

1.3. При a1 = a2 = 0 к уравнению (4.1.3.5) можно добавить нелинейную
дифференциальную связь

(u′x)
2 = αu2 + βu+ γ. (4.1.3.10)

Простой анализ показывает, что коэффициенты этой дифференциальной связи
можно выразить через коэффициенты уравнения (4.1.3.5) следующим образом:

α = b1(1− n)2, β =
2b2(1− n)2

1 + n
, γ =

b3(1− n)2

n
.

Замечание 4.6. Дифференциальная связь вида (4.1.3.10) при α = 0 определяет
квадратичное решение

u =
1

4
βx2 + Cx +

C2 − γ

β
,

где C — произвольная постоянная.

Случай 2. Положим теперь k = 2 в уравнении (4.1.3.4), откуда следует

p = 1
n−1 , что соответствует подстановке y = u

1
n−1 . В результате приходим к

уравнению с нелинейностью четвертого порядка

uu′′xx + c(u′x)
2 + a1uu

′
x + a2u

2u′x =

= b1(n− 1)u2 + b2(n− 1)u3 + b3(n − 1)u4, c =
2− n

n− 1
. (4.1.3.11)

Точные решения этого уравнение можно найти с помощью квадратичной диф-
ференциальной связи

u′x = αu2 + βu+ γ. (4.1.3.12)
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Используя это соотношение для исключения производных из (4.1.3.11), полу-
чим алгебраическое уравнение четвертой степени относительно u. Приравни-
вая его коэффициенты нулю, приходим к системе, состоящей из пяти алгебра-
ических уравнений:

(c+ 2)α2 + a2α = b3(n− 1),

(2c+ 3)αβ + a1α+ a2β = b2(n− 1),

(c+ 1)(β2 + 2αγ) + a1β + a2γ = b1(n− 1), (4.1.3.13)

γ[(2c + 1)β + a1] = 0,

cγ2 = 0.

Необходимо рассмотреть два случая c = 0 и γ = 0, которые следуют из
последнего уравнения.

Рассмотрим только первый случай c = 0, который соответствует значению
n=2. Для упрощения выкладок также полагаем a2 =0. Коэффициенты диффе-
ренциальной связи (4.1.3.12) определяются из первого, третьего и четвертого
уравнений (4.1.3.13):

α = ±
√
b3/2, β = −a1, γ = ± b1√

2b3
. (4.1.3.14)

Второе уравнение в (4.1.3.13) задает соотношение между коэффициентами:
a1
√
2b3 ± b2 = 0 (во всех формулах берется либо верхний, либо нижний знак).

Искомое решение находится путем интегрирования уравнения с разделяющи-
мися переменными (4.1.3.12) с коэффициентами (4.1.3.14).

Замечание 4.7. Полагая k = 3 в (4.1.3.5), что подразумевает p= 2
n−1 и y = u

2
n−1 ,

можно также искать решения данного уравнения в более сложном виде

u = α0 + α1v + α2v
2, v′x = β0 + β1v + β2v

2.
◭

◮ Пример 4.14. Рассмотрим теперь шестипараметрическое уравнение с
нелинейностями экспоненциального типа

y′′xx + (a1 + a2e
λy)y′x = b1 + b2e

λy + b3e
2λy. (4.1.3.15)

Сделав замену переменной y = (µ/λ) ln u, где параметр µ подлежит определе-
нию, и умножив результат на λu2, приходим к уравнению

µuu′′xx−µ(u′x)
2 +µ(a1u+ a2u

µ+1)u′x = b1λu
2 + b2λu

µ+2 + b3u
2µ+2. (4.1.3.16)

Обозначив в (4.1.3.16) µ = k − 1, получим уравнение вида (4.1.3.4) с такими
же нелинейностями, но с другими коэффициентами. Поэтому для построения
точных решений уравнения (4.1.3.16) можно использовать те же самые диф-
ференциальные связи, что и в примере 4.13. В частности, полагая в (4.1.3.16)
µ = −1, имеем уравнение с квадратичной нелинейностью

uu′′xx − (u′x)
2 + (a1u+ a2)u

′
x + b1λu

2 + b2λu+ b3 = 0, (4.1.3.17)

которое отличается от уравнения (4.1.3.5) только коэффициентами. Диффе-
ренциальные связи (4.1.3.6), (4.1.3.8) и (4.1.3.10) позволяют находить частные
решения уравнения (4.1.3.17) (подробности опускаются). ◭
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4.1.4. Использование нескольких дифференциальных связей

В некоторых случаях к рассматриваемому уравнению можно добавить несколь-
ко дифференциальных связей, содержащих дополнительную искомую функ-
цию. Для определенности вернемся к автономному уравнению n-го порядка
(4.1.1.1). Дополним его двумя дифференциальными связями первого порядка

y = G(u, u′x;b), (4.1.4.1)

H(u, u′x; c) = 0, (4.1.4.2)

где b и c — векторы свободных параметров. Подставив (4.1.4.1) в (4.1.1.1),
получим уравнение (n+ 1)-го порядка для функции u = u(x):

F1(u, u
′
x, . . . , u

(n+1)
x ; a,b) = 0. (4.1.4.3)

Это уравнение вместе с дифференциальной связью (4.1.4.2) исследуется ме-
тодом, описанным в разд. 4.1.1. Небольшое (но не принципиальное) отличие
состоит в том, что порядок уравнения (4.1.4.3) выше, чем порядок исходного
уравнения (4.1.1.1).

◮ Пример 4.15. В [218, 219, 221] (см. также [24]) дифференциальная связь
(4.1.4.2) выбиралась в одном из следующих трех видов:

u′x + u2 − c1u− c2 = 0, (4.1.4.4)

(u′x)
2 − 4u3 − c1u

2 − c2u− c3 = 0, (4.1.4.5)

(u′x)
2 − u4 − c1u

3 − c2u
2 − c3u− c4 = 0, (4.1.4.6)

а дифференциальная связь (4.1.4.1) выбиралась из класса функций

y =
K∑

k=0

c1ku
k + u′x

L∑

l=0

c2lu
l +

M∑

m=1

c3m

(
u′

x

u

)m
. (4.1.4.7)

В (4.1.4.7) для дифференциальной связи (4.1.4.4) принято K = M , c2l = 0
(l = 1, . . . , L). В результате был получен ряд точных решений нелинейных
дифференциальных уравнений второго, третьего и четвертого порядков. ◭

Замечание 4.8. Все уравнения (4.1.4.4) — (4.1.4.6) сводятся к уравнениям с раз-
деляющимися переменными (их решения выражаются в элементарных функциях или
в квадратурах). Решение уравнения (4.1.4.5) можно выразить через функцию Вей-
ерштрасса ℘ = ℘(z, g2, g3), а решение уравнения (4.1.4.6) — через эллиптическую
функцию Якоби.

Дифференциальные связи (4.1.4.1) и (4.1.4.2) могут содержать производные
u по x более высокого порядка.

◮ Пример 4.16. В работах [81, 85, 356, 369] использовался метод G′/G-
разложения и искались частные решения автономного уравнения с помощью
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дифференциальных связей первого и второго порядка специального вида∗:

y =

n∑

k=0

bk

(
u′

x

u

)k
, (4.1.4.8)

u′′xx − c1u
′
x − c0u = 0. (4.1.4.9)

Дифференциальные связи (4.1.4.8) — (4.1.4.9) можно упростить с помощью
подстановки ξ = u′x/u. В результате они сводятся к точечному преобразова-
нию полиномиального типа и дифференциальной связи первого порядка типа
Риккати:

y =

n∑

k=0

bkξ
k,

ξ′x + ξ2 − c1ξ − c0 = 0.

В [220] было показано, что поиск частных решений ОДУ методом G′/G-
разложения, который основан на дифференциальных связях (4.1.4.8) — (4.1.4.9),
приводит к таким же результатам, что и метод th-функций [152, 237, 263]. ◭

4.2. Описание метода дифференциальных связей для

уравнений с частными производными∗∗

4.2.1. Предварительные замечания. Простой пример

Основная идея метода: попытаться найти точные решения сложного уравне-
ния в частных производных путем совместного анализа этого уравнения и
более простого вспомогательного уравнения, называемого дифференциальной

связью.
В разд. 1.1.1 рассматривались примеры нелинейных УрЧП, допускающих

точные решения с аддитивным разделением переменных вида

u(x, t) = ϕ(x) + ψ(t). (4.2.1.1)

На начальном этапе функции ϕ(x) и ψ(t) считаются произвольными и подле-
жат определению в ходе последующего анализа.

Дифференцируя выражение (4.2.1.1) по t, получим

ut = f(t) (f = ψ′
t). (4.2.1.2)

Верно и обратное: из соотношения (4.2.1.2) следует представление решения в
виде (4.2.1.1).

∗В оригинальной статье [356] и дальнейших публикациях использовалось обозначение
u = G.

∗∗Перед чтением этого раздела полезно ознакомиться c разд. 4.1.
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Дифференцируя далее (4.2.1.2) по x, имеем

uxt = 0. (4.2.1.3)

Обратно, из (4.2.1.3) можно получить представление решения в виде (4.2.1.1).
Таким образом, задачу поиска точных решений вида (4.2.1.1) для конкрет-

ного уравнения с частными производными можно заменить эквивалентной за-
дачей о поиске точных решений данного уравнения, удовлетворяющих допол-
нительному условию (4.2.1.2) или (4.2.1.3). Подобные дополнительные усло-
вия, записанные в виде одного или нескольких дифференциальных уравнений,
принято назвать дифференциальными связями.

Прежде чем приводить общее описание метода дифференциальных связей,
продемонстрируем его характерные особенности на простом примере.

◮ Пример 4.17. Рассмотрим нелинейное уравнение третьего порядка

uyuxy − uxuyy = auyyy, (4.2.1.4)

которое встречается в теории гидродинамического пограничного слоя. Будем
искать решения уравнения (4.2.1.4), удовлетворяющие линейной дифференци-
альной связи первого порядка

ux = ϕ(y). (4.2.1.5)

Здесь функция ϕ(y) в общем случае не может быть произвольной, а должна
удовлетворять условию совместности уравнений (4.2.1.4) и (4.2.1.5). Условие
совместности представляет собой дифференциальное уравнение для опреде-
ления ϕ(y); оно выводится из уравнений (4.2.1.4) и (4.2.1.5) и соотношений,
полученных из них путем дифференцирования.

Последовательно дифференцируя (4.2.1.5) по разным переменным, находим
производные

uxx = 0, uxy = ϕ′
y, uxxy = 0, uxyy = ϕ′′

yy, uxyyy = ϕ′′′
yyy . (4.2.1.6)

Дифференцируя (4.2.1.4) по x, имеем

u2xy + uyuxxy − uxxuyy − uxuxyy = auxyyy. (4.2.1.7)

Подставив в (4.2.1.7) производные (4.2.1.5) и (4.2.1.6), приходим к ОДУ тре-
тьего порядка для функции ϕ:

(ϕ′
y)

2 − ϕϕ′′
yy = aϕ′′′

yyy . (4.2.1.8)

Это уравнение представляет собой условие совместности уравнений (4.2.1.4)
и (4.2.1.5).

Для построения точного решения проинтегрируем уравнение (4.2.1.5). По-
лучим

u = ϕ(y)x+ ψ(y). (4.2.1.9)

Функцию ψ(y) найдем, подставив (4.2.1.9) в (4.2.1.4). Учитывая (4.2.1.8), при-
ходим к обыкновенному дифференциальному уравнению для функции ψ(y):

ϕ′
yψ

′
y − ϕψ′′

yy = aψ′′′
yyy. (4.2.1.10)
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В итоге получаем точное решение вида (4.2.1.9), где функции ϕ и ψ описыва-
ются уравнениями (4.2.1.8) и (4.2.1.10).

Замечание 4.9. Указанное выше решение легче получить прямой подстановкой
выражения (4.2.1.9) в исходное уравнение (4.2.1.4).

Замечание 4.10. В [370] дифференциальная связь (4.2.1.5) использовалась для по-
иска точных решений уравнений, описывающих плоское стационарное течение ненью-
тоновской жидкости с вязкоупругими свойствами.

◭

4.2.2. Общее описание метода дифференциальных связей

Идея построения точных решений нелинейных УрЧП путем использования
дифференциальных связей с привлечением теории совместности принадлежит
Н. Н. Яненко [68]. О методе дифференциальных связей, его связи с другими
методами, а также многочисленных конкретных примерах его применения, см.,
например, [3, 48, 55, 137, 158, 209–211, 216, 239, 241, 258, 287, 359].

В общем случае процедура построения точных решений для нелинейных
уравнений математической физики методом дифференциальных связей суще-
ственно сложнее, чем для обыкновенных дифференциальных уравнений. Она
состоит из нескольких последовательных этапов, которые описаны ниже.

1◦. Поиск точных решений уравнения

F (x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt, . . . ) = 0 (4.2.2.1)

осуществляется путем присоединения к нему дифференциальной связи (вспо-
могательного дифференциального уравнения)

G(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt, . . . ) = 0. (4.2.2.2)

Вид дифференциальной связи (4.2.2.2) можно задаваться:
• исходя из априорных соображений (например, можно потребовать, чтобы

связь представляла собой разрешимое уравнение),
• исходя из некоторых свойств рассматриваемого уравнения (например, его

симметрий или законов сохранения).

2◦. В общем случае полученная таким образом переопределенная система
(4.2.2.1) — (4.2.2.2) для одной искомой функции u требует проведения анализа
ее уравнений на совместность. Если дифференциальная связь (4.2.2.2) задана
исходя из априорных соображений, она должна иметь достаточный функцио-
нальный произвол (т. е. содержать произвольные определяющие функции). В
результате исследования системы (4.2.2.1) — (4.2.2.2) на совместность должны
быть получены условия, конкретизирующие вид определяющих функций. Эти
условия (условия совместности) записываются в виде системы обыкновенных
дифференциальных уравнений (или системы уравнений с частными производ-
ными).
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В простых случаях исследование на совместность проводится путем диф-
ференцирования (возможно, многократного) уравнений (4.2.2.1) и (4.2.2.2) по
x и t и исключения старших производных из полученных дифференциальных
соотношений и уравнений (4.2.2.1), (4.2.2.2). В результате приходят к уравне-
нию, содержащему степени младших производных. Приравнивание нулю коэф-
фициентов при всех степенях производных позволяет найти условия совмест-
ности, которые связывают функциональные коэффициенты уравнений (4.2.2.1)
и (4.2.2.2). В более сложных случаях при исследовании на совместность двух
или более УрЧП с одной неизвестной функцией приходится прибегать к ме-
тодам анализа переопределенных систем УрЧП на основе алгоритма Картана
или алгоритма Жане — Спенсера — Кураниши (описание этих алгоритмов и
другую информацию по теории переопределенных систем УрЧП можно найти,
например, в [55, 224, 312], см. также [130]).

3◦. Решаем систему полученных в п. 2◦ дифференциальных уравнений для
определяющих функций. Затем эти функции подставляем в дифференциаль-
ную связь (4.2.2.2). В результате приходим к уравнению

g(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt, . . . ) = 0. (4.2.2.3)

Дифференциальная связь (4.2.2.3), которая совместна с рассматриваемым урав-
нением (4.2.2.1), называется инвариантным многообразием для уравнения
(4.2.2.1).

4◦. Ищем общее решение (i) уравнения (4.2.2.3) или (ii) уравнения, которое
является следствием (4.2.2.1) и (4.2.2.3). Полученное решение будет содержать
некоторые произвольные функции {ϕm} (эти функции могут зависеть от x и t,
так и от u). Отметим, что в некоторых случаях вместо общего решения можно
использовать частные решения уравнения (4.2.2.3) или его следствий.

5◦. Решение, полученное в п. 4◦, подставляем в исходное УрЧП (4.2.2.1).
Приходим к уравнению, которое позволяет найти функции {ϕm}. Определив
{ϕm}, подставляем их в решение из п. 4◦. В результате получим точное реше-
ние исходного уравнения (4.2.2.1).

Замечание 4.11. При неудачном выборе дифференциальной связи уравнения
(4.2.2.1) и (4.2.2.2) могут оказаться несовместными (не имеющими общих решений).

Замечание 4.12. Вместо одной можно использовать несколько дифференциаль-
ных связей вида (4.2.2.2).

Замечание 4.13. На последних трех этапах метода дифференциальных связей
приходится решать различные уравнения (системы уравнений). Если хотя бы на од-
ном из этих этапов не удается получить решение, то не удается построить и точное
решение исходного уравнения.

Для бо́льшей наглядности общая схема применения метода дифференци-
альных связей изображена на рис. 4.1.
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Исходное уравнение: ( , , , , , , , , ...) = 0F x t  u  u u u u ux xx xt t tt

Находим условия совместности уравнений = 0 и = 0F G

Решаем уравнения для определяющих функций

Находим инвариантное многообразие: ( , , , , , , , , ...) = 0g x t  u  u u u u ux xx xt t tt

Полученное решение* подставляем в исходное уравнение

Находим точное решение исходного уравнения

Вводим дополнтельное уравнение

Проводим анализ на совместность
двух уравнений

Получаем уравнения
для определяющих функций

Подставляем эти функции
в дифференциальную связь

Решаем уравнение = 0g

Определяем неизвестные функции
и константы

Дифференциальная связь: ( , , , , , , , , ...) = 0G x t  u  u u u u ux xx xt t tt

Рис. 4.1. Алгоритм построения точных решений методом дифференциальных связей.

4.3. Дифференциальные связи первого порядка для

уравнений с частными производными

4.3.1. Эволюционные уравнения второго порядка

Дифференциальная связь первого порядка. Условие совместности. Про-
цедура расщепления. Рассмотрим общее эволюционное уравнение второго
порядка, разрешенное относительно старшей производной:

uxx = F (x, t, u, ux, ut). (4.3.1.1)

Дополним это уравнение дифференциальной связью первого порядка общего
вида

ut = G(x, t, u, ux). (4.3.1.2)

Условие совместности этих уравнений выводится путем однократного диффе-
ренцирования (4.3.1.1) по t и двукратного дифференцирования (4.3.1.2) по x с

∗Это решение обычно содержит некоторые произвольные функции и постоянные.
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последующим приравниванием полученных выражений для смешанных про-
изводных третьего порядка uxxt и utxx:

DtF = D2
xG. (4.3.1.3)

Здесь Dt и Dx — операторы полного дифференцирования по t и x:

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ uxt

∂

∂ux
+ utt

∂

∂ut
,

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxt

∂

∂ut
.

(4.3.1.4)

Частные производные ut, uxx, uxt и utt в формулах (4.3.1.4) должны быть выра-
жены через x, t, u, ux с помощью уравнений (4.3.1.1), (4.3.1.2) и соотношений,
полученных дифференцированием этих уравнений. В результате имеем

ut = G, uxx = F, uxt = DxG = Gx + uxGu + FGux ,

utt = DtG = Gt +GGu + uxtGux = Gt +GGu + (Gx + uxGu + FGux)Gux .
(4.3.1.5)

Здесь в выражении для F производную ut надо заметить наG согласно (4.3.1.2)
и Gux = ∂G/∂ux.

Условие совместности (4.3.1.3) с учетом соотношений (4.3.1.2), (4.3.1.4),
(4.3.1.5) принимает вид R(x, t, u, ux)=0. Часто левую часть этого соотношения
можно представить в виде полинома по производной ux:

M∑

m=1

Rm(x, t, u)u
m
x = 0.

Процедура расщепления по производной приводит к системе определяющих
уравнений

Rm(x, t, u) = 0, m = 1, . . . ,M.

Иллюстративные примеры. Ниже рассмотрены несколько примеров, ил-
люстрирующих применение метода дифференциальных связей для построения
точных решений нелинейных УрЧП. При этом для простоты и наглядности об-
щие формулы для вычисления производных (4.3.1.3) и (4.3.1.4) использоваться
не будут.

◮ Пример 4.18. Для поиска точных решений нелинейного уравнения теп-
лопроводности с источником

ut = [f(u)ux]x + g(u) (4.3.1.6)

используем дифференциальную связь простейшего вида

ut = ϕ(u). (4.3.1.7)

Функции f(u), g(u), ϕ(u) в уравнениях (4.3.1.6) и (4.3.1.7) заранее неиз-
вестны и подлежат определению в ходе последующего анализа. Процедура
построения решения состоит из нескольких этапов, подробно описанных ниже.
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1◦. Преобразование исходного УрЧП к более удобному виду. Разрешив урав-
нение (4.3.1.6) относительно старшей производной, имеем

uxx =
ut − f ′

u(u)u
2
x − g(u)

f(u)
=

ϕ(u)− g(u)− f ′

u(u)u
2
x

f(u)
.

Здесь на втором этапе была исключена производная ut с помощью диффе-
ренциальной связи (4.3.1.7). Полученное соотношение удобно представить в
следующем виде:

uxx = h(u)− f ′

u(u)

f(u)
u2x, h(u) =

ϕ(u)− g(u)

f(u)
. (4.3.1.8)

Далее для краткости в промежуточных результатах будем опускать аргу-
менты функций f = f(u), g = g(u), ϕ = ϕ(u).

2◦. Вывод определяющей системы уравнений. Последовательно дифферен-
цируя по x связь (4.3.1.7), находим смешанную производную третьего порядка
utxx:

ut = ϕ, utx = ϕ′
uux,

utxx = ϕ′
uuxx + ϕ′′

uuu
2
x = ϕ′

u

(
h− f ′

u

f
u2x

)
+ ϕ′′

uuu
2
x

= hϕ′
u +

(
ϕ′′
uu − ϕ′

u
f ′

u

f

)
u2x.

(4.3.1.9)

Здесь при выкладках была исключена вторая производная uxx с помощью
соотношения (4.3.1.8).

Дифференцируя (4.3.1.8) по t, вычисляем смешанную производную третье-
го порядка uxxt:

uxxt = h′uut −
(
f ′

u

f

)′

u
utu

2
x − 2

f ′

u

f
uxuxt

= h′uϕ−
[
ϕ
(
f ′

u

f

)′

u
+ 2ϕ′

u
f ′

u

f

]
u2x.

(4.3.1.10)

Здесь на последнем этапе были исключены производные ut и uxt с помощью
дифференциальной связи (4.3.1.7) и второго соотношения (4.3.1.9).

Приравнивая производные третьего порядка uxxt и utxx, которые определе-
ны формулами (4.3.1.9) и (4.3.1.10), получим соотношение

[
ϕ′′
uu + ϕ′

u
f ′

u

f
+ ϕ

(
f ′

u

f

)′

u

]
u2x + hϕ′

u − h′uϕ = 0. (4.3.1.11)

Приравнивая далее нулю функциональные коэффициенты при различных сте-
пенях ux (процедура расщепления по производной ux), приходим к определя-
ющей системе уравнений

ϕ′′
uu + ϕ′

u
f ′

u

f
+ ϕ

(
f ′

u

f

)′

u
= 0,

hϕ′
u − h′uϕ = 0.

(4.3.1.12)

3◦. Решение определяющей системы уравнений. Систему (4.3.1.12) удает-
ся проинтегрировать, поскольку первое уравнение можно представить в виде
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[(fϕ)′u/f ]
′
u = 0, а у второго уравнения разделяются переменные. В результате

имеем

ϕ =
1

f

(
A

∫
f du+B

)
,

g = (1− Cf)ϕ,

(4.3.1.13)

где A, B, C—произвольные постоянные. При выводе формулы для g в (4.3.1.13)
функция h была заменена другими функциями с учетом ее определения в
(4.3.1.8).

Далее рассмотрим невырожденный случай, когда A 6=0 в (4.3.1.13). Считая,
что функция f = f(u) задана произвольно, с помощью (4.3.1.13) находим
функции g(u) и ϕ(u):

g(u) =
a+ cf

f

(∫
f du+ b

)
, ϕ(u) =

a

f

(∫
f du+ b

)
, (4.3.1.14)

где a = A, b = B/A, c = −AC — произвольные постоянные.

4◦. Определение общего вида решения с помощью дифференциальной свя-

зи. Подставив функцию ϕ(u) из (4.3.1.14) в дифференциальную связь (4.3.1.7),
приходим к уравнению

ut =
a

f

(∫
f du+ b

)
. (4.3.1.15)

Подстановка w=
∫
f du+b приводит (4.3.1.15) к простому линейному ОДУ wt=

aw. Интегрируя его, находим общее решение уравнения (4.3.1.15) в неявном
виде ∫

f(u) du = θ(x)eat − b. (4.3.1.16)

Здесь функция θ = θ(x) играет роль постоянной интегрирования, которая
зависит от x (т. к. w зависит от x и t, а уравнение wt = aw не зависит явно
от x) и на данном этапе считается произвольной.

5◦. Получение решения исходного УрЧП. Дифференцируя (4.3.1.16) по x и t,
получаем ut = aeatθ/f и ux = eatθ′x/f . Подставляя эти выражения в исходное
уравнение (4.3.1.6) и учитывая (4.3.1.14), приходим к линейному ОДУ второго
порядка

θ′′xx + cθ = 0, (4.3.1.17)

общее решение которого имеет вид

θ =





C1 sin
(
x
√
c
)
+ C2 cos

(
x
√
c
)

при c > 0,

C1 sh
(
x
√−c

)
+ C2 ch

(
x
√−c

)
при c < 0,

C1x+ C2 при c = 0,

(4.3.1.18)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Формулы (4.3.1.16) — (4.3.1.18) опи-
сывают точные решения (в неявном виде) уравнения (4.3.1.6) при произволь-
ной f(u) и функции g(u), заданной первой формулой (4.3.1.14). ◭
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Замечание 4.14. В вырожденном случае, подставив A = 0 в (4.3.1.13), для функ-
ций g(u) и ϕ(u) получим следующие выражения (как и выше, f считается произволь-
ной заданной функцией):

g(u) =
b

f
+ c, ϕ(u) =

b

f
,

где b = B и c = −BC — произвольные постоянные. Это решение можно вывести из
(4.3.1.14) путем переобозначения постоянных b→ b/a и c→ ac/b с последующим пре-
дельным переходим при a→ 0. После простых вычислений находим соответствующее
решение уравнения (4.3.1.6) в неявном виде:

∫
f(u) du = bt− 1

2
cx2 + C1x+ C2.

◮ Пример 4.19. Рассмотрим теперь нелинейное реакционно-диффузионно-
конвективное уравнение

ut = uxx + f1(u)ux + f0(u). (4.3.1.19)

Для поиска его точных решений будем использовать квазилинейную диффе-
ренциальную связь первого порядка

ut = g1(u)ux + g0(u). (4.3.1.20)

Уравнения (4.3.1.19) и (4.3.1.20) являются частными случаями уравнений
(4.3.1.1) и (4.3.1.2) при F =ut−f1(u)ux−f0(u) и G= g1(u)ux+g0(u). Функции
f1(u), f0(u), g1(u), g0(u) заранее неизвестны и подлежат определению в ходе
последующего анализа.

Приравнивая правые части соотношений (4.3.1.19) и (4.3.1.20), имеем

uxx = h1ux + h0, где h1 = g1 − f1, h0 = g0 − f0. (4.3.1.21)

Здесь и далее аргументы функций f1, f0, g1, g0, h1, h0 опускаются.
Дифференцируя (4.3.1.20) дважды по x и используя выражение (4.3.1.21)

для uxx, находим смешанные производные:

utx = g1uxx + g′1u
2
x + g′0ux = g′1u

2
x + (g1h1 + g′0)ux + g1h0,

utxx = g′′1u
3
x + (g1h

′
1 + 3g′1h1 + g′′0 )u

2
x +

+ (g1h
′
0 + 3g′1h0 + g1h

2
1 + g′0h1)ux + (g1h1 + g′0)h0,

(4.3.1.22)

где штрих обозначает производную по u. Дифференцируя (4.3.1.21) по t и
используя выражения (4.3.1.20) и (4.3.1.22) для ut и uxt, получим

uxxt = h1uxt + h′1uxut + h′0ut =

= (g1h
′
1 + g′1h1)u

2
x + (g1h

2
1 + g′0h1 + g0h

′
1 + g1h

′
0)ux +

+ g1h0h1 + g0h
′
0. (4.3.1.23)

Приравнивая выражения для смешанных производных третьего порядка
(4.3.1.22) и (4.3.1.23) и собирая слагаемые при одинаковых степенях ux, при-
ходим к полиномиальному уравнению третьей степени по производной ux:

g′′1u
3
x + (2g′1h1 + g′′0 )u

2
x + (3g′1h0 − g0h

′
1)ux + g′0h0 − g0h

′
0 = 0. (4.3.1.24)
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Чтобы удовлетворить соотношению (4.3.1.24) приравняем нулю функциональ-
ные множители при всех степенях ux:

g′′1 = 0, 2g′1h1 + g′′0 = 0, 3g′1h0 − g0h
′
1 = 0, g′0h0 − g0h

′
0 = 0.

Общее решение этой системы обыкновенных дифференциальных уравнений
описывается формулами

g1 = C1u+ C2, g0 = −C2
1C3u

3 − C1C4u
2 + C5u+ C6,

h1 = 3C1C3u+ C4, h0 = C3g0,
(4.3.1.25)

где C1, . . . , C6 — произвольные постоянные. Используя формулы (4.3.1.21)
для h0 и h1 вместе с (4.3.1.25), находим неизвестные функции, входящие в
уравнения (4.3.1.19) и (4.3.1.20):

f1(u) = C1(1− 3C3)u+ C2 − C4,

f0(u) = (−C2
1C3u

3 − C1C4u
2 + C5u+ C6)(1− C3),

g1(u) = C1u+ C2, g0(u) = −C2
1C3u

3 − C1C4u
2 +C5u+ C6.

(4.3.1.26)

Остановимся подробнее на частном случае

C1 = −k, C2 = C4 = 0, C3 = −1/k, C5 = ak, C6 = bk

в (4.3.1.26), где a, b, k — произвольные постоянные (k 6= 0). Соответствующее
уравнение (4.3.1.19) и дифференциальная связь (4.3.1.20) имеют вид

ut = uxx − (k + 3)uux + (k + 1)(u3 + au+ b), (4.3.1.27)

ut = −kuux + k(u3 + au+ b). (4.3.1.28)

Общее решение квазилинейного уравнения первого порядка (4.3.1.28) можно
записать в неявном виде; оно содержит интеграл I(u) =

∫
u(u3 +au+ b)−1 du

и обратную к нему функцию. В силу сложности своей структуры, это решение
неудобно для построения точных решений уравнения (4.3.1.27).

В данном случае вместо (4.3.1.28) можно использовать следствие уравне-
ний (4.3.1.27) и (4.3.1.28), полученное путем исключения производной ut:

uxx = 3uux − u3 − au− b. (4.3.1.29)

Это обыкновенное дифференциальное уравнение совпадает с (4.3.1.21), где h1
и h0 выражаются последними двумя формулами (4.3.1.25). Подстановка u =
−Ux/U преобразует (4.3.1.29) в линейное ОДУ третьего порядка с постоянны-
ми коэффициентами

Uxxx + aUx − b = 0. (4.3.1.30)

Его решения определяются корнями кубического уравнения λ3 + aλ − b = 0.
В частности, если все корни λn — различные действительные числа, общие
решения уравнений (4.3.1.29) и (4.3.1.30) определяются по формулам

u=−Ux/U, U = r1(t) exp(λ1x)+ r2(t) exp(λ2x)+ r3(t) exp(λ3x). (4.3.1.31)

Функции rn(t) находятся подстановкой (4.3.1.31) в уравнение (4.3.1.27) или
(4.3.1.28).

Заметим, что уравнение (4.3.1.27) исследовалось более подробно с помо-
щью другого метода в разд. 3.2.2 (при a = 1 и b2 = 0). ◭
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◮ Пример 4.20. Рассмотрим нелинейное уравнение диффузионного типа

ut = uxx + u2x + u2. (4.3.1.32)

Возьмем дифференциальную связь первого порядка

ux = ϕ(x, t), (4.3.1.33)

где ϕ— некоторая (пока неизвестная) функция двух аргументов.
Используя (4.3.1.33), представим исходное уравнение (4.3.1.32) в виде

ut = ϕx + ϕ2 + u2. (4.3.1.34)

Найдем условие совместности уравнений (4.3.1.33) и (4.3.1.34). Для этого
продифференцируем (4.3.1.33) по t, а (4.3.1.34) — по x, а затем исключим из
полученных соотношений смешанную производную с учетом равенства uxt =
utx. Заменив с помощью (4.3.1.33) производную ux на ϕ, имеем

ϕt = ϕxx + 2ϕϕx + 2uϕ.

Выразив отсюда u, получим

u =
ϕt − ϕxx − 2ϕϕx

2ϕ
. (4.3.1.35)

Подставив (4.3.1.35) в (4.3.1.33) и (4.3.1.34), приходим к переопределенной
системе нелинейных УрЧП [145, 261, 352]:

∂

∂x

(
ϕt − ϕxx − 2ϕϕx

2ϕ

)
= ϕ,

∂

∂t

(
ϕt − ϕxx − 2ϕϕx

2ϕ

)
= ϕx + ϕ2 +

(
ϕt − ϕxx − 2ϕϕx

2ϕ

)2
.

(4.3.1.36)

Нетрудно проверить, что первое уравнение (4.3.1.36) имеет решение с муль-
типликативным разделением переменных вида

ϕ(x, t) = ψ(t) sin(x+ C), (4.3.1.37)

где ψ(t) — произвольная функция, C — произвольная постоянная. Подставив
(4.3.1.37) во второе уравнение (4.3.1.36), приходим к ОДУ для функции ψ(t):

d

dt

(
ψ′

t + ψ

2ψ

)
=

(
ψ′

t + ψ

2ψ

)2
+ ψ2. (4.3.1.38)

Если решение обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка
(4.3.1.38) известно, то решение исходного уравнения (4.3.1.32) может быть
найдено по формуле [145, 261]:

u(x, t) =
ψ′

t + ψ

2ψ
− ψ cos(x+ C),

которая получается путем подставки выражения (4.3.1.37) в (4.3.1.35). ◭

Замечание 4.15. В общем случае решение уравнения с частными производными
первого порядка (4.3.1.2) сводится к решению системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений [207, 289].
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4.3.2. Уравнения второго порядка гиперболического типа

Аналогичным образом исследуется гиперболическое уравнение второго поряд-
ка вида

uxt = F (x, t, u, ux, ut), (4.3.2.1)

дополненное дифференциальной связью первого порядка (4.3.1.2). Считаем,
что Gux 6= 0.

Условие совместности для этих уравнений получается путем однократного
дифференцирования (4.3.2.1) по t и двукратного дифференцирования (4.3.1.2)
по t и x с последующим приравниванием полученных выражений для смешан-
ных производных третьего порядка uxtt и uttx:

DtF = Dx[DtG]. (4.3.2.2)

Здесь Dt и Dx — операторы полного дифференцирования (4.3.1.4), в которых
частные производные ut, uxx, uxt, utt должны быть выражены через x, t, u, ux
с помощью (4.3.2.1) и (4.3.1.2) и их дифференциальных следствий.

Покажем, как вычисляются вторые производные. Продифференцируем со-
отношение (4.3.1.2) по x и заменим смешанную производную правой частью
уравнения (4.3.2.1). В результате находим выражение для второй производной
по x:

Gx+uxGu+uxxGux =F (x, t, u, ux, ut) =⇒ uxx=H1(x, t, u, ux). (4.3.2.3)

Здесь и далее учитывается, что соотношение (4.3.1.2) позволяет выразить про-
изводную по t через производную по x. Дифференцируя далее (4.3.1.2) по t,
имеем

utt = Gt + utGu + uxtGux = Gt +GGu + FGux =⇒ utt = H2(x, t, u, ux).
(4.3.2.4)

Заменяя в (4.3.1.4) производные ut, uxt, uxx, utt их выражениями из (4.3.1.2),
(4.3.2.1), (4.3.2.3), (4.3.2.4), находим операторы полного дифференцирования
Dt и Dx, которые входят в условие совместности (4.3.2.2).

◮ Пример 4.21. Рассмотрим нелинейное уравнение

uxt = f(u). (4.3.2.5)

Дополним (4.3.2.5) квазилинейной дифференциальной связью

ux = ϕ(t)g(u). (4.3.2.6)

Дифференцируя (4.3.2.5) по x и заменяя первую производную по x на
правую часть равенства (4.3.2.6), имеем

uxxt = ϕgf ′u. (4.3.2.7)

Дифференцируя далее (4.3.2.6) по x и t, получим два соотношения

uxx = ϕg′uux = ϕ2gg′u, (4.3.2.8)

uxt = ϕ′
tg + ϕg′uut. (4.3.2.9)
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Исключив в (4.3.2.9) смешанную производную с помощью уравнения (4.3.2.5),
находим первую производную по t:

ut =
f − ϕ′

tg

ϕg′u
. (4.3.2.10)

Дифференцируя (4.3.2.8) по t и заменяя ut правой частью равенства (4.3.2.10),
имеем

uxxt = 2ϕϕ′
tgg

′
u + ϕ2(gg′u)

′
uut = 2ϕϕ′

tgg
′
u + ϕ(gg′u)

′
u
f − ϕ′

tg

g′u
. (4.3.2.11)

Приравнивая теперь смешанные производные третьего порядка (4.3.2.7) и
(4.3.2.11), после сокращения на ϕ и элементарных преобразований приходим к
определяющему уравнению

ϕ′
tg[(g

′
u)

2 − gg′′uu] = gg′uf
′
u − f(gg′u)

′
u, (4.3.2.12)

которое имеет два различных решения.
Решение 1. Уравнение (4.3.2.12) удовлетворяется тождественно при любой

функции ϕ = ϕ(t), если положить

(g′u)
2 − gg′′uu = 0,

gg′uf
′
u − f(gg′u)

′
u = 0.

Общее решение этой системы имеет вид

f(u) = aeλu, g(u) = beλu/2, (4.3.2.13)

где a, b, λ—произвольные постоянные. Для простоты выкладок далее рассмот-
рим случай

a = b = 1, λ = −2. (4.3.2.14)

Подставим функцию g(u) из (4.3.2.13) — (4.3.2.14) в дифференциальную
связь (4.3.2.6). Интегрируя полученное уравнение, имеем

u = ln[ϕ(t)x+ ψ(t)], (4.3.2.15)

где ψ(t)— произвольная функция. Подставляя (4.3.2.15) в исходное уравнение
(4.3.2.5) с правой частью (4.3.2.13) — (4.3.2.14), приходим к линейному обык-
новенному дифференциальному уравнению для функции ψ(t):

ψϕ′
t − ϕψ′

t = 1.

Общее решение этого уравнения записывается так:

ψ(t) = Cϕ(t)− ϕ(t)

∫
dt

ϕ2(t)
, (4.3.2.16)

где C — произвольная постоянная.
Таким образом, формулы (4.3.2.15) и (4.3.2.16), где ϕ(t) — произвольная

функция, дают точное решение нелинейного УрЧП с экспоненциальной нели-
нейностью uxt = e−2u.

Решение 2. Второе решение определяется линейной зависимостью

ϕ(t) = at+ b, (4.3.2.17)



4.3. Дифференциальные связи первого порядка для УрЧП 339

где a и b—произвольные постоянные. В этом случае, функции f(u) и g(u) свя-
заны уравнением (4.3.2.12), где ϕ′

t = a. Интегрируя (4.3.2.6) с учетом (4.3.2.17),
находим общий вид решения

u = u(z), z = (at+ b)x+ ψ(t), (4.3.2.18)

где ψ(t)—произвольная функция. Подставим эту зависимость в исходное урав-
нение (4.3.2.5), а затем заменим x на z с помощью (4.3.2.18). В результате
получим

[az + (at+ b)ψ′
t − aψ]u′′zz + au′z = f(u). (4.3.2.19)

Чтобы это соотношение было обыкновенным дифференциальным уравнением
для функции u = u(z), надо положить

(at+ b)ψ′
t − aψ = const.

Интегрируя, находим функцию ψ(t):

ψ(t) = ct+ d, (4.3.2.20)

где c и d— произвольные постоянные.
Формулы (4.3.2.18) и (4.3.2.20) определяют решение уравнения (4.3.2.5) при

произвольной функции f(u). При этом функция u(z) описывается уравнением
(az + bc − ad)u′′zz + au′z = f(u), которое следует из (4.3.2.19) и (4.3.2.20).
Частному случаю a = d = 0 соответствует решение типа бегущей волны, а
случаю b = c = d = 0 соответствует автомодельное решение. ◭

4.3.3. Уравнения второго порядка общего вида

Рассмотрим уравнение второго порядка общего вида

F (x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt) = 0 (4.3.3.1)

вместе с дифференциальной связью первого порядка

G(x, t, u, ux, ut) = 0. (4.3.3.2)

Последовательно дифференцируем уравнения (4.3.3.1) и (4.3.3.2) по обе-
им переменным для получения их дифференциальных следствий, содержащих
вторые и третьи производные. Имеем

DxF = 0, DtF = 0, DxG = 0, DtG = 0,

Dx[DxG] = 0, Dx[DtG] = 0, Dt[DtG] = 0.
(4.3.3.3)

Условие совместности для уравнений (4.3.3.1) и (4.3.3.2) можно найти путем
исключения из девяти уравнений (4.3.3.1) — (4.3.3.3) производных ut, uxx, uxt,
utt, uxxx, uxxt, uxtt, uttt . В результате приходим к выражению вида

H(x, t, u, ux) = 0. (4.3.3.4)

Если в левой части (4.3.3.4) стоит полином по ux, то для вывода условий сов-
местности надо приравнять нулю функциональные множители этого полинома.
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4.4. Дифференциальные связи второго и старших

порядков. Некоторые обобщения

4.4.1. Дифференциальные связи второго порядка

Построение точных решений нелинейных уравнений в частных производных
с помощью дифференциальных связей второго и более высоких порядков, как
правило, требует нахождения точных решений этих дифференциальных связей.
В общем случае последнее сделать весьма проблематично или невозможно.
По этой причине обычно используют специальные дифференциальные связи,
содержащие производные только по одной из переменных (фактически рас-
сматриваются обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка
по переменной x, а другая независимая переменная t входит неявно или счи-
тается параметром, так что постоянные интегрирования этого уравнения будут
зависеть от t).

Обсудим задачу о совместности эволюционного уравнения второго порядка

ut = F1(x, t, u, ux, uxx) (4.4.1.1)

с дифференциальной связью аналогичного вида

ut = F2(x, t, u, ux, uxx). (4.4.1.2)

Во-первых, эту задачу можно свести к более простой задаче с дифференци-
альной связью первого порядка, которая рассматривалась в разд. 4.2.1. Для это-
го сначала надо исключить из уравнений (4.4.1.1) и (4.4.1.2) вторую производ-
ную uxx. В результате получим уравнение первого порядка типа (4.3.1.2) (его
можно рассматривать как более простую, чем исходная, дифференциальную
связь), которое далее исследуется на совместность с исходным уравнением
(4.4.1.1).

Во-вторых, исключив производную по t из (4.4.1.1) и (4.4.1.2), приходим к
уравнению вида

H(x, t, u, ux, uxx) = 0, (4.4.1.3)

которое можно трактовать как обыкновенное дифференциальное уравнение по
переменной x с параметром t. Постоянные интегрирования, возникающие при
решении уравнения (4.4.1.3) будут произвольными функциями t, т. е. C1 =
C1(t) и C2 = C2(t).

Таким образом, эволюционная дифференциальная связь второго порядка
общего вида (4.4.1.1) эквивалентна, с одной стороны, подходящей связи перво-
го порядка типа (4.3.1.2), а с другой стороны — дифференциальной связи вто-
рого порядка в виде обыкновенного дифференциального уравнения (4.4.1.3).
Такие эквивалентные связи технически использовать проще, чем исходную
дифференциальную связь (4.4.1.2).
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Замечание 4.16. В левые части уравнения (4.4.1.1) и дифференциальной связи
(4.4.1.2) вместо ut может входить вторая производная utt (или utx). Тогда исключе-
ние utt (или utx) также приводит к обыкновенному дифференциальному уравнению
второго порядка вида (4.4.1.3), использование которого более целесообразно, чем ис-
ходной дифференциальной связи.

◮ Пример 4.22. Рассмотрим опять нелинейное уравнение теплопроводно-
сти с источником

ut = [f1(u)ux]x + f2(u). (4.4.1.4)

Для поиска его точных решений теперь будем использовать автономную диф-
ференциальную связь второго порядка с квадратичной нелинейностью относи-
тельно второй производной:

uxx = g1(u)u
2
x + g2(u). (4.4.1.5)

Функции f2(u), f1(u), g2(u), g1(u), входящие в (4.4.1.4) и (4.4.1.5), подлежат
определению в ходе дальнейшего анализа.

Исключив вторую производную из (4.4.1.4) и (4.4.1.5), приходим к УрЧП
первого порядка

ut = ϕ(u)u2x + ψ(u), (4.4.1.6)

где

ϕ(u) = f1(u)g1(u) + f ′1(u), ψ(u) = f1(u)g2(u) + f2(u). (4.4.1.7)

Здесь и далее штрих обозначает производную по u.
Продифференцировав (4.4.1.5) по t, имеем

uxxt = 2g1uxuxt + g′1u
2
xut + g′2ut.

Исключим производные uxxt, uxt, ut из этого соотношения с помощью урав-
нений (4.4.1.5) и (4.4.1.6) и их следствий, которые выводятся с помощью диф-
ференцирования. В результате получим

(2ϕg21 + 3ϕ′g1 + ϕg′1 + ϕ′′)u4x +

+ (4ϕg1g2 + 5ϕ′g2 + ϕg′2 − g1ψ
′ − ψg′1 + ψ′′)u2x + 2ϕg22 + ψ′g2 − ψg′2 = 0.

Приравнивание нулю функциональных множителей при различных степенях
ux дает три уравнения, которые удобно записать в виде

(ϕ′ + ϕg1)
′ + 2g1(ϕ

′ + ϕg1) = 0,

4g2(ϕ
′ + ϕg1) + (ϕg2 − ψg1)

′ + ψ′′ = 0,

ϕ = − 1
2 (ψ/g2)

′.

(4.4.1.8)

Первому уравнению можно удовлетворить, положив ϕ′+ϕg1 =0. Соответству-
ющее частное решение системы (4.4.1.8) имеет вид

ϕ = − 1

2
µ′, ψ = µg2, g1 = − µ′′

µ′
, g2 =

(
2C1 +

C2
√

|µ|

)
1

µ′
, (4.4.1.9)

где µ = µ(u)— произвольная функция.
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Учитывая (4.4.1.7), находим функциональные коэффициенты исходного
уравнения (4.4.1.4) и дифференциальной связи (4.4.1.5):

f1 =
(
C3 − 1

2
u
)
µ′, f2 = (µ− f1)g2,

g1 = − µ′′

µ′
, g2 =

(
2C1 +

C2
√

|µ|

)
1

µ′
.

(4.4.1.10)

Уравнение (4.4.1.5) с учетом (4.4.1.10) допускает первый интеграл

u2x =
[
4C1µ+ 4C2

√
|µ|+ 2σ′t(t)

] 1

(µ′)2
, (4.4.1.11)

где σ(t)— произвольная функция. Исключим u2x из равенства (4.4.1.6) с помо-
щью (4.4.1.11) и подставим функции ϕ и ψ из (4.4.1.9). В результате приходим
к уравнению

µ′ut = −C2

√
|µ| − σ′t(t). (4.4.1.12)

Остановимся подробнее на частном случае C2 = C3 = 0. Интегрируя
уравнение (4.4.1.12) и учитывая, что µt = µ′ut, имеем

µ = −σ(t) + θ(x), (4.4.1.13)

где θ(x)— произвольная функция. Подставив (4.4.1.13) в (4.4.1.11) и используя
соотношение µx=µ′ux, получим θ2x−4C1θ=2σt−4C1σ. Приравнивая обе части
этого уравнения нулю и интегрируя полученные обыкновенные дифференци-
альные уравнения, находим функции в правой части выражения (4.4.1.13):

σ(t) = A exp(2C1t), θ(x) = C1(x+B)2, (4.4.1.14)

где A и B — произвольные постоянные. Таким образом, точное решение урав-
нения (4.4.1.4) с функциями f1 и f2 из (4.4.1.10) при C2 = C3 = 0 можно
представить в неявном виде

µ(u) = −A exp(2C1t) + C1(x+B)2.

В решении и определяющих соотношениях (4.4.1.10) функция µ(u) задается
произвольным образом. ◭

◮ Пример 4.23. Рассмотрим класс нелинейных УрЧП второго порядка

ut = f2(u)uxx + f1(u)ux + f0(u).

Дифференциальную связь выбираем в виде

uxx = g1(u)ux + g0(u).

Анализ совместности этих уравнений приводит к следующим соотношени-
ям для определяющих функций:

f2(u)— произвольная функция,
f1(u) = C1u+ C2 − (3C1C3u+ C4)f2(u),

f0(u) = (−C2
1C3u

3 −C1C4u
2 + C5u+C6)[1− C3f2(u)],

g1(u) = 3C1C3u+ C4,

g0(u) = C3(−C2
1C3u

3 − C1C4u
2 + C5u+ C6),

где C1, . . . , C6 — произвольные постоянные. ◭
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4.4.2. Дифференциальные связи более высокого порядка.
Определяющие уравнения

1◦. Дифференциальные связи третьего и более высоких порядков, содержа-
щие производные по двум или более независимым переменным используются
очень редко, поскольку они приводят к очень громоздким вычислениям и весь-
ма сложным уравнения (исходные уравнения часто существенно проще). Как
правило, дифференциальная связь высокого порядка представляет собой обык-
новенное дифференциальное уравнение, содержащее производные только по
одной независимой переменной, а остальные независимые переменные входят
в качестве свободных параметров. Примером такой дифференциальной связи
второго порядка является уравнение (4.4.1.3).

Для простоты изложения рассмотрим сначала эволюционное уравнение вто-
рого порядка

ut = f(t, x, u, ux, uxx) (4.4.2.1)

и дифференциальную связь n-го порядка

h ≡ u(n)x + g(t, x, u, ux, . . . , u
(n−1)
x ) = 0. (4.4.2.2)

Обозначим через [f ] уравнение (4.4.2.1) и его дифференциальные следствия
по x. Связь (4.4.2.2) и ее дифференциальные следствия по x будем обозна-
чать [h].

Уравнение (4.4.2.1) и дифференциальная связь (4.4.2.2) удовлетворяют усло-
виям совместности, тогда и только тогда, когда

Dt(h)
∣∣
[f ]∩[h]

= 0. (4.4.2.3)

Если справедливо условие (4.4.2.3), то дифференциальная связь (4.4.2.2) пред-
ставляет собой инвариантное многообразие для уравнения (4.4.2.1).

В [210] было показано, что при n > 4 условие (4.4.2.3) можно представить
в виде эквивалентного определяющего уравнения:

Dt(h)
∣∣
[f ]

= f2D
2
x(h) + [f1 + nDx(f2)]Dx(h) +

+ [f0 + nDx(f1)− hn−1Dx(f2) +

+ 1
2 n(n− 1)D2

x(f2) + f2hhn−1,n−1 − 2f2Dx(hn−1)]h. (4.4.2.4)

Здесь и далее Dt и Dx — операторы полного дифференцирования по t и по x.
Используются также следующие краткие обозначения:

f0=
∂f

∂u
, f1 =

∂f

∂ux
, f2=

∂f

∂uxx
, hn−1 =

∂h

∂w
, hn−1,n−1 =

∂2h

∂w2
, w=u(n−1)

x .

Уравнение (4.4.2.4) является сложным нелинейным уравнением относитель-
но h.
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2◦. В качестве определяющего инвариантного многообразия эволюционно-
го уравнения (4.4.2.1) вместо нелинейного уравнения (4.4.2.4) можно исполь-
зовать более простое линейное определяющее уравнение:

Dt(h)
∣∣
[f ]

= f2D
2
x(h)+ [c1f1+ c2Dx(f2)]Dx(h)+ [c3f0+ c4Dx(f1)+ c5D

2
x(f2)]h,

(4.4.2.5)
где c1, . . . , c5 — некоторые постоянные, подлежащие определению. Уравнение
(4.4.2.5) получено путем отбрасывания нелинейных слагаемых в уравнении
(4.4.2.4) и замены постоянных неопределенными коэффициентами.

Если при некоторых значениях постоянных c1, . . . , c5 функция h удовле-
творяет уравнению (4.4.2.5), то h = 0 является инвариантным многообразием
уравнения (4.4.2.1).

◮ Пример 4.24. Для уравнения

ut = uxx + u2x + u2, (4.4.2.6)

линейное определяющее уравнение (4.4.2.5) записывается так:

Dt(h)
∣∣
[f ]

= D2
x(h) + 2c1uxDx(h) + 2(c2w + c3uxx)h. (4.4.2.7)

Решение уравнения (4.4.2.7) ищется в виде

h = uxxx + aux, (4.4.2.8)

где a— некоторая постоянная.
Последовательно дифференцируя (4.4.2.6) по x, имеем

uxt = uxxx + 2uxuxx + 2uux,

uxxt = u(4)x + 2uxuxxx + 2u2xx + 2uuxx + 2u2x,

uxxxt = u(5)x + 2uxu
(4)
x + 6uxxuxxx + 2uuxxx + 6uxuxx.

(4.4.2.9)

Учитывая (4.4.2.8) и (4.4.2.9), вычислим левую и правую части определяющего
уравнения (4.4.2.7). В результате получим

Dt(h)
∣∣
[f ]

= u(5)x + 2uxu
(4)
x + 6uxxuxxx + 2uuxxx +

+ (6 + 2a)uxuxx + auxxx + 2auux,

D2
x(h) + 2c1uxDx(h) + 2(c2u+ c3uxx)h = u(5)x + 2c1uxu

(4)
x + 2c3uxxuxxx +

+ 2c2uuxxx + 2(c1 + ac3)uxuxx + auxxx + 2ac2uux.

Отсюда следует, что линейному определяющему уравнению (4.4.2.7) можно
удовлетворить, если в (4.4.2.7) и (4.4.2.8) взять коэффициенты

a = 1, c1 = c2 = 1, c3 = 3.

Полагая a = 1 в (4.4.2.8) и решая уравнение h = 0, находим

u = ϕ0(t) + ϕ2(t) cos x+ ϕ3(t) sinx. (4.4.2.10)

Подставив это выражение в исходное уравнение (4.4.2.6), можно получить
систему ОДУ для функций ϕk(t). ◭
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◮ Пример 4.25. Для уравнения

ut = uuxx − 2
3 u

2
x (4.4.2.11)

линейное определяющее уравнение (4.4.2.5) принимает вид

Dt(h)
∣∣
[f ]

= uD2
x(h) + b1uxDx(h) + b2uxxh, (4.4.2.12)

где коэффициенты b1 и b2 можно выразить через c1, . . . , c5. Прямой подста-
новкой несложно убедиться, что при n = 4 и подходящем выборе коэффици-
ентов b1 и b2 уравнению (4.4.2.12) можно удовлетворить, положив h = uxxxx.
Отсюда следует, что уравнение uxxxx = 0 представляет собой инвариантное
многообразие. Поэтому исходное уравнение (4.4.2.11) допускает решение в
виде кубического многочлена по пространственной переменной x:

u = ϕ3(t)x
3 + ϕ2(t)x

2 + ϕ1(t)x+ ϕ0(t).

Подставив это выражение в (4.4.2.11), можно получить систему обыкновенных
дифференциальных уравнений для функций ϕk(t). ◭

Замечание 4.17. Примеры 4.24 и 4.25, а также некоторые другие примеры исполь-
зования линейных определяющих уравнений можно найти в [209–211]. В последней
работе нелинейное уравнение теплопроводности вида ut = (ukux)x + f(u) исследова-
лось с помощью линейных определяющих уравнений второго и третьего порядков.

3◦. Рассмотрим эволюционное уравнение m-го порядка

ut = f(t, x, u, ux, . . . , u
(m)
x ) (4.4.2.13)

вместе с дифференциальной связью (4.4.2.2).
Для нахождения функции h можно использовать линейное определяющее

уравнение вида [210, 211]:

Dt(h)
∣∣
[f ]

=

m∑

i=0

i∑

j=0

cijD
i−j
x (fm−j)D

m−i
x (h), (4.4.2.14)

где cij —некоторые константы, подлежащие определению. Уравнение (4.4.2.14)
является обобщением уравнения (4.4.2.5) на случай m > 2.

Замечание 4.18. В разд. 4.5 приводятся примеры дифференциальных связей вто-
рого и третьего порядка, которые эквивалентны наиболее распространенным типам
точных решений.

4.4.3. Использование нескольких дифференциальных связей.
Системы нелинейных уравнений

В замечании 4.12 из разд. 4.2.2 (см. также разд. 4.5.3) отмечено, что мож-
но использовать несколько дифференциальных связей вида (4.2.2.2). В общем
случае все дифференциальные связи должны исследоваться на совместность с
исходным уравнением.

Метод дифференциальных связей можно применять также для построения
точных решений нелинейных систем уравнений.

Проиллюстрируем сказанное на конкретных примерах.
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◮ Пример 4.26. Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности с
источником

ut = [f(u)ux]x + g(u). (4.4.3.1)

Следуя [261, 352], зададим две дифференциальные связи первого порядка вида

ut = ϕ(x, t, u),

ux = ψ(x, t, u),
(4.4.3.2)

где ϕ и ψ— некоторые (пока произвольные) функции трех аргументов.
Сначала найдем условие совместности дифференциальных связей (4.4.3.2).

Для этого продифференцируем первую связь по x, вторую — по t, а затем заме-
ним первые производные правыми частями соотношений (4.4.3.2). В результате
получим

utx = ϕx + ϕuux = ϕx + ψϕu,

uxt = ψt + ψuut = ψt + ϕψu.

Приравнивая смешанные производные (utx = uxt), приходим к условию сов-
местности

ϕx + ψϕu − ψt − ϕψu = 0. (4.4.3.3)

Подставив теперь (4.4.3.2) в исходное уравнение (4.4.3.1), имеем

ϕ = (ψx + ψψu)f + ψ2f ′u + g. (4.4.3.4)

Исключив ϕ из условия совместности (4.4.3.3) с помощью (4.4.3.4) и учитывая
(4.4.3.2), приходим к следующему уравнению для функции ψ:

ψt=(ψxx+2ψψxu+ψ
2ψuu)f+(3ψψx+2ψ2ψu)f

′
u+ψ

3f ′′uu+ψg
′
u−gψu. (4.4.3.5)

Уравнение (4.4.3.5) имеет три независимые переменные x, t, u и выглядит
более сложным, чем исходное уравнение (4.4.3.1), которое содержит только
две независимые переменные x и t. Тем не менее наличие дополнительной
переменной u обеспечивает более широкий выбор решений, которые можно
искать, задав структуру функции ψ. Ниже будет показано, как можно стро-
ить классы решений нелинейного уравнения теплопроводности с источником
(4.4.3.1), исходя из уравнения (4.4.3.5).

Случай 1. Сначала будем искать частные решения уравнения (4.4.3.5), неза-
висимые от x, в виде произведения [261, 352]:

ψ = α(t)h(u), (4.4.3.6)

где функции α = α(t) и h = h(u) подлежат определению. Формула (4.4.3.6)
определяет структуру решения; функции α(t) и h(u) пока неизвестны, они бу-
дут определяться в ходе последующего анализа. Подстановка решения (4.4.3.6)
в уравнение (4.4.3.5) дает

α′
t = α3h(fh)′′uu + αh(g/h)′u.

Это уравнение имеет нетривиальное решение, если выполняются соотношения

h(fh)′′uu = A,

h(g/h)′u = B,
(4.4.3.7)
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где A и B— произвольные постоянные. Уравнения (4.4.3.7) содержат три неиз-
вестные функции; одну из них можно считать произвольно заданной, а две
другие найти.

Функция (4.4.3.6) порождает решение исходного уравнения (4.4.3.1). В силу
второго уравнения (4.4.3.2) это решение можно представить в неявном виде:

∫
du

h(u)
= α(t)x + β(t), (4.4.3.8)

где функция α = α(t) удовлетворяет уравнению Бернулли

α′
t = Aα3 +Bα,

которое легко интегрируется. Функция β(t) определяется из обыкновенного
дифференциального уравнения, которое возникает после подстановки решения
(4.4.3.8) в исходное уравнение (4.4.3.1).

Считая функцию h = h(u) заданной произвольно, проинтегрируем уравне-
ния (4.4.3.7). В итоге находим функции, которые определяют рассматриваемое
уравнение (4.4.3.1):

f(u) =
A

h(u)

∫
Q(u) du+

C1u+ C2

h(u)
,

g(u) = h(u)
[
BQ(u) + C3

]
, Q(u) =

∫
du

h(u)
,

где C1, C2, C3 — произвольные постоянные.

Случай 2. Теперь будем искать частные решения уравнения (4.4.3.5), неза-
висимые от t, в виде произведения функций разных аргументов

ψ = θ(x)p(u). (4.4.3.9)

Подставив (4.4.3.9) в (4.4.3.5), после элементарных преобразований получим

θ′′xxfp+ θθ′xp(2fp
′
u + 3f ′up) + θ3p2(fp)′′uu + θ(pg′u − p′ug) = 0. (4.4.3.10)

Такие функционально-дифференциальные уравнения подробно обсуждаются в
главе 1. Решения уравнения (4.4.3.10) можно найти с помощью метода расщеп-
ления, описанного в разд. 1.5 [см. функциональное уравнение (1.5.2.6) и его
решения (1.5.2.7) и (1.5.2.8)].

Не проводя детальный анализ уравнения (4.4.3.10), рассмотрим одно из его
точных решений:

θ(x) = x, f(u) =
au+ b

p(u)
, g(u) = −3(au+ b)− 2p(u)

∫
(au+ b)p′u(u) du

p2(u)
,

(4.4.3.11)
где p = p(u) — произвольная функция, a и b — произвольные постоянные.
Подставив (4.4.3.9) во вторую дифференциальную связь (4.4.3.2) и учитывая,
что θ(x) = x [см. (4.4.3.11)], получим ux = xp(u). Интегрирование этого
соотношения дает ∫

du

p(u)
=

1

2
x2 + ξ(t). (4.4.3.12)
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Дифференцируя (4.4.3.12) по t и учитывая вид первой дифференциальной свя-
зи (4.4.3.2), находим: ϕ = ξ′tp(u). Подставим выражения для ϕ и ψ в (4.4.3.4).
Используя соотношения (4.4.3.11), (4.4.3.12), получим линейное ОДУ для фун-
кции ξ(t). Решение этого уравнение приводит к экспоненциальной зависимо-
сти

ξ(t) = Ce−2at, (4.4.3.13)

где C — произвольная постоянная.
Формулы (4.4.3.12) и (4.4.3.13) определяют решение в неявном виде нели-

нейного уравнения теплопроводности (4.4.3.1), в котором функциональные ко-
эффициенты f(u) и g(u) задаются выражениями (4.4.3.11), где p(u) — произ-
вольная функция. ◭

◮ Пример 4.27. В трехмерном случае нестационарное движение вязкой
несжимаемой жидкости описывается уравнениями Навье—Стокса и уравнени-
ем неразрывности, которые в краткой форме записываются так [27, 64]:

Vt + (V · ∇)V = −∇p+ ν∆V,

∇ · V = 0,
(4.4.3.14)

где V = (V1, V2, V3) — вектор скорости жидкости, t — время, p — давление,
отнесенное к плотности жидкости, ν — кинематическая вязкость, ∆ и ∇ —
операторы Лапласа и градиента по пространственным переменным x, y, z.

Уравнения (4.4.3.14) допускают точное решение вида [4, 5]:

V1 = x(− 1
2Fz + w) + yv, V2 = xu− y( 1

2 Fz +w), V3 = F,

p = p0 − 1
2 αx

2 − 1
2 βy

2 − γxy − 1
2 F

2 + νFz −
∫
Ftdz,

(4.4.3.15)

где p0=p0(t), α=α(t), β=β(t), γ=γ(t)—произвольные функции, F =F (t, x),
u = u(t, x), v = v(t, x), w = w(t, x)— искомые функции, которые описываются
нелинейной системой четырех УрЧП:

Ftx + FFxx − 1
2 F

2
x = νFxxx + 2(uv + w2)− α− β, (4.4.3.16)

ut + Fux − uFx = νuxx + γ, (4.4.3.17)

vt + Fvx − vFx = νvxx + γ, (4.4.3.18)

wt + Fwx − wFx = νwxx +
1
2 (α− β). (4.4.3.19)

Следуя [4, 5], будем анализировать уравнения (4.4.3.16) — (4.4.3.19), присо-
единив к ним три дифференциальные связи первого порядка

u = mFx +A, v = nFx +B, w = kFx + C, (4.4.3.20)

где m, n, k, A, B, C — искомые функции, зависящие от t. Потребуем, чтобы
четыре уравнения (4.4.3.16) — (4.4.3.19) совпали после подстановки в них соот-
ношений (4.4.3.20). В результате приходим к нелинейной системе для опреде-
ления искомых функций, которая состоит из одного алгебраического уравнения
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и шести обыкновенных дифференциальных уравнений:

mn+ k2 =
1

4
, (4.4.3.21)

A−m′

t

m
=

B − n′

t

n
=

C − k′t
k

= 2(An +Bm+ 2Ck), (4.4.3.22)

γ − A′

t

m
=

γ −B′

t

n
=

α− β − 2C′

t

2k
= −α− β + 2AB + 2C2. (4.4.3.23)

Эта система содержит семь уравнений для девяти неизвестных: шести фун-
кций m, n, k, A, B, C из (4.4.3.20) и трех функций α, β, γ из (4.4.3.16) —
(4.4.3.19). В данном случае последние три функции также считаются искомы-
ми. Можно показать, что последнее уравнение в (4.4.3.22) является следствием
остальных трех уравнений из (4.4.3.21) и (4.4.3.22). Поэтому три неизвестные
функции в системе (4.4.3.21) — (4.4.3.23) в общем случае можно считать про-
извольными.

В силу (4.4.3.20) — (4.4.3.23) система (4.4.3.16) — (4.4.3.19) сводится к одно-
му уравнению с частными производными

Ftx + FFxx − F 2
x = νFxxx + qFx + p, (4.4.3.24)

где функции p = p(t) и q = q(t) определяются формулами

p =
γ − A′

t

m
, q =

A−m′

t

m
. (4.4.3.25)

При m = n общее решение системы (4.4.3.21) — (4.4.3.23) можно предста-
вить в виде

m = n =
1

2
sinϕ, k =

1

2
cosϕ,

A = B =
1

2
(q sinϕ+ ϕ′

t cosϕ), C =
1

2
(q cosϕ− ϕ′

t sinϕ),

α =
1

4
q2 +

1

4
(ϕ′

t)
2 − 1

2
p(1− cosϕ) + C ′

t,

β =
1

4
q2 +

1

4
(ϕ′

t)
2 − 1

2
p(1 + cosϕ)− C ′

t,

γ =
1

2
p sinϕ+A′

t,

(4.4.3.26)

где p = p(t), q = q(t), ϕ = ϕ(t) — произвольные функции. Для удобства
свободные функции p и q в (4.4.3.26) выбраны таким образом, чтобы система
(4.4.3.16) — (4.4.3.19) вместе с дифференциальными связями (4.4.3.20) и фор-
мулами (4.4.3.26) сводилась к одному уравнению (4.4.3.24) с теми же самыми
функциями p = p(t) и q = q(t).

Таким образом, доказано следующее утверждение: любое решение уравне-
ния (4.4.3.24) при любых p= p(t) и q= q(t) порождает решение системы УрЧП
(4.4.3.16) — (4.4.3.19).

Случайm 6=n и большое число точных решений уравнения (4.4.3.24) можно
найти в [4, 5, 43, 79]. ◭

◮ Пример 4.28. Рассмотрим нелинейную систему гидродинамического ти-
па, состоящую из двух уравнений

Ftx + FFxx − F 2
x = νFxxx + qFx + p,

Gt + FGx −GFx = νGxx,
(4.4.3.27)
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первое из которых не зависит от G и совпадает с (4.4.3.24), а второе линейно
по G. Функции p = p(t) и q = q(t) в первом уравнении из (4.4.3.27) можно
задавать произвольным образом.

Можно показать, что точные решения системы (4.4.3.27) порождают точные
решения системы (4.4.3.16) — (4.4.3.19), а следовательно, и точные решения
нестационарных трехмерных уравнений Навье — Стокса [4, 79].

Дополним систему (4.4.3.27) дифференциальной связью второго порядка

G = a(t) + b(t)Fx + c(t)Fxx. (4.4.3.28)

Из второго уравнения системы (4.4.3.27) исключим G с помощью (4.4.3.28)
и сравним полученное уравнение с первым уравнением (4.4.3.27) (а также
с уравнениями, которые возникают после дифференцирования первого урав-
нения (4.4.3.27) по x). В результате находим условия совместности системы
(4.4.3.27) и дифференциальной связи (4.4.3.28):

a′t + bp = 0,

b′t + bq − a = 0,

c′t + qc = 0.

(4.4.3.29)

Интегрируя последнее уравнение в (4.4.3.29), имеем c = C1 exp(−
∫
q dt), где

C1 — произвольная постоянная. Первые два уравнения (4.4.3.29) приводят к
линейному ОДУ второго порядка для функции b:

b′′tt + qb′t + (p + q′t)b = 0. (4.4.3.30)

Решив это уравнение, из второго уравнения в (4.4.3.29) без интегрирования
можно определить функцию a = a(t).

Полученный результат можно перефразировать следующим образом. Путь
известно точное решение F = F (t, x) первого уравнения (4.4.3.27). Тогда соот-
ветствующее точное решение второго уравнения (4.4.3.27) можно получить по
формуле (4.4.3.28), где a= a(t), b= b(t), c= c(t) определяются путем решения
системы обыкновенных дифференциальных уравнений (4.4.3.29).

Следует отметить, что формулу (4.4.3.28) можно использовать для анализа
нелинейной устойчивости (или неустойчивости) решений системы (4.4.3.27)
[38, 39]. ◭

Замечание 4.19. Об использовании дифференциальных связей для построения
точных решений уравнений газовой динамики см. [55, 241].

4.5. Связь между методом дифференциальных

связей и другими методами

4.5.1. Предварительные замечания

Метод дифференциальных связей, который основан на теории совместности
двух и более уравнений в частных производных, является одним из наиболее
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общих методов (если не самым общим методом) построения точных решений
нелинейных уравнений в частных производных. Многие другие методы можно
трактовать как его частные случаи.

Наиболее трудная и неформальная проблема, возникающая при примене-
нии этого метода, состоит в следующем: как найти подходящую дифференци-
альную связь для заданного нелинейного уравнения в частных производных.
Например, если дифференциальная связь обладает недостаточным функцио-
нальным произволом, то можно не найти ни одного решения; если же она име-
ет слишком общий вид, то анализ совместности рассматриваемых нелинейных
уравнений в частных производных может оказаться слишком сложным, чтобы
найти какие-либо точные решения. Успешное решение указанной проблемы
лежит за пределами формального описания метода дифференциальных связей
и в каждом конкретном случае обычно определяется опытом и интуицией
исследователя.

Кроме того, при применении метода дифференциальных связей на несколь-
ких этапах приходится решать различные дифференциальные уравнения или
системы дифференциальных уравнений, которые содержат произвольные фун-
кции, что существенно осложняет анализ. Если не удается найти решение хотя
бы на одном из этих этапов, то не удается и построить точное решение ис-
ходного уравнения. Поэтому метод дифференциальных связей обычно сложнее
применять, чем другие методы, описанные в данной книге.

Указанные обстоятельства объясняют, почему для построения точных ре-
шений нелинейных УрЧП на практике часто предпочтительнее использовать
более простые, хотя и менее общие методы.

Важно отметить, что менее общие методы часто дают возможность кон-
структивным путем получить важные соотношения, которые можно трактовать
как дифференциальные связи (эти соотношения нельзя получить априорно,
исходя непосредственно из метода дифференциальных связей). Идеи и ал-
горитмы, положенные в основу этих методов, нередко позволяют им быть
более эффективными∗, чем метод дифференциальных связей, при построении
точных решений отдельных классов нелинейных уравнений в частных произ-
водных.

Таким образом представляется, что методы обобщенного и функциональ-
ного разделения переменных, прямой метод построения редукций и метод
дифференциальных связей в совокупности дополняют друг друга. Каждый из
них имеет свои преимущества и недостатки и может быть эффективнее других
на подходящих классах нелинейных УрЧП.

Далее мы обсудим связь метода дифференциальных связей с другими ме-
тодами, которые описаны в предыдущих главах данной книги.

∗Здесь имеется ввиду, что эти методы быстрее приводят к искомому результату, причем
промежуточных выкладок меньше и они существенно проще.
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4.5.2. Обобщенное разделение переменных
и дифференциальные связи

Методы обобщенного разделения переменных можно переформулировать в
терминах метода дифференциальных связей (в том смысле, что любому реше-
нию с обобщенным разделением переменных можно поставить в соответствие
эквивалентную дифференциальную связь).

Решения с обобщенным разделением переменных заданного вида путем ис-
ключения искомых функций с помощью дифференцирования сводятся к диф-
ференциальным связям (похожая процедура используется в разд. 1.4, а также в
разд. 4.2.1). В табл. 4.2 указаны примеры некоторых дифференциальных связей
первого и второго порядка, которые эквивалентны наиболее распространенным
решениям с разделяющимися переменными. Функции f и g можно выразить
через исходные функции ϕ, ψ, χ. Видно, что каждому решению с разделяю-
щимися переменными и с обобщенным разделением переменных можно по-
ставить в соответствие несколько эквивалентных дифференциальных связей.

Верно и обратное: интегрируя приведенные в последнем столбце табл. 4.2
дифференциальные связи, можно получить общий вид решений с разделя-
ющимися переменными и с обобщенным разделением переменных, которые
указаны в предпоследнем столбце этой таблицы.

Таблица 4.2. Дифференциальные связи первого и второго порядка, соответствующее
некоторым классам решений с разделяющимися переменными.

№ Тип решения Структура решения Дифференциальные связи

1
Решение с аддитивным

разделением переменных
u=ϕ(x)+ψ(t)

ux= f(x)
ut= g(t)
uxt=0

2
Решение с мультипликативным

разделением переменных
u=ϕ(x)ψ(t)

ux= f(x)u
ut= g(t)u

uuxt−uxut=0

3
Решение с обобщенным
разделением переменных

u=ϕ(t)x2+ψ(t)x+χ(t)

ux= f(t)x+g(t)
xux−u= f(t)x2+g(t)
xux−2u= f(t)x+g(t)

uxx= f(t)
xuxx−ux= f(t)

4
Решение с обобщенным
разделением переменных

u=ϕ(t)ψ(x)+χ(t)

ux= f(t)g(x)
ut= f(t)u+g(t)
ux= f(x)[u+g(t)]
uxx−f(x)ux=0
uxt−g(t)ux=0

Решениям с обобщенным разделением переменных №№ 3 и 4 из табл. 4.2,
которые содержат три свободные функции, можно поставить в соответствие
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также эквивалентные дифференциальные связи третьего порядка

uxxx = 0 (структура решения: u = ϕ(t)x2 + ψ(t)x+ χ(t)),

uxuxxt − uxxuxt = 0 (структура решения: u = ϕ(t)ψ(x) + χ(t)),

которые уже не содержат функциональный произвол.
Поиск решений с обобщенным разделением переменных вида

u(x, t) = ϕ1(x)ψ1(t) + · · ·+ ϕn(x)ψn(t)

с 2n неизвестными свободными функциями эквивалентен заданию дифферен-
циальной связи порядка 2n (которая уже не содержит свободных функций). В
общем случае число искомых функций ϕi(x), ψi(t) соответствует максимально
возможному порядку дифференциальной связи.

Для решений, указанных в табл. 4.2, предпочтительнее использовать мето-
ды обобщенного разделения переменных, поскольку в этих методах требует-
ся меньше шагов, где необходимо решать промежуточные дифференциальные
уравнения. Более того, для построения точных решений УрЧП третьего и более
высоких порядков метод дифференциальных связей приводит к очень громозд-
ким вычислениям и весьма сложным уравнениям (исходные уравнения обычно
выглядят гораздо проще). С другой стороны, метод обобщенного разделения
переменных достаточно часто позволяет без особых усилий строить точные
решения нелинейных УрЧП старших порядков (большое число подобных ре-
шений различных уравнений можно найти в книгах [286, 287]).

Замечание 4.20. Дифференциальные соотношения, которые получаются в резуль-
тате использования метода расщепления (см. разд. 1.5) при исследовании билиней-
ных функционально-дифференциальных уравнений, возникающих после подстановки
решений с обобщенным разделением переменных в рассматриваемые УрЧП, можно
трактовать как дифференциальные связи. Таким образом метод расщепления позво-
ляет конструктивно строить дифференциальные связи в процессе решения (важно
подчеркнуть, что эти связи не известны заранее и не могут быть заданы из априорных
соображений на начальном этапе анализа).

4.5.3. Функциональное разделение переменных
и дифференциальные связи

Решения с функциональным разделением переменных и эквивалентные
дифференциальные связи. Методы функционального разделения перемен-
ных можно переформулировать в терминах метода дифференциальных связей
(в том смысле, что любому решению с функциональным разделением пере-
менных можно поставить в соответствие эквивалентную дифференциальную
связь).

Решения с функциональным разделением переменных заданного вида пу-
тем исключения произвольных функций с помощью дифференцирования сво-
дятся к дифференциальным связям. В табл. 4.3 указаны примеры некоторых
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дифференциальных связей первого и второго порядка, которые эквивалентны
двум наиболее общим формам решений с функциональным разделением пе-
ременных. Функции f и g можно выразить через исходные функции U , ϕ, ψ.
Видно, что каждому решению с обобщенным разделением переменных можно
поставить в соответствие несколько эквивалентных дифференциальных связей.

Верно и обратное: интегрируя приведенные в последнем столбце табл. 4.3
дифференциальные связи, можно получить общий вид решений с функцио-
нальным разделением переменных, которые указаны в предпоследнем столбце
этой таблицы.

Таблица 4.3. Дифференциальные связи первого и второго порядка, соответствующее
двум классам решений с функциональным разделением переменных.

№ Тип решения Структура решения Дифференциальные связи

1

Решение с обобщенным
разделением переменных

(решение типа обобщенной
бегущей волны)

u=U(z), z=ϕ(t)x+ψ(t)

ux= f(t)g(u)
ut= [f(t)x+g(t)]ux
uxx−f(u)u2

x=0
uxuxt−utuxx= f(t)u2

x

2
Решение с обобщенным
разделением переменных

u=U(z), z=ϕ(x)+ψ(t)

ux= f(x)g(u)
ut= f(t)g(u)
ut= f(x)g(t)ux

uuxt−f(u)uxut=0
uxuxt−utuxx= f(x)uxut
uxutt−utuxt= g(t)uxut

Решениям с функциональным разделением переменных из табл. 4.3, кото-
рые содержат три свободные функции, можно поставить в соответствие также
эквивалентные дифференциальные связи третьего порядка

ux(utuxxx − uxuxxt) = 2uxx(utuxx − uxuxt) (вид решения: u = U(ϕ(t)x + ψ(t))),

uxut(utuxxt − uxuxtt) = uxt(u
2
tuxx − u2xutt) (вид решения: u = U(ϕ(x) + ψ(t))),

которые уже не содержат функциональный произвол.

Замечание 4.21. Дифференциальные соотношения, которые получаются в резуль-
тате применения метода функционального разделения переменных с использованием
обобщенного принципа расщепления из возникающих после преобразования (2.7.1.2)
УрЧП, можно трактовать как дифференциальные связи. Таким образом обобщенный
принцип расщепления позволяет конструктивно строить дифференциальные связи в
процессе решения (важно подчеркнуть, что эти связи не известны заранее и не могут
быть заданы из априорных соображений на начальном этапе исследования).

Сравнение эффективности методов дифференциальных связей и функ-
ционального разделения переменных. Хотя любое решение с функциональ-
ным разделением переменных заданного вида можно заменить эквивалент-
ной дифференциальной связью, процедура нахождения точных решений мето-
дом дифференциальных связей, основанного на анализе совместности УрЧП,
и процедура прямого функционального разделения переменных значительно
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отличаются. В случае общего положения они в итоге приводят к различным
результатам. Сравним эффективность этих двух методов на примере уравне-
ния реакционно-диффузионного типа (2.7.3.1) (его решения с функциональным
разделением переменных были получены ранее в разд. 2.7.3).

Чтобы можно было применить метод дифференциальных связей, продиф-
ференцируем формулу (2.7.1.2) по t. В результате получим

ut = Θ(x, t)φ(u), (4.5.3.1)

где Θ(x, t) = ϑt и φ(u) = 1/ζ(u).
Соотношение (4.5.3.1) можно трактовать как дифференциальную связь пер-

вого порядка специального вида, которую будем использовать далее для по-
строения точных решений уравнения (2.7.3.1) путем анализа на совместность
переопределенной пары дифференциальных уравнений (2.7.3.1) и (4.5.3.1) с
одной неизвестной функцией u. Дифференциальная связь (4.5.3.1) эквивалент-
на соотношению (2.7.1.2). На начальном этапе обе функции Θ(x, t) и φ(u),
входящие в правую часть соотношения (4.5.3.1), считаются произвольными, а
конкретный вид этих функций будет установлен в ходе последующего анализа.

Разрешим уравнение (2.7.3.1) относительно старшей производной uxx и
исключим ut с помощью (4.5.3.1). Получим

uxx = − f ′

u

f
u2x −

(
a′x
a

+
b

a

g

f

)
ux +

Θφ− ch

af
. (4.5.3.2)

Дифференцируя (4.5.3.1) дважды по x и учитывая соотношение (4.5.3.2),
имеем

utx = Θφ′uux +Θxφ,

utxx = Θφ′uuxx +Θφ′′uuu
2
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= Θ
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(4.5.3.3)

где A1(x, t, u) и A0(x, t, u) не зависят от производной ux и выражаются че-
рез функции, входящие в исходное УрЧП (2.7.3.1) и дифференциальную связь
(4.5.3.1).

Дифференцируя (4.5.3.2) по t и используя соотношение (4.5.3.1) и первую
формулу в (4.5.3.3), находим смешанную производную другим способом:

uxxt = −Θ
[
φ
(
f ′

u

f

)′
u
+ 2

f ′

u

f
φ′u

]
u2x +B1(x, t, u)ux +B0(x, t, u),

B1(x, t, u) = −2Θxφ
f ′

u

f
− axΘ

a
φ′u −

b

a
Θ
(
gφ

f

)′
u
,

B0(x, t, u) = − axΘx
a

φ− bΘx
a

g

f
φ− cΘ

a
φ
(
h

f

)′
u
+

Θt
a

φ

f
+

Θ2

a
φ
(
φ

f

)′
u
,

(4.5.3.4)
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где B1(x, t, u) и B0(x, t, u) не зависят от ux.
Приравнивая смешанные производные третьего порядка (4.5.3.3) и (4.5.3.4),

приходим к следующему соотношению, квадратичному по ux:

Ku2x +Mux +N = 0, (4.5.3.5)

где

K =Θ
[
φ′′u+φ

′
u
f ′

u

f
+φ

(
f ′

u

f

)′
u

]
,

M =2Θx

(
φ′u+

f ′

u

f
φ
)
+
bΘ

a

(
g

f

)′
u
φ,

N =Θxxφ+Θxφ
(
a′x
a
+
b

a

g

f

)
− Θt

a

φ

f
+
cΘ

a

[
φ
(
h

f

)′
u
− h

f
φ′u

]
+

Θ2

a

φ2f ′

u

f2
.

(4.5.3.6)

Функциональные коэффициенты K , M , N зависят от a, b, c, f , g, h, Θ, φ и
их производных (и не зависят от ux). Приравнивая нулю функциональные ко-
эффициенты в (4.5.3.5) (процедура расщепления по производной ux), получим
определяющую систему уравнений K = 0, M = 0, N = 0. Далее достаточно
рассмотреть только первое уравнение этой системы (соответствующее K = 0),
которое после деления на Θ принимает вид

φ′′u + φ′u
f ′

u

f
+ φ

(
f ′

u

f

)′
u
= 0. (4.5.3.7)

Это уравнение допускает первый интеграл

φ′u + φ
f ′

u

f
= C1. (4.5.3.8)

Считая f произвольной функцией, а φ искомой функцией, и интегрируя соот-
ношение (4.5.3.8), находим общее решение уравнения (4.5.3.7):

φ =
1

f

(
C1

∫
f du+C2

)
, (4.5.3.9)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Таким образом, метод дифференци-
альных связей, основанный на связи (4.5.3.1), приводит к точному решению, в
котором функции f и φ (входящие в исходное уравнение и дифференциальную
связь) связаны соотношением (4.5.3.9).

Использование дифференциальной связи (4.5.3.1) эквивалентно представ-
лению решения в виде (2.7.1.2). Поскольку φ = 1/ζ , решение (4.5.3.9) можно
переписать через f и ζ:

ζ = f

(
C1

∫
f du+ C2

)−1

. (4.5.3.10)

Рассмотрим теперь некоторые решения, построенные в разд. 2.7.3 мето-
дом функционального разделения переменных. Решение (2.7.3.48) уравнения



4.5. Связь между методом дифференциальных связей и другими методами 357

(2.7.3.47) и решение (2.7.3.128) уравнения (2.7.3.127) являются частными слу-
чаями решений (2.7.1.2) при ζ = f/u. Эти решения отличны от (4.5.3.10);
следовательно, их нельзя получить методом дифференциальных связей со свя-
зью (4.5.3.1). Более сложные решения (2.7.3.10), (2.7.3.16), (2.7.3.33), (2.7.3.39),
(2.7.3.57), (2.7.3.88), в которых функция ζ зависит не только от f(u), но и
от других функциональных коэффициентов g(u) или/и h(u) рассматриваемого
класса уравнений (2.7.3.1), также нельзя найти методом дифференциальных
связей, используя связь (4.5.3.1).

Замечание 4.22. Можно показать, что указанные выше точные решения также
нельзя получить методом дифференциальных связей, используя дифференциальную
связь вида ut = U(x, t, u), которая является более общей, чем (4.5.3.1).

Некоторые замечания о слабых симметриях. При применении метода
дифференциальных связей к уравнению (2.7.3.1) потеря некоторых точных ре-
шений произошла при расщеплении соотношения (4.5.3.5) — (4.5.3.6) по степе-
ням ux. Теоретически, чтобы избежать подобных потерь, можно дополнитель-
но рассматривать слабые симметрии [145, 317, 352]. Рассмотрим два возмож-
ных алгоритма поиска слабых симметрий на примере нелинейного уравнения
(2.7.3.1).

Первый алгоритм. Этот алгоритм состоит из двух этапов.
1◦. Первый (составной) этап предполагает вывод соотношения (4.5.3.5) и,

следовательно, приводит к тем же результатам, что и при применении метода
дифференциальных связей до процедуры расщепления по степеням ux.

2◦. Второй этап заключается в анализе трех уравнений в частных произ-
водных (4.5.3.1), (4.5.3.2) и (4.5.3.5) — (4.5.3.6) на совместность (чтобы вывести
определяющее уравнение, которое затем необходимо интегрировать).

Анализ совместности этих УрЧП производится следующим образом. Урав-
нение (4.5.3.5) дифференцируется по t, после чего из полученного выражения
исключаются производные ut и uxt с помощью связи (4.5.3.1) и первой форму-
лы в (4.5.3.3). В результате приходим к соотношению

Pu2x +Qux +R = 0, (4.5.3.11)

где
P = Kt + UKu + 2UuK,

Q =Mt + UMu + UuM + 2UxK,

R = Nt + UNu + UxM,

U = Θ(x, t)φ(u),

(4.5.3.12)

а функции K , M , N находятся по формулам (4.5.3.6). Далее, исключив произ-
водную ux из уравнений (4.5.3.5) и (4.5.3.11), получим определяющее уравне-
ние, которое в невырожденном случае (MP −KQ 6≡ 0) имеет вид

K(NP −KR)2−M(MP −KQ)(NP −KR)+N(MP −KQ)2 = 0. (4.5.3.13)
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Уравнение (4.5.3.13) представляет собой очень сложное и весьма громозд-
кое нелинейное УрЧП. Оно содержит производные третьего порядка Θxxt и
φ′′′uuu (напомним, что Θ и φ—искомые функции) и в развернутом виде (с учетом
соотношений (4.5.3.5) и (4.5.3.12)) занимает почти целую страницу. Кроме
того, уравнение (4.5.3.13), которое содержит одну или несколько произволь-
ных функций f(u), g(u) и т. д., необходимо решать совместно с уравнениями
(4.5.3.1) и (4.5.3.2) (или с исходным уравнением). В результате, вместо одного
уравнения (2.7.3.1) (или уравнения (2.7.3.2) вместе с (2.7.1.2)), в данном случае
приходится иметь дело с гораздо более сложной системой нелинейных УрЧП.
Другими словами, рассматриваемый метод, основанный на анализе трех УрЧП
(4.5.3.1), (4.5.3.2), (4.5.3.5), является чрезвычайно трудным для практического
применения.

◮ Пример 4.29. Для большей наглядности рассмотрим линейное уравне-
ние теплопроводности ut=uxx, которое получается из (2.7.3.1), если положить

a(x) = 1, b(x) = 0, c(x) = 0, f(u) = 1.

В этом случае необходимо подставить в уравнение (4.5.3.13) следующие фун-
кции:

K = Uuu, M = 2Uxu, N = Uxx − Ut, U = Θφ;

P = Utuu + UUuuu + 2UuUuu,

Q = 2(Uxtu + UUxuu + UuUxu + UxUuu,

R = Uxxt − Utt + U(Uxxu − Utu) + 2UxUxu.

(4.5.3.14)

Видно, что нелинейное УрЧП третьего порядка (4.5.3.13) — (4.5.3.14) изоли-
руется (его можно решать независимо от исходного уравнения). Оно гораздо
сложнее, чем рассматриваемое линейное уравнение теплопроводности второго
порядка. ◭

Вырожденный случай MP −KQ ≡ 0 рассматривается аналогичным обра-
зом.

Второй алгоритм. В этом случае продифференцируем формулу (2.7.1.2) по
t и x. В результате получим два соотношения

ut = ϑtφ(u), ux = ϑxφ(u), (4.5.3.15)

которые можно интерпретировать как две совместные дифференциальные свя-
зи, где функции ϑ = ϑ(x, t) и φ(u) = 1/ζ(u) подлежат определению. Диффе-
ренцируя второе соотношение (4.5.3.15) по x, находим вторую производную:

uxx = ϑxxφ+ ϑxφ
′
uux = ϑxxφ+ ϑ2xφφ

′
u, φ = φ(u). (4.5.3.16)

Подставим производные (4.5.3.15) и (4.5.3.16) в (2.7.3.1). В результате при-
ходим к уравнению, которое с точностью до переобозначений совпадает с урав-
нением (2.7.3.2). Далее используя обобщенный принцип расщепления, описан-
ный в разд. 2.7.1, можно построить точные решения, полученные в первой
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части разд. 2.7.3 (без использования эквивалентных уравнений). Однако по-
строить решения, полученные во второй части этого раздела с использованием
эквивалентных уравнений, будет невозможно. Чтобы найти эти решения, необ-
ходимо сначала проинтегрировать дифференциальные соотношения (4.5.3.15)
и вернуться к исходному соотношению (2.7.1.2), а затем рассмотреть эквива-
лентные уравнения, описанные в разд. 2.7.3.

Таким образом показано, что использование преобразования (2.7.1.2) в со-
четании с обобщенным принципом расщепления может быть более эффек-
тивным для построения точных решений, чем использование одной или двух
эквивалентных дифференциальных связей.

4.5.4. Прямой метод построения редукций и дифференциальные
связи

Рассмотрим редукцию, основанную поиске решений в виде

u(x, t) = F
(
x, t, w(z)

)
, z = z(x, t), (4.5.4.1)

где функции F (x, t, w) и z(x, t) выбираются так, чтобы w(z) удовлетворяла
одному обыкновенному дифференциальному уравнению; см. разд. 3.1.3.

Следуя [258], покажем, что поиск решения в виде (4.5.4.1) эквивалентен
поиску решения методом дифференциальных связей с использованием квази-
линейной дифференциальной связи первого порядка

ξ(x, t)ut + η(x, t)ux = ζ(x, t, u). (4.5.4.2)

Действительно, первые интегралы характеристической системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений

dt

ξ(x, t)
=

dx

η(x, t)
=

du

ζ(x, t, u)

имеют вид
z(x, t) = C1, ϕ(x, t, u) = C2, (4.5.4.3)

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Поэтому общее решение уравнения
(4.5.4.2) можно записать следующим образом [289]:

ϕ(x, t, u) = w
(
z(x, t)

)
, (4.5.4.4)

где w(z)— произвольная функция. Разрешив (4.5.4.4) относительно u, получим
представление решения в виде (4.5.4.1).

Напомним, что представление искомой функции u в виде (4.5.4.1) явля-
ется избыточным и, в зависимости от накладываемых условий на функции
F (x, t, w) и z(x, t) и дальнейшего порядка действий, может приводить в итоге
к различным решениям (сравни описание методов и примеры в разд. 3.1 и 3.2).
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4.5.5. Неклассический метод поиска симметрий
и дифференциальные связи

Краткое описание метода. Неклассический метод поиска симметрий [90]
является важным частным случаем метода дифференциальных связей. Этот ме-
тод основан на присоединении к рассматриваемому нелинейному уравнению
(4.2.2.1) двух дифференциальных связей. Одна из связей является квазилиней-
ным УрЧП первого порядка общего вида

ξ(x, t, u)ux + η(x, t, u)ut = ζ(x, t, u) (4.5.5.1)

и называется условием инвариантной поверхности. Другая связь представляет
собой вспомогательное уравнение

ξFx + ηFt + ζFu + ζ1Fux + ζ2Fut + ζ11Fuxx + ζ12Fuxt + ζ22Futt + · · · = 0,
(4.5.5.2)

совпадающее с условием инвариантности, которое лежит в основе классиче-

ского метода поиска симметрий [31, 32, 91, 197, 259]. В уравнениях (4.5.5.1)
и (4.5.5.2) ξ = ξ(x, t, u), η = η(x, t, u), ζ = ζ(x, t, u) — искомые функции, а
ζi и ζij — координаты первого и второго продолжений, которые определяются
формулами, приведенными в цитируемых книгах.

Неклассический метод поиска симметрий приводит к нелинейной опреде-
ляющей системе УрЧП для искомых функций. Обсуждение этого метода, а
также ряд конкретных примеров его использования, можно найти, например, в
[48, 80, 90, 126, 127, 129, 130, 226, 257, 261, 287, 316, 318, 329]. Для дифферен-
циальных связей первого порядка результаты применения метода дифферен-
циальных связей и неклассического метода поиска симметрий совпадают (при
условии, что дифференциальная связь совпадает с условием инвариантной
поверхности).

Замечание 4.23. В [257] на примере уравнения Фитцхью—Нагумо было показано,
что неклассический метод поиска симметрий является более общим, чем прямой метод
построения редукций.

Замечание 4.24. В [277, 278] было установлено, что при поиске точных реше-
ний нелинейных УрЧП методы функционального разделения переменных могут быть
более эффективными, чем неклассический метод поиска симметрий, основанный на
условии инвариантной поверхности. Этот факт иллюстрируется на примерах реакци-
онно-диффузионных и конвективно-диффузионных уравнений с переменными коэф-
фициентами, а также нелинейных уравнений типа Клейна — Гордона.

Классический метод поиска симметрий. При использовании классиче-
ского метода поиска симметрий, основанного на групповом анализе УрЧП
[31, 32, 91, 197, 259, 287], сначала рассматривают два уравнения: (4.2.2.1) и
(4.5.5.2). Из них исключают одну из старших производных (например, utt для
УрЧП второго порядка), а остальные производные (ux, ut, uxx, uxt) считаются
«независимыми». Получаемое выражение расщепляют по степеням независи-
мых производных (т. е. приравниваются нулю все функциональные множители,
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стоящие перед различными степенями независимых производных). В резуль-
тате приходят к переопределенной системе уравнений, из которой находят
функции ξ, η, ζ . Затем эти функции подставляют в квазилинейное уравнение
первого порядка (4.5.5.1), решение которого позволяет определить общий вид
решения (это решение содержит произвольные функции). Далее, используя
(4.2.2.1), уточняют структуру решения, полученную на предыдущем шаге.

В [239] было показано, что классический метод поиска симметрий является
частным случаем метода дифференциальных связей.

Замечание 4.25. Классический метод поиска симметрий приводит к линейной
определяющей системе УрЧП для искомых функций ξ, η, ζ. Этот метод может приве-
сти к потере некоторых решений (которые можно найти неклассическим методом по-
иска симметрий), поскольку на первом шаге расщепления предполагается, что первые
производные ux и ut независимы, в то время как эти производные в силу уравнения
(4.5.5.1) линейно зависимы.

Замечание 4.26. Как правило, классический метод поиска симметрий не позво-
ляет найти точные решения, которые можно получить путем применения методов
обобщенного и функционального разделения переменных, прямого метода построения
редукций и метода дифференциальных связей.
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