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ВВЕДЕНИЕ
Изучение волновых процессов в неоднородных гидрофизиче-

ских природных средах превратилось в быстро развивающую-
ся область, причем результаты этих исследований важны как
с фундаментальной точки зрения, так и для технических при-
ложений. Новые экспериментальные и технические возможности
стимулируют работу по математическому моделированию и асимп-
тотическому исследованию волновой динамики внутренних и по-
верхностных гравитационных волн в гидрофизических средах.
В настоящее время наблюдается устойчивый рост интереса к изу-
чению волновых движений природных гидрофизических сред,
обусловленный проблемами геофизики, океанологии, физики ат-
мосферы, охраны и изучения окружающей среды, эксплуатации
сложных гидротехнических сооружений, в том числе морских
нефтедобывающих комплексов и рядом других актуальных задач
науки и техники. Поэтому актуальность рассмотренных в моно-
графии задач определяется не только практическими потребно-
стями, но и большим теоретическим содержанием возникающих
здесь фундаментальных научных задач математического модели-
рования.

Для детального описания широкого круга физических яв-
лений, связанных с генерацией волновых движений в толще
жидкости либо на ее поверхности всевозможными источника-
ми возмущений, необходимо исходить из достаточно развитых
математических моделей, которые, как правило, оказываются
весьма сложными, нелинейными, многопараметрическими, и для
их полного исследования эффективны лишь численные методы.
Однако в ряде случаев адекватное качественное представление
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об изучаемом круге явлений можно получить на основе более
простых асимптотических моделей и аналитических методов их
исследования. В этом отношении особую роль играют задачи
математического моделирования динамики внутренних и поверх-
ностных гравитационных волн в гидрофизических средах, в том
числе с учетом наличия фоновых сдвиговых течений и ледяно-
го покрова, изложению которых посвящена монография. Даже
в рамках линейных моделей их решения достаточно своеобразны
и определяют, наряду с нетривиальными физическими следстви-
ями, также и самостоятельный математический интерес.

Первоначально теория волновых движений стратифицирован-
ных гидрофизических сред развивалась как теория поверхност-
ных волн, описывающая поведение свободной поверхности жид-
кости, находящейся в поле силы тяжести. Позднее было понято,
что поверхностные волны являются частным примером волн,
существующих на границе раздела жидкостей различной плот-
ности, которые, в свою очередь, представляют частный случай
внутренних гравитационных волн в неоднородной (стратифици-
рованной) по плотности среде. В реальных природных средах
неоднородное распределение плотности может иметь место (как
в вертикальном, так и в горизонтальных направлениях), при
этом учет неоднородности среды как по вертикали, так и по
горизонтали, а также ее нестационарности при исследовании рас-
пространения внутренних гравитационных волн требует исполь-
зования специального математического аппарата. Как правило,
рассматривается только случай изменения плотности по верти-
кали, при этом предполагается, что распределение плотности
является устойчивым, т. е. плотность не убывает с глубиной.

Монография посвящена изложению фундаментальных про-
блем математического моделирования волновой динамики гид-
рофизических сред для изучения процессов возбуждения и рас-
пространения внутренних и поверхностных гравитационных волн
с учетом реальной изменчивости природных сред, наличия фо-
новых сдвиговых течений и ледяного покрова. Построены и изу-
чены новые математические модели генерации внутренних и по-
верхностных гравитационных волн в произвольно стратифициро-
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ванных гидрофизических средах, в том числе с учетом наличия
фоновых сдвиговых течений и ледяного покрова, разработаны
и верифицированы асимптотические методы их исследования.

Теория волновых движений стратифицированных сред — раз-
дел современной гидродинамики, быстро развивающийся в по-
следнее время, весьма интересный в теоретическом отношении
и связанный с важнейшими приложениями в технике (гидротех-
нике, судостроении, мореплавании, энергетике) и в геофизике
(океанологии, метеорологии, гидрологии, охране окружающей
среды). Большинство прикладных задач, посвященных генера-
ции волн различными возмущениями, решаются, как правило,
в линейной постановке, т. е. в предположении, что амплиту-
да волновых движений мала по сравнению с длиной волны.
Промышленная деятельность на континентальном шельфе, свя-
занная с добычей ископаемых, является важной причиной ис-
следований внутренних и поверхностных гравитационных волн,
их характеристики используются для оценки их воздействия на
окружающую среду и технологические морские конструкции. Зна-
ния о волновой динамике важны для обеспечения безопасности
при строительстве и эксплуатации морских платформ на конти-
нентальном шельфе, и для этих целей необходимо контролировать
воздействие волн. При строительстве нефтяных платформ прово-
дится систематическое измерения волн и течений, поэтому реше-
ние фундаментальной проблемы моделирования волновой динами-
ки позволит избежать дорогостоящих натурных измерений.

В настоящее время основное внимание, как правило, уде-
ляется экспериментальному исследованию волновой динамики,
детальному теоретическому рассмотрению динамики внутренних
и поверхностных линейных волн в средах с модельными рас-
пределениями плотности, а также прямому численному модели-
рованию соответствующих уравнений гидродинамики. При ис-
следовании волновых процессов в природных стратифицирован-
ных гидрофизических средах (океан, атмосфера) содержатель-
ную роль играет математическое и численное моделирования.
В экспериментальных и натурных наблюдениях внутренних и по-
верхностных волн, а также при рассмотрении большого числа
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конкретных задач накоплен большой фактический материал, ко-
торый нуждается в теоретическом осмыслении. Поэтому в на-
стоящее время актуальным стал вопрос о дальнейшем развитии
методов математического моделирования процессов внутренних
и поверхностных колебаний в стратифицированных гидрофизи-
ческих средах. Основное внимание в большинстве исследований
по данной проблематике уделяется математическому моделирова-
нию течений стратифицированной жидкости, в частности зада-
чам, связанным с генерацией волновых движений в глубине жид-
кости и ее поверхности всевозможными источниками возмуще-
ний. Хотя большинство практически важных задач этого класса
решается, как правило, в линейной постановке, для дальнейших
исследований необходимо оценивать пределы применимости этих
приближений и на этой основе искать пути к решению полной
нелинейной задачи. Необходимость этого выяснилась, например,
при исследованиях рассеивания волн погруженными источника-
ми возмущений, в том числе рельефом морского дна. При этом
в основе анализа, как правило, лежат асимптотические методы,
что позволяет на базе изучения невозмущенных уравнений фор-
мировать соответствующие асимптотические разложения, учиты-
вающие неоднородность и нестационарность природных страти-
фицированных сред. Относительная простота решения линейных
уравнений по сравнению с полной нелинейной задачей, современ-
ное развитие соответствующего математического аппарата и вы-
числительной техники позволяют ответить на многие запросы
практики.

Причины возникновения поверхностных и внутренних гра-
витационных волн в океане и атмосфере очень разнообразны:
колебания атмосферного давления, обтекание неровности дна,
движение надводного или подводного корабля, деформация в по-
ле плотности, образующиеся по каким-либо причинам турбу-
лентные пятна, подвижка дна или подводное землетрясение,
надводный или подводный взрыв и т. п. Одним из механизмов
генерации внутренних гравитационных волн может являться, на-
пример, возбуждение волновых полей при движении (обтекании)
твердых тел, пятен турбулентности, водных линз и иных невол-
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новых образований с аномальным характеристиками. При реше-
нии задач о генерации внутренних гравитационных волн, напри-
мер потоком стратифицированной жидкости, обтекающим некото-
рое нелокальное препятствие, наиболее распространенным явля-
ется два способа. Первый заключается в численном решении ли-
неаризованной системы уравнений гидродинамики, описывающей
внутренние волны, к недостаткам которого следует отнести огра-
ниченность области интегрирования пространства, в котором воз-
можно численное решение задачи. Другой способ состоит в том,
чтобы заменить функцию, описывающую форму нелокального ис-
точника, или функцией, имеющей достаточно простой вид, или си-
стемой точечных источников, взятых с некоторым весом. Очевид-
но, что при решении задачи таким способом возникает проблема
оценки границ применимости использования различных упроща-
ющих аппроксимаций обтекаемого препятствия.

Актуальность исследований по математическому моделиро-
ванию волновых пакетов в стратифицированных гидрофизиче-
ских средах связана с тем, что искомое решение в линейной
постановке посредством преобразования Фурье представляется
в форме квадратур от решения соответствующих вертикаль-
ных спектральных задач. После аналитического или численного
решения этой задачи волновое поле можно найти численным
интегрированием, и, казалось бы, нет необходимости в иссле-
довании асимптотик. Тем не менее получение таких асимптотик
весьма актуально как с научной точки зрения, так и для прак-
тических приложений. Объясняется это следующими причинами.
Во-первых, по мере увеличения времени и расстояния от источ-
ников возмущений приходится вычислять интегралы от все более
и более осциллирующих функций, и численные расчеты делаются
все более и более трудоемкими. Во-вторых, получить из числен-
ных расчетов качественное описание уходящих от источника вол-
новых пакетов внутренних и поверхностных волн, их эволюцию
во времени и пространстве, их зависимость от характеристик
источника и т. п. практически либо невозможно, либо это требует
больших расчетов. В то же время асимптотические выраже-
ния для волновых полей представляют собой явные формулы,
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выражающиеся через известные специальные функции. Их ка-
чественный анализ, как правило, не вызывает затруднений.
В-третьих, найденные асимптотики позволяют, в принципе, пе-
рейти к более реалистической ситуации сред, параметры которых
медленно меняются по горизонтали и времени, так как наличие
явных аналитических конструкций позволяет учесть изменение
параметров среды вдоль трассы распространения волновых паке-
тов посредством соответствующего изменения аргументов, опи-
сывающих поле специальных функций, а также амплитудных
фазовых множителей.

Особый интерес к исследованию внутренних и поверхност-
ных гравитационных волн связан также с интенсивным освоени-
ем Арктики и ее природных богатств. Внутренние (и частично
поверхностные) гравитационные волны пока недостаточно изу-
чены в Арктике, так как двигаются подо льдом и сверху прак-
тически не видны, однако доступная информация о движении
подводных объектов свидетельствует об их наличии. Но бывают
исключения, когда внутренние гравитационные волны достигают
льда и поднимают или опускают его с определенной периодично-
стью, что доступно наблюдению с помощью средств радиолока-
ционного зондирования. Воздействие всех видов волн способно
привести к расколу ледового покрытия в Арктике. Кроме того,
волны способствуют движению айсбергов и различного рода за-
грязнений. Поэтому исследования волновой динамики в области
Арктического шельфа является важной научной и практической
задачей для обеспечения безопасности при строительстве и экс-
плуатации морских платформ. Проблемы комплексного научного
изучения, освоения и использования Арктики особенно важны
в связи с особыми национальными интересами (экономическими,
оборонными, геополитическими, научными) Российской Федера-
ции в этом регионе и его спецификой. Экономические интересы
России в Арктике обусловлены тем, что здесь сосредоточены
месторождения ряда важнейших полезных ископаемых, явля-
ющихся определяющими для развития экономики всей страны
в настоящее время и в еще большей степени — в ближай-
шей перспективе. Оборонные интересы связаны с базированием



Введение 15

в Арктике основных российских морских стратегических ядер-
ных сил, а также с необходимостью защиты протяженной госу-
дарственной границы в Северном Ледовитом океане. Научные ин-
тересы России в Арктике обусловлены тем, что соответствующее
научное обеспечение является необходимым условием для всех ви-
дов деятельности в этом регионе, а также важной ролью Арктики
в глобальных природных процессах, происходящих на Земле.

Помимо локального влияния внутренних и (отчасти) поверх-
ностных гравитационных волн на процессы обмена в Мировом
океане, эти волны также в некотором роде играют роль инди-
каторов взаимодействия водных масс, отличных по своим харак-
теристикам (в частности, по градиенту плотности), а на малых
глубинах могут давать дополнительную информацию о характере
рельефа морского дна. Формирование этих водных масс связано
с источниками распреснения, вихрями, течениями, фронтами,
которые, в свою очередь, участвуют в суб- и мезомасштабных
и синоптических процессах вертикального и горизонтального
водообмена, вентиляции акватории или ее части, транспорте
биогенных элементов или загрязняющих веществ. Мониторинг
внутренних и поверхностных гравитационных волн (генерация,
распространение, интенсивность проявления, геометрические ха-
рактеристики, количественные и динамические характеристики,
и др.) с привлечением спутниковых данных вносит значительный
вклад в получение информации о динамических процессах, что
в дальнейшем дает возможность оценивать особенности эколо-
гического состояния акватории, рекреационного и транспортного
потенциала в целях хозяйственно-промышленной деятельности.

При решении многих актуальных и практических волно-
вых задач геофизической гидродинамики возникает необходи-
мость асимптотического исследования быстро-осциллирующих
интегралов. Проблемы вычисления асимптотик таких интегралов
возникают также в задачах дифракции, распространения элек-
тромагнитных волн в ионосфере и магнитосфере Земли и пла-
нет, дифракции лазерного излучения на локальных неоднород-
ностях среды и СВЧ-излучения на телах сложной формы, рас-
пространения электромагнитного импульса при радиолокации,
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распространения акустических и внутренних гравитационных
волн в атмосфере и океане, сейсмических волн в земной коре.
Практическое значение асимптотических методов не ограничива-
ется вопросами теории волновой дифракции, так как аналогич-
ные быстро-осциллирующие интегралы возникают также в за-
дачах квантовой механики, например в физической кинематике
и в квантово-механической теории соударений. Как известно,
равномерные асимптотики всех быстро-осциллирующих интегра-
лов строятся посредством единого аналитического приема. Дела-
ется аналитическая взаимооднозначная замена переменных инте-
грирования, которая приводит фазовую функцию к полиному по
переменным возможно более низкой степени, вид которого опре-
деляется поведением критических точек в исследуемой области
параметров, то есть типом каустики. Коэффициенты получен-
ного полинома являются регулярными функциями параметров.
Получающиеся в результате интегралы сводятся к модельным,
то есть к простейшим интегралам с аналогичной конфигурацией
критических точек. Некоторые из этих интегралов непосред-
ственно совпадают с интегральными представлениями известных
специальных функций, другие могут представлять собой новые
специальные функции. Важно отметить, что решения большого
многообразия конкретных задач сводятся к относительно неболь-
шому числу специальных функций.

Таким образом, построение асимптотик быстро-осциллирую-
щих интегралов сводится к выбору соответствующей специаль-
ной функции и нескольких первых ее производных, а также
к определению зависимости аргументов специальной функции,
а также амплитудных и фазовых множителей, зависящих от
параметров задачи. Построенные асимптотики могут быть нерав-
номерными, так как они неприменимы в окрестности тех значений
параметров, в которых критические точки (точки ветвления, пре-
делы интегрирования, стационарные точки) сливаются. Поэтому
возникает проблема перехода от неравномерных асимптотических
разложений к равномерным асимптотикам, применимым при лю-
бых расстояниях между критическими точками и описывающим
также их слияние и исчезновение. Платой за более широкую
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область применения равномерных асимптотик является их более
сложный вид — они выражаются через специальные функции:
функции Эйри, интеграл Френеля, интеграл Пирси, функции
Бесселя–Ханкеля действительного и мнимого аргументов. Выбор
специальной функции зависит от типа и числа сливающихся
критических точек, а также от основных параметров рассматри-
ваемых конкретных задач геофизической гидродинамики.

Асимптотические выражения, описывающие динамику внут-
ренних и поверхностных гравитационных волн, как правило,
представляют собой явные формулы, выражающиеся через из-
вестные специальные функции сложного аргумента (функции
Эйри, Френеля, функции Бесселя–Ханкеля), и их качественный
анализ, как правило, не вызывает затруднений. Кроме того, най-
денные асимптотики позволяют перейти к более реалистической
ситуации сред, параметры которых медленно меняются по гори-
зонтали и времени, так как наличие явных аналитических кон-
струкций позволяет учесть изменение параметров среды вдоль
трассы распространения волн посредством соответствующего из-
менения аргументов, описывающих поле специальных функций,
а также амплитудных фазовых множителей. Для проведения
прогнозных расчетов параметры моделей волновой генерации
подбираются так, чтобы приблизить смоделированную волно-
вую систему к реально наблюдаемым, в том числе из космоса,
к волновым картинам, что дает возможность верифицировать
эти математические модели. Предложенные в монографии мето-
ды и подходы к исследованию динамики и генерации пакетов
внутренних и поверхностных волн сочетают сравнительную про-
стоту и вычислительную мощность аналитических результатов,
а также возможность их качественного анализа.

Разработанные методы математического моделирования могут
быть использованы для исследования любых других волновых
процессов (акустические и сейсмические волны, СВЧ-излучение,
волны цунами) в реальных средах со сложной структурой. Значе-
ние предложенных методов анализа волновых полей определяется
не только их наглядностью, универсальностью и эффективностью
при решении разнообразных задач, но и тем, что они могут
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явиться некоторой полуэмпирической основой других прибли-
женных методов при математическом моделировании волновых
пакетов иной физической природы. Все фундаментальные резуль-
таты монографии получены для произвольных распределений
плотности и прочих параметров неоднородных сред. Кроме
того, основные физические механизмы формирования изученных
явлений волновой динамики неоднородных стратифицированных
сред рассматриваются в контексте непротиворечивости имею-
щихся данных натурных измерений волн в реальных средах.
Универсальный характер предложенных асимптотических
методов математического моделирования пакетов внутренних
и поверхностных волн дополняется универсальными эвристи-
ческими условиями применимости этих методов. Эти критерии
обеспечивают внутренний контроль применимости использо-
ванных асимптотических методов, и в ряде случаев на основе
сформулированных критериев удается оценивать волновые поля
там, где другие методы неприменимы. Тем самым открываются
широкие возможности анализа волновых картин в целом, что
важно как для правильной постановки теоретических исследо-
ваний, так и для проведения оценочных расчетов при натурных
измерениях пакетов внутренних и поверхностных волн. Особая
роль данных методов обусловлена тем обстоятельством, что
параметры природных стратифицированных сред, как правило,
известны приближенно, а попытки точного численного решения
исходных уравнений с использованием таких параметров могут
привести к потере точности.

Динамика жидкости с ледяным покровом привлекает к себе
все большее внимание как в связи с успешным применением
новых математических методов при исследовании ее задач, так
и в силу возможных геофизических и практических приложе-
ний. Актуальность этого направления исследований обусловлена,
в частности, планами интенсивного промышленного освоения
Арктики. Наиболее изучены к настоящему времени задачи о вол-
новых движениях в жидкости с ледяным покровом. При этом
задачи о генерации волн в жидкой среде как с ледяным покро-
вом, так и без него представляют значительный теоретический
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и практический интерес. В классической гидродинамике разра-
ботаны методы решения таких задач, основанные на моделирова-
нии локализованных в толще жидкости источников возмущений
точечными гидродинамическими особенностями. Научная значи-
мость проблемы математического моделирования распростране-
ния волн в среде с ледяным покровом связана с необходимостью
построению равномерных асимптотик, описывающих сложную
амплитудно-фазовую структуру волновых полей для реальных
моделей источников и среды, что приводит к необходимости
аналитического исследования особых точек интегральных фурье-
представлений решений.

Для решения ряда важных практических задач и прило-
жений, необходимо рассчитать волновые возмущения ледяного
покрова, возбуждаемых распределенными в пространстве нело-
кальными источниками возмущений различной физической при-
роды: природного и антропогенного характеров. Постановка за-
дачи обтекания нелокального пульсирующего источника потоком
однородной жидкости, ограниченной сверху ледяным покровом,
включает в себя задание определенных граничных условий на
его поверхности. Даже в предположении об идеальности жидко-
сти и потенциальности обтекающего источник потока вычисле-
ние волновых полей представляет собой весьма сложную в ма-
тематическом плане задачу. Очевидно, что существенно проще
решается задача обтекания системы точечных гидродинамиче-
ских особенностей, поскольку в этом случае нет необходимости
удовлетворять наперед заданным граничным условиям. Это об-
стоятельство используется при решении задач обтекания тел или
непроницаемых границ, моделируемых специально подобранны-
ми системами гидродинамических особенностей, которые часто
используются при решении модельных задач, где точное вос-
произведение формы находящегося подо льдом в потоке жидко-
сти нелокального источника возмущений не имеет решающего
значения. Подобный метод в значительной мере может отно-
ситься к задаче о генерации волновых возмущений на границе
льда и жидкости, так как замена нелокального пульсирующего
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источника некоторым набором гидродинамических особенностей
существенно упрощает решение. Дополнительного исследова-
ния требует вопрос о том, как влияет наличие границ раздела
льда и жидкости на картину линий тока, возникающих при
обтекании заданных гидродинамических особенностей. Поэтому,
в частности, при рассмотрении потоков конечной толщины под
ледяным покровом необходимо знать, какой именно нелокальный
источник возмущений может моделировать выбранная система
гидродинамических особенностей.

Изложенные в монографии методы математического модели-
рования волновых явлений имеют также важные практические
приложения, связанные с разработкой новых систем монито-
ринга морской среды. Построенные математические модели ге-
нерации и распространения внутренних и поверхностных волн
могут быть использованы при создании системы глобального
дистанционного мониторинга океана, позволяющей определять
границы течений, исследовать топографию морского дна и фик-
сировать изменения подводного рельефа (в том числе и из-
менение судоходного фарватера), прогнозировать возникновение
катастрофических ситуаций в океане (цунами), уточнять коор-
динаты скопления планктона и косяков рыб, отмечать различно-
го рода экологические нарушения на участках протяженностью
в сотни километров, а также исследовать влияние гидротех-
нических сооружений на волновую динамику морской среды,
в том числе с учетом наличия ледяного покрова. Полученные
результаты, а также разработанные методы могут быть использо-
ваны специалистами в области численного моделирования неод-
нородных сред, геофизической гидродинамики, океанологии, при
строительстве сложных морских гидротехнических сооружений,
а также при решении различных задач прикладной математики
и математической физики.

Результаты, изложенные в монографии, были получены в рам-
ках работ по грантам: РНФ (№23-21-00194 «Аналитические ме-
тоды математического моделирования волновой динамики неодно-
родных гидрофизических сред»), РФФИ (№20-01-00111 «Внут-
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ренние гравитационные волны в океане: моделирование, неод-
нородность, нестационарность, течения»; №15-05-06969 «Уеди-
ненные волны и локализованные вихри в океане под ледяным
покровом»; №14-08-00107 «Истоки и стоки потоков в подводных
каналах Атлантики», проект №13-08-00538 «Взаимодействие под-
водных трубопроводов с морской средой»), а также в рамках вы-
полнения работ по государственным заданиям: FFGN-2024-0005
(В.В. Булатов), FMWE-2024-0016 (И.Ю. Владимиров).

Монография состоит из введения, обзора литературы, четы-
рех глав, заключения и списка литературы.

Глава 1 посвящена плоским задачам динамики поверхност-
ных волн. В разд. 1.1 для двухслойного потока бесконечной глу-
бины исследуются поверхностные возмущения идеальной жидко-
сти, возникающие при обтекании подводного препятствия. Рас-
сматривается препятствие (цилиндрическое тело), моделируемое
точечным диполем. При этом оно может быть расположено как
над поверхностью раздела слоев, так и под ней. Показано, что
в реальных условиях открытого моря за обтекаемым телом воз-
можно образование двух различных типов поверхностных волн.
Установлено, что волны первого типа (обусловленные наличи-
ем свободной поверхности) образуются при любых значениях
величины скорости набегающего потока V и слабо зависят от
стратификации, однако в морских условиях они начинают визу-
ально проявляться лишь при относительно больших значениях V
(не менее 6м/с). Параметры волн второго типа (обусловленных
наличием слоя скачка плотности) существенным образом зависят
от величины его мощности. В морских условиях такие волны
образуются, когда величина скорости V не превышает 1–1,5 м/с.

В разд. 1.2 исследуется волновая структура поверхностных
возмущений, возникающих при обтекании подводных препят-
ствий потоком двухслойной идеальной жидкости конечной глу-
бины. Показано, что за обтекаемым препятствием возможно об-
разование тех же типов поверхностных волн, что и в случае по-
тока бесконечной глубины. В морских условиях параметры волн,
обусловленных наличием свободной поверхности, практически
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не зависят от толщины нижнего слоя и мощности скачка плот-
ности в то время как от них существенно зависят параметры
и диапазон существования волн, обусловленных эффектом стра-
тификации. Полученные результаты сравниваются с проведен-
ными в разд. 1.1 модельными расчетами обтекания препятствия
при условии бесконечной глубины набегающего потока. В итоге
выявлены их существенные различия, которые необходимо учи-
тывать при решении практических задач, например мониторинге
прибрежных морских акваторий.

В разд. 1.3 получено аналитическое решение задачи о вол-
новом воздействии двухслойного потока конечной глубины на
диполь в случае его циркуляционного обтекания. Получены вы-
ражения для гидродинамической нагрузки. Исследованы зависи-
мости волнового сопротивления и подъемной силы от скорости
потока и циркуляции. Показано, что учет циркуляции может зна-
чительно изменить величину гидродинамической реакции, дей-
ствующей на диполь. Обнаружен эффект резкого (реверсивного)
изменения направления действия подъемной силы в относи-
тельно узком диапазоне скорости обтекания моделируемого ди-
полем трубопровода. Данный эффект необходимо учитывать при
проектировании подводных инженерных конструкций в морской
среде и на дне моря.

В разд. 1.4 построены аналитические решения, описывающие
силовое воздействие потока бесконечно глубокой однородной
жидкости на локализованный источник, находящийся под ледя-
ным покровом. Задача решена в плоской постановке. Получе-
ны выражения для волнового сопротивления и подъемной силы
для точечного источника (моделирующего затупленное полу-
бесконечное тело конечной ширины) и диполя (моделирующего
цилиндр). Проведены численные расчеты силового воздействия
на источник и диполь в зависимости от скорости набегающего
потока и глубины их погружения. Изучены зависимости волно-
вого сопротивления и подъемной силы от скорости набегающего
потока жидкости.
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Основные результаты, изложенные в главе 1, опубликованы
в [1–11].

В главе 2 проведено исследование динамики поверхностных
волн в трехмерном случае. В разд. 2.1 построены равномерные
асимптотики дальних полей поверхностных возмущений, воз-
буждаемых локализованным источником в однородной жидкости
бесконечной глубины. Полученные решения описывают волновые
возмущения как внутри, так и вне волнового клина Кельвина
и выражаются через функцию Эйри и ее производную. Приведе-
ны результаты численных расчетов волновых картин.

В разд. 2.2–2.4 для различных диапазонов скорости потока
исследованы дальние поля поверхностных волновых возмущений
от осциллирующего источника, обтекаемого тяжелой жидкостью
бесконечной глубины. Показано, что при малых скоростях пото-
ка возбуждаемые поля представляют собой сумму двух систем
корабельных и одной системы кольцевых волн, а при больших
скоростях потока образуются только две системы корабельных
волн. Построены равномерные асимптотические решения, выра-
жающиеся через функцию Эйри и ее производную, позволяющие
описывать дальние поля поверхностных возмущений как вне, так
и внутри соответствующих волновых клиньев.

В разд. 2.5 исследованы дальние поля поверхностных вол-
новых возмущений от импульсного источника, вспыхнувшего
в тяжелой жидкости конечной глубины. Построены интеграль-
ные представления решения, описывающие структуру волновых
поверхностных возмущений. Построены равномерные асимптоти-
ческие решения, выражающиеся через функцию Эйри и ее про-
изводную и позволяющие описывать амплитудно-фазовую струк-
туру дальних полей поверхностных возмущений как вблизи, так
и вдали от волнового фронта.

В разд. 2.6 решена задача о дальних волновых полях, воз-
никающих на границе раздела льда и бесконечно глубокой одно-
родной жидкости при обтекании локализованного источника воз-
мущений. Получено интегральное представление решения; с по-
мощью метода стационарной фазы построено его асимптотическое
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представление для различных режимов волновой генерации. Чис-
ленные расчеты показывают, что при изменении скоростей потока
и толщины льда происходит заметная качественная перестройка
фазовых картин возбуждаемых дальних волновых полей на гра-
нице раздела льда и жидкости.

Основные результаты, изложенные в главе 2, опубликованы
в [11–19].

Глава 3 посвящена аналитическому исследованию генерации
и распространения внутренних гравитационных волн в неподвиж-
ной жидкости от различных источников возмущений. В разд. 3.1
решена задача математического моделирования поля ВГВ воз-
буждаемого точечным источником массы, движущимся в слое
стратифицированной среды конечной глубины с произвольным
распределением частоты плавучести. Построены дисперсионные
поверхности и кривые первых трех мод. Изучены фазовые и ам-
плитудные структуры дальних полей внутренних гравитацион-
ных волн от движущихся источников возмущений для раз-
личных режимов волновой генерации. Показано, что дальние
волновые поля отдельной моды представляют сумму волновых
цугов, изучены особенности генерации этих волновых цугов для
различных режимов движения источника.

В разд. 3.2 построены равномерные асимптотики дальних
полей внутренних гравитационных волн от радиально-симмет-
ричного начального возмущения изопикн. С помощью преобра-
зования Фурье–Ханкеля получено аналитическое решение за-
дачи в виде суммы волновых мод. Показано, что асимптотики
отдельной волновой моды возвышения изопикн, вертикальной
и горизонтальной (радиальной) компонент скорости выражаются
через квадрат функции Эйри и его производные.

В разд. 3.3 построены асимптотики дальних полей внутрен-
них гравитационных волн, возникающих от импульсного источ-
ника во вращающейся жидкости конечной глубины. В прибли-
жении постоянства частоты плавучести построены равномерные
и неравномерные асимптотики решений для описания дальних
волновых полей, которые выражаются через функцию Эйри и ее
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производную. Показано, что на временах, больших нескольких
периодов плавучести, и на расстояниях порядка толщины слоя
жидкости полученные асимптотики позволяют адекватно опи-
сать амплитудно-фазовую структуру дальних волновых полей.

Основные результаты, изложенные в главе 3, опубликованы
в работах [11,16,20–26].

В главе 4 рассмотрена динамика внутренних гравитацион-
ных волн в стратифицированных средах со средними сдвиговыми
течениями. В разд. 4.1 изучена генерация внутренних гравита-
ционных волн, возбуждаемых пульсирующим источником в оке-
ане с произвольными распределениями по глубине как частоты
плавучести, так и компонент вектора скорости фонового сдвиго-
вого течения. С помощью метода Фурье получены интегральные
представления решений. Приведены результаты численных рас-
четов дисперсионных кривых и фазовых картин волновых полей
для реальных распределений частоты плавучести и сдвиговых
течений, наблюдаемых в океане. Изучена трансформация дис-
персионных поверхностей и фазовых структур полей внутренних
гравитационных волн в зависимости от параметров генерации.
Показано, что при изменении параметров волновой генерации
происходит заметная качественная перестройка фазовых картин
возбуждаемых полей внутренних гравитационных волн.

В разд. 4.2 аналитически решена задача об обтекании оди-
ночного подводного препятствия стратифицированным потоком
со сдвигом. Получены интегральные представления решения при
выполнении условия устойчивости Майлса–Ховарда. Установле-
но, что решения возникающей спектральной задачи выражаются
через модифицированные функции Бесселя мнимого индекса.
Приведены результаты численных расчетов дисперсионных кри-
вых и амплитудно-фазовых картин возбуждаемых волновых по-
лей. Численно изучена трансформация полей внутренних грави-
тационных волн в зависимости от параметров генерации.

В разд. 4.3 исследована генерация внутренних гравитаци-
онных волн точечным пульсирующим источником, находящим-
ся в стратифицированной среде с двухмерными линейными
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сдвиговыми течениями. Для различных линейных распределе-
ний сдвиговых течений приведены результаты численных рас-
четов дисперсионных кривых и фазовых картин возбуждаемых
волновых полей. Показано, что учет двухмерности сдвиговых
течений является причиной заметной асимметрии как диспер-
сионных кривых, так и линий равной фазы. Численно изучена
трансформация фазовых картин полей внутренних гравитацион-
ных волн в зависимости от параметров генерации.

Содержание главы 4 опубликовано в работах [11,27–32].
Представленные в монографии результаты в значительной

степени были получены совместно с Юрием Владимировичем
Владимировым (1952–2021) и Николаем Николаевичем Корчаги-
ным (1945–2024).



ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
Геофизическая гидродинамика предлагает большой ряд ак-

туальных задач распространения волн в среде, анизотропия
которой связана с эффектами стратификации, вращения, наличия
фоновых сдвиговых течений и ледяного покрова. В этих задачах
корректное применение асимптотических методов дает возмож-
ность исследовать ряд физически интересных эффектов волно-
вой динамики, определяемых свойствами природных гидрофи-
зических сред. В частности, внутренние гравитационных волны
(ВГВ) существуют в океане везде, где наблюдается стратифика-
ция плотности, и они играют важную роль во всей динамике оке-
анических процессов, особенно в перемешивании и формирова-
нии океанической стратификации. Внутренние волны пронизыва-
ют всю толщу океана и являются основным механизмом переноса
энергии ветра с поверхности в глубину. В полярных районах фор-
мируются холодные водные массы высокой плотности, которые,
погружаясь в глубинные слои, распространяются в Мировом
океане. Солнечные лучи прогревают лишь верхний слой морской
воды незначительной толщины. Поскольку в океане наблюдается
в целом стационарное распределение плотности по вертикали,
отличное от резко выраженного двуслойного, то можно полагать,
что оно достигается в процессе медленного перемешивания. Этот
физический механизм перемешивания определяется в основном
энергией приливов и ветра, и поэтому роль внутренних при-
ливов в вертикальных и горизонтальных океанических обменах
является доминирующей. Качественные и аналитические оценки
переноса энергии, массы, количества движения, учет влияния
внутренних гравитационных волн на процессы перемешивания
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в океане, изучение генерации, распространения, неустойчивости,
разрушения внутренних и поверхностных волн — основные фун-
даментальные задачи современной гидрофизики океана.

Для прикладных океанологических исследований, связанных
с изучением динамики внутренних и поверхностных гравитацион-
ных волн, фундаментальной проблемой является моделирование
волновой динамики с учетом реальной изменчивости параметров
природных стратифицированных гидрофизических сред. Про-
мышленная деятельность на континентальном шельфе, связан-
ная с добычей ископаемых, является важной причиной иссле-
дований внутренних и поверхностных волн в настоящее время.
Характеристики волн используются для оценки их воздействия
на окружающую среду и технологические морские конструкции.
Знания о волновой динамике важны для обеспечения безопас-
ности при строительстве и эксплуатации морских платформ на
континентальном шельфе, и для этих целей необходимо контро-
лировать воздействие волн. При строительстве нефтяных плат-
форм проводятся систематические измерения волн и течений,
поэтому решение фундаментальных проблем моделирования вол-
новой динамики позволит избежать дорогостоящих натурных из-
мерений [33–37]. Решение проблемы интерпретации результатов
мониторинга морской поверхности, осуществляемого с помощью
аэрокосмических средств, имеет своей целью создание методов
дистанционного зондирования, позволяющих следующее: прогно-
зировать возникновение катастрофических ситуаций, уточнять
координаты скопления планктона и косяков рыб, отмечать раз-
личного рода экологические нарушения на участках протяженно-
стью в сотни и тысячи километров, а также определять границы
течений, исследовать топографию морского дна и фиксировать
изменения подводного рельефа, дистанционно исследовать райо-
ны добычи полезных ископаемых [38–45].

Особый интерес к исследованию динамики ВГВ связан с ин-
тенсивным освоением Арктики и ее природных богатств. Эти
волны пока недостаточно изучены в Арктике, так как они рас-
пространяются подо льдом и сверху практически не видны, од-
нако доступная информация о движении подводных объектов
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свидетельствует о наличии таких волн [46–48]. Внутренние вол-
ны достигают льда и поднимают или опускают его с опреде-
ленной периодичностью, что доступно наблюдению с помощью
средств радиолокационного зондирования. Воздействие волн спо-
собно привести к расколу ледового покрытия в Арктике, они
способствуют движению айсбергов и различного рода загряз-
нений [49]. Поэтому фундаментальные исследования волновой
динамики в области Арктического бассейна является важной
научной и практической задачей, в том числе для обеспечения
безопасности при строительстве и эксплуатации морских нефте-
и газодобывающих платформ.

Развитие дистанционных методов диагностики состояния по-
верхности Мирового океана требует глубокого изучения физиче-
ских механизмов рассеяния этой поверхностью электромагнит-
ного излучения на основе исследования динамики поверхност-
ных гидродинамических образований, вызванных как ветровым
волнением и приповерхностными течениями, так и расположен-
ными в океане источниками возмущений [42, 43, 50–53]. В свою
очередь, на состояние свободной поверхности влияют находящи-
еся в толще воды неоднородности, например обтекаемые прегра-
ды, изменения глубины океана [38, 41, 42, 54–58]. Так как сре-
ди факторов, оказывающих влияние на свободную поверхность
моря, особое место занимают внутренние гравитационные вол-
ны, то одной из важных научных проблем является разработка
методов, которые дают возможность аналитически и численно
исследовать эффекты возбуждения отдельных частотных состав-
ляющих распространяющихся волновых цугов [59–64]. Для пра-
вильной интерпретации данных, полученных при зондировании
морской поверхности, нужно знать причины, вызывающие те или
иные поверхностные явления [41,42]. Поэтому в настоящее вре-
мя остро встает вопрос о развитии методов математического мо-
делирования процессов внутренних и поверхностных колебаний
в океане и, в частности, согласования результатов моделирования
с данными натурных наблюдений.

Внутренние и поверхностные гравитационные волны в океане
и атмосфере изучаются уже достаточно давно, и по данной
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тематике опубликовано значительное число работ [65–77]. Тем
не менее в последнее время интерес к ним в какой-то степени
угасает, о чем можно судить по общему количеству публика-
ций, посвященных данной проблематике. Вместе с тем сейчас
возникают новые направления в исследованиях как внутренних,
так и поверхностных волн, о которых ранее не говорилось.
Во-первых, стало понятным, что в поле внутренних волн могут
появляться аномально большие короткоживущие волны-убийцы,
природа которых напоминает природу волн-убийц на поверхно-
сти моря [78, 79]. Во-вторых, сдвиговые течения во внутренних
волнах приводят к большим изгибающим моментам на опоры
нефтяных платформ, что уже приводило к существенной дефор-
мации подводных технологических конструкций в ряде районов
Мирового океана [80,81]. Поэтому в настоящее время разрабаты-
вается система мониторинга интенсивных внутренних и поверх-
ностных волн в морских условиях, в какой-то мере аналогичная
системе мониторинга цунами. В-третьих, действие ВГВ способно
приводить к диффузии осадков, мощному транспорту наносов
и размывам дна, особенно в глубоководных районах, где влияние
ветровых, в том числе штормовых волн, пренебрежимо мало
[63,82–86].

Поэтому процессы переноса частиц посредством индуциро-
ванных волнами потоков активно исследуются в рамках раз-
личных прикладных направлений, связанных с гидробиологи-
ей (миграция планктона, бентоса), экологией (распространение
примесей и загрязнений) и инженерной океанологией. Наконец,
классические задачи воздействия внутренних волн на морскую
поверхность по-прежнему остаются актуальными [34–39, 41–43,
56, 58, 83, 87–92]. Внутренние гравитационные волны, возника-
ющие, например, при прохождении течений через подводные
хребты или по континентальному шельфу, перемещаются вдоль
термоклина (слоя максимального скачка плотности), отделяюще-
го слой воды на поверхности океана от глубинных вод. Однажды
возникнув, они распространяются, сохраняя свою форму и силу,
и способны пройти большие расстояния без затухания. Поэтому
внутренние гравитационные волны играют важную роль в ди-
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намике океанических вертикальных и горизонтальных обменов,
выполняют функцию транспортного средства, перенося биомассу
и питательные вещества, так как их амплитуда сопоставима
с глубиной поверхностного слоя океана.

Вопросам динамики внутренних и поверхностных гравитаци-
онных волн в гидрофизических средах посвящено значительное
число работ как российских (И. В. Стурова, В.Ф. Санников,
В.А. Боровиков, Э. В. Теодорович, В.А. Городцов, А.М. Тер-
Крикоров, К. А. Бежанов, Ю. З. Миропольский, А. Г. Воронович,
Ю.Д. Чашечкин, Е. Г. Морозов, С.А. Габов, А. Г. Свешников,
Л. В. Черкесов, К. В. Коняев, Т. Г. Талипова, Е.Н. Пелиновский,
Ю.А. Степанянц, А.А. Куркин, В. В. Булатов, А.А. Зайцев,
А.С. Савин и др.), так и зарубежных (J. Grue, J. Lighthill,
J. Miles, J. B. Keller, B. Voisin, E. Kallen, S. A. Thorpe, T. Miloh,
E. J. Hopfinger, M. Gitterman, C. Wunsch, B.R. Sutherland, J. Ped-
losky, J. N. Newman и др.) авторов. Основное внимание, как
правило, уделяется экспериментальному исследованию динамики
внутренних и поверхностных волн, детальному теоретическому
рассмотрению динамики линейных внутренних гравитационных
волн в средах с модельными распределениями плотности, а так-
же прямому численному моделированию на основе соответству-
ющих уравнений гидродинамики. Относительная простота реше-
ния линейных уравнений по сравнению с полной нелинейной
задачей, современное развитие соответствующего математиче-
ского аппарата и вычислительной техники позволяют ответить
на многие запросы практики [39,45,81,93–98].

Моделирование динамики ВГВ в настоящее время осо-
бенно актуально вследствие возросшего количества морских
платформ, установленных на шельфовых месторождениях неф-
ти и газа. Известно, например, что в Баренцевом море, глуби-
на которого составляет в районе Штокмановского газового место-
рождения 300–400 метров, наблюдаются внутренние волны ам-
плитудой до 20 метров; кроме того, существенную часть в верти-
кальные и горизонтальные обмены этого района Мирового океа-
на вносят дрейфующие айсберги [40, 89, 99, 100]. При модели-
ровании внутренних и поверхностных волн от подобного рода
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нелокальных источников возмущений необходимо учитывать
особенности этих возмущающих факторов (подводные техноло-
гические и природные объекты), неоднородность гидрофизиче-
ских полей и т. д. Безопасность морских технологических плат-
форм требует исследования гидрофизических полей и расчета
нагрузок, которые они могут испытывать. Существенной нагруз-
кой на подводные платформы является нагрузка от внутренних
волн, которая ранее считалась малой по сравнению с нагрузкой
от ветровых волн и ветра. Однако внутренние волны могут
влиять на подводные конструкции и приводить, в частности,
к деформации дна при прокладке протяженных трубопроводов.
Существуют оценки, которые показывают, что, например, для
ряда районов Мирового океана (Южно-Китайское море, зона
Арктического бассейна и другие) влияние внутренних волн на
подводные платформы в десятки раз может превышать ветро-
вые нагрузки [51, 56, 81, 99, 100]. Задачи подобной сложности,
как правило, допускает только прямое численное моделирование
[38,58,83,98,101]. Однако начальные данные для расчетов такого
рода известны лишь приблизительно, что может привести к зна-
чительной потери точности получаемых результатов. Кроме того,
численный анализ не позволяет проводить качественные оценки
получаемых результатов, что является необходимым при прове-
дении, например, экспресс-оценок результатов измерения волн
в океане и атмосфере, в том числе методами дистанционного
зондирования [41–45].

Анализ двумерных и трехмерных нестационарных волновых
движений, возникающих в океане вследствие стратификации его
вод, оказывается весьма сложной в вычислительном отношении
задачей. Разработан и получил широкое применение численный
код MIT, решающий полные уравнения гидродинамики с учетом
реального рельефа дна, вращения Земли и турбулентных процес-
сов [102]. Данная модель требует больших компьютерных ре-
сурсов, оправданных только для решения ряда отдельных прак-
тических задач океанологии. Тем не менее даже такие пол-
ные модели пока еще не учитывают, например, существую-
щую в реальных океанических условиях стабильную фоновую
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горизонтально-неоднородную стратификацию. Для учета упомя-
нутого гидрофизического эффекта необходимо вводить внешние
силы, удерживающие эту неоднородность стратификации, однако
их численная параметризация весьма затруднительна. Существу-
ющие в настоящее время другие методы численного моделирова-
ния, в том числе с использованием суперкомпьютеров (алгоритм
IGW Research [103], алгоритмы Riemann Solver для решения
гиперболических уравнений мелкой воды [104, 105], псевдоспек-
тральный алгоритм высокого порядка для решений уравнений
гидродинамики HOSM [106–108]), не всегда позволяют эффек-
тивно рассчитывать конкретные физические задачи волновой ди-
намики океана и атмосферы с учетом их реальной изменчивости,
так как ориентированы на решение достаточно общих задач, тре-
буют больших вычислительных мощностей, не всегда учитывают
физическую специфику решаемых задач, что существенно огра-
ничивает их практическую применимость, особенно при расчетах
волновых полей в реальных природных средах [66,82,109]. Кроме
того, использование мощных численных алгоритмов требует вери-
фикации и сравнения с точными аналитическими решениями мо-
дельных задач.

Поэтому в современных научных исследованиях при анализе
волновых явлений в реальных стратифицированных средах (оке-
ан, атмосфера Земли) широко применяются упрощенные асимп-
тотические и аналитические модели. В линейном приближении
существующие подходы к описанию волновой картины возбужда-
емых полей ВГВ основаны на представлении волновых полей ин-
тегралами Фурье: искомое решение в линейной постановке пред-
ставляется в форме многократных квадратур от решения соответ-
ствующих вертикальных спектральных задач [59, 61, 110–119].
В результате волновое поле можно найти численным инте-
грированием, и, казалось бы, нет необходимости в исследова-
нии асимптотик. Тем не менее получение таких асимптотик весь-
ма актуально. Объясняется это следующими причинами. Во-пер-
вых, по мере увеличения времени и расстояния от источника при-
ходится вычислять интегралы от все более и более быстро ос-
циллирующих функций, а численные расчеты делаются все более
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и более трудоемкими. Во-вторых, получить из численных расче-
тов качественное описание уходящих от источника волновых па-
кетов, их эволюцию во времени и пространстве, их зависимость
от характеристик источника и т. п. практически либо невозмож-
но, либо это требует значительных вычислительных ресурсов.
В то же время асимптотические выражения для волновых полей
представляют собой явные формулы, использующие известные
специальные функции. Их качественный анализ, как правило,
не вызывает затруднений [66, 120–127]. В-третьих, найденные
асимптотики позволяют, в принципе, перейти к более реали-
стической ситуации сред, параметры которых медленно меняют-
ся по горизонтали и времени, так как наличие явных формул
дает возможность учесть изменение параметров среды вдоль
трассы распространения волновых пакетов посредством соответ-
ствующего изменения аргументов, описывающих поле специаль-
ных функций, а также амплитудных и фазовых множителей
[54,55,60,112,128,129].

Среди большого многообразия наблюдаемых волновых про-
цессов различной физической природы в океане и атмосфере
Земли особое место занимает взаимодействие возбуждаемых
волн с течениями [79, 84, 98, 112, 130–137]. Движение страти-
фицированной среды является одним из основных факторов,
влияющих на динамику внутренних гравитационных волн как
в естественных условиях, так и в технических устройствах.
Если характерный масштаб изменения течений по горизонтали
много больше длин внутренних волн, а характерный масштаб
временной изменчивости много больше их периодов, то есте-
ственной математической моделью будет случай стационарных
и горизонтально однородных сдвиговых течений. В современных
научных исследованиях при анализе динамики волн в природных
стратифицированных средах с учетом наличия течений приме-
няются асимптотические методы исследования аналитических
моделей волновой генерации [132,138–142]. В линейном прибли-
жении существующие подходы к описанию волновой картины
возбуждаемых полей основаны на представлении волновых полей
интегралами Фурье и их асимптотическом анализе [67,143,144].
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В реальных океанических условиях необходимо рассматри-
вать внутренние гравитационные волны, распространяющиеся на
фоне средних течений с вертикальным сдвигом скорости, причем
вариация скорости по вертикали составляет десятки сантиметров
в секунду, то есть имеет тот же порядок, что и максимальные
скорости внутренних волн. Такие течения существенно сказыва-
ются на распространении внутренних волн. В [79,112] приведены
результаты многочисленных исследований по натурным измере-
ниям внутренних волн, течений, а также их взаимодействию
в различных областях Мирового океана. В [84] рассмотрена
генерация волн сдвиговым течением в проливе Карские Ворота,
причем течение меняется с приливной частотой и пакеты внут-
ренних волн появляются с приливной периодичностью за счет
сдвиговой неустойчивости. Аналогичные результаты получены
в [131] на примере Гибралтарского пролива, где рассмотрены
измерения течений и волн, причем амплитуда последних состав-
ляет десятки метров. При моделировании генерации внутренних
волн в реальном океане точечным источником можно считать
крутой склон поперечного хребта в проливе, который обтекается
периодическим приливным сдвиговым течением.

Синтез численных, аналитических и асимптотических ре-
зультатов может дать первоначальные качественные и коли-
чественные представления о волновых процессах в реальных
гидрофизических средах (океан, атмосфера) с учетом фоновых
сдвиговых течений [64,75,79,98,130,141,142,145–149].

Динамика жидкости с ледяным покровом привлекает к себе
все большее внимание как в связи с успешным применением
новых математических методов при исследовании ее задач, так
и в силу возможных геофизических и практических приложений
[150–155]. Актуальность этого направления исследований обу-
словлена, в частности, объявленными планами освоения Аркти-
ки. Наиболее изучены к настоящему времени задачи о волновых
движениях в жидкости с ледяным покровом. Обзор основных
результатов этой теории можно найти, например, в [80,156–159].
При этом задачи о генерации волн в жидкой среде как с ле-
дяным покровом, так и без него представляют значительный
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теоретический и практический интерес. В классической гидро-
динамике разработаны методы решения таких задач, основанные
на моделировании локализованных в толще жидкости источ-
ников возмущений точечными гидродинамическими особенно-
стями [96, 97, 160–163]. В последнее время появились работы,
распространяющие этот подход на случай жидкости с ледяным
покровом. Рассмотрены задачи о точечном источнике переменной
интенсивности в слое жидкости с ледяным покровом и получены
общие выражения для потенциала скорости; рассмотрены их
частные случаи для импульсного, постоянного и пульсирующего
по гармоническому закону источников; приведены асимптотиче-
ские выражения потенциала скорости установившегося течения
при длительной работе пульсирующего источника и потенциала
скорости течения на большом расстоянии от источника [164].
В [165] изучены волны, возникающие на ледяном покрове жид-
кости при импульсном воздействии на лед, а также при мгно-
венном выбросе некоторой массы точечным источником в толще
жидкости. В случае волн, образующихся на ледяном покрове под
влиянием такого источника, методом стационарной фазы найдено
асимптотическое представление для больших времен в точках
с фиксированным отношением расстояния от источника ко вре-
мени в системе координат, движущейся с определяемой этим
отношением скоростью. Аналогичные результаты для источника
с произвольно меняющейся во времени интенсивностью получе-
ны в [166].

В рамках линейной потенциальной теории решение задачи
о движении сферы в идеальной несжимаемой жидкости бес-
конечной глубины под ледяным покровом при неравномерном
сжатии построено в [167]. Исследованы гидродинамические на-
грузки, действующие на такую сферу: волновое сопротивление,
боковая и подъемная силы, а также прогиб ледяного покрова
в зависимости от его толщины, скорости тела, глубины погру-
жения и направления движения. Аналогичное исследование для
кругового цилиндра проведено в [168–170].

Влияние сдвига скорости жидкости на деформации ледяного
покрова под действием локальной области давления на поверх-
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ности льда изучено в работах [171–174]. Кроме того, в статьях
[173, 174] найдены волновые силы для случая области, движу-
щейся равномерно и прямолинейно. Исследованы зависимости
силовой нагрузки от сдвига скорости, толщины сдвигового слоя
жидкости и направления движения области.

Значительный интерес представляют задачи об установлении
волн при выходе их источников на некоторый стационарный
режим. В работах [175–179] изучены процессы установления
волн на свободной поверхности жидкости и на ледяном покрове
при равномерном движении точечной гидродинамической особен-
ности и при периодическом изменении ее интенсивности в толще
жидкости. В результате установившиеся режимы получены как
пределы отклонения ледяного покрова или свободной поверхно-
сти жидкости от положения равновесия в любой фиксирован-
ной точке в системе координат, связанной с гидродинамической
особенностью, при неограниченном возрастании времени. Для
вычисления этих пределов использовались свойства обобщенных
функций, и такой подход позволил автоматически устранить
свободные волны и сразу найти физически осмысленное решение
без использования дополнительных условий излучения.





ДИНАМИКА ПОВЕРХНОСТНЫХ
ВОЛН В ПЛОСКОМ СЛУЧАЕ





1.1.1. Введение

Обтекание подводных неоднородностей (или препятствий)
в морской среде приводит к возникновению возмущений, которые
могут выходить на поверхность воды. При этом наличие страти-
фикации среды и ее особенности могут обусловливать определен-
ные эффекты в формировании структуры поверхностных возму-
щений. В реальных условиях открытого моря такими особенно-
стями являются относительно резкие перепады плотности воды,
связанные (прежде всего) с наличием сезонного термоклина или
иных скачков плотности воды. В этом случае представляет инте-
рес исследование возможных пикноклинных эффектов при обте-
кании препятствия в окрестности таких скачков плотности. Один
из способов моделирования находящегося в потоке препятствия
основан на его замене эквивалентной системой гидродинамиче-
ских особенностей (источников, стоков, вихрей, мультиполей).
В соответствии с этим расчет поверхностных возмущений может
быть сведен к расчету волн, генерируемых моделирующими
препятствие гидродинамическими особенностями [96,162].

1.1.2. Постановка задачи и ее решение

Итак, рассматривается задача о возбуждении поверхностных
возмущений при поперечном обтекании препятствия в виде ци-
линдрического тела потоком идеальной жидкости, состоящей
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из двух слоев постоянной плотности: ρ1 (верхний слой) и ρ2
(нижний), при условии ρ1 < ρ2. Толщина верхнего слоя — H,
нижний слой считаем бесконечно глубоким. Поток стационарно
обтекает препятствие, локализованное либо над границей разде-
ла слоев, либо под ней.

Цилиндрическое препятствие моделируется точечным диполем
с моментом R, внезапно (в момент времени t = 0) пришедшим
в движение вблизи границы раздела слоев с постоянной скоро-
стью V , направленной горизонтально (вдоль оси x, совпадающей
с невозмущенным положением этой границы). Движущийся в на-
правлении отрицательных x диполь поместим вначале на гори-
зонте z = z0 в верхнем слое (рис. 1.1), а затем на горизонте

Рис. 1.1. Схема движения диполя в верхнем слое двухслойной жидко-
сти в начальный момент времени

z = −z0 — в нижнем (рис. 1.3, см. 2). Исследуется установивша-
яся картина поверхностных волн вдали от диполя. В силу линей-
ности задачи в дальнейшем рассматривается диполь с единичным
моментом.

1. Препятствие над слоем скачка. Рассмотрим задачу
о возбуждении поверхностных возмущений движущимся над
слоем скачка плотности препятствием, расположенным в началь-
ный момент времени в точке (0, z0). Введем потенциал скоро-
стей Φ(x, z, t), ∇Φ = U, U = (u, v), где u, v — соответственно
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горизонтальная и вертикальная компоненты вектора скорости
в произвольной точке потока. Тогда для потенциала Φ имеем
уравнение Пуассона и соответствующие граничные условия:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ΔΦ(x, z, t) = θ(t)δ(z − z0)δ′(x+ V t), Φ(x, z, t) ≡ 0 при t < 0,
∂2Φ1

∂t2
+ g

∂Φ1

∂z
= 0 при z = H,

∂Φ1

∂z
= ∂Φ2

∂z
при z = 0,

ρ1

(
∂2Φ1

∂t2
+ g

∂Φ1

∂z

)
= ρ2

(
∂2Φ2

∂t2
+ g

∂Φ2

∂z

)
при z = 0.

(1.1)

Здесь δ(.) — дельта-функция, δ′(.) — ее производная, g — уско-
рение свободного падения;

θ(t) =

{
1, t > 0,

0, t < 0,
Φ(x, z, t) =

{
Φ1(x, z, t), z > 0,

Φ2(x, z, t), z < 0.

Правая часть уравнения Пуассона соответствует движущемуся
диполю, находящемуся в произвольный момент времени t (t > 0)
в точке (−V t, z0). Первое граничное условие описывает постоян-
ство давления на свободной поверхности жидкости, второе усло-
вие означает равенство вертикальных скоростей по обе стороны
границы раздела слоев, а третье условие — равенство давлений
по разные стороны этой границы.

Для трансформанты Фурье,

Φ̃(k,ω, z) =
+∞∫
−∞

eikxdx

+∞∫
−∞

eiωtΦ(x, z, t) dt,

задача (1.1) преобразуется к виду (k — волновое число, ω —
частота)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2Φ̃
∂z2

− k2Φ̃ = k

ω − kV
δ(z − z0),

−ω2Φ̃1 + g
∂Φ̃1

∂z
= 0 при z = H,

∂Φ̃1

∂z
= ∂Φ̃2

∂z
при z = 0,

ρ1

(
−ω2Φ̃1 + g

∂Φ̃1

∂z

)
= ρ2

(
−ω2Φ̃2 + g

∂Φ̃2

∂z

)
при z = 0,

(1.2)
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где

Φ̃(k,ω, z) =
{

Φ̃1(k,ω, z), 0 < z < H,
Φ̃2(k,ω, z), z < 0,

Φ̃1(k,ω, z) =
{
ϕ̃1(k,ω, z), z0 < z < H,
ϕ̃2(k,ω, z), 0 < z < z0.

Решение ϕ̃1(k,ω, z) с точностью до множителя, зависящего толь-
ко от k и ω, удовлетворяющее первому граничному условию
в (1.2), имеет вид

ϕ̃1(k,ω, z) = (ω2 + gk)ek(z−H) − (ω2 − gk)e−k(z−H). (1.3)

Решение ϕ̃2(k,ω, z) ищется в виде P (k,ω)ekz + Q(k,ω)e−kz.
Для полноты решения последнее нужно «сшить» с решением
Φ̃2(k,ω, z) = C(k,ω)e−|k|z (z < 0) c помощью граничных условий
при z = 0. На этом пути получим

ϕ̃2(k,ω, z) =
(
ρ2(ω2 − gk) + ρ1(ω2 + gk)

)
ekz +

+ (ρ2 − ρ1)(ω2 − gk)e−kz. (1.4)

Окончательно решение Φ̃1(k,ω, z) ищем в виде

Φ̃1(k,ω, z) =

{
A(k,ω)ϕ̃1(k,ω, z), z0 < z < H,

B(k,ω)ϕ̃2(k,ω, z), 0 < z < z0,

где ϕ̃1(k,ω, z) и ϕ̃2(k,ω, z) определены в (1.3) и (1.4). Для
нахождения функций A(k,ω) и B(k,ω) воспользуемся условием
«сшивки» решения при z = z0, вытекающим из первого уравне-
ния, фигурирующего в задаче (1.2):⎧⎨⎩A(k,ω)ϕ̃1(k,ω, z0) = B(k,ω)ϕ̃2(k,ω, z0),(

A(k,ω)∂ϕ̃1(k,ω, z)
∂z

−B(k,ω)∂ϕ̃2(k,ω, z)
∂z

)∣∣∣
z=z0

= k

ω − kV
.

Решая эту систему, получим выражения для A(k,ω) и B(k,ω),⎧⎪⎨⎪⎩
A(k,ω) = ϕ̃2(k,ω, z0)

W

k

ω − kV
,

B(k,ω) = ϕ̃1(k,ω, z0)
W

k

ω − kV
,
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где

W = 4k(ρ2 ch kH + ρ1 sh kH)(ω2 − gk)(ω2 − ω21(k)),

ω21(k) = gk(ρ2 − ρ1) th kH
ρ2 + ρ1 th kH

.

Функция ω = ω1(k) представляет собой дисперсионное соотно-
шение для внутренних волн. Окончательно получаем

ϕ̃1(k,ω, z) =
k

ω−kV ×

×
[(
ρ2(ω2−g|k|)+ρ1(ω2+g|k|)

)
e|k|z0+(ρ2−ρ1)(ω2−g|k|)e−|k|z0

]
4|k|(ρ2 ch |k|H+ρ1 sh |k|H)

×

×
[
(ω2+g|k|)e|k|(z−H)−(ω2−g|k|)e−|k|(z−H)

]
(ω2−g|k|)(ω2−ω21(|k|))

,

ϕ̃2(k,ω, z) =
k

ω−kV ×

×
[(
ρ2(ω2−g|k|)+ρ1(ω2+g|k|)

)
e|k|z+(ρ2−ρ1)(ω2−g|k|)e−|k|z

]
4|k|(ρ2 ch |k|H+ρ1 sh |k|H)

×

×
[
(ω2+g|k|)e|k|(z0−H)−(ω2−g|k|)e−|k|(z0−H)

]
(ω2−g|k|)(ω2−ω21(|k|))

.

(1.5)

Здесь важно отметить, что в формулах (1.5) везде вместо k

стоит |k|, кроме множителя k/(ω − kV ). Это обусловлено тем,
что в решении Φ̃2(k,ω, z) содержится |k| для обеспечения убы-
вания решения с глубиной при всех k (положительных и отрица-
тельных).

В дальнейшем нас будет интересовать величина возвышения
поверхности жидкости

η(x, t) = −1
g

∂Φ(x, z, t)
∂t

∣∣∣
z=H

.

Трансформанта Фурье последней связана с Φ̃(k,ω, z) следующим
образом:

η̃(k,ω) = iω

g
Φ̃(k,ω,H).
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Далее, используя выражение для ϕ̃1(k,ω, z) из (1.5), получим

η̃(k,ω) =
ik

ω − kV
×

× ω
[(
ρ2(ω2−g|k|)+ρ1(ω2+g|k|)

)
e|k|z0+(ρ2−ρ1)(ω2−g|k|)e−|k|z0

]
2|k|(ρ2 ch |k|H+ρ1 sh |k|H)(ω2−g|k|)(ω2−ω21(|k|))

.

Обратное преобразование Фурье от η̃(k,ω) представляется
в виде

η(x, t) = 1

4π2

+∞∫
−∞

e−ikx dk
+∞∫
−∞

η̃(k,ω)e−iωt dω. (1.6)

Здесь контур интегрирования по ω слегка смещен в верхнюю
полуплоскость. Интеграл по ω вычислим, замыкая контур инте-
грирования в нижнюю полуплоскость с учетом полюсов в точках
ω = kV , ω = ±√g|k| , ω = ±ω1(|k|).

Установившемуся режиму движения диполя в системе ко-
ординат ξ = x + V t, движущейся вместе с ним, соответствует
предел выражения (1.6) при t→ +∞. При этом вклады полюсов
ω = ±√g|k| и ω = ±ω1(|k|) при t → +∞ стремятся к нулю.
Например, при учете полюса ω =

√
gk и деформации исходного

контура интегрирования по k в путь наискорейшего спуска,
проходящий через точку стационарности фазы; соответствующие
полюса не пересекаются (и не дают вкладов в интеграл), а вклад
стационарной точки при t→ +∞ ведет себя как O(1/

√
t ) [180].

Вклад полюса ω = kV дает

η(ξ) =
1

4πV

+∞∫
−∞

[ (
ρ2(|k|V 2 − g) + ρ1(|k|V 2 + g)

)
e|k|z0

(ρ2 ch |k|H + ρ1 sh |k|H)(|k|V 2 − g)(1− ψ(|k|)) +

+
(ρ2 − ρ1)(|k|V 2 − g)e−|k|z0

(ρ2 ch |k|H + ρ1 sh |k|H)(|k|V 2 − g)(1− ψ(|k|))

]
e−ikξ dk,

(1.7)

где ψ(|k|) = ω21(|k|)/(|k|2V 2), а контур интегрирования слегка
смещен в верхнюю полуплоскость. Для оценки интеграла (1.7)
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Рис. 1.2. Контуры интегрирования для I1 и I2 — сплошные линии,
направления замыкания контуров — пунктирные кривые.

разобьем область интегрирования на два интервала (рис. 1.2),

η(ξ) = I1 + I2,

где

I1 =
0+iε∫

−∞+iε

F (k, z0)e−ikξ dk, I2 =
+∞+iε∫

0+iε

F (k, z0)e−ikξ dk.

Сделав в первом интеграле замену k = −u, получим

I1 =
+∞−iε∫

0−iε
F (k, z0)eikξ dk.

Рассмотрим случай больших положительных ξ. Замкнув кон-
тур интегрирования для I1 в верхней полуплоскости, а для
I2 — в нижней полуплоскости, получим, что η(ξ) состоит из
двух слагаемых. Первое слагаемое — интеграл типа Лапласа
по мнимой оси, представляющий собой неволновую часть реше-
ния. Это слагаемое описывает впадину свободной поверхности
непосредственно над рассматриваемым диполем. Можно пока-
зать, что при больших ξ его асимптотика есть O(1/ξ2). Второе
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слагаемое, определяющее собственно волновую структуру, есть
сумма вкладов двух полюсов k = g/V 2 и k = kψ. Первый полюс
соответствует поверхностной моде

ηП(ξ) =−R 2ρ1gegz0/V
2

V 3(ρ2 ch(g/V 2)+ρ1 sh(g/V 2))(1−ψ(g/V 2))
sin(gξ/V 2).

(1.8)
Второй полюс kψ, где kψ — действительный корень уравнения
ψ(k) = 1, отвечает внутренней моде

ηВ(ξ) = −R
[ (

ρ2(kV 2 − g) + ρ1(kV 2 + g)
)
ekz0

V (ρ2 ch kH + ρ1 sh kH)(kV 2 − g)(−ψ′(k))
+

+
(ρ2 − ρ1)(kV 2 − g)e−kz0

V (ρ2 ch kH + ρ1 sh kH)(kV 2 − g)(−ψ′(k))

]
sin kξ

∣∣∣∣∣
k=kψ

.

(1.9)

Отметим, что внутренняя мода существует (то есть уравнение
ψ(k) = 1 имеет вещественный корень kψ) в случае, когда значе-
ние V меньше некоторого Vкр., которое определяется из соотно-
шения

V 2
кр. = gH

(
1− ρ1

ρ2

)
. (1.10)

При больших отрицательных значениях ξ контуры для вы-
числения I1 замкнем в нижней полуплоскости, а для I2 — в верх-
ней. В этом случае соответствующие полюса вкладов не дадут,
а интеграл по мнимой оси по-прежнему ведет себя как O(1/ξ2).
Отметим, что математическое представление поверхностных воз-
мущений (1.8) и (1.9) имеет относительно простую физиче-
скую интерпретацию, которую совместно с результатами расче-
тов амплитуды возмущений рассмотрим позднее.

2. Препятствие под слоем скачка. В аналогичной поста-
новке рассмотрим задачу о возбуждении поверхностных возму-
щений при движении моделируемого точечным диполем пре-
пятствия под слоем скачка плотности жидкости. В начальный
момент времени диполь находится в точке (0,−z0) (рис. 1.3).
С введением потенциала скоростей Φ(x, z, t), ∇Φ = U, U = (u, v)
(u, v — соответственно горизонтальная и вертикальная компо-
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Рис. 1.3. Схема движения диполя в нижнем слое двухслойной жидко-
сти в начальный момент времени

ненты поля скоростей жидкости) математическая постановка
данной задачи принимает вид⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ΔΦ(x, z, t) = θ(t)δ(z + z0)δ′(x+ V t), Φ(x, z, t) ≡ 0 при t < 0,
∂2Φ1

∂t2
+ g

∂Φ1

∂z
= 0 при z = H,

∂Φ1

∂z
= ∂Φ2

∂z
при z = 0,

ρ1

(
∂2Φ1

∂t2
+ g

∂Φ1

∂z

)
= ρ2

(
∂2Φ2

∂t2
+ g

∂Φ2

∂z

)
при z = 0.

(1.11)

Здесь

Φ(x, z, t) =

{
Φ1(x, z, t), 0 < z < H,

Φ2(x, z, t), z < 0.

В терминах трансформанты Фурье потенциала

Φ̃(k,ω, z) =
+∞∫
−∞

eikx dx

+∞∫
−∞

eiωtΦ(x, z, t) dt

задача (1.11) формулируется следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2Φ̃
∂z2

− k2Φ̃ = k

ω − kV
δ(z + z0),

−ω2Φ̃1 + g
∂Φ̃1

∂z
= 0 при z = H,

∂Φ̃1

∂z
= ∂Φ̃2

∂z
при z = 0,

ρ1

(
−ω2Φ̃1 + g

∂Φ̃1

∂z

)
= ρ2

(
−ω2Φ̃2 + g

∂Φ̃2

∂z

)
при z = 0;

(1.12)
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здесь

Φ̃(k,ω, z) =
{

Φ̃1(k,ω, z), 0 < z < H,
Φ̃2(k,ω, z), z < 0,

Φ̃2(k,ω, z) =
{
ϕ̃1(k,ω, z), −z0 < z < 0,
ϕ̃2(k,ω, z), z < −z0.

Решение Φ̃1(k,ω, z), удовлетворяющее первому граничному
условию в (1.12), имеет вид

Φ̃1(k,ω, z) = A(k,ω)(ω2 sh k(z −H) + gk ch k(z −H)).

Решение ϕ̃1(k,ω, z) ищется в виде B(k,ω) sh kz + D(k,ω) ch kz.
Для полноты решения последнее нужно «сшить» с решением
Φ̃1(k,ω, z) (z > 0) c помощью граничных условий при z = 0.
На этом пути получим

ϕ̃1(k,ω, z) = A(k,ω) [b(k,ω) sh kz + d(k,ω) ch kz] ,

где

b(k,ω) = ω2 ch kH − gk sh kH,

d(k,ω) =
[
−ρ1
ρ2
ω2 +

(
ρ1
ρ2

− 1
)
g2k2

ω2

]
sh kH + gk ch kH.

Для нахождения неизвестной функции A(k,ω) воспользу-
емся условиями «сшивки» решений, ϕ̃1(k,ω, z) и ϕ̃2(k,ω, z) =
= C(k,ω)e|k|z при z = −z0, следующими из первого уравнения
в задаче (1.12):⎧⎪⎨⎪⎩

ϕ̃1(k,ω,−z0) = ϕ̃2(k,ω,−z0),(
∂ϕ̃1(k,ω, z)

∂z
− ∂ϕ̃2(k,ω, z)

∂z

)∣∣∣∣
z=−z0

=
k

ω − kV

или ⎧⎨⎩ (−b sh kz0 + d ch kz0)A− e−kz0C = 0,

(b ch kz0 − d sh kz0)A− e−kz0C =
1

ω − kV
.
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Решая эту систему, получим выражения для A и C:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
A(k,ω) = e−kz0

(ω − kV )(b− d)
,

C(k,ω) = −b sh kz0 + d ch kz0
(ω − kV )(b− d)

.

В итоге получаем

Φ̃1(k,ω, z) =
k

ω−kV ×

× ρ2ω
2
[
ω2 sh |k|(z−H)+g|k| ch |k|(z−H)

]
e−|k|z0

|k|(ρ2 ch |k|H+ρ1 sh |k|H)(ω2−g|k|)(ω2−ω21(|k|))
,

ϕ̃1(k,ω, z) =
k

ω−kV ×

×
[
ρ2ω

4 ch |k|H sh |k|z+(−ρ1ω4+(ρ1−ρ2)g2|k|2
)
sh |k|H ch |k|z

|k|(ρ2 ch |k|H+ρ1 sh |k|H)(ω2−g|k|)(ω2−ω21(|k|))
+

+
ρ2ω

2g|k| ch |k|(z−H)
|k|(ρ2 ch |k|H+ρ1 sh |k|H)(ω2−g|k|)(ω2−ω21(|k|))

]
e−|k|z0 ,

ϕ̃2(k,ω, z) =
k

ω−kV ×

×
[−ρ2ω4 ch |k|H sh |k|z0+

(−ρ1ω4+(ρ1−ρ2)g2|k|2
)
sh |k|H ch |k|z0

|k|(ρ2 ch |k|H+ρ1 sh |k|H)(ω2−g|k|)(ω2−ω21(|k|))
+

+
ρ2ω

2g|k| ch |k|(z0+H)
|k|(ρ2 ch |k|H+ρ1 sh |k|H)(ω2−g|k|)(ω2−ω21(|k|))

]
e|k|z, (1.13)

где

ω21(k) = gk(ρ2 − ρ1) th kH
ρ2 + ρ1 th kH

— дисперсионное соотношение для внутренних волн. Здесь, как
и в формулах (1.5), везде вместо k стоит |k|, кроме множителя
k/(ω − kV ). Это обусловлено тем, что в решении ϕ̃2(k,ω, z)
содержится |k| для обеспечения убывания решения с глуби-
ной при всех значениях k (как положительных, так и отрица-
тельных).
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Далее, как и в первой задаче, проведем расчет величины
возвышения поверхности жидкости с использованием процедуры
обратного преобразования Фурье. В итоге для трансформанты
Фурье с использованием выражения для Φ̃1(k,ω, z) из (1.13)
получим

η̃(k,ω) =
k

ω−kV
iρ2ω

3e−|k|z0

(ρ2 ch |k|H+ρ1 sh |k|H)(ω2−g|k|)(ω2−ω21(|k|))
.

(1.14)

Проводя обратное преобразование Фурье по ω, из (1.14) имеем
следующее выражение для стационарной части поверхностных
возмущений при t → ∞ в системе отсчета, связанной с движу-
щимся диполем:

η(ξ) = 1
2πV

+∞∫
−∞

ρ2|k|e−|k|z0 e−ikξdk
(ρ2 ch |k|H + ρ1 sh |k|H)(|k| − g/V 2)(1− ψ(|k|)) ;

(1.15)
здесь ψ(|k|) = ω21(|k|)/(|k|2V 2), ξ = x + V t, а контур интегри-
рования слегка смещен в верхнюю полуплоскость. Для оценки
интеграла (1.15) разобьем область интегрирования на два интер-
вала (рис. 1.2),

η(ξ) = I1 + I2,

где

I1 =
0+iε∫

−∞+iε

F (k, z0)e−ikξ dk, I2 =
+∞+iε∫

0+iε

F (k, z0)e−ikξ dk.

В итоге, проводя процедуры расчетов аналогично первой за-
даче, получим окончательные выражения для амплитуд двух
мод волновой структуры (генерируемых диполем с моментом R):
поверхностной моды

ηП(ξ) =

= −R 2ρ2ge−gz0/V
2

V 3(ρ2 ch(gH/V 2) + ρ1 sh(gH/V 2))(1− ψ(g/V 2))
sin(gξ/V 2)

(1.16)
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и внутренней моды

ηВ(ξ) = −R 2ρ2ke
−kz0

(ρ2 ch kH + ρ1 sh kH)(k − g/V 2)(−ψ′(k))
sin(kξ)

∣∣∣∣
k=kψ

.

(1.17)

Отметим, что как и для первой задачи, внутренняя мода возни-
кает в случае, когда V меньше некоторого Vкр., которое опре-
деляется тем же соотношением (1.10), что и для задачи (1.1).
Поверхностная же мода в обоих случаях существует при любых
значениях величины скорости набегающего потока, как и в клас-
сической задаче об обтекании препятствия потоком однородной
жидкости бесконечной глубины [160].

1.1.3. Анализ и численные расчеты
для реальных условий моря

Механизм генерации поверхностных возмущений, возника-
ющих при обтекании подводного препятствия и описываемых
выражениями (1.8)–(1.9) и (1.16)–(1.17), относительно прост
и представляется следующим образом. Так, для задачи (1.1)
поверхностная мода (1.8) отражает эффект непосредственного
обтекания дипольного препятствия потоком жидкости. В этом
случае возмущения от него распространяются вверх (с выходом
на поверхность, что и описывается (1.8)) и вниз. В последнем
случае это вызывает возмущения самого слоя скачка плотности
воды, колебания которого в свою очередь эволюционируют как
вниз, исчезая на бесконечности (в рамках поставленной зада-
чи), так и вверх, вызывая вторичные возмущения поверхности
воды, что и описывается (1.9). При этом очевидно, что по своей
энергии (и импульсу) вторичные колебания (за счет внутренней
моды) слабее первых (соответствующие расчеты будут рассмот-
рены ниже).

В условиях задачи (1.11) — обтекание под границей раз-
дела слоев — на распространение возмущений от препятствия
вверх существенное влияние оказывает скачок плотности, «за-
бирающая» часть их энергии на свое возбуждение. Остальная
часть (с учетом диссипации) идет на генерацию поверхностных
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возмущений, описываемых (1.16). В свою очередь возбуждение
от скачка, эволюционируя вверх, формирует вторичную (внут-
реннюю) моду (1.17) на поверхности воды. А возмущение от пре-
пятствия вниз полностью исчезает на бесконечности.

На рис. 1.4–1.6 наглядно продемонстрирован эффект влия-
ния скачка плотности на изменение амплитуды поверхностной
волны, возникающей при обтекании диполя. Расчеты велись при
значениях параметров, соответствующих реальным условиям от-
крытого моря. Так, плотность верхнего слоя моря можно выбрать
как ρ1 = 1022 кг/м3, а плотность нижнего (ρ2) выбрать в пре-
делах 1023 кг/м3 � ρ2 � 1029 кг/м3. Таким плотностям отвечают
значения параметра δ = ρ1/ρ2 в пределах 0,993 � δ � 0,999.
На графиках 1.4–1.6 расчеты проводились для трех вариантов
мощности скачка плотности: δ1 = 0,996, δ2 = 0,998 и δ3 = 0,999.
Момент диполя R задавался пропорциональным скорости его
движения V : R/V = 1600м2. Для исследования влияния глуби-
ны локализации скачка расчеты велись при H = 50м и H = 70м,
а положение препятствия (диполя) ограничивалось тремя гори-
зонтами: z0 = 7м, 4 м и 1м как сверху (задача (1.1)), так и снизу
(задача (1.11)) от уровня границы раздела слоев воды.

На рис. 1.4 приведены кривые амплитуд поверхностной мо-
ды B, рассчитанные над слоем скачка плотности (верхние три
линии) и под ним (нижние три линии) для случаев H = 50м
и H = 70м. Здесь следует отметить, что на каждой кривой
расположены три группы точек, соответствующие трем значени-
ям δi (i = 1, 2, 3), что указывает на независимость поверхностной
моды от мощности скачка плотности воды, то есть такая мода
проявляется непосредственно за счет обтекания диполя. Далее,
на графиках видно, что амплитуды возмущений над скачком
плотности существенно (в несколько раз) выше соответствую-
щих амплитуд под скачком. Сравнение значений B для двух
различных глубин скачков плотности (50м и 70м) показывает,
что углубление скачка также приводит к существенному умень-
шению амплитуды возмущений на поверхности воды.

На рис. 1.5–1.6 приведены кривые, соответствующие ампли-
тудам внутренней моды B, рассчитанные над слоем скачка плот-
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Рис. 1.4. Амплитуды поверхностной моды при обтекании препятствия
над слоем скачка плотности и под ним в случаях H = 50м и H = 70м

ности (верхние части) и под ним (нижние части) для случаев
H = 50м и H = 70м. Необходимо отметить, что в обоих случаях
с приближением препятствия к слою скачка амплитуда внут-
ренней моды возрастает, то есть уменьшению z0 соответствует
увеличение B. На представленных графиках видно, что прояв-
ления амплитуд внутренней и поверхностной моды на интервале
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Рис. 1.5. Амплитуды внутренней моды при обтекании препятствия над
слоем скачка плотности и под ним в случае H = 50м

скорости обтекания препятствия V существенно разнесены меж-
ду собой. Так, внутренняя мода в зависимости от δ проявляется
лишь при небольших скоростях V , а область проявления поверх-
ностной моды существенно сдвинута в сторону больших V . Это
обусловлено «привязкой» внутренней моды к структуре скачка
плотности (см. выражение (1.10)).
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Рис. 1.6. Амплитуды внутренней моды при обтекании препятствия над
слоем скачка плотности и под ним в случае H = 70м

Сравнивая амплитуды возмущений внутренней (рис. 1.5–1.6)
и поверхностной (рис. 1.4) мод, нужно отметить их существен-
ную разницу в сторону увеличения последней (как и следовало
ожидать — см. выше). При этом, в отличие от поверхностной
моды, для внутренней моды различно и ее поведение в случаях
обтекания диполя над скачком плотности и под ним, причем как
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по форме, так и по величине B. Это указывает на характерную
роль скачка плотности как неоднородности, блокирующей выход
возмущений на морскую поверхность.

Продолжая анализ кривых на рис. 1.5–1.6, отметим, что
(как и в случае поверхностной моды) локализация по вертикали
скачка плотности также влияет и на эволюцию внутренней моды
и ее характеристики на поверхности воды. Однако в последнем
случае это влияние несколько меньше.

Заканчивая анализ поверхностных возмущений, возникаю-
щих при обтекании препятствия в виде диполя, важно отметить,
что параметры подобных поверхностных колебаний воды неодно-
кратно выявлялись при радиолокационном мониторинге морской
поверхности, проводимом в рамках специальных натурных экс-
периментов (см., например, [41]).

1.1.4. Заключение

Исследованы поверхностные возмущения двухслойной иде-
альной жидкости, возникающие при обтекании в окрестности
слоя скачка плотности подводного препятствия, моделируемого
точечным диполем. Показано, что в реальных условиях откры-
того моря за обтекаемым препятствием возможно образование
двух различных типов поверхностных волн. Сравнение амплитуд
поверхностных возмущений от обтекаемого препятствия, находя-
щегося над и под скачком плотности, выявило их существенные
различия, что представляется важным для использования этого
эффекта в практических задачах.



В разд. 1.1 исследовался механизм генерации поверхност-
ных волн, возникающих при обтекании подводных препятствий
вблизи скачка плотности в условии бесконечной глубины моря.
Было показано, что амплитуды поверхностных волн зависят от
мощности скачка плотности, глубины его погружения и относи-
тельной локализации препятствия в окрестности самого скачка
плотности. В настоящем разделе исследуется подобная задача
в модельном океане конечной глубины, и ее результаты сравни-
ваются с результатами, полученными в разд. 1.1.

1.2.1. Постановка задачи и ее решение

Рассматривается двухслойный поток идеальной жидкости,
ограниченный горизонтальным дном, стационарно обтекающий
точечный диполь с моментом m. Обозначим толщину верхнего
слоя через H, нижнего через H1, а плотности соответственно
будут ρ1 и ρ2 (ρ1 < ρ2). Требуется определить волновую часть
возмущений свободной поверхности, распространяющихся вниз по
потоку. Начало координат поместим на невозмущенной границе
между слоями жидкости, ось x направим вдоль этой границы,
а ось y вертикально вверх. Препятствие локализовано либо под
границей раздела двух слоев (рис. 1.7), либо над ней (рис. 1.11)
на оси y. Решение обеих задач проводим в рамках теории малых
возмущений.

1. Препятствие в нижнем слое. Вначале рассмотрим слу-
чай, когда диполь находится под скачком плотности, то есть



60 Гл. 1. Динамика поверхностных волн в плоском случае

Рис. 1.7. Обтекание диполя, локализованного в нижнем слое двухслой-
ного потока

в точке (0,−h). Пусть скорость установившегося потока при x→
→ −∞ равна V . Предполагая течение потенциальным, предста-
вим комплексно-сопряженную скорость в каждом из слоев в виде
μj = V + Uj , Uj = uj − ivj , (j = {1, 2}). Обозначим отклонение
свободной поверхности от ее невозмущенного положения y = H

через ζ(x), а величину возвышения границы раздела слоев по-
тока — через σ(x). Поскольку вдоль линии тока y = H + ζ(x)
вектор скорости произвольной частицы жидкости коллинеарен
ее касательной, то

ζ ′(x) = v1
V + u1

∣∣∣
y=H+ζ(x)

.

Линеаризуя данное условие и перенося его со свободной по-
верхности на прямую y = H, имеем кинематическое граничное
условие

v1 = V ζ ′(x) при y = H. (1.18)

Аналогично получаем линеаризованное кинематическое условие
вдоль поверхности раздела слоев

v1 = V σ′(x), v2 = V σ′(x) при y = 0. (1.19)

Отсюда имеем одно условие для вертикальных компонент ско-
рости:

v1 = v2 при y = 0. (1.20)
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Так как возмущения от диполя затухают вверх по потоку, то ин-
теграл Бернулли вдоль линии тока y = H + ζ(x) можно записать
следующим образом:

|μ21|
2

+ p0(x)
ρ1

+ g(H + ζ(x)) = V 2

2
+
p
(∞)
0

ρ1
+ gH,

где p0(x) — давление вдоль свободной поверхности, p(∞)
0 =

= lim
x→−∞ p0(x), g — ускорение свободного падения. Считая дав-

ление постоянным вдоль всей свободной поверхности, получаем
динамическое условие на границе верхнего слоя,

ζ(x) = V 2 − |μ1|2
2g

∣∣∣∣
y=H+ζ(x)

,

которое посредством линеаризации преобразуется к виду

ζ(x) = −V

g
u1 при y = H. (1.21)

Продифференцируем равенство (1.21) по x и из получившего-
ся соотношения исключим величину ζ ′(x) с помощью форму-
лы (1.18). В результате придем к граничному условию для ком-
понент вектора скорости:

∂u1
∂x

+ νv1 = 0 при y = H, ν = g

V 2 . (1.22)

Интегралы Бернулли, записанные для линий тока на верхней
и нижней сторонах поверхности раздела слоев y = σ(x), выгля-
дят следующим образом:

p1(x) + ρ1
2
|μ21| + ρ1gσ(x) = p

(∞)
1 + ρ1

2
V 2 при y = σ(x),

p2(x) + ρ2
2
|μ22| + ρ2gσ(x) = p

(∞)
2 + ρ2

2
V 2 при y = σ(x),

где p1(x) и p2(x) — давления вдоль соответствующих сторон
этой поверхности, p(∞)

1 = lim
x→−∞ p1(x), p

(∞)
2 = lim

x→−∞ p2(x). По-
скольку при переходе через поверхность разрыва касательных
скоростей давление непрерывно, то p1(x) = p2(x), p

(∞)
1 = p

(∞)
2
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и два предыдущих равенства могут быть приведены к одному
условию для компонент скорости,

ρ1
2

(
2V u1 + u21 + v21

)
+ ρ1gσ(x) =

= ρ2
2

(
2V u2 + u22 + v22

)
+ ρ2gσ(x) при y = σ(x).

Пренебрегая в последнем соотношении квадратами малых вели-
чин uj и vj (j = {1, 2}) и перенося его на невозмущенное положе-
ние скачка плотности, получаем линеаризованное динамическое
условие на границе раздела слоев

ρ1(V u1 + gσ(x)) = ρ2(V u2 + gσ(x)) при y = 0.

Продифференцируем обе его части по x и в полученное равен-
ство подставим выражения для величины σ′(x), следующие из
формул (1.19). В результате приходим к граничному условию для
возмущений скорости на слое скачка плотности, не содержащему
неизвестной функции σ(x):

ρ1
(
∂u1
∂x

+ νv1
)

= ρ2

(
∂u2
∂x

+ νv2

)
при y = 0. (1.23)

Помимо этого на дне бассейна должно быть выполнено условие
непротекания

v2 = 0 при y = −H1. (1.24)

Перепишем соотношения (1.22), (1.23), (1.20), (1.24) соответ-
ственно в терминах возмущений комплексно-сопряженной ско-
рости:

Im
[
i
dU1

dz
− νU1

]
= 0 при y = H, (1.25)

δIm
[
i
dU1

dz
− νU1

]
= Im

[
i
dU2

dz
− νU2

]
при y = 0, (1.26)

ImU1 = ImU2 при y = 0, (1.27)

ImU2 = 0 при y = −H1, (1.28)

где δ = ρ1/ρ2, z = x+ iy. Таким образом, исходная задача сведе-
на к отысканию функций U1(z) и U2(z), удовлетворяющих гра-
ничным условиям (1.25)–(1.28), причем U1(z) регулярна в полосе
−∞ < x < +∞, 0 < y < H, а U2(z) — в полосе −∞ < x < +∞,
−H1 < y < 0 всюду, кроме точки z = −ih, в которой она имеет
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полюс второго порядка (так как в этой точке расположен ди-
поль). Возмущение свободной поверхности по отношению к ее
равновесному положению вычисляется с помощью динамическо-
го условия на границе верхнего слоя (1.21).

В соответствии с вышесказанным будем искать комплексно-
сопряженную скорость U1(z) в виде ее разложения в интеграл
Фурье по волновым числам, а U2(z) — как сумму комплексно-
сопряженной скорости, индуцированной диполем в безгранич-
ном потоке, и регулярной функции, представленной интегралом
Фурье:

U1 = m

2π

∞∫

0

[
A(k)eikz +B(k)e−ikz

]
dk, (1.29)

U2 = m

2π

⎡⎣− 1

(z + ih)2
+

∞∫

0

[
C(k)eikz +D(k)e−ikz

]
dk

⎤⎦. (1.30)

Применив равенство

− 1

(z + ih)2
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∫

0

ke−kheikz dk, если y > −h,
∞∫

0

kekhe−ikz dk, если y < −h,

получим из (1.30) выражение для функции U2(z) в областях
нижнего слоя, находящихся над и под точкой локализации ди-
поля соответственно:

U2(z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m

2π

∞∫

0

[(ke−kh + C(k))eikz +D(k)e−ikz] dk, если y > −h,

m

2π

∞∫

0

[C(k)eikz + (kekh +D(k))e−ikz] dk, если y < −h.
(1.31)

Подставив формулы (1.29) и (1.31) для комплексно-сопряженных
скоростей U1(z) и U2(z) в граничные условия (1.25)–(1.28),
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перепишем последние в следующем виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∫

0

[k(A(k)e−kH+B(k)ekH)+ν(A(k)e−kH−B(k)ekH)] sin kx dk = 0,

∞∫

0

[δ{k(A(k)+B(k))+ν(A(k)−B(k))}−

−k(ke−kh+C(k)+D(k))−ν(ke−kh+C(k)−D(k))] sinkx dk = 0,
∞∫

0

[A(k)−B(k)−ke−kh−C(k)+D(k)] sinkx dk = 0,

∞∫

0

[C(k)ekH1−(kekh+D(k))e−kH1 ] sin kx dk = 0.

Выполнение этих равенств эквивалентно одновременному обра-
щению в нуль сомножителей в подынтегральных выражениях,
стоящих в квадратных скобках перед sin kx. Отсюда имеем
неоднородную систему линейных алгебраических уравнений для
определения неизвестных функций A(k), B(k), C(k), D(k):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(k + ν)e−kHA+ (k − ν)ekHB = 0,
δ(k + ν)A+ δ(k − ν)B − (k + ν)C − (k − ν)D = k(k + ν)e−kh,
A−B − C +D = ke−kh,
ekH1C − e−kH1D = kek(h−H1).

Решая ее, получаем следующие выражения для A(k) и B(k):

A(k) =
{
2k2(k − ν)ekH ch k(H1 − h)

}//{
(1− δ)(k2 − ν2) ch k(H −H1) +

+
[
(1+ δ)k2 + (1− δ)ν2

]
ch k(H1 +H) − 2kν sh k(H1 +H)

}
,

B(k) =
{−2k2(k + ν)e−kH ch k(H1 − h)

}//{
(1− δ)(k2 − ν2) ch k(H −H1) +

+
[
(1+ δ)k2 + (1− δ)ν2

]
ch k(H1 +H) − 2kν sh k(H1 +H)

}
.



1.2. Обтекание препятствий двухслойным потоком конечной глубины 65

Подставив последние в соотношения (1.29) и (1.21) и восполь-
зовавшись формулами для суммы и разности гиперболических
функций, приходим к следующему интегральному представле-
нию искомой величины возвышения свободной поверхности:

ζ(x) = m

πV

∞∫

0

k2 ch k(H1 − h)
ch kH ch kH1

×

× cos kx dk
k2 + [δk2 + (1− δ)ν2] th kH th kH1 − kν(th kH + th kH1)

.

Выбрав в качестве характерного вертикального масштаба толщи-
ну верхнего слоя H, а в качестве горизонтального — величину
ν−1 = V 2/g, перейдем к безразмерным переменным,

X = νx, Z = ζ

H
, ξ = k

ν
, M = m

VH2 ,

E = νH = gH

V 2 = 1

F2 , E1 = νH1 = gH1

V 2 = 1

F2
1

,

E0 = νh = gh

V 2 = 1

F2
0

,

(1.32)

где F, F1, F0 — числа Фруда соответственно: по глубине верх-
него слоя, глубине нижнего слоя и расстоянию от диполя до
невозмущенной поверхности раздела. В переменных (1.32) выра-
жение для отклонения свободной границы запишется в виде

Z(X) =
ME

π

∞∫

0

ξ2 ch(E1 − E0)ξ
chEξ chE1ξ

×

× cosXξ dξ
ξ2 + [δξ2 + (1− δ)] thEξ thE1ξ − ξ(thEξ + thE1ξ)

. (1.33)

Асимптотическое положение свободной поверхности далеко
вниз по потоку (при X → ∞) определяется неотрицательными
нулями знаменателя подынтегрального выражения в (1.33), то
есть неотрицательными корнями уравнения

ξ2 + [δξ2 + (1− δ)] thEξ thE1ξ − ξ(thEξ + thE1ξ) = 0.

Введем в рассмотрение параметр ε = 1− δ = ρ2 − ρ1
ρ2

, обозначаю-

щий относительный перепад плотности (по условию 0 < ε < 1),
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и перепишем это уравнение в виде

f(ξ,E,E1) = ε, (1.34)

где

f(ξ,E,E1) =
ξ2(1+ thEξ thE1ξ) − ξ(thEξ + thE1ξ)

(ξ2 − 1) thEξ thE1ξ
.

Для его исследования введем следующие обозначе-

ния: lim
ξ→0

f(ξ,E,E1) = f0(E,E1), lim
ξ→0

∂f(ξ,E,E1)
∂ξ

= f1(E,E1),

lim
ξ→0

∂2f(ξ,E,E1)
∂ξ2

= f2(E,E1). Проведя соответствующие вычис-

ления, можно убедиться в справедливости равенств

f0(E,E1) = E + E1 − 1
EE1

; f2(E,E1) =

= 2(E2E1 + EE2
1) − 2(E2 + 3EE2 + E2

1) + 6(E + E1 − 1)
3EE1

.

Помимо этого, из четности f по переменной ξ следует, что
f1(E,E1) ≡ 0. Отметим далее, что, как показывают проведен-
ные численные эксперименты, относительно поведения функции
f(ξ,E,E1), стоящей в левой части уравнения (1.34), имеет место
следующее утверждение.

Если f2(E,E1) � 0, то f(ξ,E,E1) монотонно убывает по ξ на
полуинтервале [0; 1); если же f2(E,E1) > 0, то f(ξ,E,E1) име-
ет единственный максимум ξ0(E,E1) ∈ (0; 1), то есть функция
f(ξ,E,E1) возрастает при ξ ∈ [0; ξ0] и убывает при ξ ∈ [ξ0; 1).

Кроме того, очевидно, что lim
ξ→1−

f(ξ,E,E1) = −∞. Таким об-

разом, поведение функции f(ξ,E,E1) на полуинтервале [0; 1)
определяется знаком ее второй производной при ξ = 0, а уравне-
ние (1.34) может иметь не более двух корней на интервале (0; 1).

На рис. 1.8 на плоскости параметров E,E1 изображена кри-
вая Γ2, определяемая уравнением f2(E,E1) = 0. Она имеет гори-
зонтальную и вертикальную асимптоты E1 = 1 и E = 1 (то есть
на Γ2 lim

E1→1−
E = ∞, lim

E→1−
E1 = ∞). Кривая Γ2 симметрична от-

носительно биссектрисы первого и третьего координатных углов
и проходит через точку (1; 1), поэтому в этой точке она пересека-
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Рис. 1.8. Кривые и области, рассматриваемые на плоскости парамет-
ров (E;E1)

ет биссектрису под прямым углом, а прямая E +E1 = 2, перпен-
дикулярная упомянутой биссектрисе и также проходящая через
точку (1; 1), является касательной к Γ2. Уравнение f0(E,E1) = 0
задает в первом квадранте отрезок Γ1, соединяющий точки (1; 0)
и (0; 1). Кривая Γ2 и отрезок Γ1 разбивают первую четверть на
три области. В области Ω2, расположенной над Γ2, выполнены
неравенства f2(E,E1) > 0 и f0(E,E1) > 0; в области Ω1, нахо-
дящейся между Γ2 и Γ1, f2(E,E1) < 0, f0(E,E1) > 0; наконец,
в области Ω0, являющейся внутренностью треугольника с вер-
шинами в точках (0; 0), (1; 0), (0; 1), f2(E,E1) < 0, f0(E,E1) < 0.

Исследуем теперь вопрос о количестве корней уравнения
(1.34) на интервале (0; 1) в зависимости от значений параметров
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E,E1 и ε (E > 0, E1 > 0, 0 < ε < 1). Вначале сформулируем
критерии существования двух корней. Из графических сообра-
жений (см. рис. 1.9,а) ясно, что этот случай реализуется то-
гда и только тогда, когда функция f(ξ,E,E1) (рассматриваемая
как функция переменной ξ) имеет локальный максимум в точ-
ке ξ0 ∈ (0; 1) и значение параметра ε лежит внутри интервала
(f0(E,E1), f(ξ0,E,E1)), то есть⎧⎨⎩ f2(E,E1) > 0,

f0(E,E1) < ε < max
ξ∈(0;1)

f(ξ,E,E1).

Вопрос о наличии у уравнения (1.34) хотя бы одного корня на
интервале (0; 1) решается положительно в каждом из следующих
двух случаев.

1. Функция f(ξ,E,E1) имеет максимум в точке ξ0 ∈ (0; 1),
и величина ε не превосходит этот максимум (рис. 1.9,а),
что равносильно выполнению следующей системы нера-
венств: ⎧⎨⎩ f2(E,E1) > 0,

ε � max
ξ∈(0;1)

f(ξ,E,E1).

2. Функция f(ξ,E,E1) монотонно убывает на интервале (0; 1),
и ε < max

ξ∈[0;1)
f(ξ,E,E1) = f0(E,E1) (рис. 1.9, б), то есть{

f2(E,E1) � 0,

ε < f0(E,E1).

Для визуализации полученных критериев на плоскости (E;E1)
сделаем ряд вспомогательных утверждений. Во-первых, нетрудно
убедиться, что уравнение f0(E,E1) = ε определяет гиперболу γ
с асимптотами E = 1/ε и E1 = 1/ε. Отсюда сразу же следует,
что ее правая ветвь γп целиком расположена в области Ω2, по-
скольку, как показано выше, граница ∂Ω2 = Γ лежит вне области{

E > 1,

E1 > 1.



70 Гл. 1. Динамика поверхностных волн в плоском случае

Отметим также, что неравенство f0(E,E1) > ε задает область
между ветвями гиперболы γ, а неравенством f0(E,E1) < ε опре-
деляются области над ее правой (γп) и под левой (γл) ветвями.

Во-вторых, в силу симметрии γ относительно прямой E = E1,
являющейся биссектрисой первого и третьего координатных уг-
лов, эта прямая пересекает левую ветвь γ под прямым уг-
лом. Абсцисса E0 точки пересечения находится из уравнения
εE2

0 − 2E0 + 1 = 0, то есть

E0 = 1−√
1− ε

ε
= 1

1+
√
1− ε

.

Очевидно, что E0 < 1, поэтому прямая E + E1 = 2E0 (каса-
тельная к левой ветви гиперболы γ и параллельная касательной
к кривой Γ, E + E1 = 2) расположена ниже этой касательной.
Отсюда следует, что γл лежит вне области Ω2 (и не пересекается
с ее границей). Обозначим через γ

(0)
л часть γл, находящую-

ся в первом квадранте. Легко видеть, что γ(0)
л расположена над

прямой E + E1 = 1, поскольку γл выпукла вверх и проходит
через точки (1; 0) и (0; 1), принадлежащие этой прямой. Таким
образом, кривая γ(0)

л лежит в области Ω1.
В-третьих, покажем, что при наличии на интервале (0; 1)

у функции f(ξ,E,E1) локального максимума ξ0 справедливо
неравенство f(ξ0,E,E1) � 1. С этой целью рассмотрим уравне-
ние f(ξ,E,E1) = 1 или

ξ2 − (thEξ + thE1ξ)ξ + thEξ thE1ξ = 0.

Решая его как квадратное относительно ξ (с коэффициентами,
зависящими от thEξ и thE1ξ), находим, что оно равносильно
совокупности [

thEξ = ξ,

thE1ξ = ξ,
(1.35)

которая имеет хотя бы одно положительное решение, если[
E > 1,

E1 > 1,
(1.36)
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поскольку уравнение th ax = x имеет положительный корень
при выполнении условия (th ax)′x

∣∣
x=0 > 1, то есть при a > 1.

Заметим, что в силу неравенства thEξ < 1, справедливого при
любых вещественных значениях ξ, все положительные решения
рассматриваемой совокупности (если они существуют) лежат на
интервале (0; 1). Далее, так как область Ω2 лежит внутри обла-
сти, задаваемой неравенствами (1.36), то отсюда получаем, что
в случае наличия у функции f(ξ,E,E1) локального максимума
на интервале (0; 1) его величина не меньше единицы.

Докажем, наконец, что уравнение (1.34) не имеет дей-
ствительных корней ξ таких, что ξ > 1. Имеем равенство
lim
ξ→1+

f(ξ,E,E1) = +∞. С другой стороны, воспользовавшись

предельными соотношениями lim
ξ→+∞

thEξ = 1 и lim
ξ→+∞

thE1ξ =

= 1, нетрудно убедиться в справедливости равенства
lim

ξ→+∞
f(ξ,E,E1) = 2. Выше было установлено, что уравнение

f(ξ,E,E1) = 1 равносильно совокупности (1.35), все положи-
тельные решения которой лежат на интервале (0; 1). Следова-
тельно, это уравнение не имеет корней при ξ > 1, а поскольку
функция f(ξ,E,E1) непрерывна по ξ на множестве (1;+∞),
то отсюда заключаем, что при ξ > 1 выполняется неравенство
f(ξ,E,E1) > 1 и уравнение (1.34) не имеет корней ξ ∈ (1;+∞).

Итак, мы показали следующее.
1. Правая ветвь гиперболы γ лежит в области Ω2.
2. Часть левой ветви гиперболы γ, находящаяся в первой

четверти, расположена вне области Ω2.
3. max

0<ξ<1
f(ξ,E,E1) � 1 при условии, что точка с координата-

ми (E;E1) лежит в области Ω2.
4. Все положительные корни уравнения (1.34) удовлетворяют

неравенству 0 < ξ < 1.
С учетом полученных утверждений критерий наличия у урав-

нения (1.34) двух положительных корней можно привести к виду{
E + E1 − 1 < εEE1,

E > 1/ε, E1 > 1/ε.
(1.37)
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Эта система задает внутренность правой ветви гиперболы γ.
Условия существования у (1.34) хотя бы одного положительного
решения переписываются в виде[

E + E1 − 1 > εEE1,

E > 1/ε, E1 > 1/ε
(1.38)

и определяют область в первом квадранте, расположенную над
объединением кривой γ

(0)
л (то есть находящейся в нем части

левой ветви гиперболы γ) и луча [1;+∞) на оси абсцисс.
Обозначим теперь через β отношение толщины нижнего слоя

жидкости к толщине верхнего: β = H1/H. Из формул (1.32)
вытекает, что β = E1/E. Подставляя βE вместо E1 в условия
(1.37)–(1.38) и решая получившиеся неравенства относитель-
но E, находим, что уравнение (1.34) имеет два положительных
корня при

E > Eвн
cr =

β + 1+
√

(β + 1)2 − 4εβ

2εβ
(1.39)

и хотя бы одно положительное решение при

E > Eпов
cr =

β + 1−
√

(β + 1)2 − 4εβ

2εβ
. (1.40)

Отсюда очевидно, что Eпов
cr < Eвн

cr . Заметим, что с физической
точки зрения поиск корней уравнения (1.34) эквивалентен отыс-
канию таких волн, фазовая скорость которых равна скорости
набегающего потока V . Поэтому данные волны являются стаци-
онарными, что и требуется по условию задачи.

Вне левой полуплоскости помимо полюсов на положительной
действительной оси подынтегральная функция в (1.33) имеет
также бесконечное множество полюсов, расположенных на мни-
мой оси. В самом деле, подстановка ξ = iη (η ∈ R) в (1.34)
приводит к уравнению

(− cosEη cosE1η + (1− ε) sinEη sinE1η) η2 +

+ sin(E + E1)η · η − ε sinEη sinE1η = 0,

имеющему счетное множество действительных решений при лю-
бом значении отношения β = E1/E.
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Вернемся к формуле (1.33) для величины возвышения сво-
бодной поверхности. Воспользовавшись тождеством cosXξ ≡
≡ (eiXξ + e−iXξ)/2, представим (1.33) в следующем виде:

Z(X) = lim
M1→+∞

⎛⎝1
2

M1∫

0

F (ξ)eiXξ dξ + 1
2

M1∫

0

F (ξ)e−iXξ dξ

⎞⎠ =

= lim
M1→+∞

(J1(X,M1) + J2(X,M1)),

где

F (ξ) = ME

π
×

× ξ2 ch(E1 − E0)ξ
chEξ chE1ξ

{
ξ2 + [(1− ε)ξ2 + ε] thEξ thE1ξ − ξ(thEξ + thE1ξ)

} .
Вначале рассмотрим случай положительных X и исследуем
функцию J1(X,M1). Для получения решения, затухающего
вверх по потоку, сместим контур интегрирования в формуле
для J1(X,M1) в нижнюю полуплоскость, то есть будем пони-
мать J1 как следующий предел:

J1(X,M1) = lim
ε1→0

Z1(X,M1, ε1) = lim
ε1→0

1
2

−iε1+M1∫

−iε1

F (ξ)eiXξ dξ.

С целью вычисления Z1(X,M1, ε1) рассмотрим вспомогатель-
ный контур Γ+, состоящий из отрезка [−iε1;−iε1 + M1], ду-

ги C+
R окружности радиуса R =

√
M2

1 + ε21 , соединяющей точ-
ку −iε1 +M1 с точкой iR, n полуокружностей cj т. е. |ξ − iηj | =
= ε1, Re ξ � 0, и системы отрезков

d = [−iε1; i(η1 − ε1)]
n−1⋃
j=1

[i(ηj + ε1); i(ηj+1 − ε1)]
⋃

[i(ηn + ε1); iR],

соединяющих соответствующие точки этих полуокружностей,
принадлежащие мнимой оси, а также отрезков [−iε1; i(η1 − ε1)]
и [i(ηn + ε1); iR] (рис. 1.10,а). Здесь iηj (j = 1, 2, . . . ,n) —
все полюса функции F (ξ), расположенные в верхней полуплоско-
сти на мнимой оси и удовлетворяющие неравенству ηj < R. Обо-
значим через ξj действительные положительные полюса функ-
ции F (ξ), а через s — их количество (0 � s � 2). Поскольку
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Рис. 1.10. Контуры интегрирования, используемые для вычисления
J1 и J2

внутри контура Γ+ F (ξ) регулярна всюду (за исключением осо-
бых точек ξj), то по основной теореме теории вычетов име-
ем [181]:

∫

Γ+

F (ξ)eiXξ dξ = 2πi
s∑
j=1

res
ξ=ξj

F (ξ)eiξjX . (1.41)

С другой стороны,

∫

Γ+

F (ξ)eiXξ dξ =

−iε1+M1∫

−iε1

F (ξ)eiXξ dξ +
∫

C+
R

F (ξ)eiXξ dξ −

− πi
n∑
j=1

res
ξ=iηj

F (ξ)e−ηjX −
∫

l

F (iη)e−Xηi dη, (1.42)

где l — система отрезков d, повернутая на угол π/2 по часовой
стрелке относительно начала координат (то есть l лежит на
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действительной оси). Сравнивая (1.41) и (1.42), находим, что

Z1(X,M1, ε1) = πi
s∑
j=1

res
ξ=ξj

F (ξ)eiξjX + πi

2

n∑
j=1

res
ξ=iηj

F (ξ)e−ηjX −

− 1
2

∫

C+
R

F (ξ)eiXξ dξ + 1
2

∫

l

F (iη)e−Xηi dη. (1.43)

Обратимся теперь к интегралу J2(X,M1) = 1
2

M1∫

0

F (ξ)e−iXξ dξ.

Сместив контур интегрирования в верхнюю полуплоскость,
будем искать J2(X,M1) как предел

J2(X,M1) = lim
ε1→0

Z2(X,M1, ε1) = lim
ε1→0

1
2

iε1+M1∫

iε1

F (ξ)e−iXξ dξ.

Рассматривая вспомогательный контур Γ−, симметричный Γ+ от-
носительно действительной оси (и ориентированный по часовой
стрелке (рис. 1.10,б)), можно показать, что

Z2(X,M1, ε1)=−πi
s∑
j=1

res
ξ=ξj

F (ξ)e−iξjX−πi

2

n∑
j=1

res
ξ=−iηj

F (ξ)e−ηjX −

− 1
2

∫

C−
R

F (ξ)e−iXξ dξ − 1
2

∫

l

F (−iη)e−Xηi dη, (1.44)

где C−
R — дуга окружности, симметричная дуге C+

R . Теперь сло-
жим почленно (1.43) и (1.44) и в полученном соотношении устре-
мим величину ε1 к нулю. Принимая во внимание, что F (ξ) —
четная функция и res

ξ=iηj
F (ξ) = − res

ξ=−iηj
F (ξ) (j = 1, 2, . . . ,n), в ре-

зультате придем к следующему равенству:

J1(X,M1) + J2(X,M1) = lim
ε1→0

(Z1(X,M1, ε1) + Z2(X,M1, ε1)) =

= −2π
s∑
j=1

res
ξ=ξj

F (ξ) sin ξjX + πi
n∑
j=1

res
ξ=iηj

F (ξ)e−ηjX −

− 1
2

∫

C+
M1

F (ξ)eiXξ dξ − 1
2

∫

C−
M1

F (ξ)e−iXξ dξ. (1.45)
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Поскольку в силу леммы Жордана [181]

lim
M1→∞

∫

C+
M1

F (ξ)eiXξ dξ = 0, lim
M1→∞

∫

C−
M1

F (ξ)e−iXξ dξ = 0,

то, переходя в (1.45) к пределу при M1 → ∞, заключаем, что
при X > 0

Z(X) = lim
M1→∞

(J1(X,M1) + J2(X,M1)) =

= −2π
s∑
j=1

res
ξ=ξj

F (ξ) sin ξjX + πi
∞∑
j=1

res
ξ=iηj

F (ξ)e−ηjX .

В этой формуле первое слагаемое задает волновую структуру
поверхностных возмущений, а второе соответствует неволновой
части возмущений свободной границы, затухающей вниз по по-
току. Для вычисления волновой составляющей поверхностных
возмущений W (X) введем следующие обозначения:

g1(ξ,E, γ,β) = ξ2 ch(β − γ)Eξ
chEξ chβEξ

, g2(ξ, ε,E,β) =

= ξ2 + [(1− ε)ξ2 + ε] thEξ thβEξ − ξ(thEξ + thβEξ),

где γ = h/H = E0/E. Тогда F (ξ) = ME

π

g1
g2
, а поскольку F (ξ)

имеет в точках ξ = ξj полюса первого порядка, то res
ξ=ξj

F (ξ) =

= ME

π

g1(ξj)
g′2(ξj)

и

W (X) = −2ME
s∑
j=1

g1(ξj)
g′2(ξj)

sin ξjX. (1.46)

Связывая найденное выражение для W (X) c условиями
(1.39)–(1.40) наличия у уравнения (1.34) положительных ре-
шений, получаем, что при E > Eвн

cr искомые волновые возму-
щения представляют собой сумму двух мод — внутренней (то
есть возникающей благодаря неоднородности жидкости) и по-
верхностной (за счет непосредственного обтекания препятствия),
причем первая соответствует меньшему корню ξ1, а вторая —
большему ξ2. Если Eпов

cr < E < Eвн
cr , то W (X) состоит из одной

лишь поверхностной моды; при E < Eпов
cr поверхностные волны

за обтекаемым препятствием не образуются и W (X) ≡ 0.
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Следовательно, внутренняя мода возникает при E > Eвн
cr ,

а поверхностная — при E > Eпов
cr . Отсюда ясно, что величины Eвн

cr

и Eпов
cr суть значения параметра E при скорости набегающего

потока V , равной максимально возможной фазовой скорости
соответственно внутренней и поверхностной моды. А поскольку
при E → Eвн

cr или E → Eпов
cr один из положительных корней

уравнения (1.34) стремится к нулю, то критические значения E
отвечают фазовым скоростям длинных волн.

Для дальнейшего представляется удобным переписать полу-
ченные результаты в терминах введенного выше числа Фруда F.
Так как E = 1/F2, то из (1.39) и (1.40) следует, что внутренняя
мода существует при

F < Fвн
cr =

√
β + 1−

√
(β + 1)2 − 4εβ

2
, (1.47)

а поверхностная — при

F < Fпов
cr =

√
β + 1+

√
(β + 1)2 − 4εβ

2
. (1.48)

Очевидно, что Fвн
cr < Fпов

cr , то есть поверхностная мода образу-
ется в более широком диапазоне чисел Фруда (или, что то же
самое, скоростей потока), нежели внутренняя. Волновая часть
возмущений свободной границы запишется следующим образом:

W (X) = −2ME
s∑
j=1

q1(ξ,F, γ,β)
∂q2(ξ, ε,F,β)/∂ξ

∣∣∣∣
ξ=ξj

sin ξjX,

где функции

q1(ξ,F, γ,β) = ξ2 ch((β − γ)ξ/F2)
ch(ξ/F2) ch(βξ/F2)

и

q2(ξ, ε,F,β) =

= ξ2+[(1−ε)ξ2+ε] th(ξ/F2) th(βξ/F2)−ξ(th(ξ/F2)+th(βξ/F2))

получаются из g1(ξ,E, γ,β) и g2(ξ, ε,E,β) подстановкой E =
= 1/F2.
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Рассмотрим теперь интеграл (1.33) при X < 0. На этот раз
для вычисления J1(X,M1) будем использовать вспомогательный
контур Γ−

1 , представляющий собой объединение горизонтального
отрезка [−iε1;−iε1 +M1] и расположенной под ним части конту-
ра Γ− (рис. 1.10,а), а для вычисления J2(X,M1) — контур Γ+

1 ,
симметричный контуру Γ−

1 относительно действительной оси
(рис. 1.10, б). Проводя рассуждения, аналогичные тем, что были
изложены выше применительно к случаю X > 0, получим для
величины отклонения свободной поверхности от ее равновесного
положения формулу

Z(X) = πi
∞∑
j=1

res
ξ=iηj

F (ξ)eηjX ,

показывающую, что поверхностные возмущения перед обтекае-
мым препятствием имеют непериодический затухающий характер.

2. Препятствие в верхнем слое. Далее в той же поста-
новке исследуем задачу о генерировании волновых возмущений
свободной поверхности препятствием, которое моделируется то-
чечным диполем с моментом m, расположенным в верхнем слое
двухслойного потока несжимаемой жидкости (рис. 1.11). Все
обозначения сохраним теми же, что и в предыдущем случае.
Поместим диполь в точку z = ih (0 < h < H), а комплексно-
сопряженную скорость в j слое μj (j ∈ {1, 2}), как и ранее,
представим в виде μj = V + Uj . Математическая формулировка
исходной задачи выглядит следующим образом: найти анали-
тические функции U1(z) и U2(z), удовлетворяющие граничным
условиям (1.25)–(1.28); при этом U1(z) должна быть регулярна
в полосе 0 < Im z < H (за исключением полюса второго порядка
в точке z = ih)

U1 = m

2π

⎡⎣− 1

(z + ih)2
+

∞∫

0

[
A(k)eikz +B(k)e−ikz

]
dk

⎤⎦, (1.49)

а U2(z) регулярна в полосе −H1 < Im z < 0,

U2 = m

2π

∞∫

0

[
C(k)eikz +D(k)e−ikz

]
dk, (1.50)
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Рис. 1.11. Обтекание диполя, локализованного в верхнем слое двух-
слойного потока

где функции A(k),B(k),C(k) и D(k) подлежат определению.
С помощью соотношения

− 1

(z − ih)2
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∫

0

kekheikz dk, если y > h,

∞∫

0

ke−khe−ikz dk, если y < h,

перепишем выражение для комплексно-сопряженной скорости
U1(z) в областях верхнего слоя, расположенных соответственно
выше и ниже диполя:

U1(z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m

2π

∞∫

0

[(kekh +A(k))eikz +B(k)e−ikz] dk, если y > h,

m

2π

∞∫

0

[A(k)eikz + (ke−kh +B(k))e−ikz] dk, если y < h.

(1.51)

Подстановка формул (1.50)–(1.51) в граничные условия (1.25)–
(1.28) приводит к неоднородной системе линейных уравнений
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относительно функций A(k),B(k), C(k) и D(k):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(k + ν)e−kHA+ (k − ν)ekHB = −k(k + ν)ek(h−H),

δ(k+ν)A+δ(k−ν)B − (k+ν)C− (k−ν)D = −δk(k − ν)e−kh,
A−B − C +D = ke−kh,
ekH1C − e−kH1D = 0.

Отсюда имеем следующие выражения для A(k) и B(k):

A(k) = k [(δk+(1−δ)ν) th kH1−k] [ν ch k(H−h)−k sh k(H−h)]
ch kH

{
k2+[δk2+(1−δ)ν2] th kH th kH1−kν(th kH+th kH1)

} ,
B(k) = k(k+ν)e−kH {[(1−δ)ν ch kh−δk sh kh] th kH1−k ch kh}

ch kH
{
k2+[δk2+(1−δ)ν2] th kH th kH1−kν(th kH+th kH1)

} .
Далее из (1.21) и (1.49) находим, что

ζ(x) = V m

2πg

⎡⎣ x2−(H−h)2

(x2+(H−h)2)2
−

∞∫

0

(A(k)e−kH+B(k)ekH) cos kx dk

⎤⎦.
Совершив в этом равенстве переход к безразмерным перемен-
ным (1.32), запишем полученную формулу для величины возвы-
шения свободной границы в следующем виде:

Z(X) = ME

2π
X2 − (E − E0)2

(X2 + (E − E0)2)2
+ J(X),

где

J(X) = −ME

2π

∞∫

0

g1(ξ,E,E0,E1, ε)
g2(ξ,E,E1, ε)

cosXξ dξ, (1.52)

g1(ξ,E,E0,E1, ε) = ξ
{
e−Eξ[((1− ε)ξ + ε) thE1ξ − ξ] ×

× [ch(E − E0)ξ − ξ sh(E − E0)ξ] + (ξ + 1) ×
× {[ε chE0ξ − (1− ε)ξ shE0ξ] thE1ξ − ξ chE0ξ}

}/
chEξ,

g2(ξ,E,E1, ε) = ξ2+[(1−ε)ξ2+ε] thEξ thE1ξ−ξ(thEξ+thE1ξ).

Заметим, что подынтегральные выражения в (1.33) и (1.52)
имеют одни и те же полюса, расположенные на положительной
действительной оси. Поэтому волновая структура возмущений
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свободной поверхности, возникающих при обтекании препят-
ствия над слоем скачка, будет определяться тем же количеством
мод и теми же волновыми числами, что и в рассмотренном выше
случае его локализации под слоем скачка. Следовательно, крите-
рии существования внутренней и поверхностной мод останутся
неизменными (см. (1.39)–(1.40) или (1.47)–(1.48)).

Вычисляя интеграл J(X) по той же схеме, что и в преды-
дущей задаче, получим следующее выражение для волновой
части поверхностных возмущений за обтекаемым препятствием
(то есть при X > 0):

W (X) = ME
s∑
j=1

g1(ξj)
g′2(ξj)

sin ξjX. (1.53)

Здесь, как и выше, ξj — положительные корни уравнения (1.34),
а s — их количество.

1.2.2. Анализ и численные расчеты
для реальных условий моря

Механизм генерации поверхностных возмущений, возникаю-
щих при обтекании подводного препятствия двухслойным пото-
ком бесконечной глубины, проанализирован в разд. 1.1. В рас-
сматриваемой задаче с конечной глубиной потока подобный меха-
низм аналогичен. Однако поиск аналитических выражений, опи-
сывающих волновую структуру поверхностных возмущений (1.46)
и (1.53), и их анализ в этом случае оказались существенно
сложнее.

Расчеты амплитуд возмущений велись при значениях харак-
теристик среды, соответствующих реальным условиям моря. Так,
плотность верхнего слоя ρ1 = 1023 кг/м3, а плотность нижнего
выбиралась начиная с ρ2 = 1024 кг/м3 и больше. Таким значе-
ниям плотностей соответствует минимальное значение парамет-
ра ε, равное 0,001. Момент диполя m был выбран пропорци-
ональным скорости потока V : m/V = 1600м2. Невозмущенное
положение скачка плотности соответствовало глубинам H = 50м
и H = 70м, а локализация препятствия (диполя) ограничива-
лась тремя горизонтами: h = 7, 4 и 1м как над скачком, так
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и под ним. Отметим, что задание условия m/V = const про-
диктовано желанием сделать геометрию моделируемого дипо-
лем препятствия независимой от скорости течения V при его
значительном удалении от свободной поверхности, слоя скачка
и дна бассейна. Действительно, в плоском безграничном потоке
однородной жидкости диполь с моментом m моделирует круговой
цилиндр [182], радиус которого r =

√
m/(2πV ) не зависит от V ,

если m/V = const. Ясно, что в случае двухслойного потока
конечной глубины наличие свободной границы, поверхности раз-
дела плотностей и дна будет оказывать искажающее влияние на
форму тела, моделируемого диполем; однако, если диполь удален
на достаточно большое расстояние от указанных поверхностей,
то это влияние будет пренебрежимо малым.

На рис. 1.12–1.14 для случая H = 50м, h = 4м приведе-
ны графики зависимости амплитуд поверхностных волн B от
скорости набегающего потока V при различных значениях пара-
метров ε и β. Прежде всего на этих графиках видно, что возму-
щения за счет внутренней и поверхностной мод проявляются на
интервалах скорости потока, существенно разнесенных между
собой, 0–V вн

cr и 6,5–8,5 м/с соответственно, далее, выходя из
области линейности задачи (при бо́льших скоростях поверх-
ностные волны перестают корректно описываться теорией ма-
лых возмущений). В первом интервале (при меньших скоро-
стях) «работает» внутренняя мода, во втором — поверхностная.
Причем для внутренней моды в соответствии с критерием ее
возникновения (1.39) (или (1.47)) характерно расширение диа-
пазона существования при увеличении мощности слоя скачка
плотности ε. В целях наглядности сравнения амплитуд B(V )
при обтекании препятствия потоками бесконечной и конечной
глубины графики на рис. 1.12–1.14 представлены парами (со-
ответственно слева и справа). Результаты расчетов амплитуды
внутренней моды для случая локализации диполя под слоем
скачка и над ним приведены на рис. 1.12 и 1.13 соответственно.
Пары графиков построены для трех значений мощности скач-
ка ε, а правые графики — для шести значений параметра β

(ε ∈ {0,001; 0,002; 0,004}, β ∈ {0,5; 1; 3; 5; 10; 25}). Для каждого
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Рис. 1.12. Амплитуды внутренней моды поверхностных возмущений при
обтекании препятствия под слоем скачка плотности при бесконечной
(левые графики) и конечной (правые) глубинах для шести значений па-
раметра β (соотношения толщин нижнего и верхнего слоев двухслойной

жидкости): β1 = 0,5, β2 = 1, β3 = 3, β4 = 5, β5 = 10, β6 = 25

значения β стрелкой с цифрой, равной номеру индекса у β,
указано значение критической скорости (максимальной скорости
потока V , при которой возникает внутренняя мода). Как видно,
в морских условиях ее величина не превышает 1–1,5 м/с
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Рис. 1.13. Амплитуды внутренней моды поверхностных возмущений при
обтекании препятствия над слоем скачка плотности при бесконечной
(левые графики) и конечной (правые) глубинах для шести значений па-
раметра β (соотношения толщин нижнего и верхнего слоев двухслойной

жидкости): β1 = 0,5, β2 = 1, β3 = 3, β4 = 5, β5 = 10, β6 = 25

Для поверхностной моды верхняя пара графиков соответству-
ет обтеканию препятствия под слоем скачка, а нижняя — над
ним. При этом величины ε были выбраны теми же самыми, что
и в случае внутренней моды.
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Рис. 1.14. Амплитуды поверхностной моды при обтекании препятствия
под слоем скачка плотности (верхняя пара графиков) и над ним (ниж-

няя пара)

По качественному характеру зависимости B(V ) и значениям
самих амплитуд две моды — внутренняя Bвн(V ) и поверхност-
ная Bпов(V ) — существенно отличаются друг от друга. Раз-
личия проявляются и «внутри» каждой из мод в зависимости
от локализации препятствия относительно скачка плотности
(сверху или снизу), глубины слоя скачка и глубины погружения
препятствия. Так, для внутренней моды, как и ожидалось, на-
блюдается существенная зависимость ее амплитуды от мощности
скачка плотности (рис. 1.12–1.13), и такая зависимость прояв-
ляется при условии как бесконечной, так и конечной глубины
потока.

Внутренние моды отличаются еще одной характерной особен-
ностью. Так, на рис. 1.12 в случае бесконечной глубины внут-
ренняя мода представлена одной кривой Bвн(V ), а при конечной
глубине — множеством кривых Bвн

j (V ) = Bвн(βj ,V ), соответ-
ствующих разным значениям H

(j)
1 или βj = H

(j)
1 /H. Как видно,

если β → +∞, то при любом значении скорости V , находящемся
внутри диапазона существования внутренней моды в бесконечно
глубоком потоке, амплитуда внутренней моды в потоке конеч-
ной глубины Bвн(β,V ) стремится к своему соответствующему
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значению Bвн∞(V ) для случая бесконечной глубины. В то же вре-
мя правые концы кривых Bвн

j (V ) из определенных точек вблизи
кривой Bвн∞(V ) резко «срываются» вверх и уходят на бесконеч-
ность. В окрестностях таких точек линейная теория становится
неприменимой для описания поверхностных волн. Кроме того,
результаты расчетов свидетельствуют о том, что при фиксирован-
ном значении скорости течения V с ростом параметра β ампли-
туда внутренней моды монотонно убывает. При фиксированном
значении β зависимость B = B(V ) может иметь как монотонный
(возрастающий, если β < 3), так и немонотонный характер (ес-
ли β > 3). Таким образом, сравнение результатов решения задач
об обтекании диполя потоками бесконечной и конечной глубины
показало, что в последнем случае как амплитуда внутренней
моды, так и диапазон скоростей, внутри которого она возника-
ет, существенным образом зависят от параметра βj = H

(j)
1 /H

(или толщины нижнего слоя H(j)
1 при фиксированном значении

толщины верхнего).
Аналогичный характер изменения кривых Bвн

j (V ) проявля-
ется при сравнении их в условиях конечного и бесконечного
по глубине потоков и в случае локализации препятствия над
скачком плотности (рис. 1.13). Здесь, как и для первой задачи,
внутренняя мода на правых графиках представлена множеством
кривых Bвн

j (V ), соответствующих разным значениям βj. На этих
графиках видно, как и выше, что при β → ∞ амплитуда внут-
ренней моды Bвн(β,V ) стремится к соответствующему значе-
нию Bвн∞(V ) для случая бесконечно глубокого потока. Кроме
того, очевидно, что при конечной глубине потока диапазон суще-
ствования внутренней моды и ее амплитуда зависят от парамет-
ра βj =H

(j)
1 /H. Однако в данном случае зависимость амплитуды

волны от скорости течения является монотонно возрастающей
при любых значениях β.

Зависимость амплитуд внутренней моды проявляется и от
горизонта залегания скачка плотности H. Так, расчеты Bвн

j (V )
для двух разных глубин его локализации (H = 50м и H = 70м)
показали, что углубление скачка приводит к существенному
уменьшению амплитуд поверхностных возмущений.
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Анализируя поверхностную моду и поведение ее ампли-
туд Bпов

j (V ) — пары графиков на рис. 1.14 — отметим, что
проявление такой моды обусловлено наличием в потоке свобод-
ной границы. Величина ее амплитуды практически не зависит
от мощности слоя скачка плотности ε (в диапазоне значений ε,
характерном для реальных морских условий), что было провере-
но расчетами Bпов

j (V ) при разных значениях ε. В этом случае
глубинные возмущения при выходе на поверхность «не замеча-
ют» плотностную неоднородность. Аналогичные расчеты пока-
зывают, что амплитуда поверхностной моды также не зависит
и от толщины нижнего слоя (при β > 0,5). Кривые Bпов

j (V ) на
левом и правом графиках рис. 1.14 практически идентичны как
по форме, так и по значениям их амплитуд, то есть наличие
у потока нижней границы влияет на результаты расчетов весьма
незначительно. В то же время сравнение значений амплитуд
волн Bпов

j (V ), возникающих при обтекании препятствия, распо-
ложенного над и под скачком плотности соответственно, пока-
зывает существенное (в несколько раз) различие между ними.
На первый взгляд представляется, что скачок плотности ока-
зывает сильно экранирующий эффект на распространение вверх
возмущений. Однако, как показали расчеты, ослабление поверх-
ностных волн в основном связано с увеличением глубины обтека-
емого препятствия и практически не зависит от ε, на что указы-
вают представленные на графиках кривые Bпов

j (V ), полученные
для расчетных горизонтов его локализации h = 7м, 4 м и 1м
относительно слоя скачка плотности, то есть поверхностная мода
возникает непосредственно за счет обтекания препятствия.

Заканчивая анализ поведения амплитуд поверхностных воз-
мущений, возникающих при обтекании подводных препятствий,
следует указать на особую роль в их формировании скорости по-
тока. Как видно из графиков, представленных на рис. 1.12–1.14,
волновые возмущения на свободной границе в относительно ши-
роком промежуточном интервале изменения скорости V визуаль-
но отсутствуют, то есть этот интервал является зоной, закры-
той для выхода глубинных возмущений на поверхность воды.
Она простирается от максимального значения скорости потока V ,
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при котором в бесконечно глубоком потоке возникает внутренняя
мода (Vкр., определяемого формулой (1.10)) до тех значений V ,
при которых амплитуды уже поверхностных мод значимы. Сле-
дуя терминологии, принятой в морской гидроакустике, такой
интервал можно определить как «зону тени» подобных гидроди-
намических возмущений.

Наряду с амплитудами поверхностных волн рассчитывались
также их длины: Lвн = 2πV 2/(gξ1) и Lпов = 2πV 2/(gξ2), где ξ1
и ξ2 — соответственно меньший и больший корни уравне-
ния (1.34). Из этого уравнения следует, что для обеих мод длина
волны (в отличие от амплитуды) не зависит от локализации
препятствия. Результаты расчетов при H = 50м для внутренней
и поверхностной моды представлены соответственно на рис. 1.15
и рис. 1.16. При этом на рис. 1.15 стрелками, как и выше,
обозначены критические скорости. На каждом рисунке слева
изображены графики зависимости длины волны от скорости по-
тока V для случая бесконечной глубины, а справа — для случая
конечной глубины. Расчеты длин волн проводились при тех же
значениях параметров ε и β, что и расчеты их амплитуд (то есть
β ∈ {0,5; 1; 3; 5; 10; 25} для внутренней моды, β ∈ {0,5; 2; 10} —
для поверхностной, ε ∈ {0,001; 0,002; 0,004} для обеих мод).

Что касается зависимости длины волны внутренней моды Lвн

от скорости потока V , то она в целом аналогична рассмот-
ренной выше зависимости ее амплитуды от V в случае об-
текания препятствия, локализованного над скачком плотности.
Для каждого значения β длина волны монотонно возрастает,
резко увеличиваясь при приближении V к своему критическому
значению. В то же время при фиксированном значении V длина
волны уменьшается с увеличением толщины нижнего слоя (то
есть при возрастании β) и стремится к своему предельному
значению для случая потока бесконечной глубины при β → ∞.

Для поверхностной моды длина волны в случае потока беско-
нечной глубины Lпов = 2πV 2/g не зависит от мощности скачка ε
(левый график). А в случае потока конечной глубины кривые
на правых графиках, соответствующие девяти парам значений ε
и β, сливаются. Это указывает на то, что длина волны по-
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Рис. 1.15. Длины волн внутренней моды поверхностных возмущений,
возникающих за обтекаемым двухслойной жидкостью препятствием,
при бесконечной (левые графики) и конечной (правые) глубинах по-
тока для шести значений параметра β (соотношения толщин нижнего
и верхнего слоев): β1 = 0,5, β2 = 1, β3 = 3, β4 = 5, β5 = 10, β6 = 25

верхностной моды практически не зависят от мощности слоя
скачка плотности ε (в диапазоне значений ε, характерном для
реальных морских условий) и от соотношения толщин нижнего
и верхнего слоев β при β > 0,5. Таким образом, в этом случае
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Рис. 1.16. Длины волн поверхностной моды поверхностных возмуще-
ний, возникающих за обтекаемым двухслойной жидкостью препятстви-
ем, при бесконечной (верхний график) и конечной (нижний) глубинах

потока

неоднородность потока и наличие у него нижней границы прак-
тически не влияют на параметры поверхностных возмущений.

1.2.3. Заключение

Исследована волновая структура поверхностных возмущений,
возникающих при обтекании подводных препятствий потоком
двухслойной идеальной жидкости конечной глубины. Показано,
что за обтекаемым препятствием возможно образование тех же
типов поверхностных волн, что и в случае потока бесконечной
глубины. Установлено, что возмущения на свободной границе
проявляются на двух разнесенных между собой интервалах ско-
рости потока, а в промежуточной зоне они отсутствуют.



1.3.1. Введение

При возведении в морской среде искусственных сооружений
необходимо оценивать силовые нагрузки, возникающие при на-
личии подводных течений. Существующие методики расчетов
позволяют найти силы вязкого сопротивления, действующие на
различные элементы подводного сооружения.

В реальных условиях для структуры стратификации морской
среды характерно присутствие относительно резких перепадов
плотности воды, связанных с наличием сезонного термоклина
или иных существующих в толще воды скачков плотности. По-
этому обтекаемые потоком элементы конструкции генерируют
внутренние волны, вследствие чего возникает дополнительное
действие на них волнового сопротивления. Кроме того, в придон-
ных областях моря гидродинамические воздействия на эти кон-
струкции могут усиливаться взвесенесущими (мутьевыми) пото-
ками, возникающими при подъеме со дна твердых микро- и мел-
козернистых частиц грунта. Скорости таких потоков могут пре-
вышать 1м/с, а толщины составлять несколько десятков мет-
ров. По сравнению с окружающими водами избыток плотно-
сти воды в них составляет более 0,01 г/см3 [183], что может
приводить к формированию относительно резкого пикноклина
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и возникновению внутренних волн. В этих случаях обтекаемые
подводные препятствия могут дополнительно испытывать вполне
значимые силовые воздействия. Поэтому представляет интерес
исследование влияния стратифицированных течений на обтекае-
мые препятствия, локализованные вблизи скачка плотности как
в нижнем, так и в верхнем слоях потока.

В общем случае обтекание препятствия может происходить
с некоторой циркуляцией, которая вносит дополнительный вклад
в гидродинамические реакции на подводные конструкции. В на-
стоящем разделе в качестве препятствия в потоке рассматри-
вается диполь, моделирующий поперечное обтекание цилиндра
(например, как элемента транспортного трубопровода в морской
среде). При этом циркуляция обеспечивается совмещенным с ди-
полем точечным вихрем.

1.3.2. Препятствие в нижнем слое
Рассмотрим двухслойный поток идеальной жидкости, ограни-

ченный горизонтальным дном, стационарно обтекающий цилиндр
с круговым сечением радиусом R. Цилиндр моделируется точеч-
ным диполем с моментом

m = 2πV R2, (1.54)

где V — скорость набегающего потока [182], и точечным вихрем,
имеющим циркуляцию Γ.

Обозначим толщину верхнего слоя через H, нижнего через H1,
а их плотности — соответственно через ρ1 и ρ2 (ρ1 < ρ2). Начало
координат поместим на невозмущенной границе между слоями
жидкости, ось x направим вдоль этой границы, а ось y —
вертикально вверх.

Вначале рассмотрим случай, когда диполь и вихрь находят-
ся в точке (0,−h), то есть под границей раздела двух слоев
(рис. 1.17). Решение задач осуществляем в рамках теории малых
возмущений.

Предполагая течение потенциальным, представим комплекс-
но-сопряженную скорость в каждом из двух слоев потока в виде
μj = V + Uj , Uj = uj − ivj (j = 1, 2). Тогда задача об отыскании
возмущений скорости Uj , вносимых в поток диполем и вихрем,
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Рис. 1.17. Схема циркуляционного обтекания моделируемого диполем
трубопровода, локализованного в нижнем слое двухслойного потока

формулируется следующим образом: найти аналитические функ-
ции U1(z) и U2(z), удовлетворяющие граничным условиям

Im
[
i
dU1

dz
− νU1

]
= 0, y = H, (1.55)

δ Im
[
i
dU1

dz
− νU1

]
= Im

[
i
dU2

dz
− νU2

]
, y = 0, (1.56)

ImU1 = ImU2, y = 0, (1.57)

ImU2 = 0, y = −H1, (1.58)

где δ = ρ1/ρ2, z = x + iy, ν = g/V 2, g — ускорение свободного
падения. Кроме того, U1(z) должна быть регулярна в полосе
−∞ < x < +∞, 0 < y < H, а U2(z) — в полосе −∞ < x < +∞,
−H1 < y < 0 всюду (за исключением точки z = −ih), в кото-
рой U2(z) имеет полюс второго порядка и где расположены вихрь
и диполь:

U2(z) = −m

2π
1

(z + ih)2
+ Γ

2πi
1

z + ih
+ f(z),

здесь Γ — интенсивность вихря, f(z) — регулярная функция.
Граничное условие (1.55) описывает постоянство давления

на свободной поверхности, (1.56) — непрерывность давления
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при переходе границы раздела слоев, (1.57) определяет отсут-
ствие потока жидкости через эту границу, а (1.58) является
условием непротекания через дно. (Вывод (1.55)–(1.58) приведен
в разд. 1.2.)

В силу линейности задачи представим искомую комплексно-
сопряженную скорость в виде суммы возмущений комплекс-
но-сопряженной скорости, вносимых в поток точечным вих-
рем и диполем: Uj(z) = UΓ

j (z) + Umj (z) (j = 1, 2). Для функ-
ций UΓ

j (z) и Umj (z) получаем граничные условия, аналогичные
(1.55)–(1.58), причем

UΓ
2 (z) = Γ

2πi
1

z + ih
+ fΓ(z), (1.59)

Um2 (z) = −m

2π
1

(z + ih)2
+ fm(z), (1.60)

где fΓ(z) и fm(z) — функции, регулярные в полосе −∞<x<+∞,
−H1<y<0, и f(z) = fΓ(z) + fm(z).

Ищем скорости UΓ
1 (z) и fΓ(z), а также Um1 (z) и fm(z) в виде

их разложения в интеграл Фурье по волновым числам:

UΓ
1 (z) = Γ

2π

∞∫

0

[
AΓ(k)eikz +BΓ(k)e−ikz

]
dk, (1.61)

fΓ(z) = Γ
2π

∞∫

0

[
CΓ(k)eikz +DΓ(k)e−ikz

]
dk, (1.62)

Um1 (z) = m

2π

∞∫

0

k
[
Am(k)eikz +Bm(k)e−ikz

]
dk, (1.63)

fm(z) = m

2π

∞∫

0

k
[
Cm(k)eikz +Dm(k)e−ikz

]
dk, (1.64)

где функции AΓ(k), BΓ(k), CΓ(k), DΓ(k) и Am(k), Bm(k), Cm(k),
Dm(k) подлежат определению.
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Применив равенство

1
z + ih

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−i

∞∫

0

e−kheikz dk, y > −h,

i

∞∫

0

ekhe−ikz dk, y < −h,

получим из (1.59) и (1.62) выражения для функции UΓ
2 (z) в об-

ластях нижнего слоя, находящихся выше и ниже горизонта ло-
кализации вихря и диполя:

UΓ
2 (z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γ
2π

∞∫

0

[
(−e−kh + CΓ(k))eikz +DΓ(k)e−ikz

]
dk,

y > −h,
Γ
2π

∞∫

0

[
CΓ(k)eikz + (ekh +DΓ(k))e−ikz

]
dk,

y < −h.

(1.65)

Аналогично, из (1.60) и (1.64) можно получить интегральное
представление для Um2 (z):

Um2 (z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m

2π

∞∫

0

k
[
(e−kh + Cm(k))eikz +Dm(k)e−ikz

]
dk,

y > −h,
m

2π

∞∫

0

k
[
Cm(k)eikz + (ekh +Dm(k))e−ikz

]
dk,

y < −h.

(1.66)

Подстановка (1.61), (1.65) и (1.63), (1.66) в граничные условия
(1.55)–(1.58) приводит к двум системам линейных уравнений
относительно функций AΓ(k), BΓ(k), CΓ(k), DΓ(k) и Am(k),
Bm(k), Cm(k), Dm(k) соответственно. Решая эти системы,
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получаем следующие выражения для CΓ(k), DΓ(k) и Cm(k),
Dm(k):

Cm(k) = e−kH1

2 ch kH ch kH1
×

×
( −(1− δ)(k2 − ν2) sh k(H − h)
k2 + [δk2 + (1− δ)ν2] th kH th kH1 − kν(th kH + th kH1)

+

+ [(1+ δ)k2 + (1− δ)ν2] sh k(H + h) − 2kν ch k(H + h)
k2 + [δk2 + (1− δ)ν2] th kH th kH1 − kν(th kH + th kH1)

)
,

Dm(k) = ch k(H1 − h)
2 ch kH ch kH1

×

× −[(1+ δ)k2 + 2kν + (1− δ)ν2]e−kH − (1− δ)(k2 − ν2)ekH

k2 + [δk2 + (1− δ)ν2] th kH th kH1 − kν(th kH + th kH1)
,

CΓ(k) = e−kH1

2 ch kH ch kH1
×

×
(

(1− δ)(k2 − ν2) ch k(H − h)
k2 + [δk2 + (1− δ)ν2] th kH th kH1 − kν(th kH + th kH1)

+

+ [(1+ δ)k2 + (1− δ)ν2] ch k(H + h) − 2kν sh k(H + h)
k2 + [δk2 + (1− δ)ν2] th kH th kH1 − kν(th kH + th kH1)

)
,

DΓ(k) = sh k(H1 − h)
2 ch kH ch kH1

×

× [(1+ δ)k2 + 2kν + (1− δ)ν2]e−kH + (1− δ)(k2 − ν2)ekH

k2 + [δk2 + (1− δ)ν2] th kH th kH1 − kν(th kH + th kH1)
.

(1.67)

Далее заметим, что для получения решения, которое удовле-
творяет условию отсутствия возмущений далеко вверх по пото-
ку, контур интегрирования в первых слагаемых выражений для
fΓ(z) и fm(z) следует сместить в нижнюю полуплоскость, а во
вторых — в верхнюю. Таким образом, всюду в дальнейшем под
функцией f(z) = fΓ(z) + fm(z) понимается предел

f(z) = lim
ε1→0

⎧⎨⎩ Γ
2π

⎡⎣−iε1+∞∫

−iε1

CΓ(k)eikz dk +

iε1+∞∫

iε1

DΓ(k)e−ikz dk

⎤⎦ +

+ m

2π

⎡⎣−iε1+∞∫

−iε1

kCm(k)eikz dk +

iε1+∞∫

iε1

kDm(k)e−ikz dk

⎤⎦⎫⎬⎭. (1.68)
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Для вычисления равнодействующей F гидродинамических
сил, приложенных к цилиндру, воспользуемся формулой С.А. Чап-
лыгина [182], согласно которой

F ∗ = X − iY = iρ2
2

∮

K

μ22(z) dz.

Здесь X — волновое сопротивление, Y — подъемная сила, а ин-
тегрирование осуществляется по произвольному контуру K, рас-
положенному в нижнем слое и охватывающему рассматриваемые
вихрь и диполь. Поскольку

μ2(z) = V + U2(z) = V − m

2π
1

(z + ih)2
+ Γ

2πi
1

z + ih
+ f(z)

и функция f(z) регулярна в области, занятой нижней жидко-
стью, то функция μ22(z) имеет в этой области единственную осо-
бую точку: z = −ih. Применяя теорему о вычетах [181], находим
R∗ = iρ2V Γ + iρ2Γf(−ih) + ρ2mf

′(−ih).
В дальнейшем исследуются добавочная сила ΔF к обобщен-

ной силе Жуковского (−iρ2V Γ), действующей на цилиндр [182],
и ее составляющие X и ΔY . Очевидно, что

ΔF ∗ = X − iΔY = iρ2Γf(−ih) + ρ2mf
′(−ih). (1.69)

Из (1.68) с помощью интегральной теоремы Коши [181] находим

f(−ih) = Γ
2π

∞∫

0

[
CΓ(k)ekh +DΓ(k)e−kh

]
dk +

+ m

2π

∞∫

0

k
[
Cm(k)ekh +Dm(k)e−kh

]
dk +

+ iΓ
2

s∑
j=1

res
k=kj

{
CΓ(k)ekh −DΓ(k)e−kh

}
+

+ im

2

s∑
j=1

res
k=kj

{
k
[
Cm(k)ekh −Dm(k)e−kh

]}
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и

f ′(−ih) = iΓ
2π

∞∫

0

k
[
CΓ(k)ekh −DΓ(k)e−kh

]
dk +

+ im

2π

∞∫

0

k2
[
Cm(k)ekh −Dm(k)e−kh

]
dk −

− Γ
2

s∑
j=1

res
k=kj

{
k
[
CΓ(k)ekh +DΓ(k)e−kh

]}−
− m

2

s∑
j=1

res
k=kj

{
k2
[
Cm(k)ekh +Dm(k)e−kh

]}
.

Отсюда и из (1.69) имеем

ΔF ∗ = iρ2m
2

2π

∞∫

0

k2
[
Cm(k)ekh −Dm(k)e−kh

]
dk +

+ iρ2Γ2

2π

∞∫

0

[
CΓ(k)ekh +DΓ(k)e−kh

]
dk +

+ iρ2mΓ
2π

∞∫

0

k
[
(Cm(k) + CΓ(k)) ekh + (Dm(k) −DΓ(k)) e−kh

]
dk −

− ρ2m
2

2

s∑
j=1

res
k=kj

{
k2
[
Cm(k)ekh +Dm(k)e−kh

]}
+

+ ρ2Γ2

2

s∑
j=1

res
k=kj

{−CΓ(k)ekh +DΓ(k)e−kh
}

+

+ ρ2mΓ
2

s∑
j=1

res
k=kj

{
k
[−(Cm(k)+CΓ(k)) ekh+(Dm(k)−DΓ(k)) e−kh

]}
.

(1.70)
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Здесь интегралы понимаются в смысле главного значения по Ко-
ши, а вычеты берутся по всем s полюсам kj соответствующих
функций, расположенным на положительной действительной оси.
Из (1.67) видно, что указанные полюса — общие для данных
функций; они являются положительными корнями уравнения

k2+[δk2+(1−δ)ν2] th kH th kH1−kν(th kH+th kH1) = 0. (1.71)

Очевидно, что точки k = kj (и только они) являются особыми
для подынтегральных функций в первых трех слагаемых фор-
мулы (1.70), то есть полюсами, расположенными на контуре
интегрирования.

Проведенный в разд. 1.2 анализ показывает, что уравне-
ние (1.71) имеет два положительных корня (s = 2) при выполне-
нии условия

V < V вн
cr =

√
gH
(
β + 1−

√
(β + 1)2 − 4εβ

)
2

(1.72)

и один положительный корень (s = 1), если

V вн
cr < V < V пов

cr =

√
gH
(
β + 1+

√
(β + 1)2 − 4εβ

)
2

. (1.73)

Здесь ε = 1− δ = (ρ2 − ρ1)/ρ2 — относительный перепад плотно-
сти между слоями, β = H1/H.

При V > V пов
cr положительных решений нет: s = 0. С фи-

зической точки зрения критические скорости V вн
cr и V пов

cr озна-
чают максимальную скорость течения, при которой в потоке
за обтекаемым цилиндром образуются волны, обусловленные
соответственно наличием слоя скачка плотности и свободной
поверхности, то есть внутренние и поверхностные волны.

Выделяя в формуле (1.70) вещественную и мнимую части,
с учетом соотношения (1.54), связывающего момент диполя
с радиусом моделируемого им трубопровода и скоростью набе-
гающего потока, окончательно получаем следующие выражения
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для волнового сопротивления и подъемной силы:

X=−2π2ρ2V 2R4
s∑
j=1

res
k=kj

{
k2
[
Cm(k)ekh+Dm(k)e−kh

]}
+

+ ρ2Γ2

2

s∑
j=1

res
k=kj

{−CΓ(k)ekh +DΓ(k)e−kh
}

+

+ πρ2V R
2Γ

s∑
j=1

res
k=kj

{
k
[− (Cm(k) + CΓ(k)) ekh +

+ (Dm(k) −DΓ(k)) e−kh
]}

,

ΔY = −2πρ2V 2R4

∞∫

0

k2
[
Cm(k)ekh −Dm(k)e−kh

]
dk −

− ρ2Γ2

2π

∞∫

0

[
CΓ(k)ekh +DΓ(k)e−kh

]
dk −

− ρ2V R
2Γ

∞∫

0

k
[
(Cm(k) + CΓ(k)) ekh +

+ (Dm(k) −DΓ(k)) e−kh
]
dk.

(1.74)

Отметим, что в выражение для вычисления подъемной силы
не включена действующая на цилиндр сила Архимеда.

1.3.3. Препятствие в верхнем слое

Далее в аналогичной постановке исследуем задачу об опре-
делении гидродинамической реакции при циркуляционном об-
текании цилиндра, который моделируется точечным диполем,
расположенным в верхнем слое двухслойного потока.

Диполь с моментом m и вихрь интенсивности Γ поместим
в точку z = ih (0 < h < H), а комплексно-сопряженную ско-
рость в j-м слое μj (j = 1, 2), как и ранее, представим в виде
μj = V + Uj (рис. 1.18). Тогда математическая формулировка
исходной задачи выглядит следующим образом: найти анали-
тические функции U1(z) и U2(z), удовлетворяющие граничным
условиям (1.55)–(1.58). При этом U1(z) должна быть регулярна
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Рис. 1.18. Схема циркуляционного обтекания моделируемого диполем
трубопровода, локализованного в верхнем слое двухслойного потока

в полосе −∞ < x < +∞, 0 < y < H всюду (за исключением
полюса второго порядка в точке z = ih):

U1(z) = −m

2π
1

(z − ih)2
+ Γ

2πi
1

z − ih
+

+ m

2π

∞∫

0

k
[
Am(k)eikz +Bm(k)e−ikz

]
dk +

+ Γ
2π

∞∫

0

[
AΓ(k)eikz +BΓ(k)e−ikz

]
dk.

Аналогично, U2(z) регулярна в полосе −∞<x<+∞, −H1<y<0:

U2(z) = m

2π

∞∫

0

k
[
Cm(k)eikz +Dm(k)e−ikz

]
dk +

+ Γ
2π

∞∫

0

[
CΓ(k)eikz +DΓ(k)e−ikz

]
dk.

Здесь функции AΓ(k), BΓ(k), CΓ(k), DΓ(k) и Am(k), Bm(k),
Cm(k), Dm(k) подлежат определению.

Решая данную задачу, получим следующие выражения для
Am(k), Bm(k), AΓ(k), BΓ(k):

Am(k)= [(δk+(1−δ)ν) th kH1−k][ν ch k(H−h)−k sh k(H−h)]
ch kH

{
k2+[δk2+(1−δ)ν2] th kH th kH1−kν(th kH+th kH1)

} ,
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Bm(k)= (k+ν)e−kH {[(1−δ)ν ch kh−δk sh kh] th kH1−k ch kh}
ch kH

{
k2+[δk2+(1−δ)ν2] th kH th kH1−kν(th kH+th kH1)

} ,
AΓ(k)= [(δk+(1−δ)ν) th kH1−k][ν sh k(H−h)−k ch k(H−h)]

ch kH
{
k2+[δk2+(1−δ)ν2] th kH th kH1−kν(th kH+th kH1)

} ,
BΓ(k)= (k+ν)e−kH {[−(1−δ)ν sh kh+δk ch kh] th kH1+k sh kh}

ch kH
{
k2+[δk2+(1−δ)ν2] th kH th kH1−kν(th kH+th kH1)

} .
Тогда выражение для комплексно-сопряженной добавочной реак-
ции ΔF ∗ к обобщенной силе Жуковского (−iρ1V Γ), действую-
щей на цилиндр, имеет вид

ΔF ∗ = iρ1m
2

2π

∞∫

0

k2
[
Am(k)e−kh −Bm(k)ekh

]
dk +

+ iρ1Γ2

2π

∞∫

0

[
AΓ(k)e−kh +BΓ(k)ekh

]
dk +

+ iρ1mΓ
2π

∞∫

0

k
[
(Am(k) +AΓ(k)) e−kh + (Bm(k) −BΓ(k)) ekh

]
dk −

− ρ1m
2

2

s∑
j=1

res
k=kj

{
k2
[
Am(k)e−kh +Bm(k)ekh

]}
+

+ ρ1Γ2

2

s∑
j=1

res
k=kj

{−AΓ(k)e−kh +BΓ(k)ekh
}

+

+ ρ1mΓ
2

s∑
j=1

res
k=kj

{
k
[−(Am(k)+AΓ(k)) e−kh+(Bm(k)−BΓ(k)) ekh

]}
.

(1.75)

Здесь, как и в (1.70), интегралы понимаются в смысле главного
значения по Коши, а вычеты берутся по всем s полюсам kj со-
ответствующих функций, расположенным на положительной дей-
ствительной оси. Очевидно, что эти полюса будут общими для
всех трех функций; они являются положительными корнями урав-
нения (1.71), поэтому для данного случая критерии существова-
ния двух и одного полюса (см. (1.72)–(1.73)) останутся неизмен-
ными, равно как и значения критических скоростей V вн

cr и V пов
cr .
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Из (1.75) имеем выражения для волнового сопротивления
и подъемной силы:

X = −2π2ρ1V 2R4
s∑
j=1

res
k=kj

{
k2
[
Am(k)e−kh+Bm(k)ekh

]}
+

+ ρ1Γ2

2

s∑
j=1

res
k=kj

{−AΓ(k)e−kh +BΓ(k)ekh
}

+

+ πρ1V R
2Γ

s∑
j=1

res
k=kj

{
k
[− (Am(k) +AΓ(k)) e−kh +

+ (Bm(k) −BΓ(k)) ekh
]}

,

ΔY = −2πρ1V 2R4

∞∫

0

k2
[
Am(k)e−kh −Bm(k)ekh

]
dk −

− ρ1Γ2

2π

∞∫

0

[
AΓ(k)e−kh +BΓ(k)ekh

]
dk −

− ρ1V R
2Γ

∞∫

0

k
[
(Am(k) +AΓ(k)) e−kh+

+(Bm(k) −BΓ(k)) ekh
]
dk.

(1.76)

1.3.4. Численные расчеты

Расчеты силового воздействия на обтекаемый цилиндр про-
водились непосредственно по формулам (1.74) и (1.76) для ре-
альных значений характеристик морской среды.

Плотность в верхнем слое воды ρ1 = 1024 кг/м3, а отношение
плотностей нижнего и верхнего слоев ρ2/ρ1 ∈ [1,01; 1,02], что мо-
жет соответствовать наличию мутьевого потока в нижнем слое.
Общая глубина потока H0 = H +H1 = 50м, толщина верхнего
слоя H = 40м, радиус цилиндра (или трубопровода) R = 0,71м.
Диполь локализован в нижнем (или в верхнем) слое на рас-
стоянии h = 2м от границы раздела слоев воды. Безразмерная
циркуляция определялась как γ = Γ/(4πV R), где V — скорость
потока, Γ — размерная циркуляция. Модельные расчеты велись
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отдельно с учетом положительной («+») и отрицательной («−»)
циркуляций (см. рис. 1.19–1.20).

Результаты вычислений волнового сопротивления X и подъ-
емной силы ΔY (в расчете на погонный метр длины цилиндра)
в зависимости от скорости набегающего потока V приведены
на рис. 1.19–1.20. На каждом графике представлены кривые,
соответствующие четырем значениям γi.

1.3.5. Обсуждение результатов модельных расчетов

Как видно на рис. 1.19 и 1.20, все зависимости X(V )
и ΔY (V ) отражают значительное усиление волнового воздей-
ствия на обтекаемое подводное препятствие при учете в модели
завихренности потока. Увеличение интенсивности завихренно-
сти γi приводит к заметно более высокому (то есть непропорци-
ональному) усилению волнового сопротивления.

Графики на рис. 1.19,а и 1.19, в представляют зависимость
X+(V ) в случае положительной циркуляции, то есть при движе-
нии жидкости вблизи вихря против часовой стрелки (а — лока-
лизация цилиндра над слоем скачка плотности, в — под ним).
Как представлено на этих двух графиках, кривые волнового
сопротивления по соответствующим (относительно циркуляции)
значениям амплитуд существенно (почти в 3 раза) различаются
между собой.

Аналогичное сравнение амплитуд силы волнового сопро-
тивления при отрицательной циркуляции X−(V ) (рис. 1.19, б
и 1.19, г) приводит к противоположному эффекту: к ослаблению
волнового воздействия над скачком плотности (на малых скоро-
стях обтекания) и к его усилению под ним почти в такой же
пропорции, как и для X+(V ) (за исключением кривой 4). При за-
данных условиях и параметрах модели на графиках рис. 1.19 на-
блюдается практическое совпадение (как по значениям амплитуд,
так и по форме изменчивости) между собой противоположно за-
вихренных кривых X+(V ) и X−(V ), локализованных по разные
стороны границы раздела слоев. В этом случае можно предполо-
жить, что скорости обтекания цилиндра для разнонаправленных
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вихрей вблизи, но по разные стороны границы скачка плотности
близки между собой.

Согласно (1.72)–(1.74) зависимость волнового воздействия
на модельный цилиндр от скорости набегающего потока прояв-
ляется в ограниченном диапазоне от 0 до V вн

cr . Причем такая
зависимость испытывает разрыв первого рода: при переходе че-
рез V вн

cr волновое сопротивление уменьшается практически до
нуля, что и отражает влияние внутренней моды, генерируемой
на скачке плотности. Затем X(V ) вновь достигает значимых
величин лишь при существенно бóльших значениях скорости по-
тока (V > 6м/с), то есть в диапазоне проявления поверхностной
моды, связанной с наличием свободной поверхности. В то же
время функция Y (V ) имеет разрыв второго рода при V = V вн

cr

(при подходе слева к V вн
cr она имеет конечный предел, а при

подходе справа — бесконечный).
Далее отметим, что (в отличие от X(V )) зависимость ΔY (V )

имеет важную и характерную особенность (рис. 1.20). Так, в от-
носительно узком диапазоне изменения V подъемная сила резко
меняет свое направление на противоположное. Возникает вопрос
о возможных последствиях столь резкого и реверсивного изме-
нения ΔY (V ). В ответе на него можно воспользоваться интегра-
лом Бернулли, связывающим изменение давления с изменением
квадрата скорости набегающего потока. Так, при положительной
циркуляции суммарная скорость потока под модельным элемен-
том цилиндра увеличивается, а над ним уменьшается. В этом
случае давление внизу уменьшается, а сверху цилиндра увели-
чивается. Поэтому в таком же порядке изменяется и подъемная
сила. А поскольку в реальных морских условиях скорость те-
чения непостоянна по пространству (в том числе и вблизи дна)
вдоль горизонтально проложенного транспортного трубопрово-
да, то и поле давления в его окрестности также непостоянно,
а последнее непосредственно влияет на изменение силового воз-
действия на обтекаемый трубопровод. В этом случае описанная
динамика обтекания трубы может приводить к деформированию
ее отдельных протяженных элементов, а силовые воздействия —
к разрушению самого трубопровода.
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1.3.6. Заключение

Получены выражения для гидродинамической нагрузки на
диполь при его циркуляционном обтекании потоком двухслойной
жидкости конечной глубины. Исследованы зависимости волново-
го сопротивления и подъемной силы от скорости потока и цирку-
ляции. Показано, что учет циркуляции может значительно из-
менить величину гидродинамической реакции, действующей на
диполь. Обнаружен эффект резкого (реверсивного) изменения
направления действия подъемной силы в относительно узком
диапазоне скорости обтекания моделируемого диполем трубопро-
вода. Данный эффект необходимо учитывать при проектирова-
нии подводных инженерных конструкций в морской среде и на
дне моря.



1.4. Силовое воздействие
потока бесконечно глубокой

жидкости на источник
под ледяным покровом

1.4.1. Введение

Характерным природным фактором полярных районов Ми-
рового океана и замерзающих морских акваторий является нали-
чие ледяного покрова. Плавающий ледяной покров, определяющий
динамическое взаимодействие между океаном и атмосферой, вли-
яет на динамику не только морской поверхности, но и подповерх-
ностных вод при этом в общем движении по вертикали участву-
ет как ледяной покров, так и вся масса жидкости под ним [58,
79, 80, 112, 184, 185]. Причинами деформации ледяной поверх-
ности в природных условиях могут быть, например, импульс-
ные и периодические изменения давления, подводные источники
различной физической природы (в том числе подводные взры-
вы), движущиеся по льду нагрузки постоянной и переменной
интенсивности, локализованные возмущения морской поверхно-
сти [58, 156, 184, 186, 187]. Волновые процессы под ледяным по-
кровом проявляются в его деформации, которая зависит от физи-
ко-механических свойств льда. Воздействием волн можно объяс-
нить такие явления, как образование трещин в сплошных ледяных
полях, разрушение льда в прикромочных зонах, взламывание при-
пая [80,112,156,185].

Изучение волновых процессов в море с плавающим ледяным
покровом актуально для исследования его реакции на различные
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гидродинамические возмущения, движущиеся надводные и под-
водные суда, процессы распада ледяных полей в интересах судо-
ходства, а также совершенствования методов дистанционного зон-
дирования поверхности ледяного покрытия. Практический инте-
рес к воздействию ледяного покрова на подводные препятствия
обусловлен тем, что при наличии водной толщи обтекаемое пото-
ком препятствие генерирует волны на поверхности раздела льда
и морской среды и, следовательно, оно испытывает дополнитель-
ное волновое сопротивление, расчет которого необходим при про-
ектировании различных сооружений [80, 156, 186]. С другой сто-
роны, эти поверхностные волны несут информацию как о самих
источниках возмущений, так и о характеристиках морской сре-
ды подо льдом, и они могут быть зарегистрированы с помо-
щью специальных средств, прежде всего, радиолокационных
и оптических систем [38, 55, 66, 80]. Для дальнейшего разви-
тия методов контролирующего мониторинга морских акваторий
с ледяным покровом, основанных на данных, получаемых сред-
ствами дистанционного зондирования поверхности льда, важ-
но знать, как, в частности, зависит характер силового воз-
действия морских течений на подводные источники различной
физической природы от скорости потока, глубины погружения
источника, иных существенных гидродинамических парамет-
ров [80,156,186].

Генерации волновых возмущений на границе льда и жидкости
от обтекаемых подводных препятствий посвящены многочислен-
ные исследования как в лабораторных опытах, так и в рамках
теоретических работ. Современное состояние проблемы и по-
дробный обзор работ содержатся в [80, 156–159]. Обычно пред-
полагается, что ледяной покров является сплошным (то есть его
горизонтальные масштабы значительно превышают длины воз-
буждаемых волн), и при достаточно естественных условиях моде-
лируется тонкой упругой пластиной, деформации которой малы,
а пластина является физически линейной [156,158,159,188–190].
Целью настоящего раздела является расчет силового воздей-
ствия потока бесконечно глубокой однородной жидкости на ис-
точник под ледовым покровом.
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1.4.2. Постановка задачи

Рассматривается поток идеальной несжимаемой бесконечно
глубокой жидкости, который обтекает точечный источник массы
мощности q = q0e

εt (q0, ε = const, ε > 0); далее в полученном
решении ищется предел при ε → 0. Сверху течение ограничено
ледовым покровом толщиной l. Ось Oξ совпадает с невозмущен-
ной границей раздела жидкости плотности ρ0 и льда с плотно-
стью ρ1 (рис. 1.21). Скорость потока направлена вдоль оси ξ

и равна V , источник расположен в точке (0,−h), задача плос-
кая. Предполагая течение потенциальным, поле горизонтальных
скоростей U(ξ, y) можно представить в виде [95,97,182]

U(ξ, y, t) = V + q0e
εtu1(ξ, y) + q0e

εtu(ξ, y),

u1(ξ, y) = 1
2π

(
ξ

ξ2 + (y + h)2
+ ξ

ξ2 + (y − h)2

)
,

(1.77)

где u1(ξ, y) — горизонтальная скорость от системы двух источ-
ников единичной интенсивности, расположенных симметрично
относительно оси Oξ. Тогда в линейном приближении матема-
тическая постановка задачи для функции u(ξ, y) формулируется

Рис. 1.21. Схема обтекания источника под ледовым покровом
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следующим образом [156–159]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2u

∂ξ2
+ ∂2u

∂y2
= 0,

D2u

Dt2
+ g

∂u

∂y
− C

∂3u

∂ξ2∂y
+B

∂5u

∂ξ4∂y
+

+A
D2

Dt2

(
∂u

∂y

)
= −D2u1

Dt2
, y = 0,

u→ 0, при y → −∞,

D

Dt
= ε+ V

∂

∂ξ
, A = lρ1

ρ0
, B = El3

12ρ0(1− ν2)
, C = σl

ρ0
,

(1.78)

где g — ускорение свободного падения, E — модуль Юнга льда,
ν — коэффициент Пуассона, σ — начальное напряжение. Харак-
терные значения этих величин в морских условиях [80,112,156]:
ρ0 = 1025 кг/м3, ρ1 = 0,9ρ0, E = 3 · 109 Па, ν = 0,3, σ = 105 Па.
В терминах Фурье-образа возмущения горизонтальной скорости

Φ(k, y) =
∞∫

−∞
u(ξ, y) exp(ikξ) dξ

исходная задача (1.78) формулируется следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2Φ
∂y2

− k2Φ = 0,

(ε− ikV )2Φ + (g + Ck2 +Bk4 +A(ε− ikV )2)∂Φ
∂y

=

= −i(ε− ikV )2e−kh sign k, y = 0,

Φ → 0, при y → −∞.

(1.79)

Решение задачи (1.79) имеет вид

Φ(k, y) = − i|k|(ε− ikV )2 exp (|k|(y − h))
k(A|k| + 1)(T − (iε+ kV )2)

,

T = |k|(g + Ck2 +Bk4)
A|k| + 1

.
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Проведем обратное преобразование Фурье:

u(ξ, y) =
∞∫

−∞

F (|k|) exp(−ikξ) dk
k(Ω2(|k|) − (iε+ kV )2)

, (1.80)

F (k) = iV 2k3 exp(k(y − h))
2π(Ak + 1)

, Ω2(k) = k(g + Ck2 + Bk4)
Ak + 1

.

Здесь Ω = Ω(k) — дисперсионное соотношение для волн в непо-
движной жидкости под ледовым покровом [156, 157, 159]. От-
метим, что в числителе подынтегрального выражения в (1.80)
выполнен предельный переход при ε→ 0. Малый параметр ε со-
хранен только в знаменателе для определения направления сме-
щения полюсов подынтегральной функции с действительной оси.

1.4.3. Аналитические решения

Представим далее функцию u(ξ, y) в виде разности

u(ξ, y) =
∞∫

0

F (k) exp(−ikξ) dk
k(Ω2(k) − (iε+ kV )2)

−
∞∫

0

F (k) exp(ikξ) dk
k(Ω2(k) − (iε− kV )2)

.

Из формулы (1.77) следует, что при ε → 0 комплексно-
сопряженную скорость течения W (ζ) = W (ξ + iy) можно
представить в виде [95,97,182]

W (ζ) = V + q0
2π

( 1
ζ + ih

+ 1
ζ − ih

)
+ q0w(ζ), (1.81)

где w(ζ) = u(ξ, y) − iv(ξ, y) — регулярная в нижней полуплоско-
сти функция, v(ξ, y) — вертикальная скорость, функция u(ξ, y)
определена в (1.80). Тогда из условий Коши–Римана [181] можно
получить выражение для поля вертикальной скорости

v(ξ, y) =
∞∫

0

iF (k) exp(−ikξ) dk
k(Ω2(k) − (iε+ kV )2)

+
∞∫

0

iF (k) exp(ikξ) dk
k(Ω2(k) − (iε− kV )2)

.

Следовательно,

w(ζ) = u(ξ, y) − iv(ξ, y) = 2

∞∫

0

F (k) exp(−ikξ) dk
k(Ω2(k) − (iε+ kV )2)

. (1.82)
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Для вычисления равнодействующей гидродинамических
сил R, приложенных к источнику, воспользуемся формулой Чап-
лыгина [97,182],

R∗ = X − iY = iρ0
2

∮

K

W 2(ζ) dζ.

где X — горизонтальная реакция, Y — подъемная сила, а инте-
грирование осуществляется по произвольному контуру K, распо-
ложенному в нижней полуплоскости и охватывающему источник.
Поскольку функция w(ζ) регулярна в нижней полуплоскости, то
из формулы (1.81) следует, что функция W 2(ζ) имеет в этой
области единственную особую точку: ζ = −ih — полюс второго
порядка. Применяя теорему о вычетах, находим [95]∮

K

W 2(ζ) dζ = 2πi res
ζ=−ih

W 2(ζ),

res
ζ=−ih

W 2(ζ) = q0
π

(
V + iq0

4πh
+ q0w(−ih)

)
.

Следовательно,

R∗ = −ρ0q0
(
V + iq0

4πh
+ q0w(−ih)

)
.

Далее будем рассматривать величину дополнительной силы
ΔR = ΔX + iY (ΔX — волновое сопротивление, Y — подъемная
сила) к действующей на источник обобщенной силе Жуковского
(реактивной силе), равной −ρ0q0V . Используя (1.82), можно
получить

ΔR∗ = −iρ0q
2
0

4πh
− ρ0q

2
0w(−ih),

w(−ih) = iV 2

π

∞∫

0

G(k) dk
Ω2(k) − (iε+ kV )2

, G(k) = k2 exp(−2kh)
Ak + 1

.
(1.83)

Дополнительная сила ΔR определяется полюсами подынтеграль-
ного выражения в (1.83), расположенными вблизи действитель-
ной оси, то есть корнями уравнения

C2(k) =
(
V + iε

k

)2
, (1.84)
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где C(k) = Ω(k)
/
k — фазовая скорость волн подо льдом [156].

Уравнение (1.84) при ε = 0 имеет ровно два положительных
корня при условии V > V∗ = C(k∗) и не имеет действительных
корней при V < V∗, где k∗ — единственный положительный ко-
рень уравнения 2ABk5 + 3Bk4 + Ck2 − 2Agk − g = 0 [157–159].
Кроме того, C ′(k) < 0 при 0 < k < k∗ и C ′(k) > 0 при k > k∗.
Далее, считая, что V > V∗, обозначим через k1 и k2 занумерован-
ные в порядке возрастания действительных частей корни урав-
нения (1.84), соответствующие положительным корням невозму-
щенного уравнения C(k) = V . Представим какой-либо из кор-
ней kj (j = 1, 2) уравнения (1.84) в виде kj = Kj + δj , где Kj —
соответствующий положительный корень невозмущенного урав-
нения. Тогда можно показать, что δj ∼ iε

/
(KjC ′(Kj)) при ε→ 0,

следовательно, полюс k1 подынтегрального выражения в (1.83)
смещен в нижнюю полуплоскость, а полюс k2 — в верхнюю.
Поэтому при ε → 0 полюс k1 надо обходить по бесконечно
малой полуокружности в верхней полуплоскости, а полюс k2 —
по бесконечно малой полуокружности в нижней полуплоскости
(рис. 1.22).

Рис. 1.22. Контур интегрирования в комплексной плоскости k

В результате можно получить

w(−ih) = iV 2

π

(
iπ(T1 + T2) + v.p.

∞∫

0

G(k) dk
Ω2(k) − V 2k2

)
,

Tj = (−1)j res
k=Kj

G(k)
Ω2(k) − V 2k2

(j = 1, 2),
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где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши.
Отсюда и из (1.83) имеем

ΔR∗ = ΔX − iY =

= ρ0q
2
0V

2(T1 + T2) − i

⎛⎝ρ0q20
4πh

+ ρ0q
2
0V

2

π
v.p.

∞∫

0

G(k) dk
Ω2(k) − V 2k2

⎞⎠.
(1.85)

Выделяя в (1.85) вещественную и мнимую части, получаем сле-
дующие выражения для волнового сопротивления ΔX и подъем-
ной силы Y :

ΔX = ρ0q
2
0V

2(T1 + T2),

Y = ρ0q
2
0

4πh
+ ρ0q

2
0V

2

π
v.p.

∞∫

0

G(k) dk
Ω2(k) − V 2k2

.
(1.86)

Источник мощности q0 моделирует затупленное полубеско-
нечное тело шириной d, где q0 = V d [97, 182]. Подставив это
выражение в (1.86), окончательно находим:

ΔX = ρ0d
2V 4(T1 + T2),

Y = ρ0d
2V 2

4πh
+ ρ0d

2V 4

π
v.p.

∞∫

0

G(k) dk
Ω2(k) − V 2k2

.

В аналогичной постановке можно рассмотреть задачу о ди-
поле с моментом m, находящемся под ледовым покровом. Такой
диполь, как известно, позволяет моделировать обтекание цилин-
дра радиуса a =

√
m/2πV [97, 182]. В результате выражения

для волнового сопротивления ΔX и подъемной силы Y можно
получить в виде

ΔX = 4π2ρ0a
4V 4(D1 +D2),

Dj = (−1)j res
k=Kj

k2G(k)
Ω2(k) − V 2k2

(j = 1, 2),

Y = 4πρ0a
4V 4 v.p.

∞∫

0

k2G(k) dk
Ω2(k) − V 2k2

+ ρ0a
4V 2

2h3
.
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1.4.4. Численные результаты и обсуждение

При больших значениях скорости потока V полюса Kj (j =
= 1, 2) имеют асимптотики: K1 ∼ g/V 2, K2 ∼ V

√
A/B . Тогда

соответствующие асимптотики величин Tj , Dj имеют вид: для
источника

T1 ∼ g

V 4 , T2 ∼
exp(−2hV

√
A/B )

2AV 2

и для диполя

D1 ∼ g3

V 8
, D2 ∼ exp(−2hV

√
A/B )

2B
.

Поэтому волновое сопротивление источника ΔX → ρ0gd
2 при

V → ∞, то есть имеет конечный предел, отличный от нуля.
Волновое сопротивление диполя ΔX → 0 при V → ∞.

В данной постановке подъемная сила Y как для источника,
так и для диполя имеет конечный предел при V → V +∗ и стре-
мится к бесконечности при V → V −∗ , то есть функция Y (V )
претерпевает разрыв второго рода при V = V∗. В самом деле,
при V → V∗ происходит слияние полюсов K1 и K2, причем
если V > V∗, то эти полюса расположены на действительной
оси, а если V < V∗, то — на комплексной плоскости. Вопрос
о влиянии двух сливающихся полюсов на асимптотику Y (V )
при V → V∗ можно исследовать, используя модельный интеграл

I(b) =
∞∫

−∞

dx

x2 − b
,

где полюса сливаются при b = 0, а модельная функция

I(b) =

{ π√−b , b < 0

0, b > 0

имеет бесконечный предел при b → 0− и конечный предел
при b→ 0+.

На рис. 1.23–1.26 представлены результаты расчетов волново-
го сопротивления ΔX, подъемной силы Y источника (рис. 1.23,
1.24) и диполя (рис. 1.25, 1.26) в зависимости от скорости
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Рис. 1.23. Волновое сопротивление источника

Рис. 1.24. Подъемная сила источника

набегающего потока V для различных значений глубины их
погружения h. Для рис. 1.23–1.26 линия 1 — h = 5м, линия 2 —
h = 6м, линия 3 — h = 7м, линия 4 — h = 8м. Остальные па-
раметры расчетов, характерные для реальных морских условий,
были следующие [80, 112, 186]: толщина льда l = 0,25м, радиус
цилиндра, моделируемого диполем a = 0,5 м, ширина затуплен-
ного полубесконечного тела, моделируемого источником d = 1м.
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Рис. 1.25. Волновое сопротивление диполя

Рис. 1.26. Подъемная сила диполя

Для этих параметров значение V∗ составляет 8,9 м/с. Численные
расчеты показывают, что по мере увеличения глубины погруже-
ния источника силовое воздействие потока жидкости, возникаю-
щее из-за наличия ледяного покрова, уменьшается. Зависимости
волнового сопротивления и подъемной силы от скорости набе-
гающего потока жидкости демонстрируют качественно разный
характер поведения.
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Отметим, что результаты вычисления гидродинамической на-
грузки, действующей на диполь, демонстрируют хорошее каче-
ственное согласие с аналогичными результатами, полученными
иными методами [168,170].

1.4.5. Заключение

В разделе построены аналитические решения, описывающие
силовое воздействие потока бесконечно глубокой однородной
жидкости на локализованный источник, находящийся под ледя-
ным покровом. Задача решена в плоской постановке. Получены
выражения для волнового сопротивления и подъемной силы то-
чечного источника (моделирующего затупленное полубесконеч-
ное тело конечной ширины) и диполя (моделирующего цилиндр),
которые возникают из-за наличия ледяного покрова. Проведены
численные расчеты силового воздействия на локализованный ис-
точник и диполь в зависимости от скорости набегающего потока
и глубины их погружения. Показано, что зависимости волнового
сопротивления и подъемной силы от скорости потока демонстри-
руют качественно разный характер поведения. Волновое сопротив-
ление источника при достаточно больших скоростях набегающего
потока имеет конечный предел, отличный от нуля, при этом вол-
новое сопротивление диполя стремится к нулю. Подъемная сила
как для источника, так и для диполя претерпевает разрыв второго
рода при определеном значении скорости потока жидкости.

Полученные результаты позволяют провести расчет силового
воздействия ледяного покрова на различные источники возму-
щений природного и антропогенного характеров, наблюдаемые
в реальных морских условиях.



ДИНАМИКА ПОВЕРХНОСТНЫХ
ВОЛН В ТРЁХМЕРНОМ СЛУЧАЕ





На состояние свободной поверхности океана влияют как на-
ходящиеся в толще воды неоднородности (обтекаемые препят-
ствия, изменения рельефа, полей плотности и течений и т. д.),
так и различные источники возмущений [39, 58, 66, 69, 97, 110,
191]. Для правильной интерпретации данных, полученных при
дистанционном зондировании морской поверхности, нужно знать
причины, вызывающие те или иные поверхностные явления. По-
этому в настоящее время актуальной остается задача исследо-
вания процессов поверхностных колебаний в неоднородной по
плотности и нестационарной морской среде и согласования ре-
зультатов моделирования с видимыми поверхностными волнени-
ями. Для детального описания широкого круга физических явле-
ний, связанных с динамикой поверхностных возмущений неодно-
родных и нестационарных природных сред, необходимо исходить
из достаточно развитых математических моделей. Эти модели,
как правило, оказываются весьма сложными, нелинейными, мно-
гопараметрическими, и для их полного исследования эффектив-
ны лишь численные методы [80,157,192].

Однако в ряде случаев первоначальное качественное пред-
ставление об изучаемом круге явлений можно получить и на
основе более простых асимптотических моделей и аналитических
методов их исследования. Эти модели и методы в дальнейшем
входят в тот набор «блоков», из которых складывается общая
картина волновой динамики [191, 193, 194]. В этой связи необ-
ходимо отметить классические задачи гидродинамики о построе-
нии асимптотических решений, описывающих эволюцию поверх-
ностных возмущений, возбуждаемых локализованными источни-
ками в тяжелой однородной жидкости [68, 69, 97, 110, 194–196].
В частности, в [68] для некоторых значений параметров генера-
ции поверхностных волн гармоническим локальным источником
возмущений были рассчитаны границы волновой зоны и поле
возвышения методом стационарной фазы. Асимптотические ре-
шения, описывающие поверхностные волновые возмущения вда-
ли от нелокализованных осциллирующих источников (колеба-
ния дна), исследованы в [197]. Найденные модельные решения
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позволяют в дальнейшем, с использованием средств компьютер-
ной математики, получить асимптотические представления вол-
новых полей с учетом изменчивости и нестационарности реаль-
ных природных сред [66, 110, 191, 194–196]. Также ряд резуль-
татов асимптотического анализа линейных задач, описывающих
различные режимы возбуждения и распространения поверхност-
ных возмущений, лежит в основе активно развивающейся в на-
стоящее время нелинейной теории генерации океанических волн
экстремально большой амплитуды — волн-убийц [192,198–202].



В настоящем разделе рассматривается задача о построении
равномерных асимптотик дальних полей поверхностных возму-
щений, возбуждаемых локализованным источником в тяжелой
однородной жидкости бесконечной глубины.

2.1.1. Постановка задачи и интегральная форма решения
для возвышения свободной поверхности

Рассматривается стационарная картина волновых возмуще-
ний на поверхности потока идеальной тяжелой жидкости бес-
конечной глубины, которая движется со скоростью V в поло-
жительном направлении оси x. Волны генерируются точечным
источником, расположенным на глубине H (ось z направлена
вверх от невозмущенной жидкости), мощность которого нараста-
ет по закону q = eεt (−∞ < t <∞). Далее в полученном решении
ищется предел при ε → 0. При этом в силу линейности задачи
для источника произвольной мощности Q (Q = const) достаточно
результат, полученный для источника единичной мощности q

(при ε→ 0), умножить на Q.
Для возмущения потенциала Φ(x, y, z, t) относительно одно-

родного потока, движущегося со скоростью V (∇Φ = (u, v,w),
где u, v,w — компоненты возмущения вектора скорости (V , 0, 0)),
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имеем следующее уравнение и линеаризованное граничное усло-
вие на поверхности жидкости [69,97,110]:⎧⎨⎩

ΔΦ(x, y, z, t) = eεtδ(x)δ(y)δ(z +H) при z < 0,(
∂

∂t
+ V

∂

∂x

)2
Φ + g

∂Φ
∂z

= 0 при z = 0.
(2.1)

Здесь Δ — трехмерный оператор Лапласа, δ(x) — дельта-
функция Дирака, g — ускорение свободного падения. Возвыше-
ние свободной поверхности тяжелой жидкости Z(x, y, t) связано
с потенциалом Φ(x, y, z, t) условием [69,97]

Z(x, y, t) = −1
g

(
∂

∂t
+ V

∂

∂x

)
Φ(x, y, z, t)

∣∣∣
z=0

. (2.2)

Будем искать решение задачи (2.1) в виде Φ(x, y, z, t) =
= eεtϕ(x, y, z), тогда получим⎧⎨⎩

Δϕ(x, y, z) = δ(x)δ(y)δ(z +H) при z < 0,(
ε+ V

∂

∂x

)2
ϕ+ g

∂ϕ

∂z
= 0 при z = 0.

Для Фурье-образа потенциала ϕ(x, y, z),

ϕ̃(μ, ν, z) =
∞∫

−∞
eiμxdx

∞∫
−∞

eiνyϕ(x, y, z) dy,

получим следующую краевую задачу (k2 = μ2 + ν2):⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∂2ϕ̃

∂z2
− k2ϕ̃ = δ(z +H) при z < 0,

(ε− iμV )2ϕ̃+ g
∂ϕ̃

∂z
= 0 при z = 0,

ϕ̃→ 0 при z → −∞,

решение которой при z = 0 выглядит следующим образом:

ϕ̃(μ, ν, 0) = − g exp(−kH)
(ε− iμV )2 + gk

.
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Отсюда и из (2.2) имеем следующее выражение для Фурье-
образа η̃(μ, ν) установившегося возвышения η(x, y): η̃(μ, ν) =

=
iμV

g
ϕ̃(μ, ν, 0); интегральное представление η(x, y) имеет вид

η(x, y) = iV

4π2

∞∫
−∞

e−iνydν
∞∫

−∞

μ exp(−kH − iμx)dμ
μ2V 2 + 2iεμV − gk

. (2.3)

Отметим, что в выражении (2.3) параметр ε сохранен только
в одном члене знаменателя; это нужно для определения смеще-
ния полюса подынтегрального выражения относительно действи-
тельной оси (в верхнюю или нижнюю полуплоскость).

2.1.2. Построение неравномерной асимптотики решения:
интегрирование с помощью вычетов и метода

стационарной фазы

В полярных координатах (x = r cosα, y = r sinα; μ = k cosψ,
ν = k sinψ) выражение (2.3) выглядит следующим образом:

η(r,α) = iV

4π2

2π∫

0

cosψ dψ
∞∫

0

k exp(−kH − ikr cos(ψ − α))
kV 2 cos2 ψ + 2iεV cosψ − g

dk.

Будем исследовать выражение для возвышения η(r,α) при боль-
ших значениях r (точнее, при gr/V 2 	 1). Подынтегральное
выражение по переменной интегрирования k имеет простой по-

люс, k∗ =
g

V 2 cos2 ψ
− 2iε
V cosψ

, который при значениях cosψ < 0

смещен в верхнюю полуплоскость, а при cosψ > 0 — в нижнюю.
Разобьем η(r,α) на два слагаемых: η(r,α) = η1(r,α) + η2(r,α),
при этом в слагаемом η1(r,α) интегрирование по ψ производится
в области, где cosψ < 0, а в слагаемом η2(r,α) — в области,
где cosψ > 0.

Рассмотрим сначала слагаемое η1(r,α) (слагаемое η2(r,α)
рассматривается аналогично). При cos(ψ − α) < 0 контур инте-
грирования по k можно повернуть на π/2 и совместить с положи-
тельным направлением мнимой оси на комплексной плоскости k
(вычет в полюсе k∗ при этом учитывается), а при cos(ψ − α) > 0
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контур можно повернуть на −π/2 и совместить с отрицательным
направлением мнимой оси (вычет не учитывается) [181]. Можно
показать, что и в том, и в другом случае интеграл вдоль мнимой
оси имеет порядок O(1/r2) при r → ∞. В результате получим

η1(r,α) = − g

2πV 3 ×

×
3π/2∫

π/2+α

cos−3 ψ exp
(
− gH

V 2 cos2 ψ
− ir

g cos(ψ − α)
V 2 cos2 ψ

)
dψ +O

( 1
r2

)
.

Аналогичным образом можно найти слагаемое η2(r,α), кото-
рое комплексно сопряжено с η1(r,α). Окончательно для возвы-
шения η(r,α) получим

η(r,α) = − g

πV 3

3π/2∫

π/2+α

cos−3 ψ exp
(
− gH

V 2 cos2 ψ

)
cos (rS(ψ,α)) dψ,

(2.4)

S(ψ,α) = g cos(ψ − α)
V 2 cos2 ψ

.

Отметим, что интеграл (2.4) — четная функция по α. Тогда
асимптотику интеграла (2.4) при больших значениях r можно вы-
числить при помощи метода стационарной фазы, и для этого необ-
ходимо найти точки стационарности фазы, то есть корни уравне-

ния S′
ψ(ψ,α) = 0. На интервале интегрирования

(
π

2
+ α;

3π
2

)
лежат две стационарные точки: ψ1(α) =

π

2
+
α

2
+
1
2

arcsin(3 sinα)

и ψ2(α) = π +
α

2
− 1

2
arcsin(3 sinα) (ψ1(α) < ψ2(α)) при α >

> 0, ψ1(α) =
3π
2

+
α

2
+

1
2

arcsin(3 sinα) и ψ2(α) = π +
α

2
−

− 1
2

arcsin(3 sinα) (ψ1(α) > ψ2(α)) при α < 0. Стационарные точ-

ки существуют только при значениях α, лежащих в интервале

− arcsin
(
1
3

)
< α < arcsin

(
1
3

)
. Это условие определяет на по-
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верхности тяжелой жидкости область, в которой присутствуют
волновые движения — клин Кельвина [69,97,110].

Зная стационарные точки, можно легко получить хоро-
шо известную картину гребней «корабельных волн» внутри

клина Кельвина в полярных координатах: r = − 2πn
S(ψ1(α),α)

и r = = − 2πn
S(ψ2(α),α)

, n = 1, 2, 3 . . .; при этом первое равен-

ство (стационарная точка ψ1(α)) отвечает за продольные греб-
ни, а второе (стационарная точка ψ2(α)) — за поперечные.
Знак «минус» берется потому, что фаза в стационарных точках
отрицательна.

На рис. 2.1 изображена картина линий равной фазы (греб-
ней), разность фаз между соседними гребнями равна 2π. Здесь
и в дальнейшем параметры расчетов, характерные для реальных
океанических условий [39, 58], были следующие: V = 11м/с,
H = 6м.

Рис. 2.1. Линии равной фазы Φ = 2πn, n = −1,−2, . . . ,−7 (слева
направо)
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Асимптотика интеграла (2.4) при r → ∞, вычисленная с по-
мощью метода стационарной фазы, имеет следующий вид:

η(r,α) = − g

V 3

2∑
j=1

√
2

πr
∣∣S′′
ψψ(ψj ,α)

∣∣ cos−3 ψj ×

× exp
(
− gH

V 2 cos2 ψj

)
cos(Ωj), (2.5)

где Ωj = rS(ψj ,α) +
π

4
signS′′

ψψ(ψj ,α), signS′′
ψψ(ψ1,α) = 1,

signS′′
ψψ(ψ2,α) = −1. Отметим, что неравномерная асимпто-

тика (2.5) работает только внутри клина при −α∗ < α < α∗

(в этом интервале присутствуют стационарные точки) и пе-
рестает работать при приближении к границе клина, где
стационарные точки сливаются, то есть при α = α∗ = arcsin 1/3:

ψ1(α∗) = ψ2(α∗) =
α∗

2
+
3π
4

и S′′
ψψ (ψ1,2(α),α) → 0 при α→ α∗.

2.1.3. Построение равномерной асимптотики решения

Построим теперь равномерную асимптотику интеграла (2.4),
то есть возвышения η(r,α), которая работает не только внутри
клина Кельвина, но и за его пределами, а также на самой
границе клина. При этом равномерная асимптотика внутри клина
должна совпадать с неравномерной асимптотикой (2.5), получен-
ной с помощью метода стационарной фазы. Поскольку очевидно,
что волновая картина для возвышения η(r,α) симметрична отно-
сительно оси x, то есть η(r,α) — четная функция переменной α,
то далее будем рассматривать случай α > 0.

Как было показано выше, фазовая функция S(ψ,α) имеет две
точки поворота, ψ1(α) и ψ2(α), которые при α→ α∗ = arcsin(1/3)
сливаются друг с другом: ψ1(α∗) = ψ2(α∗) = 3π

4
+ α∗

2
= ψ∗.

Таким образом, имеем классическую задачу об асимптотике ин-
тегралов с двумя сливающимися точками поворота. Далее будем
в основном следовать методике, изложенной в [120, 149, 180].

Введем обозначение f(ψ) = − g

πV 3 cos3 ψ
exp
(
− gH

V 2 cos2 ψ

)
. Тогда
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интеграл (2.4) перепишется в виде

η(r,α) =

3π/2∫

π/2+α

f(ψ) cos (rS(ψ,α)) dψ. (2.6)

Сделаем далее неявную замену переменной интегрирования ψ:

S(ψ,α) = a0 + σs− s3

3
. (2.7)

При этом стационарной точке ψ1(α) будет соответствовать точка
s1 = −√

σ , а точке ψ2(α) — точка s2 =
√
σ . Тогда из (2.7)

получим, что

a0(α) = S(ψ1) + S(ψ2)
2

, σ(α) =
(3
4

(S(ψ2) − S(ψ1))
)2/3

. (2.8)

Интеграл (2.6) при замене (2.7) перейдет в

η(r,α) =
∞∫

−∞
G(s) cos

(
r(a0 + σs− s3/3)

)
ds, (2.9)

G(s) = f(ψ)dψ
ds
.

Нижний предел в интеграле (2.9), на самом деле, находит-

ся из (2.7) при ψ = =
π

2
+ α и является корнем уравнения

a0(α) + σ(α)s− s3

3
= 0. Данное уравнение имеет единственный

действительный корень s∗(α), который, используя формулу Кар-
дано, можно найти в явном виде:

s∗(α) =
(3
4

)1/3 [(√
S(ψ2) +

√
S(ψ1)

)2/3
+

+
(√

S(ψ2) −
√
S(ψ1)

)2/3]
,

при этом s∗(α) → −∞ при α → 0, s∗(α) → ∞ при α → π.
Возможность замены нижнего предела s∗(α) на −∞ и оценка
допускаемой при этом ошибки будут обсуждаться ниже.

Представим медленно меняющуюся функцию G(s) в окрест-
ности стационарных точек в виде (полное разложение приведено
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в [120,149,180])

G(s) = b0 + b1s, (2.10)

b0(α) = G(
√
σ ) +G(−√

σ )
2

,

b1(α) = G(
√
σ ) −G(−√

σ )
2
√
σ

.
(2.11)

Входящие в G(±√
σ ) значения dψ/ds находятся с помощью

дифференцирования выражения (2.7) по s, в результате получим:

G(
√
σ ) = f(ψ2)

√
−2
√
σ(α)

S′′
ψψ(ψ2,α)

, G(−√
σ ) = f(ψ1)

√
2
√
σ(α)

S′′
ψψ(ψ1,α)

.

Подставляя разложение (2.10) в выражение (2.9), представим
последнее в виде суммы двух слагаемых,

η(r,α) = J1(r,α) + J2(r,α), (2.12)

первое из которых выражается через функцию Эйри Ai(x) =

=
1
2π

∞∫
−∞

cos(xt + t3/3) dt, а второе — через ее производную

[149,203,204]:

J1(r,α) = 2π

r1/3
b0(α) cos(ra0(α)) Ai(−σ(α)r2/3),

J2(r,α) = − 2π

r2/3
b1(α) sin(ra0(α)) Ai′(−σ(α)r2/3),

где b0(α) и b1(α) определены в (2.11), а σ(α) и a0(α) — в (2.8).
Равномерная асимптотика (2.12) является четной функцией

относительно α =
π

2
. Волновая картина также симметрична от-

носительно оси Oy, что физически невозможно, так как далеко
вверх по потоку возмущения отсутствуют. Происходит это из-за
замены нижнего предела интегрирования в (2.9) s∗(α) на −∞(
что соответствует замене нижнего предела в (2.4)

π

2
+ α на

π

2

)
.

Тогда полученные интегралы выражаются через функцию Эйри

и ее производную. При 0 < α <
π

2
эта замена дает лишь добавку

порядка O(1/r2), так как стационарные точки лежат на интерва-
ле (s∗(α),∞). При

π

2
< α < π такую замену производить нельзя,

но можно показать, что исходный интеграл (2.4) имеет поря-
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док O(1/r2) (в этом можно убедиться, дважды интегрируя (2.4)
по частям).

В результате в первом случае основной вклад в асимптоти-
ку интеграла (2.4) дают стационарные точки (порядок интегра-
ла O(1/r1/2)), а во втором случае вклад в интеграл дает лишь
концевая точка интервала интегрирования s∗(α) (порядок инте-
грала O(1/r2)). Таким образом, равномерная асимптотика (2.12)
работает при больших r и 0 < α <

π

2
, а при

π

2
< α < π вол-

новое поле убывает как 1/r2. Эта асимптотика регулярна на
границе клина при α = α∗, где S′(ψ) = 0 и S′′(ψ) = 0, при этом
b0(α∗) = G(0), b1(α∗) = G′(0).

Для нахождения G(0) надо убедиться в регулярности
dψ

ds
при

s = 0, а для нахождения G′(0) — в регулярности
d2ψ

ds2
в нуле.

Трижды дифференцируя соотношение (2.7) по переменной s,
найдем, что

dψ

ds

∣∣∣
s=0

=
(
− 2
S′′′(ψ∗)

)1/3
.

Четырежды дифференцируя (2.7) по s, получим, что

d2ψ

d2s

∣∣∣∣
s=0

= − S(4)(ψ∗)
6S′′′(ψ∗)

(
− 2
S′′′(ψ∗)

)2/3
.

Равномерная асимптотика при больших значениях r и α,
не очень близких к α∗, переходит в неравномерную асимптоти-
ку (2.5). В этом можно убедиться, взяв в (2.12) вместо функции
Эйри и ее производной их асимптотики при больших отрица-
тельных значениях аргумента [149,203,204]:

Ai(−x) ≈ x−1/4

√
π

sin
(2
3
x3/2 + π

4

)
,

Ai′(−x) ≈ −x1/4√
π

cos
(2
3
x3/2 + π

4

)
(x→ ∞).

Оба слагаемых в (2.12) тогда будут иметь порядок O(1/
√
r ).

Непосредственно в окрестности границы клина в (2.12) можно
оставить только первое слагаемое (порядка O(1/r1/3)), а вне
клина оба слагаемых (как и их асимптотики) экспоненциально
малы.
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Рис. 2.2. Поперечный срез поля возвышения при x = 500м (пунктир —
асимптотика, вычисленная по методу стационарной фазы, сплошная

линия — равномерная асимптотика)

На рис. 2.2 показан поперечный срез поля возвышения при
x = 500м (Q = 10м3/с), рассчитанный по формуле (2.5) (нерав-
номерная асимптотика — пунктир) и по формуле (2.12) (рав-
номерная асимптотика — сплошная линия). Точками отмечено
положение волновых фронтов. На рис. 2.3 изображена трехмер-

Рис. 2.3. Поле возвышения на поверхности тяжелой жидкости (равно-
мерная асимптотика)
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ная волновая картина поля возвышения на поверхности тяжелой
жидкости, рассчитанная по формуле (2.12), то есть равномерная
асимптотика решения.

2.1.4. Заключение

Рассмотрена задача о построении равномерных асимптотик
дальних полей поверхностных возмущений от локализованно-
го источника в тяжелой однородной жидкости бесконечной глу-
бины. Полученные решения описывают волновые возмущения как
внутри, так и вне волнового клина Кельвина и выражаются через
функцию Эйри и ее производные. Найденные асимптотики воз-
мущений свободной поверхности дают возможность эффективно
рассчитывать основные характеристики волновых полей и (кроме
того) качественно анализировать полученные решения. Тем са-
мым открываются широкие возможности анализа волновых кар-
тин в целом, что важно для правильной постановки математи-
ческих моделей волновой динамики, в том числе для проведе-
ния экспресс-оценок при натурных измерениях волновых полей
в морской среде.





Поверхностные волновые движения в морской среде могут
возникать как вследствие естественных причин, так и порож-
даться искусственными источниками возмущений [68, 69, 205,
206]. Система уравнений гидродинамики, описывающая поверх-
ностные возмущения, в общем виде представляет достаточно
сложную математическую задачу как в плане доказательств тео-
рем существования и единственности решений в соответствую-
щих функциональных классах, так и с вычислительной точки
зрения [157, 192, 207]. В рамках линейной теории для аналити-
ческого исследования поверхностных волновых возмущений ис-
пользуются методы интегрального представления Маслова, при-
ближенные методы геометрической оптики, а в некоторых случа-
ях также уравнения в конформных переменных [80,146,197,208].
Основные результаты решений задач о генерации поверхност-
ных волновых возмущений записываются в самой общей ин-
тегральной форме, и в этом случае найденные интегральные
представления требуют разработки асимптотических методов их
исследования, допускающих качественный анализ и проведение
экспресс-оценок получаемых решений [66, 191]. Кроме того, для
анализа данных дистанционного зондирования морской поверх-
ности необходимы знания причин, вызывающие те или иные
поверхностные явления [58, 80]. Современное состояние резуль-
татов исследований линейных и нелинейных поверхностных вол-
новых возмущений содержится в [78,80,112,192].
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В разд. 2.1 настоящей работы, а также в [209] построены
соответственно равномерные асимптотики дальних полей поверх-
ностных и внутренних волновых возмущений от движущегося
стационарного источника. Представляет интерес рассмотрение
более сложных режимов генерации поверхностных волн, обу-
словленных нестационарностью источника возмущений. Целью
настоящего, а также двух последующих разделов является по-
строение равномерных асимптотик дальних полей поверхностных
возмущений, возбуждаемых при обтекании локализованного гар-
монического источника потоком тяжелой однородной жидкости
бесконечной глубины.

2.2.1. Постановка задачи и интегральные формы решений

Рассматривается стационарная картина волновых возмущений
на поверхности потока идеальной тяжелой жидкости бесконечной
глубины, которая движется со скоростью V в положительном на-
правлении оси x. Волны генерируются точечным пульсирующим
источником массы, расположенным на глубине H (ось z направ-
лена вверх от невозмущенной жидкости), мощность которого
изменяется по закону q = exp(iωt) exp(εt) (−∞ < t < ∞); да-
лее в полученном решении ищется предел при ε → 0. В силу
линейности задачи для расчета поля возмущений от пульсиру-
ющего источника произвольной мощности Q = const достаточно
результат, полученный для источника единичной мощности q,
умножить на Q.

Возмущение потенциала Φ(x, y, z, t) относительно однородно-
го потока, движущегося со скоростью V (∇Φ = (u, v,w), где
u, v,w — компоненты возмущения вектора скорости (V , 0, 0)),
описывается уравнением Пуассона с соответствующим линеари-
зованным граничным условием на поверхности жидкости [69,97]:⎧⎨⎩ΔΦ(x, y, z, t) = exp(iωt) exp(εt)δ(x)δ(y)δ(z +H), z < 0,(

∂

∂t
+ V

∂

∂x

)2
Φ + g

∂Φ
∂z

= 0, z = 0.
(2.13)

Здесь Δ — трехмерный оператор Лапласа, δ(x) — дельта-функция
Дирака, g — ускорение свободного падения. Решение задачи (2.13)
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ищется в виде Φ(x, y, z, t) = exp(iωt) exp(εt)ϕ(x, y, z), где функ-
ция ϕ(x, y, z) определяется из задачи⎧⎨⎩Δϕ(x, y, z) = δ(x)δ(y)δ(z +H), z < 0,(

iω + ε+ V
∂

∂x

)2
ϕ+ g

∂ϕ

∂z
= 0, z = 0.

Фурье-образ потенциала ϕ(x, y, z)

Ω(μ, ν, z) =
∞∫

−∞
exp(iμx) dx

∞∫
−∞

exp(iνy)ϕ(x, y, z) dy

определяется из краевой задачи⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∂2Ω(μ, ν, z)

∂z2
− k2Ω(μ, ν, z) = δ(z +H), z < 0,

(ε+ i(ω − μV ))2Ω(μ, ν, z) + g
∂Ω(μ, ν, z)

∂z
= 0, z = 0,

Ω(μ, ν, z) → 0, z → −∞; k2 = μ2 + ν2,

решение которой в области −H < z < 0 имеет вид

Ω(μ, ν, z) = − (ω − μV )2 sh(kz) + gk ch(kz)
k exp(kH)((ε+ i(ω − μV ))2 + gk)

.

Возвышение свободной поверхности η(x, y, t) связано с потен-
циалом Φ(x, y, z, t) условием [69,97]

η(x, y, t) = −1
g

(
∂

∂t
+ V

∂

∂x

)
Φ(x, y, z, t) =

= −exp(iωt+ εt)
g

(
i(ω − iε)ϕ(x, y, z) + V

∂ϕ(x, y, z)
∂x

)
, z = 0.

Тогда Фурье-образ Λ(μ, ν, t) функции η(x, y, t) имеет вид

Λ(μ, ν, t) = i(ω − μV ) exp(iωt) exp(−kH)
(ε+ i(ω − μV ))2 + gk

.

В данном выражении параметр ε сохранен только в знаменателе;
это нужно для определения смещения полюса подынтегрального
выражения относительно действительной оси в верхнюю или
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нижнюю полуплоскость. Тогда, проводя обратное преобразова-
ние Фурье, можно получить, что

η(x, y, t) = i exp(iωt)
4π2

×

×
∞∫

−∞
exp(−iνy) dν

∞∫
−∞

(ω − μV ) exp(−kH − iμx) dμ
(ε+ i(ω − μV ))2 + gk

. (2.14)

В полярных координатах (x = r cosα, y = r sinα; μ = k cosψ, ν =
= k sinψ) выражение (2.14) принимает вид

η(r,α, t) = exp(iωt)
4π2i

×

×
2π∫

0

dψ

∞∫

0

(ω − kV cosψ)k exp(−kH − ikr cos(ψ − α))
(ω − iε− kV cosψ)2 − gk

dk. (2.15)

Внутренний интеграл в (2.15) вычисляется с помощью тео-
ремы о вычетах [181]. Для этого необходимо определить полюса
подынтегрального выражения k1,2(ψ), которые являются корнями
дисперсионного уравнения

(ω − kV cosψ)2 = gk. (2.16)

Отсюда имеем

k1,2(ψ) = g

2V 2 cos2 ψ

(
1+ 2m cosψ ∓

√
1+ 4m cosψ

)
, m = V ω

g
;

знак «−» соответствует корню k1, а знак «+» — корню k2.
Множество значений параметра m = V ω/g > 0 разбивается дву-
мя характерными значениями m1 = 1/4 и m2 =

√
6 /9 на три

интервала [69].
При m < m1 дисперсионная кривая состоит из трех ветвей:

одной замкнутой и двух незамкнутых. Далее будет показано, что
в этом случае волновая картина представляет собой сумму двух
систем корабельных волн с углом полураствора волнового клина,
меньшим π/2, и одной системы кольцевых (поперечных) волн
вокруг источника.

Если m1 < m <m2, то дисперсионная кривая состоит из двух
разомкнутых ветвей, одна из которых имеет Ω-образную струк-
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туру. Как будет показано в разд. 2.3, одна ветвь дисперсионной
кривой отвечает обычным корабельным волнам с углом полурас-
твора волнового клина, меньшим π/2, а вторая (Ω-образная) —
корабельным волнам с углом полураствора волнового клина,
большим π/2 (волновой фронт направлен от источника вверх
по потоку). Эта система гибридных волн одновременно сочетает
в себе черты как кольцевых (поперечных), так и клиновидных
(продольных) волн.

При m > m2 дисперсионная кривая состоит из двух разо-
мкнутых ветвей. В разд. 2.4 будет показано,что в этом случае
волновая картина есть сумма двух cистем корабельных волн
с углом полураствора волнового клина, меньшим π/2.

Далее будет рассматриваться случай m < m1. Тогда диспер-
сионное уравнение (2.16) имеет два действительных положи-
тельных корня при любых значениях ψ. Методом возмущений
можно показать, что при ε > 0 корень k1(ψ) смещен в ниж-
нюю полуплоскость комплексной плоскости k для любых зна-
чений ψ. Корень k2(ψ) смещен в нижнюю полуплоскость при
cosψ > 0 и в верхнюю полуплоскость при cosψ < 0. На рис. 2.4
и 2.5 изображены соответственно дисперсионные кривые k1(ψ),
k2(ψ) в плоскости (ν,μ). Здесь и далее все численные расчеты

Рис. 2.4. Дисперсионная кривая k = k1(ψ)
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Рис. 2.5. Дисперсионная кривая k = k2(ψ)

проводились для следующих значений параметров: V = 2,4 м/с,
ω = 1 с−1, g = 9,8 м/c2, m = 0,245.

Рассмотрим вначале вклад корня k1(ψ) в выражение (2.15)
для η(r,α, t). Функция η(r,α, t) является четной по аргумен-
ту α, поэтому далее будем считать, что 0 < α < π. Повернем
контур интегрирования по переменной интегрирования k на π/2
против часовой стрелки при условии, что cos(ψ − α) < 0; вычет
в этом случае не учитывается, интеграл по мнимой оси имеет
порядок O(1/r2) при r→ ∞. При cos(ψ − α) > 0 контур интегри-
рования поворачивается на π/2 по часовой стрелке, и, учитывая
вычет, получаем

η1(r,α, t)= exp(iωt)
2π

π/2+α∫

−π/2+α
B(k1(ψ),ψ) exp(−ik1(ψ)r cos(ψ−α)) dψ,

B(k,ψ) = (ω − kV cosψ)k exp(−kH)
2V cosψ(ω − kV cosψ) + g

.

Далее рассмотрим вклад корня k2(ψ) в выражение (2.15)
для η(r,α, t). В случае cos(ψ − α) < 0 контур интегрирования
поворачивается на π/2 против часовой стрелки. Интеграл по
мнимой оси имеет порядок O(1/r2) при r→ ∞, вычет дает вклад
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лишь при cosψ < 0, в результате получаем

η2(r,α, t)=−exp(iωt)
2π

3π/2∫

π/2+α

B(k2(ψ),ψ) exp(−ik2(ψ)r cos(ψ−α)) dψ.

В случае cos(ψ − α) > 0 контур интегрирования поворачива-
ется на π/2 по часовой стрелке. Вычет дает вклад при cosψ > 0,
интеграл по мнимой оси также имеет порядок O(1/r2) при
r → ∞, в результате имеем

η3(r,α, t)=
exp(iωt)

2π

π/2∫

−π/2+α
B(k2(ψ),ψ) exp(−ik2(ψ)r cos(ψ−α)) dψ.

Тогда возвышение свободной поверхности представимо в виде
суммы трех слагаемых:

η(r,α, t) = η1(r,α, t) + η2(r,α, t) + η3(r,α, t) =

= exp(iωt)
2π

(J1(r,α) + J2(r,α) + J3(r,α)) .

2.2.2. Построение асимптотик решения

Рассмотрим поведение интегралов J1(r,α), J2(r,α), J3(r,α),
описывающих полное волновое поле поверхностных возмуще-
ний вдали от пульсирующего источника, то есть при боль-
ших значениях r. Оценим сначала интеграл J1(r,α). Фазовая
функция q1(ψ,α) = −k1(ψ)r cos(ψ − α) имеет на интервале ин-
тегрирования (−π/2 + α,π/2 + α) единственную стационарную
точку при любом α ∈ (−π,π), которая определяется из уравне-

ния
∂q1(ψ,α)

∂ψ
= 0, или

k1(ψ) tgψ − k′1(ψ)
k′1(ψ) tgψ + k1(ψ)

= tgα.

Обозначим эту стационарную точку через ψ0(α). Можно пока-
зать, что

∂2q1(ψ0(α),α)
∂ψ2 > 0
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при всех значениях α. Тогда асимптотика интеграла J1(r,α)
вычисляется с помощью метода стационарной фазы [149] и имеет
вид

J1(r,α) ∼
√
2π
(
r
∂2q1(ψ,α)

∂ψ2

)−1/2
×

×B(k1(ψ),ψ) exp(i(rq1(ψ,α) + π/4)), ψ = ψ0(α). (2.17)

Интегралу J1(r,α) соответствуют кольцевые волны на свободной
поверхности жидкости, расходящиеся от пульсирующего источ-
ника. На рис. 2.6 представлена волновая картина поверхностных
возмущений — рассчитанная по (2.17) функция Re J1(r,α). Глу-
бина залегания источника H = 5м.

Рис. 2.6. Кольцевые волны, соответствующие Re J1(r,α)
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Рассмотрим далее интеграл J3(r,α). Обозначим A = arctg Θ,
где Θ — максимальное значение по ψ на интервале (−π/2, 0)
выражения

k2(ψ) tgψ − k′2(ψ)
k′2(ψ) tgψ + k2(ψ)

.

Значение A определяет границы волнового клина (клина
Кельвина), которые описываются уравнением y = ±x tgA;
в рассматриваемом случае tgA = 0,284. Тогда фазовая функция
q2(ψ,α) = −k2(ψ)r cos(ψ − α) на интервале интегрирования
(−π/2+ α,π/2) при α < A имеет две стационарные точки
ψ1(α) и ψ2(α) (ψ1(α) < ψ2(α)), при α > A не имеет ни одной,
а при α = A стационарные точки сливаются (ψ1(A) = ψ2(A)).
Внутри волнового клина поле может быть рассчитано методом
стационарной фазы, при этом вклад дают обе стационарные
точки ψ1(α) и ψ2(α); вне волнового клина поле экспоненциально
мало. Однако, в отличие от интеграла J1(r,α), асимптотика,
рассчитанная по методу стационарной фазы, не является

равномерной, так как
∂2q2(ψ1(A),A)

∂ψ2
= 0. Поэтому в окрестности

границы клина Кельвина асимптотика, найденная методом
стационарной фазы, неприменима.

Равномерная асимптотика интеграла J3(r,α) для больших
значений r, пригодная для всех значений 0 � |α| < π/2, строится
аналогично разд. 2.1 настоящей работы (см. также [149, 180])
и имеет вид

J3(r,α)∼ 2π exp(irλ(α))
r1/3

(
F (
√
σ(α) )+F (−

√
σ(α) )

2
Ai(−r2/3σ(α)) +

+ i
F (
√
σ(α) ) − F (−

√
σ(α) )

2r1/3
√
σ(α)

Ai′(−r2/3σ(α))
)
, (2.18)

λ(α) = q2(ψ1(α),α) + q2(ψ2(α),α)
2

,

σ(α) =
(3 (q2 (ψ2(α),α) − q2 (ψ1(α),α))

4

)2/3
,

F (
√
σ(α) ) = f2(α)

√
−2
√
σ(α)

T2(α)
,F (−

√
σ(α) ) = f1(α)

√
2
√
σ(α)

T1(α)
,
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fj(α) = B(k2(ψj(α),α),ψj(α)),

Tj(α) = ∂2q2(ψ,α)
∂ψ2

∣∣∣∣
ψ=ψj(α)

, j = 1, 2,

где Ai(τ) =
1
2π

∞∫
−∞

cos(τt+ t3/3) dt — функция Эйри, Ai′(τ) —

производная функции Эйри [149]. Неравномерная асимптотика
получается из (2.18), если функцию Эйри и ее производную
заменить на их разложения при больших значениях аргумен-
та. На рис. 2.7 представлена волновая картина корабельных
(клиновидных) волн, то есть рассчитанная по (2.18) действи-
тельная часть функции Re J3(r,α); глубина залегания источ-
ника H = 0,5 м. Волны внутри клина Кельвина распростра-
няются вдоль положительного направления оси x (от источ-
ника). Интеграл J2(r,α), которому на рис. 2.5 соответствует
нижняя часть дисперсионной кривой k2(ψ), исследуется анало-
гично. На рис. 2.8 представлена волновая картина, описывае-
мая функцией Re J2(r,α), рассчитанной по формуле, аналогич-
ной (2.18), с той же глубиной залегания источника. Волны бегут
вдоль отрицательного направления оси x (к источнику). В дан-
ном случае тангенс угла полураствора волнового клина (клина

Рис. 2.7. Корабельные волны, соответствующие Re J3(r,α)
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Рис. 2.8. Корабельные волны, соответствующие ReJ2(r,α)

Кельвина) tgA = 0,836. На рис. 2.9 приведена волновая картина
поверхностных возмущений, отвечающая сумме двух слагаемых
Re(J2(r,α) + J3(r,α)).

Рис. 2.9. Сумма двух корабельных волн Re(J2(r,α) + J3(r,α))
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2.2.3. Заключение

Таким образом, показано, что дальние поля поверхностных
возмущений от пульсирующего локализованного источника в по-
токе тяжелой жидкости бесконечной глубины представляют со-
бой систему волн двух типов: кольцевых и клиновидных (кора-
бельных). Нестационарность интенсивности (мощности) источни-
ка приводит к появлению кольцевых волн, расходящихся по по-
верхности жидкости непосредственно от источника. Кроме того,
вклад в поле поверхностных возмущений вносят в данном случае
две системы корабельных волн, каждая из которых заключена
внутри соответствующего клина Кельвина. Построенные асимп-
тотические решения позволяют описывать дальние поля поверх-
ностных возмущений от локализованного нестационарного ис-
точника как вне, так и внутри соответствующих волновых кли-
ньев. Полученные асимптотики дальних полей поверхностных
волновых возмущений дают возможность эффективно рассчиты-
вать основные характеристики волновых полей, и, помимо этого,
качественно анализировать полученные решения, что важно для
правильной постановки математических моделей волновой дина-
мики поверхностных возмущений реальных природных сред.



2.3.1. Постановка задачи и интегральное представление
решения

Как и в предыдущем разделе, рассматривается обтекание
точечного гармонического источника массы с мощностью q =
= Q exp(iωt) однородным потоком бесконечно глубокой тяжелой
жидкости, имеющим вдали от источника скорость V . Источник
расположен на глубине h относительно невозмущенного поло-
жения свободной поверхности, то есть в точке (0, 0,−h). Для
того чтобы найти физически реализуемое решение задачи, необхо-
димо заменить частоту ω на ω − iε и далее устремить ε к нулю
в найденном решении для возвышения свободной поверхности.
Выполним переход к безразмерным переменным по формулам:
x∗ = gxV −2, y∗ = gyV −2, h∗ = ghV −2, ω∗ = V ω/g, t∗ = gt/V ,
ε∗ = V ε/g, η∗ = η(x, y)V 3H/Qg, где g — ускорение свободно-
го падения, η(x, y) — величина стационарной части возвыше-
ния свободной поверхности (само возвышение ищется в виде
H(x, y, t) = exp(i(ω − iε)t)η(x, y)). В этих переменных аналогич-
но разд. 2.2 (формула (2.14)) для η∗(x∗, y∗) может быть получено
следующее интегральное представление (нижний индекс «*» да-
лее опускается):

η(x, y) = 1

4π2

∞∫
−∞

exp(−iμx) dμ
∞∫

−∞

i(ω − μ) exp(−kh− iνy)
(ε+ i(ω − μ))2 + k

dν.

(2.19)
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При ε → 0 нули знаменателя в (2.19) определяют дисперсион-
ное соотношение (ω − μ)2 =

√
μ2 + ν2 , которое можно записать

в явном виде

ν(μ) = ±
√

(ω − μ)4 − μ2 . (2.20)

Далее будем предполагать, что для безразмерной частоты пуль-
саций источника ω выполнено неравенство 1/4 < ω <

√
6 /9.

Тогда дисперсионная кривая (2.20) состоит из двух разомкнутых
ветвей, одна из которых имеет два локальных экстремума. Одна
ветвь дисперсионной кривой отвечает обычным корабельным вол-
нам с углом полураствора волнового клина, меньшим π/2, а вто-
рая ветвь — корабельным волнам с углом полураствора волнового
клина, большим π/2 (волновой фронт направлен от источника
вверх по потоку). Эта система гибридных волн одновременно
сочетает в себе черты как кольцевых (поперечных), так и кора-
бельных (продольных) волн.

На рис. 2.10 изображена ветвь дисперсионной кривой (2.20)
(обозначаемая далее ν1(μ)), описывающая гибридные волны.
Здесь и далее расчеты проводились при ω = 0,255. На рис. 2.11
изображена ветвь дисперсионной кривой (2.20) (обозначаемая

Рис. 2.10. Дисперсионная кривая ν = ν1(μ)
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Рис. 2.11. Дисперсионная кривая ν = ν2(μ)

далее ν2(μ)), описывающая корабельные волны. При ε > 0
и μ < ω имеем Im ν1(μ) < 0, а для μ > ω имеем Im ν2(μ) > 0.
Тогда, вычисляя внутренний интеграл в (2.19) путем замыкания
контура интегрирования по переменной ν при y > 0 в нижнюю
полуплоскость (полюса ν1(μ) и −ν2(μ)), а при y < 0 — в верхнюю
полуплоскость (полюса −ν1(μ) и ν2(μ)) [181], можно получить:

η(x, y) = I1(x, y) + I2(x, y),

I1(x, y) = 1
2π

C∫
−∞

E

ν1(μ)
exp(−i(μx+ ν1(μ) |y|)) dμ,

I2(x, y) = 1
2π

∞∫

D

E

ν2(μ)
exp(−i(μx− ν2(μ) |y|)) dμ,

E = (ω − μ)3 exp(−(ω − μ)2h),

где C и D — абсциссы крайней правой и крайней левой точки
дисперсионных кривых ν1(μ) и ν2(μ) на рис. 2.10 и рис. 2.11
соответственно. Точки A и G — точки перегиба дисперсионных
кривых ν1(μ) и ν2(μ) на рис. 2.10 и рис. 2.11 соответственно.
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2.3.2. Фазовая структура гибридных волн

Интегралы I2(x, y) с соответствующей дисперсионной зави-
симостью ν2(μ), описывающие обычные корабельные волны, по-
дробно рассмотрены в разд. 2.1 и 2.2. Более сложная и ранее
не исследованная картина гибридных поверхностных волновых
возмущений описывается интегралами I1(x, y). Введем обозна-
чение для фазы: Φ = ν1(μ) |y| + μx. Тогда, используя условие
стационарности фазы в виде

dν1(μ)
dμ

= − x

|y| , (2.21)

получим семейство линий постоянной фазы с параметром μ

(нижний индекс «1» опускается):

x = − Φν′(μ)
ν(μ) − μν′(μ)

,

|y| = Φ
ν(μ) − μν′(μ)

.
(2.22)

На рис. 2.12 изображены линии равной фазы для различных
значений Φ с шагом 2π. Части дисперсионной кривой от точ-
ки C до точки перегиба A соответствуют кольцевые (попереч-

Рис. 2.12. Линии равной фазы Φ = 2πn, n = −11,−10, . . . , 4
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ные) волны, и совокупность угловых точек возврата образу-
ет направленный вверх по потоку волновой фронт, изображен-
ный на рис. 2.12 пунктирной линией. Для определения вол-
нового фронта необходимо к уравнениям (2.22) добавить усло-

вие
∂x

∂μ

∂ |y|
∂Φ

− ∂x

∂Φ
∂ |y|
∂μ

= 0 или, что то же самое,
d2ν(μ)
dμ2

= 0,

где абсцисса μA точки A является решением данного уравне-
ния. Тогда уравнение для определения фронта будет иметь вид
x = −ν ′(μA) |y|, и соответствующий угол полураствора волнового
клина равен 105◦7′. Части дисперсионной кривой от точки A

до точки B соответствуют продольные гребни волн, идущие
от фронта до бесконечности (изображены на рис. 2.12 левее
штриховой линии). Штриховая линия на рис. 2.12 соответству-
ет гребню волны с фазой Φ = 0 и описывается уравнением
x = −ν ′(μB) |y|, или x =

√
16ω2 − 1 |y|, где μB — корень урав-

нения ν(μ) = μν ′(μ), решением которого является μB = −ω,
ν ′(μB) = −√

16ω2 − 1 . Части дисперсионной кривой левее точки
B соответствуют продольные волновые гребни, распространя-
ющиеся из бесконечности в начало координат (правее штри-
ховой линии на рис. 2.12). На этом рисунке фазы Φ, соот-
ветствующие участку дисперсионной кривой правее точки B,
имеют значения 2πn, n = 1, 2, 3, 4, а левее точки B — значения
2πn, n = −11,−10, . . . ,−1. На бесконечности (при больших зна-
чениях x, |y|) уравнения гребней продольных волн имеют вид
x =

√
16ω2 − 1 |y| − 2πl/ω, где l — целое число, то есть эти греб-

ни являются гребнями плоской волны с длиной λ = πω−2/2 ≈ 24.
Длина волны кольцевых (поперечных волн) в направлении оси x
равна λ = 2π/C ≈ 142, то есть примерно в 6 раз больше длины
клиновидных (продольных) волн.

2.3.3. Равномерная асимптотика поля гибридных волн

Интеграл I1(x, y) принадлежит к классу интегралов, имею-
щих две стационарные точки. На фронте волны (пунктирная
линия на рис. 2.12) стационарные точки, определяемые усло-
вием (2.21), сливаются. Равномерная асимптотика I1(x, y) при
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больших значениях |y| строится аналогично разд. 2.1 настоящей
работы (см. также [149,180,209]) и имеет вид

I1(x, y) = T+(ρ)

|y|1/3
Ai
(
− |y|2/3 σ(ρ)

)
exp(−i |y| a(ρ)) +

+ i
T−(ρ)

|y|2/3
√
σ(ρ)

Ai′
(
− |y|2/3 σ(ρ)

)
exp(−i |y| a(ρ)), (2.23)

T±(ρ) = 1
2

(
F (μ2)

√
−2
√
σ(ρ)

θ(μ2, ρ)
± F (μ1)

√
2
√
σ(ρ)

θ(μ1, ρ)

)
,

F (μ) = (ω − μ)3 exp(−h(ω − μ)2)
ν(μ)

,

σ(ρ) =
(3 (S(μ2, ρ) − S(μ1, ρ))

4

)2/3
, a(ρ) = S(μ2, ρ) + S(μ1, ρ)

2
,

S(ν, ρ) = ν(μ) − ρμ, ρ = − x

|y| , θ(ν, ρ) = ∂2S(μ, ρ)
∂μ2

,

Ai(τ) = 1
2π

∞∫
−∞

cos
(
τu+ u3/3

)
du,

где μ1 = μ1(ρ) и μ2 = μ2(ρ) — корни уравнения ∂S(μ, ρ)/∂μ = 0
(при этом μ2 < μA < μ1, если ρ < ν ′(μA), μ1 и μ2 комплексно-
сопряжены, если ρ > ν ′(μA)), Ai(τ) — функция Эйри, Ai′(τ) —
производная функции Эйри.

Для того чтобы получить выражение для возвышения сво-
бодной поверхности, необходимо выражение (2.23) умножить
на exp(iωt) и от полученного результата взять действительную
часть. На рис. 2.13 изображена волновая картина возвышения
свободной поверхности при t = 10 и h = 3, рассчитанная по (2.23)
в безразмерных координатах (в окрестности начала координат
интеграл I1(x, y) рассчитывался численно). При характерных
для океанических условий значениях параметров (Q = 10м3/с,
V = 3м/c) амплитуда возвышения составляет порядка 0,3 м.
Воспользовавшись асимптотиками функции Эйри и ее производ-
ной вдали от фронта, можно получить неравномерную асимп-
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Рис. 2.13. Поле возвышения свободной поверхности

тотику для I1(x, y), состоящую из двух слагаемых. Первое из
этих слагаемых, соответствующее корню μ1, описывает кольце-
вые (поперечные) волны, а второе, соответствующее корню μ2,
описывает клиновидные (продольные) волны.

2.3.4. Заключение

Построены равномерные асимптотики дальних полей поверх-
ностных возмущений от локализованного гармонического ис-
точника в потоке тяжелой однородной жидкости бесконечной
глубины. Показано, что волновая картина возбуждаемых даль-
них полей при определенных параметрах генерации представляет
собой систему гибридных волновых возмущений, одновременно
обладающих свойствами волн двух типов: кольцевидных (попе-
речных) и клиновидных (продольных), причем волновые фронты
такой системы направлены вверх по потоку. Изучены особенно-
сти фазовой структуры возбуждаемых полей.





2.4.1. Постановка задачи и интегральные формы решений

В настоящем разделе, как и в двух предыдущих, рассмат-
ривается стационарная картина волновых возмущений на по-
верхности идеальной тяжелой жидкости бесконечной глубины,
возникающих при обтекании точечного пульсирующего источ-
ника потоком со скоростью V , направленой вдоль оси x. Ис-
точник расположен на глубине H (ось z направлена вверх от
невозмущенной жидкости), его мощность изменяется по закону
q = exp(iωt) exp(εt) (−∞ < t <∞). Далее в полученном решении
ищется предел при ε→ 0.

Тогда по аналогии с разд. 2.2 (формула (2.14)) для величины
возвышения свободной поверхности жидкости η(x, y, t) можно
получить следующее интегральное представление:

η(x, y, t) = i exp(iωt)
4π2

×

×
∞∫

−∞
exp(−iνy) dν

∞∫
−∞

(ω − μV ) exp(−kH − iμx) dμ
(ε+ i(ω − μV ))2 + gk

, (2.24)

где g — ускорение свободного падения. Нули знаменателя
в подынтегральном выражении (2.24) определяют дисперсион-
ное соотношение B(ω,μ, ν) ≡ (ω − μV )2 − g

√
μ2 + ν2 = 0. Да-

лее до конца раздела предполагается, что для величины пара-
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метра m = V ω/g > 0 выполнено неравенство m >
√
6 /9. То-

гда дисперсионная кривая состоит из двух разомкнутых ветвей,
и подынтегральное выражение внутреннего интеграла в (2.24)
имеет два действительных полюса μ1,2 для любых вещественных
значений ν. На рис. 2.14 приведены результаты расчетов соответ-

Рис. 2.14. Дисперсионные кривые μ = μ1(ν) и μ = μ2(ν), A и D —
точки перегиба, B — корень уравнения μ′

1(ν) = μ/ν

ствующих дисперсионных кривых μ1,2(ν). Параметры расчетов
здесь и далее были следующие: H = 5м, ω = 0,5 с−1, V = 30м/с,
m = 1,53.

2.4.2. Построение асимптотик решений
Для вычисления внутреннего интеграла в (2.24) необхо-

димо определить смещение полюсов Δμ при ε > 0. Для этого
приравняем нулю знаменатель подынтегрального выражения
внутреннего интеграла в (2.24): при ε = 0 B(ω,μ, ν) = 0;
при ε > 0 B(ω − iε,μ+ Δμ, ν) = 0. Тогда можно получить

Δμ = iε
∂B

∂ω

/∂B
∂μ

. Считая, что ω = ω(μ, ν), имеем
∂B

∂ω

/∂B
∂μ

=

= −1
/∂ω
∂μ

и Δμ = −iε
/∂ω
∂μ

. Учитывая, что
∂ω

∂μ
> 0, получаем,

что оба полюса смещаются в нижнюю полуплоскость. Тогда
при x < 0 контур интегрирования по переменной μ в (2.24)
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замыкается в верхнюю полуплоскость и полюса μ1,2(ν) не дают
вклад в волновое поле. При x > 0 контур интегрирования по μ
в (2.24) замыкается в нижнюю полуплоскость; учитывая вклад
полюсов [181], можно получить:

η(x, y, t) = I1(x, y, t) + I2(x, y, t), (2.25)

In(x, y, t) =
∞∫

−∞
F (μn(ν), ν) exp(−ixSn(ν,α)) dν,

F (μn(ν), ν) = exp(iωt)
2π

(ω − μV ) exp(−kH)
2V (ω − μV ) + μg/k

,

Sn(ν,α) = μn(ν) + ν tgα, tgα = y/x, n = 1, 2.

При больших значениях x > 0 асимптотическое поведение ин-
тегралов в сумме (2.25) полностью определяется стационарны-
ми точками фазовой функции Sn(ν,α), которые находятся из
уравнения: μ′n(ν) = − tgα. Вначале рассмотрим первое слагаемое
в (2.25). Функция μ′1(ν) имеет один максимум на интервале
интегрирования по переменной ν, которому отвечает соответ-
ствующее значение аргумента α, обозначаемое далее через A1.
Значение A1 определяет границы волнового клина, которые опи-
сываются уравнением y = ±x tgA1. При 0 < α < A1 фазовая
функция S1(ν,α) имеет две стационарные точки на действитель-
ной оси ν: 0 < ν2(α) < ν1(α). При A1 < α < π/2 существуют две
комплексно-сопряженные стационарные точки ν1(α), ν2(α), и для
определенности можно считать, что Im ν1(α) > 0.

Введем обозначение Φ1 = −μ1(ν)− νy + ωt. Тогда из условия
стационарности фазы μ′1(ν) = − tgα можно получить парамет-
рические уравнения семейства линий постоянной фазы Φ1 = C

(C = const) при различных значениях C:

x(ν) = ωt− C

μ1(ν) − νμ′
1(ν)

,

y(ν) = ± μ′
1(ν)(ωt− C)

μ1(ν) − νμ′
1(ν)

.

На рис. 2.15 изображены линии равной фазы при t = 0, C = 2πn,
n = −5,−4, . . . , 5. Правой ветви (ν > 0) дисперсионной кривой
μ1(ν) соответствует верхняя часть рисунка (y > 0). В силу
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Рис. 2.15. Линии равной фазы для интеграла I1: линии 1a — продоль-
ные волны в области I, линии 1b — продольные волны в области II,
линии 2 — поперечные волны, линия 3 — волновой фронт, линия 4

разделяет области I и II

симметрии фазовой картины волн относительной оси x в даль-
нейшем будем рассматривать только эту область. Точка A на
рис. 2.14 — точка перегиба кривой μ1(ν), то есть корень урав-
нения μ′′1(ν) = 0. Поэтому точке A соответствует граница волно-
вого клина (штриховая линия 3 на рис. 2.15), внутри которого
распространяются бегущие волны, описываемые интегралом I1.
Точка B на рис. 2.14 — корень уравнения μ′1(ν) = μ/ν, и ей соот-
ветствует штриховая линия 4 на рис. 2.15. Части дисперсионной
кривой от нуля до точки A (рис. 2.14) соответствуют поперечные
гребни волн (сплошные линии 2 на рис. 2.15). Части дисперси-
онной кривой от точки A до точки B на рис. 2.14 соответствуют
продольные гребни (сплошные линии 1a на рис. 2.15), находя-
щиеся между штриховыми линиями 3 и 4 в области I. Части
дисперсионной кривой правее точки B (рис. 2.14) соответствуют
продольные гребни (сплошные линии 1b на рис. 2.15), находящи-
еся между штриховой линией 4 и осью x (область II на рис. 2.15).
На гребнях продольных волн в области I, а также на гребнях по-
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перечных волн фазы Φ1 имеют значения 2πl (l = −1,−2, . . . ,−5).
Фазы гребней продольных волн в области II на рис. 2.15 име-
ют значения 2πn (n = 1, 2, . . . , 5). На штриховой линии 4 фаза
волны Φ1 равна нулю при t = 0. Продольные волны в области I
и поперечные волны распространяются от начала координат до
бесконечности. Продольные волны в области II распространя-
ются в направлении штриховой линии 4. Приведем основные
характеристики волнового поля для данных параметров расчетов:
длина волны вдоль горизонтальной оси λ1 = 2π/μ1(0) = 828,8 м,
угол полураствора волнового клина A1 = 20,3◦, волновой фронт
задается уравнением y = x tgA1.

Внутри волнового клина поле может быть рассчитано мето-
дом стационарной фазы, при этом вклад дают обе стационарные
точки, ν1(α), ν2(α), вне волнового клина поле экспоненциально
мало. Асимптотика интеграла I1(x, y, t) при больших x > 0, вы-
численная по методу стационарной фазы, имеет вид

I1(x, y, t) ≈ T1 + T2, (2.26)

Tj =
(

2π
x |μ′′

1 (νj(α))|

)1/2
F (μ1(νj(α)), νj(α))Ej,

Ej = exp(−ix(μ1(νj(α)) + νj(α) tgα) −
−iπ sign(μ′′1(νj(α)))/4), j = 1, 2.

Асимптотика, рассчитанная по методу стационарной фазы,
не является равномерной, так как на волновом фронте ста-
ционарные точки сливаются: ν1(A1) = ν2(A1) и μ′′1(ν1(A1)) =
= μ′′1(ν2(A1)) = 0. Поэтому в окрестности границы волнового
клина асимптотика, рассчитанная по методу стационарной фазы,
неприменима. Равномерная асимптотика I1(x, y, t) при больших
x > 0, пригодная как вдали, так и вблизи от волнового фронта,
имеет вид [149,180]

I1(x, y, t) ≈ 2π exp(irλ(α))
x1/3

(
G(
√
σ(α) ) +G(−

√
σ(α) )

2
×

×Ai(−x2/3σ(α))+iG(
√
σ(α) )−G(−

√
σ(α) )

2x1/3
√
σ(α)

Ai′(−x2/3σ(α))
)
,

(2.27)
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λ(α) = S1(ν1(α),α) + S1(ν2(α),α)
2

,

σ(α) =
(3 (S1(ν2(α),α) − S1(ν1(α),α))

4

)2/3
,

G(
√
σ(α) ) = F (μ1(ν1(α)), ν1(α))

√
−2
√
σ(α)

μ′′
1 (ν1(α))

,

G(−
√
σ(α) ) = F (μ1(ν2(α)), ν2(α))

√
2
√
σ(α)

μ′′
1 (ν2(α))

,

где Ai(τ) =
1
2π

∞∫
−∞

cos(τt + t3/3) dt — функция Эйри, Ai′(τ) —

производная функции Эйри. Неравномерная асимптотика (2.26)
получается из (2.27), если функцию Эйри и ее производную за-
менить на соответствующие разложения при больших значениях
аргумента [69,149,180].

Рассмотрим далее вклад дисперсионной кривой μ2(ν) в ре-
зультирующее волновое поле. На рис. 2.16 представлена картина
линий равной фазы интеграла I2(x, y, t) при t = 0, C = 2πn,
n = −1,−2, . . . ,−5. Верхняя половина рис. 2.16 (y > 0) соответ-
ствует левой ветви дисперсионной кривой μ2(ν) (ν < 0). Части
дисперсионной кривой от нуля до точки D на рис. 2.14 соответ-

Рис. 2.16. Линии равной фазы для интеграла I2: линии 1 — продольные
волны, линии 2 — поперечные волны, линия 3 — волновой фронт
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ствуют поперечные волны (сплошные линии 2 на рис. 2.16). Ча-
сти дисперсионной кривой от точки D до бесконечности соответ-
ствуют продольные волны (сплошные линии 1 на рис. 2.16). Точ-
ке перегиба соответствует фронт волны y = x tgA2 (штриховая
линия 3 на рис. 2.16), где угол полураствора волнового кли-
на A2 = 10,1◦. Все линии равной фазы распространяются от
начала координат до бесконечности. Длина поперечной волны
вдоль горизонтальной оси x λ2 = 2π/μ2(0) = 171,5 м. Равно-
мерные асимптотики интеграла I2(x, y, t) при больших x > 0
оцениваются аналогично (2.27). Отметим, что волны, описывае-
мые интегралом I2, существенно (примерно втрое) превосходят
по амплитудам волны, определяемые интегралом I1.

Проведенные численные расчеты показывают, что увеличение
скорости движения источника V (при фиксированной частоте ос-
цилляций ω) приводит к уменьшению углов полураствора обоих
волновых клиньев. При этом расстояние между соседними греб-
нями волн увеличивается, в частности, увеличиваются длины
поперечных волн λ1 и λ2 вдоль оси x. В табл. 2.1 приведены
результаты численных расчетов основных параметров возбужда-
емых волн для различных значений V .

Т а б л иц а 2.1. Зависимость параметров волновой генерации от скоро-
сти источника

V , м/с 5,334 6 10 20 30 50

m
√
6 /9 0,306 0,510 1,020 1,531 2,551

A1, ◦ 90 75,7 45,8 26,9 20,3 14,6

λ1 = 2π/μ1(0), м 368,2 382,2 463,6 652,1 828,8 1163,7

A2, ◦ 15,6 15,3 13,7 11,5 10,1 8,5

λ2 = 2π/μ2(0), м 12,2 14,9 34,1 96,9 171,5 339,3

На рис. 2.17 представлены результаты расчетов интеграла
I2(x, y, t) для t = 0, y = 100м и различных значений параметра
m = V ω/g. Расчеты показывают, что при увеличении парамет-
ра m увеличиваются длины волн и уменьшаются амплитуды
возбуждаемых полей. Интеграл I1(x, y, t) при изменении пара-
метра m ведет себя аналогично.
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Рис. 2.17. Интеграл I2 для различных значений параметра m: a — m =
= 1; б — m = 1,5; в — m = 2
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На рис. 2.18, 2.19 приведены результаты расчетов равномер-
ных асимптотик интегралов I1(x, y, t), I2(x, y, t) при t = 0. Сумма

Рис. 2.18. Равномерная асимптотика интеграла I1 вдали от движуще-
гося источника

Рис. 2.19. Равномерная асимптотика интеграла I2 вдали от движуще-
гося источника
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этих слагаемых описывает полное поле возвышения свободной
поверхности вдали от движущегося осциллирующего источника
возмущений.

2.4.3. Заключение

Изучены дальние поля поверхностных возмущений от быстро
движущегося осциллирующего локализованного источника в тя-
желой жидкости бесконечной глубины, которые представляют
собой сумму двух систем корабельных волн, каждая из которых
заключена внутри соответствующего волнового клина. Постро-
ены равномерные асимптотические решения, выражающиеся че-
рез функцию Эйри и ее производную, позволяющие описывать
дальние поля поверхностных возмущений как вне, так и внутри
соответствующих волновых клиньев. Показано, что амплитуда
одной волны в несколько раз превышает амплитуду другой. Каж-
дая из возбуждаемых двух волн представляет собой сложную
волновую систему поперечных и продольных волновых возму-
щений. Изучены характеристики возбуждаемых поверхностных
возмущений в зависимости от основных параметров волновой
генерации: скорости движения источника возмущений и частоты
его осцилляций. Найденные асимптотические решения позволя-
ют описывать дальние поля поверхностных возмущений от дви-
жущегося локализованного нестационарного источника как вне,
так и внутри соответствующих волновых клиньев. Построенные
асимптотики дают возможность эффективно рассчитывать основ-
ные характеристики волновых полей и (кроме того) качественно
анализировать полученные решения, что важно для правильной
постановки математических моделей волновой динамики поверх-
ностных возмущений реальных природных сред.



2.5.1. Введение

Для мониторинга и предупреждения опасных природных вол-
новых явлений в океане, в том числе для обнаружения волн
большой амплитуды, необходимо проводить оперативный анализ
волновых явлений с помощью различных математических мо-
делей. Одной из основных используемых моделей можно счи-
тать предположение о генерации волновых пакетов импульсным
воздействием. Для проведения прогнозных расчетов необходимо
подбирать параметры использованной модели так, чтобы при-
близить смоделированную волновую систему к реально наблю-
даемым, в том числе по фотоснимкам из космоса, волновым
картинам [80, 112, 210, 211]. Таким образом, математические мо-
дели волновой генерации могут быть не только верифицированы,
но и использованы для проведения прогнозных оценок.

Целью настоящего раздела является построение равномерных
и неравномерных асимптотик дальних полей поверхностных воз-
мущений, возбуждаемых вспыхнувшим источником возмущений
в тяжелой однородной жидкости конечной глубины.

2.5.2. Постановка задачи и интегральные формы решений
Рассматриваются волновые возмущения на поверхности иде-

альной тяжелой жидкости конечной глубины H, распростра-
няющиеся от точечного импульсного источника возмущений,
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вспыхнувшего в момент времени t = 0. Источник находится на
глубине z0 (то есть в точке (0, 0,−z0); 0 < z0 < H) и мгновенно
выбрасывает объем жидкости Q. Тогда потенциал Φ(x, y, z, t)
(∇Φ = (u, v,w), где u, v,w — компоненты вектора скорости
призвольной частицы жидкости) в линейном приближении опи-
сывается уравнением Пуассона с соответствующим линеаризо-
ванным граничным условием на поверхности жидкости и усло-
вием непротекания на дне [68,69,80,101,112,205,206]:

ΔΦ(x, y, z, t) = Qδ(t)δ(x)δ(y)δ(z + z0),
∂2Φ
∂t2

+ g
∂Φ
∂z

= 0, z = 0,

∂Φ
∂z

= 0, z = −H; Φ ≡ 0, t < 0,

где Δ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
, g — ускорение свободного падения.

Для Фурье-образа потенциала

ϕ(μ, ν,ω, z, z0) =

=
∞∫

−∞
exp(iμx) dx

∞∫
−∞

exp(iνy) dy
∞∫

−∞
exp(iωt)Φ(x, y, z, z0, t) dt

получается задача

∂2ϕ

∂z2
− k2ϕ = Qδ(z + z0), (2.28)

∂ϕ

∂z
= ω2ϕ

g
, z = 0, (2.29)

∂ϕ

∂z
= 0, z = −H, (2.30)

где k2 = μ2 + ν2. Решение уравнения (2.28), удовлетворяю-
щее условию (2.29), имеет вид ϕ1(z) = C1p1(z) = C1(gk ch kz +
+ ω2 sh kz). Решение уравнения (2.28), удовлетворяющее усло-
вию (2.30), имеет вид ϕ2(z) = C2p2(z) = C2 ch k(z +H). Таким
образом,

ϕ(z) =

{
ϕ1(z), если − z0 < z � 0,

ϕ2(z), если −H � z < −z0.
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Для определения констант C1,2 получаются соответствующие
условия сшивки:{

C1p1(−z0) − C2p2(−z0) = 0,

C1p
′
1(−z0) − C2p

′
2(−z0) = Q.

Отсюда можно получить:

C1 = Q ch(k(H − z0))
k ch(kH)(ω2 − Ω2(k))

,

C2 = Q(gk ch kz0 + ω2 sh kz0)
k ch(kH)(ω2 − Ω2(k))

,

где Ω2(k) = gk th kH — дисперсионное соотношение для поверх-
ностных волн в слое конечной толщины [68, 69, 80, 101, 112,
205, 206]. Возвышение свободной поверхности η(x, y, t) связано
с потенциалом Φ(x, y, z, t) условием [68,69]

η(x, y, t) = −1
g

∂Φ(x, y, z, t)
∂t

∣∣∣∣
z=0

.

Тогда, используя представление для Фурье-образа возвышения
свободной поверхности ξ(μ, ν,ω), где

ξ(μ, ν,ω) = iQω ch(k(H − z0))
ch(kH)(ω2 − Ω2(k))

,

можно получить:

η(x, y, t) = iQ

8π3

∞∫
−∞

exp(−iνy) dν
∞∫

−∞
exp(−μx) dμ

∞∫
−∞

exp(−iωt) ×

× ω ch(k(H − z0))
ch(kH)(ω2 − Ω2(k))

dω. (2.31)

2.5.3. Неравномерные асимптотики решений

Далее будут исследоваться асимптотики интеграла (2.31),
позволяющие эффективно рассчитывать амплитудно-фазовые ха-
рактеристики волновых полей вдали от источника возмущений.
Внутренний интеграл в (2.31) по переменной ω вычисляется
с помощью теоремы о вычетах [181]. Контур интегрирования
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необходимо сместить в область Imω > 0; тогда, замыкая его
в нижнюю полуплоскость и учитывая полюса при ω = ±Ω(k),
можно получить, что

η(x, y, t) = Q

4π2

∞∫
−∞

exp(−iνy) dν ×

×
∞∫

−∞
exp(−iμx)ch(k(H − z0))

ch(kH)
cos(Ω(k)t) dμ.

Перейдем далее к полярным координатам, μ = k cosψ, ν = k sinψ,
x = r cosα, y = r sinα, и проинтегрируем по переменной ψ, в ре-
зультате чего получим

η(r, t) = Q

2π

∞∫
−∞

ch(k(H − z0))
ch(kH)

kJ0(kr) cos(Ω(k)t) dk. (2.32)

Заменим функцию Бесселя J0(kr) на ее асимптотику при kr	 1
[204]: J0(kr) ≈

√
2/πkr cos(kr − π/4). Получающийся в резуль-

тате интеграл можно представить в виде

η(r, t) = I+(r, t) + I−(r, t),

I±(r, t) = Q

2

∞∫
−∞

F (k)√
k

exp(it(kV ± Ω(k)) − iπ/4) dk,

F (k) = k ch(k(H − z0))
2
√
2r π3/2 ch(kH)

,

где V = r/t, функция Ω(k) продолжается при k < 0 нечетным
образом и

√
k = i

√|k| при k < 0. Далее рассматривается асимп-
тотика интегралов I±(r, t) при больших значениях r, t и фиксиро-
ванных значениях V , то есть в точке, движущейся в радиальном
направлении со скоростью V . Поскольку Ω(k) — монотонно
возрастающая функция k, то фазовая функция интеграла I+(r, t)
не имеет стационарных точек на действительной оси k, поэто-
му данный интеграл экспоненциально мал при t → ∞ (точнее,
при V t/H 	 1). Фазовая функция интеграла I−(r, t) имеет две
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стационарных точки на действительной оси: ±k0, где k0 — поло-
жительный корень уравнения q′(k) = 0, q(k) = kV − Ω(k). Тогда
главный член асимптотики возвышения η(r, t) при t→ ∞ может
быть вычислен по методу стационарной фазы [149,180]:

η(r, t) ≈ Q

√
2π

tk0q
′′(k0)

F (k0) cos(tq(k0)). (2.33)

Асимптотика (2.33) становится непригодной при V → C (C =
=

√
gH — максимальная групповая скорость поверхностных

волн), то есть вблизи волнового фронта, где стационарные точ-
ки ±k0 сливаются друг с другом, а также с точкой ветвле-
ния k = 0. Для построения локальных асимптотик с помощью
подходящей замены следует свести исходный интеграл к эта-
лонному интегралу. Выбор эталонного интеграла определяется
расположением стационарных точек фазовой функции и особых
точек подынтегральной функции в зависимости от параметров
задачи. Построение асимптотики сводится к выбору соответ-
ствующей специальной функции, ее нескольких первых произ-
водных и к определению зависимости аргументов этой специ-
альной функции, а также амплитудных и фазовых множителей
[149, 212–214]. Вычислим далее локальную асимптотику инте-
грала I−(r, t) вблизи волнового фронта, то есть при V → C

и, соответственно, при r ≈ Ct. Очевидно, что основной вклад
в локальную асимптотику дает окрестность значения k = 0, ко-
торая отвечает распространению длинных волн с максимальной
групповой скоростью [68, 69, 205, 206]. При малых значениях k

функции F (k), q(k) допускают следующие разложения:

F (k) = F ′(0)k + . . . , q(k) = q′(0)k + q′′′(0)k3/6+ . . . ,

где F ′(0) = (2π)−3/2r−1/2, q′(0) = V −C, q′′′(0) = √
g H5/2. Тогда,

аппроксимируя фазовую функцию q(k) кубичным полиномом,
а F (k) — линейной функцией, можно получить:

I−(r, t) ≈ Q

2

∞∫
−∞

F ′(0)
√
k exp(it(q′(0)k + q′′′(0)k3/6) − iπ/4) dk.
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Локальная асимптотика возвышения η(r, t) при t→ ∞ в окрест-
ности волнового фронта r ≈ Ct выражается через функцию Эйри
и ее производную [149,212–214]:

η(r, t) ≈ −Q(2π)3/2F ′(0)(q′′′(0)t)−1/2 Ai(θ) Ai′(θ),

θ = q′(0)t2/3(2q′′′(0))−1/3, Ai(θ) = 1
2π

∞∫
−∞

exp(i(θs+ s3/3)) ds.

(2.34)

На рис. 2.20 изображены результаты расчетов по точным фор-
мулам (2.32) (сплошная линия), в приближении стационарной

Рис. 2.20. Точное решение (сплошная линия), приближение стационар-
ной фазы (штриховая линия) и локальная асимптотика (пунктирная
линия) в момент времени t = 60 с: пространственный масштаб (a)

больше аналогичного (б)
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фазы (2.33) (штриховая линия) и по формуле (2.34) — локальная
асимптотика (пунктирная линия), точкой отмечено положение
волнового фронта. Для наглядности приведены результаты расче-
тов для двух пространственных масштабов. Полученные резуль-
таты показывают, что вне окрестности волнового фронта метод
стационарной фазы позволяет точно описать поведение волнового
поля. В окрестности волнового фронта локальная асимптотика
практически совпадает с точным решением. Параметры расчетов
были следующие: Q = 103 м3, t = 60 с, H = 25м, z0 = 5м. Ис-
пользованные в расчетах пространственно-временные параметры
соответствуют возможным масштабам нелокальных источников
возбуждения поверхностных волн в океане [80,101,112,210,211].

2.5.4. Равномерные асимптотики решений

Для построения равномерной асимптотики интеграла (2.32)
выполним регулярную замену переменных k = k(s), переводя-
щую фазовую функцию q(k) интеграла I−(r, t) в новую функцию:
τ(s) = q(k(s)) = −σs+ s3/3. При этом стационарные точки ±k0
будут отвечать точкам s± = ±√

σ соответственно. Из этого
условия можно получить σ = (−3q(k0)/2)2/3, в результате инте-
грал I−(r, t) можно представить в виде

I−(r, t) = Q

2

∞∫
−∞

G(s)√
s

exp(itτ(s) − iπ/4) ds,

где G(s) = F (k(s))
√

s

k(s)
dk

ds
— регулярная функция перемен-

ной s. Действительно, по построению функция k = k(s) является
нечетной регулярной функцией, принимающей положительные

значения при s > 0. Поэтому
dk

ds
— четная регулярная функция,

s

k(s)
— четная регулярная функция, принимающая только по-

ложительные значения,
√

s

k(s)
— четная регулярная функция,

следовательно, G(s) — регулярная функция как произведение
трех регулярных функций. Следуя общей схеме метода постро-
ения равномерных асимптотик (метода эталонных интегралов),
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функцию G(s) представим в виде [120, 149, 212, 213] G(s) =
= P (s) + R(s), где P (s) = as2 + bs + c — интерполяционный
многочлен Лагранжа для функции G(s), построенный по точкам
−√

σ , 0,
√
σ , R(s) = s(s2 − σ)R1(s), R1(s) — регулярная функ-

ция. В результате можно получить:

I−(r, t) = I0(r, t) + I1(r, t),

I0(r, t) = Q

2

∞∫
−∞

as2 + bs+ c√
s

exp(it(−σs+ s3/3) − iπ/4) ds,

I1(r, t) = Q

2

∞∫
−∞

R(s)√
s

exp(itτ(s) − iπ/4) ds.

Интеграл I0(r, t) вычисляется аналитически [213,214]

I0(r, t) = Q

2
π3/2 ×

×
(
−ic25/3t−1/6 Ai2(ξ) − 2bt−1/2(Ai2(ξ))′ + ia21/3t−5/6(Ai2(ξ))′′

)
,

где ξ = −σ(t/2)2/3. Для интеграла I1(r, t) справедлива оценка
I1(r, t) = O(I0(r, t)/t), так как этот интеграл интегрированием
по частям можно привести к виду

I1(r, t) = iQ

2t

∞∫
−∞

sR′
1(s) +R1(s)/2√

s
exp(it(−σs+ s3/3) − iπ/4) ds =

= iQ

2t

∞∫
−∞

G1(s)√
s

exp(itτ(s) − iπ/4) ds,

где G1(s) — регулярная функция. Таким образом, I1(r, t) с точ-
ностью до множителя t−1 есть интеграл того же вида, что инте-
грал I0(r, t). Далее, в силу нечетности функции F (k) можно по-
лучить: a = c = 0, b = G(

√
σ )/

√
σ = F (k0)(2/k0q′′(k0))1/2. Тогда

главный член равномерной (по параметру V ) асимптотики η(r, t)
при t→ ∞ имеет вид

η(r, t) ≈ −2Qπ3/2
√

2
tk0q

′′(k0)
F (k0) Ai(−σ(t/2)2/3) Ai′(−σ(t/2)2/3).

(2.35)
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Рис. 2.21. Точное решение (сплошная линия) и равномерная асимпто-
тика (штриховая линия): а) t = 4 с; б) t = 8 с; в) t = 12 с
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На рис. 2.21 представлены результаты расчетов по точным
формулам (2.32) (сплошная линия) и по формуле (2.35) — равно-
мерная асимптотика (штриховая линия) для различных моментов
времени, точкой отмечено положение волнового фронта.

2.5.5. Заключение

Изучены дальние поля поверхностных возмущений от им-
пульсного источника в тяжелой жидкости конечной глубины.
Построены равномерные и неравномерные асимптотические ре-
шения, выражающиеся через функцию Эйри и ее производную,
позволяющие описывать дальние поля поверхностных возмуще-
ний как вблизи, так и вдали от волнового фронта. Изучены
характеристики возбуждаемых поверхностных возмущений в за-
висимости от основных параметров волновой генерации. Ис-
пользованное модельное представления вспыхнувшего источни-
ка возмущений может адекватно описать различные физически
обоснованные механизмы генерации волновых пакетов, в том
числе волн больших амплитуд [78,80,192,210,211]. Полученные
асимптотические результаты с различными значениями входя-
щих в них физических параметров дают возможность в даль-
нейшем провести оценку основных характеристик начального
возмущения.



Целью настоящего раздела является построение асимптотик
дальних полей волновых возмущений ледяного покрова, воз-
буждаемых локализованным источником в потоке однородной
жидкости бесконечной глубины.

2.6.1. Постановка задачи, интегральные формы решений

Рассматривается поток идеальной бесконечно глубокой жид-
кости, который обтекает точечный источник массы интенсив-
ности q (q = const). Сверху течение ограничено ледяным по-
кровом толщины h. Горизонтальная плоскость (ξ, η) совпада-
ет с невозмущенной границей раздела жидкости плотности ρ0
и льда плотности ρ1 (рис. 2.22). Скорость потока жидкости
направлена вдоль оси ξ и равна V , источник расположен в точке
(0, 0, z0), z0 < 0. Обозначим через ϕ(ξ, y, z) установившийся во
времени потенциал возмущений скорости, ∇ϕ = (u, v,w), а через
η(ξ, y) — установившуюся величину возвышения поверхности
раздела жидкости и ледового покрова. Тогда (V + u, v,w) —
вектор скорости произвольной частицы жидкости. В линейном
приближении математическая постановка задачи формулируется
следующим образом [156,157,159,188]:(

Δ + ∂2

∂z2

)
ϕ = qδ(x)δ(y)δ(z − z0), (2.36)
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Рис. 2.22. Обтекание источника под ледяным покровом

Dϕ

Dt
+ gη − CΔη +BΔ2η +A

D2η

Dt2
= 0, z = 0, (2.37)

Dη

Dt
= ∂ϕ

∂z
, z = 0, (2.38)

ϕ→ 0, z → −∞, (2.39)

Δ = ∂2

∂ξ2
+ ∂2

∂y2
,

D

Dt
= V

∂

∂ξ
,

A = hρ1
ρ0

, B = Eh3

12ρ0(1− ν20)
, C = σh

ρ0
,

где g — ускорение свободного падения, E — модуль Юнга льда,
ν0 — коэффициент Пуассона, σ — начальное напряжение. Ха-
рактерные значения этих величин в морских условиях равны
[79, 112, 156, 215]: ρ0 = 1025 кг/м3, ρ1 = 0,9ρ0, E = 3 · 109 Па,
ν0 = 0,3, σ = 105 Па. Из двух граничных условий (2.37)–(2.38)
можно получить одно условие для ϕ:

D2ϕ

Dt2
+ g

∂ϕ

∂z
− CΔ

(
∂ϕ

∂z

)
+BΔ2

(
∂ϕ

∂z

)
+A

D2

Dt2

(
∂ϕ

∂z

)
= 0,

z = 0.
(2.40)

В терминах Фурье-образа потенциала

Φ(μ, ν, z) =
∞∫

−∞
exp(iνy) dy

∞∫
−∞

ϕ(ξ, y, z) exp(iμξ) dξ
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задача (2.36), (2.40), (2.39) формулируется следующим образом:

∂2Φ
∂z2

− k2Φ = qδ(z − z0),

−μ2V 2Φ + (g + Ck2 +Bk4 −Aμ2V 2)∂Φ
∂z

= 0, z = 0,

Φ → 0, z → −∞; k2 = μ2 + ν2.

Решение этой задачи имеет вид

Φ =

⎧⎪⎨⎪⎩
− q(μ2V 2 sh kz + kP ch kz) exp (kz0)

kR
, z0 < z � 0,

− q(μ2V 2 sh kz0 + kP ch kz0) exp (kz)
kR

, z < z0,
(2.41)

P = g + Ck2 +Bk4 −Aμ2V 2, R = −μ2V 2 + kP.

Тогда из (2.38), (2.41) Фурье-образ возвышения Ψ можно пред-
ставить в виде

Ψ = − iqV μ exp(kz0)
(Ak + 1)b(μ, ν)

, b(μ, ν) = Ω2 − μ2V 2,

Ω2(k) = k(g + Ck2 +Bk4)
Ak + 1

.

Здесь Ω = Ω(k) — дисперсионное соотношение для волн в непо-
движной жидкости под ледовым покровом [157, 159, 188]. Тогда
выражение для возвышения имеет вид

η(ξ, y) = − iqV

4π2

∞∫
−∞

exp(−iνy) dν
∞∫

−∞

f(μ, ν)
b(μ, ν)

exp(−iμξ) dμ,

f(μ, ν) = μ exp(kz0)
Ak + 1

.

(2.42)

2.6.2. Построение асимптотик решений

В [159] отмечено, что исследование решения в форме (2.42)
представляет сложную в вычислительном плане задачу из-за воз-
никающих в расчетных формулах сингулярностей. Рассмотрим
поведение функции η(ξ, y) вдоль некоторого направления Sα,
составляющего угол α с положительным направлением оси ξ, то
есть будем счиать, что ξ = r cosα, y = r sinα, 0 � α � π. Чтобы
найти асимптотику интеграла (2.42) при r → ∞, необходимо
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перевести контур интегрирования по переменной μ в нижнюю
полуплоскость. Интеграл в нижней полуплоскости экспоненци-
ально мал при r → ∞. Основной вклад в (2.42) будет опре-
деляться полюсами подынтегральной функции, расположенными
на действительной оси. Эти два полюса (дисперсионные кривые),
μ = ±μ1(ν), находятся из решения уравнения b(μ, ν) = 0, то есть
μ2V 2 = Ω2

(√
μ2 + ν2

)
. Данное уравнение имеет действительные

корни лишь при выполнении условия V > V∗ = Ω(k∗)/k∗, где k∗ —
единственный положительный корень уравнения [158,159]

2ABk5 + 3Bk4 + Ck2 − 2Agk − g = 0.

Далее предполагается, что V > V∗, поскольку только в этом
случае источник генерирует в набегающем потоке волновые воз-
мущения [157,159,188,190]. Тогда для суммарного вклада полю-
сов μ = ±μ1(ν) можно получить [181]

η(ξ, y) = −qV

π

∫

L+(α)

f(μ, ν)
G(μ, ν)

cos(μξ + νy) dν,

G(μ, ν) = ∂b(μ, ν)
∂μ

, μ = μ1(ν),

(2.43)

где L+(α) — та часть дисперсионной кривой μ = μ1(ν), для
которой проекция вектора групповой скорости на направление Sα
положительна, то есть выполнено следующее неравенство:(

V − Ω′(k)μ
k

)
cosα− Ω′(k)ν

k
sinα > 0.

Это условие (условие излучения) означает, что волновая энер-
гия распространяется наружу от источника возмущений. Инте-
грал (2.43) можно рассматривать как криволинейный интеграл
второго рода вдоль кривой L+(α), причем направление обхода
этой кривой выбирается таким образом, чтобы проекция каса-
тельной к L+(α) на направление Sπ/2+α была положительной:

cos(π/2+ α) dμ+ sin(π/2+ α) dν > 0.
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Асимптотика интеграла (2.43) при r → ∞ вычисляется мето-
дом стационарной фазы [69,149,213]:

η(ξ, y) ≈ −
s∑
j=1

qV√
2πr|D(k)|

μ1(k) exp(kz0) cosΘ
(Ak + 1)T

∣∣∣∣
k=kj

, (2.44)

T =
(
Ω(k)Ω′(k)μ1(k)

k
− μ1(k)V 2

)
cosα− Ω(k)Ω′(k)ν1(k)

k
sinα,

D(k) = −μ′
1(k)ν

′′
1 (k) + ν′1(k)μ

′′
1 (k)(

(μ′
1(k))

2 + (ν′1(k))
2)3/2 ,

Θ = μ1(k)ξ − ν1(k)y + π

4
sign(D(k)),

kj = kj(α), μ1(k) = Ω(k)/V , ν1(k) =
√
k2 − (Ω(k)/V )2 ,

где kj = kj(α) (j = 1, 2, . . . , s) — вещественные корни уравнения

μ′1(k) cosα− ν ′1(k) sinα = 0; (2.45)

функции μ1(k), ν1(k) определяют параметрическое (с параметром
k) представление правой (ν � 0) ветви дисперсионной кривой
μ1(ν), D(k) — ориентированная кривизна ветви (μ1(k),−ν1(k)),
то есть левой (ν � 0) половины дисперсионной кривой μ1(ν).
Отметим, что (μ1(kj(α)),−ν1(kj(α))) (j = 1, 2, . . . , s) — все ста-
ционарные точки фазовой функции интеграла (2.43), лежащие на
кривой L+(α). Так как эти точки расположены на левой (ν � 0)
ветви дисперсионной кривой, то в формулах (2.44) кривизна
дисперсионной кривой вычисляется только для ее левой ветви.

На рис. 2.23 представлены результаты расчетов дисперсион-
ных кривых μ = μ1(ν) для толщины льда h = 0,25м и четы-
рех значений скорости потока (или, что равносильно, скорости
источника относительно неподвижной жидкости) V . Как пока-
зывает численный анализ, в зависимости от этих параметров
дисперсионная кривая может быть как всюду выпуклой (ли-
нии 1, 2 на рис. 2.23), так и иметь две пары точек перегиба ±ν∗1,2,
симметричных относительно оси μ, где μ′′1(ν

∗
1,2) = 0 (линии 3, 4

на рис. 2.23).
На рис. 2.24–2.25 приведены результаты расчетов фазовых

картин возвышения поверхности раздела жидкости и ледяного
покрова для тех же значений толщины льда h и скорости потока
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Рис. 2.23. Дисперсионные кривые μ = μ1(ν) при h = 0,25м: линия
1 — V = 10м/с, линия 2 — V = 14м/с, линия 3 — V = 20м/с, ли-

ния 4 — V = 30м/с

(или источника) V , что и для кривых 1, 4 на рис. 2.23. В первом
случае возбуждаемая источником волновая картина представля-
ет собой систему только продольных волн. Во втором случае
наличие точек перегиба у дисперсионных кривых приводит к об-
разованию двух пар волновых фронтов (штриховые линии на
рис. 2.25), появлению точек самопересечения у линий постоян-
ной фазы и образованию фазовой структуры типа «ласточкина
хвоста» [216]. Уравнения волновых фронтов определяются как
y = ±μ′1(ν∗1,2)ξ. В обоих случаях волновые возмущения генери-
руются как за источником, так и перед ним, причем длины волн,
возбуждаемых вниз по потоку, больше длин волн, образующихся
вверх по потоку.

Усложнение наблюдаемых волновых картин возвышения по-
верхности раздела жидкости и ледяного покрова может являться
одним из признаков заметного изменения параметров морской
среды: скоростей течения (источника) и толщины льда. Увели-
чение скорости течения при неизменной толщине льда приводит
к расширению (в пространстве волновых чисел) дисперсионных
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Рис. 2.24. Фазовая картина возвышения поверхности раздела жидкости
и ледяного покрова при h = 0,25м, V = 10м/с. Фаза на гребнях волн

Φ = 2πn, n = −6,−5, . . . , 10 (справа налево)

Рис. 2.25. Фазовая картина возвышения поверхности раздела жидкости
и ледяного покрова при h = 0,25м, V = 30м/с. Фаза на гребнях волн

Φ = 2πn, n = −3,−2, . . . , 10 (справа налево)
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кривых. Кривая, соответствующая меньшей скорости потока,
целиком находится внутри кривой, отвечающей большей скоро-
сти потока. Поэтому при увеличении скорости V длина волны
вдоль положительного направления оси Oξ возрастает, а вдоль
отрицательного убывает. Аналогичный эффект наблюдается при
уменьшении толщины льда h, если скорость потока V неизменна.
Причем в этом случае увеличение длины волны вдоль положи-
тельного направления оси Oξ незначительно, и, например, при
уменьшении толщины льда от h = 0,25м до h = 0,01м (если
V = 10м/с) длины волн изменяются с 0,64м до 0,61м.

Численный анализ решений показал, что основными пара-
метрами, которые могут приводить к существенной изменчиво-
сти качественных характеристик дисперсионных соотношений,
являются толщина льда h и скорость потока (источника) V .
Остальные параметры (модуль Юнга, коэффициент Пуассона,
напряжение, плотность сред), также определяющие постоянные
A,B,C, в пределах естественных масштабов их природной из-
менчивости практически не влияют на поведение дисперсионных
зависимостей. Поэтому усложнение наблюдаемых волновых кар-
тин может являться одним из признаков заметного изменения
таких параметров морской среды, как скорость течения (источ-
ника) и толщина льда.

На рис. 2.26–2.28 представлены результаты расчетов возвы-
шения поверхности раздела жидкости и ледяного покрова для
следующих параметров, характерных для реальных гидрофизи-
ческих условий Мирового океана [79, 112, 156, 215], V = 10м/с,
h = 0,25м, z0 = −2м, q = 5м3/с, что в данной постановке поз-
воляет моделировать обтекание затупленного полубесконечного
тела с диаметром 0,79м. Очевидно, что в дальнейшем, исполь-
зуя операцию свертки, наибольший выигрыш при использовании
данного подхода можно получить при исследовании волновых
возмущений ледяного покрова, возбуждаемых распределенны-
ми в пространстве источниками различной физической природы
как естественного, так и антропогенного характеров [55, 66].
На рис. 2.26 приведены результаты расчетов по формулам (2.43),
а на рис. 2.27 — по асимптотическим формулам (2.44). Отметим,
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Рис. 2.26. Возвышение границы раздела жидкости и ледяного покрова
при h = 0,25м, V = 10м/с, z0 = −2м, q = 5м3/с: точное решение

что в данном случае дисперсионная кривая μ = μ1(ν) является
выпуклой (не имеет точек перегиба) и у уравнения (2.45) су-
ществует единственное вещественное решение при любом значе-
нии α. Как видно из представленных результатов, построенные
асимптотики адекватно описывают амплитудно-фазовую струк-
туру дальних волновых полей возвышения поверхности раздела
жидкости и ледяного покрова. На рис. 2.28 изображена «срезка»
поля возвышения η(ξ, y) вдоль оси ξ при фиксированном значе-
нии y = 200м, рассчитанная по формуле (2.44). Как показывают
численные расчеты, для использованных параметров источни-
ка возбуждения характерные величины возвышения составляют
около 5мм, что по порядку величин соответствует наблюдаемым
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Рис. 2.27. Возвышение границы раздела жидкости и ледяного покро-
ва при h = 0,25м, V = 10м/с, z0 = −2м, q = 5м3/с: асимптотика

по методу стационарной фазы

в природных условиях значениям возмущения ледяного покрова
[79,112,156,215].

Анализ асимптотик показал хорошее совпадение с точным
решением уже на расстояниях, начинающихся с десяти и бо-
лее метров от источника, поэтому на указанных расстояниях
можно использовать понятие дальних волновых полей. Таким
образом, исходя из результатов рассмотрения подобного класса
задач и оценок пространственных масштабов возможного зату-
хания волновых возмущений в природных условиях, представля-
ется вполне обоснованным использование линейного приближе-
ния и метода стационарной фазы для расчета возмущений ле-
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Рис. 2.28. Продольный срез возвышения границы раздела жидкости
и ледяного покрова при y = 200м (h = 0,25м, V = 10м/с, z0 = −2м,

q = 5м3/с)

дяного покрова и получения физически адекватных результатов
[55,66,149,217].

2.6.3. Заключение

С помощью метода стационарной фазы построены асимпто-
тические решения, описывающие динамику волновых пакетов,
возбуждаемых на поверхности раздела жидкости и ледяного
покрова при обтекании локализованного источника потоком бес-
конечно глубокой жидкости. Построенные асимптотики даль-
них полей дают возможность эффективно рассчитывать основ-
ные характеристики волновых возмущений и (кроме того) ка-
чественно анализировать полученные решения, что важно для
правильной постановки математических моделей волновой дина-
мики. Полученные асимптотические результаты с различными
значениями входящих в них физических параметров позволяют
провести оценку характеристик возмущений ледяного покро-
ва, наблюдаемых в реальных океанических условиях. Постро-
енные асимптотики позволяют рассчитывать дальние волновые
поля, в том числе и от нелокальных источников возмущений
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различной физической природы. В результате проведения мо-
дельных многовариантных расчетов по асимптотическим форму-
лам смоделированная волновая система может быть приближена
к наблюдаемым в натурных условиях волновым картинам, что
позволяет оценить физические параметры реальных источников
возбуждения волн в морской среде c ледовым покрытием. Поэто-
му полученные асимптотические результаты дают возможность
определить основные характеристики начальных возмущений,
варьируя модельные значения исходных параметров. Таким об-
разом, математические модели волновой генерации на поверх-
ности раздела морской воды и льда могут быть не только ве-
рифицированы, но и использованы для проведения прогнозных
оценок.







3 Динамика дальних полей.1.
внутренних гравитационных
волн в океане с произвольным

распределением частоты
плавучести

3.1.1. Введение

Распространение в стратифицированных природных средах
(океан, атмосфера) диспергирующих внутренних гравитацион-
ных волн (ВГВ) имеет особенности, определяемые стратифика-
цией и параметрами волновой генерации, в частности скоростью
движения источника возмущений. Если в такой среде переме-
щается источник возмущений, то он создает вокруг себя вол-
новую картину, которая может быть охарактеризована системой
линий постоянной фазы. Структура волновых картин на больших
расстояниях от движущегося источника (много больших его
размеров) практически не зависит от его формы и определяется
законом дисперсии и скоростью источника [79, 80, 112]. Совре-
менные подходы к математическому моделированию линейных
ВГВ основаны на представлении волновых полей интегралами
Фурье, численном решении спектральных задач, анализе асимп-
тотик интегральных представлений [66,218]. Целью настоящего
раздела является исследование динамики дальних полей ВГВ,
возбуждаемых источником возмущений, движущимся в страти-
фицированной среде конечной толщины с произвольным распре-
делением частоты плавучести.
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3.1.2. Постановка задачи
и аналитические представления решений

Рассматривается слой невязкой, несжимаемой, стратифициро-
ванной по вертикали среды глубины H с плотностью ρ0(z) (ось z
направлена вертикально вверх). Стратификация предполагается

устойчивой:
dρ0
dz

< 0. В качестве источника ВГВ берется движу-
щийся равномерно и прямолинейно на горизонте z = z0 точечный
источник массы мощностью Q0 (Q0 = const), который перемеща-
ется вдоль отрицательного направления оси x со скоростью V .
Предполагается, что источник включился и его движение нача-
лось в момент времени t = 0 из точки x = y = 0, z = z0. Ось y
направлена перпендикулярно траектории источника.

Уравнение ВГВ для поля возвышения изопикн (поверхностей
равной плотности) η(x, y, z, t) в линейной постановке с учетом
приближения Буссинеска выглядит следующим образом [66,218]:

Lη = Q0VΘ(t)δ′(x+ V t)δ(y)δ′(z − z0), (3.1)

L = ∂2

∂t2

(
Δ + ∂2

∂z2

)
+N2(z)Δ, Δ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
,

где Θ(t) = 0, t < 0; Θ(t) = 1, t � 0, N2(z) = −gd ln ρ0(z)
dz

—

квадрат частоты Брента–Вяйсяля (частоты плавучести). В си-
лу линейности рассматриваемой задачи, используя ее реше-
ния, в дальнейшем можно получить представления для по-
лей ВГВ, генерируемых нелокальными источниками другой при-
роды [61, 109, 219–221]. На больших расстояниях реальные ис-
точники возмущений ВГВ допускают физически обоснованную
аппроксимацию некоторой системой точечных локализованных
источников, взятых с определенными весами [55,59].

Начальное условие имеет вид

η ≡ 0, t < 0. (3.2)

Граничные условия берутся в приближении «твердой крышки»:

η = 0, z = 0,−H (3.3)
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Тогда решение задачи (3.1)–(3.3), описывающее установившейся
волновой режим в движущейся вместе с источником возмущений
системе координат, имеет вид суммы волновых мод: [66,218]

η(ξ, y, z) =
∞∑
n=1

ηn(ξ, y, z), ηn(ξ, y, z) = I1n + I2n, ξ = x+ V t,

I1n = Q0V

4π

∞∫
−∞

Dn(z, z0, ν) exp(i(μn(ν)ξ − νy)) dν,

I2n = Q0V

4π

∞∫
−∞

Dn(z, z0, ν) exp(−i(μn(ν)ξ + νy)) dν,

Dn(z, z0, ν) = μ2n(ν)
μ2n(ν) + ν2

(
μn(ν)μ′

n(ν)
ν

+ 1
)
fn(z, ν)

∂fn(z0, ν)
∂z0

.
(3.4)

Здесь собственные функции fn(z, ν) и собственные числа μ2n(ν)
определяются из вертикальной спектральной задачи⎧⎨⎩

∂2fn(z, ν)
∂z2

+ (μ2n(ν) + ν2)
(

N2(z)
μ2n(ν)V

2 − 1
)
fn(z, ν) = 0,

fn(0, ν) = fn(−H, ν) = 0.
(3.5)

Доказано, что собственные функции образуют ортогональную
систему с весом N2(z) [66,218,222]. В формулах (3.4) предпола-
гается, что эта система ортонормирована, то есть

0∫

−H
N2(z)fn(z, ν)fm(z, ν) dz = δnm, n,m = 1, 2, . . .

Для произвольного распределения частоты плавучести спек-
тральная задача (3.5) решается численно [103, 223]. Дисперси-
онная зависимость μn(ν) является решением уравнения ω2n(k) =
= V 2μ2n(ν), где k2 = μ2n(ν) + ν2, ωn(k) — собственное число ос-
новной вертикальной спектральной задачи ВГВ [79, 112]. Далее
будет рассматриваться отдельная волновая мода, индекс n бу-
дет опущен. Асимптотику интегралов (3.4), описывающую поле
отдельной моды ВГВ вдали от траектории движения источника
возмущений при больших ξ и y, можно вычислить методом
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стационарной фазы [120, 149]. Стационарные точки фазовых
функций интегралов (3.4) определяются из решения следующей
совокупности уравнений:[

μ′(ν) = y/ξ,

μ′(ν) = −y/ξ. (3.6)

Тогда при ξ < y/q (q = maxμ′(ν)) фазовые функции интегра-
лов (3.4) не имеют стационарных точек, и поле η(ξ, y, z) экспо-
ненциально мало. При ξ > y/q совокупность (3.6) имеет несколь-
ко действительных решений (минимум два: ν1,2 = ±ν∗), которые
появляются парами: ν1,2k = ±ν∗k (ν∗k > 0, k = 1, 2, . . . ,K) в силу
того, что функция μn(ν) является либо четной, либо нечетной.
Тогда асимптотика отдельной волновой моды вдали от источника
возмущений имеет вид [66,218]

η ≈ Q0V
K∑
k=1

D(z, z0, ν∗k)√
2πξ |μ′′(ν∗k)|

cos(μ(ν∗k)ξ − ν∗ky + σkπ/4), (3.7)

где σk = sign(μ′′(ν∗k)), а суммирование идет по всем K стационар-
ным точкам ν∗k . Волновая зона сосредоточена внутри клина с уг-
лом полураствора ϕ = arctg q. Решая уравнение μ(ν)ξ ± νy = Φ
совместно с (3.6) относительно ξ и y, получим линии равной
фазы Φ, параметризованные параметром ν:⎧⎪⎨⎪⎩

x(ν) = Φ
μ(ν) − νμ′(ν)

,

y(ν) = ±μ′(ν)Φ
μ(ν) − νμ′(ν)

.
(3.8)

Асимптотики (3.7) перестают работать в окрестности волно-
вых фронтов, то есть в случае когда стационарные точки стре-
мятся друг к другу и μ′′(ν) → 0. Волновые фронты определяются
такими значениями ν0i (ν0i >0), при которых μ′′(ν0i ) = 0. Тогда
в окрестности точек ν = ν0i функция μ(ν) допускает разложение
μ(ν) = μ(ν0i ) + qi(ν − ν0i ) + bi(ν − ν0i )

3 + . . ., и положение волно-
вых фронтов определяется как y = qiξ. Асимптотики волнового
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поля вблизи каждого из I волновых фронтов имеют вид [66,218]

ηi≈Q0V βi
D(z, z0, ν0i ) cos(μn(ν0i )ξ − ν0i y)

3
√
3|bi|ξ

Ai
(
qiξ − y
3
√
3biξ

)
, i=1, 2, . . . , I.

(3.9)
Здесь

βi = 1+ sign |ν0i |
2

=

{ 1
2
, ν0i = 0,

1, ν0i �= 0,

Ai(τ) =
1
2π

∞∫
−∞

cos(τt+ t3/3) dt — функция Эйри.

3.1.3. Результаты численного моделирования

Для численных расчетов волновых полей было использова-
но типичное распределение частоты Брента–Вяйсяля с одним
максимумом в районе термоклина, изображенное на рис. 3.1
[79, 80, 112]. Особенности распределения частоты плавучести
в различных акваториях Мирового океана приводят к тому, что
фазовые функции в (3.4) могут иметь несколько стационар-
ных точек, что является причиной усложнения волновых кар-
тин ВГВ вдали от источников возмущений. Введем обозначение:
M = V/C, где C = ω′(0) — максимальное значение групповой
скорости ВГВ соответствующей моды, значения C для первых
трех мод равны C = 1,476м/с, 0,836м/с, 0,59м/с.

Рис. 3.1. Распределение частоты Брента–Вяйсяля (частоты плавучести)
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Рис. 3.2. Дисперсионная поверхность μ′
ν(ν,M) первой моды

Рис. 3.3. Дисперсионная поверхность μ′
ν(ν,M) второй моды
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Рис. 3.4. Дисперсионная поверхность μ′
ν(ν,M) третьей моды

Вдали от источника возмущений качественное поведение
волнового поля определяется наличием или отсутствием на
интервалах интегрирования в (3.4) экстремумов функции μ′(ν),
отвечающих слиянию соответствующих стационарных точек
фазовых функций подынтегральных выражений [212, 224, 225].
На рис. 3.2–3.4 представлены результаты расчетов дисперси-
онных поверхностей μ′(ν,M) для первых трех волновых мод.
Из представленных численных результатов видно, что для
данного распределения частоты плавучести может наблюдаться
(в зависимости от скорости движения источника возмущений)
дисперсионная картина, при которой имеются от одного до
нескольких экстремумов функции μ′(ν): первая мода — один
экстремум (I = 1), вторая мода — один или три экстремума
(I ∈ {1, 3}), третья мода — один, три, пять или семь экстремумов
(I ∈ {1, 3, 5, 7}). Далее все результаты будут приведены для
второй волновой моды, в этом случае функция μ′(ν) имеет либо
один максимум q1, либо два максимума q1, q2 и минимум q3,
причем всегда q3 < q1,2.
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Численные расчеты спектральной задачи (3.5) показывают,
что на качественную картину дисперсионных зависимостей μ′(ν)
существенно влияет скорость движения источника возмуще-
ний и, соответственно, величина параметра M . Действительно,
при M < 1 значения двух максимумов q1,2 имеют одинаковый
порядок, при небольших значениях M выполняется соотноше-
ние q1 < q2; с увеличением M значения q1 увеличиваются,
и при M0 = 0,546 < 1 значения двух максимумов совпадают:
q1 = q2 (это означает, что в фиксированную точку наблюдения
одновременно приходят два волновых фронта). Таким образом,
при M < M0 имеем q1 < q2, а при M > M0 имеем q1 > q2.
Далее при увеличении M значения максимума q1 функции μ′(ν)
заметно растут, при M > 1 этот максимум всегда достигается
при ν = 0. На рис. 3.5–3.8 представлены результаты расчетов
по формулам (3.8) линий равной фазы Φ = 2πm, m = 2, 4, 6,
для различных значений параметра M . Штриховые линии на
рисунках — волновые фронты, линия 1 — волновой фронт, от-
вечающий q1, линия 2 — волновой фронт, соответствующий q2,
линия 3 — волновой фронт, отвечающий q3. На рис. 3.9–3.12
приведены результаты расчетов возбуждаемых волновых полей
по формулам (3.4) для значений z = −40м, z0 = −60м.

Рис. 3.5. Линии равной фазы при M = 0,4 < M0
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Рис. 3.6. Линии равной фазы при M = M0 = 0,546

Рис. 3.7. Линии равной фазы при M = 0,7 > M0

Представленные результаты численных расчетов показыва-
ют, что топология дисперсионных поверхностей μ′(ν,M) имеет
достаточно сложную структуру, зависящую как от стратифика-
ции среды, так и от параметров волновой генерации. Расчеты
свидетельствуют, что при увеличении номера волновой моды
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Рис. 3.8. Линии равной фазы при M = 1,3 > M0

количество экстремумов функции μ′(ν), как правило, возрастает.
Это означает, что вклад в дальнее поле ВГВ вносят несколько
волновых цугов. Кроме того, численные расчеты показывают,

Рис. 3.9. Вторая мода поля возвышения при M = 0,4 < M0
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Рис. 3.10. Вторая мода поля возвышения при M = M0 = 0,546

Рис. 3.11. Вторая мода поля возвышения при M = 0,7 > M0
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Рис. 3.12. Вторая мода поля возвышения при M = 1,3 > M0

что при изменении скорости движения источника происходит
заметная перестройка фазовых картин возбуждаемых волновых
полей. В частности, может наблюдаться характерная фазовая
картина типа «ласточкин хвост» (рис. 3.5–3.6) [224]. В фиксиро-
ванной точке наблюдения также может происходить перестройка
одновременно приходящих волновых фронтов (рис. 3.5–3.7).

В этом случае полное поле ВГВ представляет собой слож-
ную картину волновых биений (рис. 3.9–3.11), когда в фикси-
рованную точку пространства одновременно приходит несколько
волновых цугов с разными амплитудами и фазами. Сложность
топологии дисперсионных зависимостей требует для корректного
асимптотического исследования дальних полей ВГВ применения
специального математического аппарата. Особые точки фазовых
функций в интегралах (3.4) могут сближаться с другими осо-
быми точками или с какой-либо особенностью (полюсом, точ-
кой ветвления) подынтегральной функции Dn(z, z0, ν). В этом
случае стандартный метод исследования асимптотик полей ВГВ
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(метод стационарной фазы) становится неприменимым [212,225].
Например, при слиянии двух стационарных точек асимптотика
интегралов (3.4) выражается через функцию Эйри, при слиянии
стационарной точки и полюса — через интеграл Френеля. Важ-
но отметить, что наиболее интересными с практической точки
зрения являются локальные максимумы дисперсионных поверх-
ностей μ′(ν,M), так как поле ВГВ в окрестности этих макси-
мумов описывается эталонными интегралами. Случай слияния
трех стационарных точек может описываться функцией Пирси,
часто применяемой в теории особенностей и катастроф [212].
Если две из трех сливающихся стационарных точек находят-
ся строго симметрично относительно третьей, то асимптотика
соответствующего интеграла может выражаться через функцию
Ханкеля [225]. Численные расчеты дисперсионных зависимо-
стей показывают, что для различных реальных стратификаций
природных сред (океан, атмосфера) могут возникать физически
интересные случаи волновых структур, которые не описываются
известными эталонными интегралами [59,226,227].

Далее опишем качественную картину дальних полей ВГВ для
различных режимов волновой генерации, зависящих от скорости
движения источника возмущений. Дальнее поле возбуждаемых
ВГВ (при y, ξ � H) задается тремя волновыми цугами, моменты
прихода которых в фиксированную точку по переменной наблю-
дения y определяются тремя волновыми фронтами. При M < 1
дальнее поле отдельной волновой моды в фиксированной по y

точке наблюдения ведет себя следующим образом. При ξ < y/Q1

(Q1 = q2 при M < M0, Q1 = q1 при M > M0) волновое поле
пренебрежимо мало. При ξ = ξ1 = y/Q1 в фиксированную точку
наблюдения приходит фронт первого волнового цуга, в окрест-
ности фронта поле выражается через функцию Эйри (η = η1
в формуле (3.9)). При y/Q1 < ξ < y/Q2 (Q2 = q1 при M < M0,
Q2 = q2 при M > M0) поле состоит из одного волнового цу-
га и определяется суммой вкладов двух стационарных точек
(K = 2 в формуле (3.7)). При ξ = ξ2 = y/Q2 в точку наблюдения
приходит дополнительно второй волновой цуг, в окрестности
которого поле также выражается через функцию Эйри (η = η2
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в формуле (3.9)). При y/Q2 < ξ < y/q3 (q3 равно значению μ′(ν)
в точке локального минимума для данного M) волновое поле
состоит из вклада четырех стационарных точек (K = 4 в формуле
(3.7)). При ξ = ξ3 = y/q3 через точку наблюдения проходит тре-
тий волновой фронт. В его окрестности волновое поле выражает-
ся через функцию Эйри (η = η3 в формуле (3.9)), а за ним (при
ξ > y/q3) оно определяется вкладом двух стационарных точек
(K = 2 в формуле (3.7)). Как показывают результаты числен-
ного моделирования, при M < 1 волновая картина представляет
собой сложную систему волновых биений. При M = M0 имеем
q1 = q2, и поэтому в фиксированную по переменной y точку
наблюдения при ξ = ξ1 = ξ2 = y/q1 = y/q2 одновременно приходят
два волновых цуга (рис. 3.6, 3.10). При M > 1 волновой цуг,
отвечающий максимуму q1 функции μ′(ν), значительно больше
по амплитуде и более длинноволновый (низкочастотный), чем
второй цуг, отвечающий ее максимуму q2. Поэтому сложная
картина волновых биений при M > 1 не наблюдается, волновые
цуги значительно разнесены в пространстве и распространяются
независимо друг от друга: к моменту прихода второго волнового
цуга вклад в полное поле от первого становится исчезающе мал.

Проведенные оценки демонстрируют качественное совпаде-
ние с результатами натурных наблюдений пакетов внутренних
волн, выполнявшихся в различных акваториях Мирового оке-
ана, а также модельных экспериментов и прямого численно-
го моделирования [109, 220, 228–232]. Это позволяет использо-
вать полученные асимптотические результаты для проведения
экспресс-оценок и анализа натурных наблюдений. Таким обра-
зом, аналитические методы позволяют решать актуальные океа-
нологические задачи.

Одним из источников генерации ВГВ в океане могут являться
движущиеся атмосферные циклоны, которые оказывают суще-
ственное влияние на циркуляцию океана, локальную температу-
ру морской поверхности и генерацию внутренних гравитацион-
ных волн. Возбуждаемые с помощью этого механизма волновые
поля могут играть значительную роль в океанических процессах
переноса энергии [59, 79, 80, 112]. Важной особенностью гене-
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рации ВГВ движущимся возмущением атмосферного давления
является то, что характерная скорость перемещения урагана
составляет 3–5м/с, что значительно превосходит типичную мак-
симальную групповую скорость распространения ВГВ в океане.
Поэтому при изучении волнового следа за движущимся ураганом
наиболее физически реализуемым является случай движения
источника возмущений со скоростью, большей максимальной
групповой скорости ВГВ [55,59,112].

3.1.4. Заключение

Исследована генерация ВГВ в слое стратифицированной
среды конечной глубины с произвольным распределением ча-
стоты плавучести возбуждаемых движущимся локальным источ-
ником возмущений. Численно изучены основные дисперсионные
характеристики, определяющие свойства возбуждаемых дальних
волновых полей. Приведены результаты численных расчетов фа-
зовых картин и полей ВГВ для различных режимов генерации.
Показано, что дальние волновые поля отдельной моды представ-
ляют собой сумму волновых цугов, изучены особенности гене-
рации этих волновых цугов для различных режимов движения
источника. Подобного рода волновые картины могут наблюдать-
ся при дистанционном зондировании, наблюдении и измерени-
ях ВГВ, возбуждаемых различными источниками возмущений
в природных (океан, атмосфера Земли) и искусственных страти-
фицированных средах [59,61,79,112,220,221,233].





3 2 Равномерные асимптотики. .
полей внутренних

гравитационных волн от начального
радиально-симметричного

возмущения

3.2.1. Введение

В экспериментальных и натурных наблюдениях внутренних
гравитационных волн (ВГВ) в природных стратифицированных
средах (океан, атмосфера), а также при рассмотрении большо-
го числа конкретных задач накоплен значительный фактиче-
ский материал, который нуждается в теоретическом осмыслении
[39,110,111]. Волновые движения в этих средах могут возникать
как вследствие естественных причин, так и порождаться ис-
кусственными источниками возмущений [79, 112]. Как правило,
основные результаты решений задач о генерации ВГВ записыва-
ются в самой общей интегральной форме, и в этом случае полу-
ченные интегральные представления требуют разработки асимпто-
тических методов их анализа, допускающих качественный анализ
и проведение экспресс-оценок получаемых решений [66,112,120].
Решения, найденные в линейной постановке посредством пре-
образования Фурье, позволяют рассчитывать волновые поля
численным интегрированием [59, 61, 110–114]. Однако по ме-
ре увеличения времени и расстояния от источников возмущений
необходимо вычислять интегралы от все более и более осцилли-
рующих функций, и численные расчеты делаются трудоемкими.
Кроме того, получить из численных расчетов качественное опи-
сание уходящих от источника ВГВ, их эволюцию во времени
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и пространстве, зависимость от характеристик источника либо
практически невозможно, либо это требует громоздких расчетов.
В то же время асимптотические выражения для волновых полей
записываются через элементарные или известные специальные
функции, и их качественный анализ, как правило, не вызывает
затруднений [66, 120–122]. Кроме того, найденные асимптотики
позволяют перейти к более реалистической ситуации сред, пара-
метры которых медленно меняются по горизонтали и времени, так
как наличие явных аналитических конструкций позволяет учесть
изменение параметров среды вдоль трассы распространения ВГВ
посредством соответствующего изменения аргументов, описываю-
щих поле специальных функций, а также амплитудных и фазовых
множителей [55, 60, 112, 128]. Одной из основных используемых
моделей генерации можно считать предположение о возбуждении
пакетов ВГВ импульсным воздействием различной физической
природы [39,79,210,234,235]. Для проведения прогнозных расче-
тов ВГВ параметры моделей волновой генерации подбираются так,
чтобы приблизить смоделированную волновую систему к реально
наблюдаемым волновым картинам, что дает возможность верифи-
цировать эти математические модели.

Целью настоящего раздела является построение равномер-
ных асимптотик дальних полей ВГВ, возбуждаемых радиально-
симметричным начальным возмущением поверхностей равной
плотности в слое стратифицированной среды конечной толщины.

3.2.2. Постановка задачи, интегральные формы решений

Поле возвышения изопикн (поверхностей равной плотности)
η(r, z, t) в слое стратифицированной среды −H < z < 0 в ци-
линдрических координатах (r, z) (зависимости от угла нет, ось z
направлена вверх) в приближении Буссинеска определяется из
задачи [66,236]

∂2

∂t2

(
Δ + ∂2

∂z2

)
η(r, z, t) +N2(z)Δη(r, z, t) = 0, Δ = ∂2

∂r2
+ 1
r

∂

∂r
,

η(r, z, 0) = Φ(r)Π(z), ∂η(r, z, t)
∂t

= 0 при t = 0,

η(r, z, t) = 0 при z = 0,−H,



3.2. Равномерные асимптотики полей внутренних гравитационных волн 209

где далее частота Брента–Вяйсяля (частота плавучести) счи-
тается постоянной: N2(z) = N2 = const. Предполагается, что
начальное возмущение изопикн обладает радиальной симметри-
ей и некоторым распределением по глубине с одним максиму-
мом, что соответствует по качественному характеру наблюда-
емым в реальных природных средах (океан, атмосфера) нело-
кальным источникам [39, 79, 210, 234, 235]. Решение поставлен-
ной начально-краевой задачи строится с помощью преобразо-
вания Фурье–Ханкеля в безразмерных переменных r∗ = rπ/H,
z∗ = zπ/H, η∗ = ηπ/H, t∗ = Nt (индекс «*» далее опускается)
и имеет вид [66,204,236,237]

η(r, z, t) =
∞∑
n=1

ηn =
∞∑
n=1

an sin(nz)gn(r, t),

gn(r, t) =
∞∫

0

kA(k)J0(kr) cos(ωn(k)t) dk, (3.10)

A(k) =
∞∫

0

r J0(kr) Φ(r) dr,

an = 2
π

0∫
−π

Π(z) sin(nz) dz,

ωn(k) = k√
k2 + n2

,

где J0 — функция Бесселя нулевого порядка [204]. Используя
эти решения, можно получить выражения для вертикальной,

W (r, z, t) =
∂η(r, z, t)

∂t
, и горизонтальной (радиальной), U(r, z, t),

компонент скорости частиц, которые имеют вид [236]

W (r, z, t) =
∞∑
n=1

Wn =
∞∑
n=1

an sin(nz)pn(r, t),

U(r, z, t) =
∞∑
n=1

Un =
∞∑
n=1

nan cos(nz)qn(r, t),
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pn(r, t) = −
∞∫

0

kA(k)J0(kr)ωn(k) sin(ωn(k)t) dk,

qn(r, t) =
∞∫

0

A(k)J1(kr)ωn(k) sin(ωn(k)t) dk,

(3.11)

где J1 — функция Бесселя первого порядка [204].

3.2.3. Равномерные асимптотики решений

Функции gn(r, t) pn(r, t), qn(r, t) определяют простран-
ственно-временную структуру основных компонент полей ВГВ.
В [236] построены неравномерные асимптотики этих выражений
при r, t	 1 вблизи волновых фронтов отдельной моды. В насто-
ящем разделе рассматривается более сложная задача построения
равномерных асимптотик, которые позволяют описывать волновые
поля при r, t	 1 как вблизи, так и вдали от волновых фронтов.
С этой целью необходимо заменить в (3.10) функцию Бесселя
на ее асимптотику: J0(kr) ≈ √2/πkr cos(kr − π/4) [66, 204].
Получающийся в результате интеграл может быть представлен
в виде

gn(r, t) = I+
n (r, t) + I−n (r, t),

I+
n (r, t) = 1

2

∞∫
−∞

F (k)√
k

exp(it βn(k) − iπ/4) dk = I+
n ,

I−n (r, t) = 1
2

∞∫
−∞

F (k)√
k

exp(it γn(k) − iπ/4) dk = I−n ,

F (k) = kA(k)√
2πr

, βn(k) = kV + ωn(k), γn(k) = kV − ωn(k),

где V = r/t и
√
k = i

√|k| при k < 0. Поскольку ωn(k) —
монотонно возрастающая функция переменной k, то фазовая
функция βn(k) интеграла I+

n не имеет стационарных точек на
действительной оси, поэтому при больших значениях r, t инте-
грал I+

n экспоненциально мал. Оценим далее интеграл I−n . Обо-



3.2. Равномерные асимптотики полей внутренних гравитационных волн 211

значим через cn = ω′
n(0) = 1/n максимальную групповую ско-

рость отдельной моды ВГВ (групповую скорость длинных волн)
[39, 66]. Тогда при 0 < V < cn фазовая функция γn(k) = kV −
− ωn(k) имеет две стационарные точки на действительной оси:
kn(V ) = n

√
(V n)−2/3 − 1 и −kn(V ). Вблизи волнового фронта

каждой моды, то есть при V → cn, эти две стационарные точки
сливаются друг с другом, а также с точкой ветвления k = 0.
При V > cn две стационарные точки ± kn(V ) располагаются
на мнимой оси. Для построения равномерной (по параметру
V = r/t) асимптотики интеграла I−n , позволяющей описывать
дальние волновые поля как вблизи, так и вдали от волновых
фронтов, необходимо выполнить регулярную замену переменной
k = k(s), переводящую фазовую функцию γn(k) = kV − ωn(k)
в новую функцию τ(s) = −σs + s3/3 [66, 120, 212, 213]. Таким
образом,

γn(k(s)) = −σs+ s3/3. (3.12)

При этом стационарным точкам ±kn(V ) будут отвечать точки
±√

σ . Из этого условия можно получить выражение для σ: σ =
= (−3γn(kn(V ))/2)2/3. В результате неявной замены переменных
(3.12) интеграл I−n примет вид

I−n = 1
2

∞∫
−∞

G(s)√
s

exp(itτ(s) − iπ/4) ds, G(s) = F (k(s))
√

s

k(s)
dk

ds
,

где G(s) — регулярная функция переменной s. Действитель-
но, по построению функция k(s) является нечетной регулярной
функцией, принимающей положительные значения при s > 0.

Поэтому
dk

ds
— четная регулярная функция,

s

k(s)
— четная

регулярная функция, принимающая только положительные зна-

чения,
√

s

k(s)
— четная регулярная функция, следовательно,

G(s) — регулярная функция как произведение трех регулярных
функций. Тогда, в соответствии с общей схемой метода постро-
ения равномерных асимптотик (метода эталонных интегралов),
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функцию G(s) можно представить в виде [66, 120, 212, 213]
G(s) = P (s) + R(s), где P (s) = b2s

2 + b1s + b0 — интерполяци-
онный многочлен Лагранжа для функции G(s), построенный
по точкам s = 0, ±√

σ , а R(s) — регулярная функция. В резуль-
тате можно получить:

I−n = IP + IR,

IP = 1
2

∞∫
−∞

b2s
2 + b1s+ b0√

s
exp(it(−σs+ s3/3) − iπ/4) ds,

IR = 1
2

∞∫
−∞

R(s)√
s

exp(it(−σs+ s3/3) − iπ/4) ds.

Интеграл IP вычисляется аналитически [120,212,213,236]:

IP =π3/2

2

(
−25/3ib0

t1/6
Ai2(θ) − 2b1

t1/2
(Ai2(θ))′ + 21/3ib2

t5/6
(Ai2(θ))′′

)
,

(3.13)

θ = −σ(t/2)2/3, Ai(θ) = 1
2π

∞∫
−∞

exp(i(θs+ s3/3)) ds.

С помощью интегрирования по частям можно показать, что
для IR справедлива оценка IR = O(IP/t). Следовательно,
I−n ∼ IP . Но поскольку I+

n = o(I−n ) и gn(r, t) = I+
n + I−n , то

gn(r, t) ∼ IP . (3.14)

Далее, в силу нечетности функции F (k) имеем

b0 = b2 = 0, b1 = G(
√
σ )√
σ

= F (kn(V ))
√

2
kn(V )γ′′n(kn(V ))

. (3.15)

Подставляя (3.15) в (3.13), с учетом (3.14) получаем следую-
щее выражение для главного члена равномерной (по параметру
V = r/t) асимптотики отдельной волновой моды возвышения
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при r, t→ ∞:

gn(r, t) ≈ −2π3/2
√

2
tkn(V )γ′′n(kn(V ))

F (kn(V )) Ai(θ) Ai′(θ). (3.16)

Равномерные асимптотики для вертикальной pn(r, t) и горизон-
тальной (радиальной) qn(r, t) компонент скорости при r, t → ∞
вычисляются аналогично и имеют вид

pn(r, t) ≈ 21/3π3/2

t5/6

√
2

σkn(V )γ′′n(kn(V ))
×

× F (kn(V ))ωn(kn(V ))
(
(Ai′(θ))2 + θ(Ai(θ))2

)
,

qn(r, t) ≈ −2π3/2
√

2
tkn(V )γ′′n(kn(V ))

×

× F (kn(V ))ωn(kn(V ))
kn(V )

Ai(θ) Ai′(θ).

(3.17)

3.2.4. Результаты численных расчетов

Для численных расчетов волновых полей был задан следу-
ющий вид функций Φ(r) и Π(z), описывающих соответственно
радиальную и вертикальную структуру начального смещения
изопикн:

Φ(r) = exp(−r2/4), Π(z) = (−z/π)α(1+ z/π)β (α = 3,β = 8).

Использованные пространственные масштабы и характер из-
менчивости начального возмущения изопикн соответствуют ти-
пичным горизонтальным и вертикальным масштабам нелокаль-
ных источников возбуждения ВГВ в океане [39, 79, 112, 236].
На рис. 3.13 показаны результаты расчетов функции g1(r, t) (пер-
вая мода возвышения изопикн) при значениях времени t = 30 (а)
и t = 70 (б). Здесь и далее сплошная линия — результаты точ-
ных численных расчетов по формулам (3.10), (3.11), штриховая
линия — расчеты по асимптотическим формулам (3.16), (3.17).
Точкой отмечено положение волнового фронта. На рис. 3.14
представлены результаты расчетов функции p1(r, t) (первая мо-
да вертикальной скорости) при значениях времени t = 30 (а)
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Рис. 3.13. Первая мода возвышения изопикн при t = 30 (a) и t = 70 (б).
Сплошная линия — точное решение, штриховая — равномерная асимп-

тотика

и t = 70 (б). Рис. 3.15 иллюстрирует результаты расчетов функ-
ции q1(r, t) (первая мода горизонтальной (радиальной) компонен-
ты скорости) при значениях времени t = 30 (а) и t = 70 (б).
Из приведенных результатов видно хорошее совпадение точ-
ных и асимптотических формул при больших значениях r, t.
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Рис. 3.14. Первая мода вертикальной скорости при t = 30 (a)
и t = 70 (б). Сплошная линия — точное решение, штриховая — равно-

мерная асимптотика

Как показывают численные расчеты, на временах порядка десяти
и более периодов частоты плавучести построенные равномер-
ные асимптотики волновых мод позволяют с хорошей степенью
точности рассчитывать дальние поля ВГВ как вблизи, так и вда-
ли от волновых фронтов.
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Рис. 3.15. Первая мода горизонтальной (радиальной) скорости при t =
= 30 (a) и t = 70 (б). Сплошная линия — точное решение, штриховая —

равномерная асимптотика

3.2.5. Заключение

В настоящем разделе для заданного начального возмущения
изопикн (линий равной плотности), обладающего радиальной сим-
метрией и вертикальным распределением с одним максимумом,
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построены равномерные асимптотические решения, описывающие
динамику пакетов ВГВ на больших временах и расстояниях. Рав-
номерные асимптотики отдельной волновой моды компонент вол-
нового поля выражаются через квадрат функции Эйри и ее про-
изводные и позволяют рассчитывать пространственно-временные
характеристики возвышения изопикн, вертикальной и горизон-
тальной (радиальной) компонент скорости как вблизи, так и вда-
ли от волновых фронтов. Использованное в качестве начального
модельное распределение возвышения может адекватно описать
различные физически обоснованные механизмы генерации паке-
тов ВГВ в природных стратифицированных средах. Полученные
результаты позволяют аналитически представить как возвыше-
ние изопикн, так и компоненты скоростей возбуждаемых ВГВ.
Построенные равномерные асимптотики дальних полей ВГВ да-
ют возможность эффективно рассчитывать основные характери-
стики волновых полей и (кроме того) качественно анализировать
найденные решения, что важно для правильной постановки мате-
матических моделей волновой динамики природных стратифици-
рованных сред. Полученные асимптотические результаты с раз-
личными значениями входящих в них физических параметров
позволяют провести оценку характеристик начальных возмуще-
ний, наблюдаемых в реальных условиях.





3 3 Асимптотики дальних полей. .
внутренних гравитационных

волн от импульсного
локализованного источника

во вращающейся
стратифицированной среде

3.3.1. Введение

Геофизическая гидродинамика предлагает большой ряд задач
распространения волн в среде, анизотропия которой связана
с эффектами вращения и стратификации [110, 111, 222, 238].
В этих задачах корректное применение асимптотических мето-
дов дает возможность исследовать ряд физически интересных
эффектов, определяемых свойствами гидрофизических сред. Им-
пульсные источники возмущений являются одним из механизмов
генерации достаточно интенсивных внутренних гравитационных
волн (ВГВ) в природных (океан, атмосфера Земли) и искусствен-
ных стратифицированных средах [59,79,112,187,210]. Такие ис-
точники ВГВ могут иметь как природный (схлопывание области
турбулентного перемешивания, быстрая подвижка океанического
дна), так и антропогенный (подводные и надземные взрывы)
характер [114,239–241].

В природных стратифицированных средах вращение среды
как целого влияет на основные характеристики полей ВГВ. В ли-
нейном приближении волновая картина может быть описана мно-
гомерными интегралами Фурье или с помощью геометрического
подхода в рамках кинематической теории диспергирующих волн,
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на основе которой возможно получить аналитическое представ-
ление только для фазовых поверхностей (линий), огибающих
и волновых фронтов [55, 217, 238]. Более сложной в математи-
ческом плане является задача построения равномерных асимп-
тотик интегральных представлений, позволяющих рассчитать
амплитудно-фазовую структуру волновых полей. В общем слу-
чае интегральные представления аналитически не вычисляемы,
и для их анализа могут быть эффективно использованы только
различные асимптотические методы. В современной литературе
математический аппарат асимптотических методов представлен
достаточно полно: многомерный метод стационарной фазы, метод
эталонных интегралов, метод канонического оператора Маслова
[66,120,212,213,225]. Асимптотики интегральных представлений
позволяют качественно анализировать волновые поля, в том чис-
ле и от нелокальных источников возмущений различной физи-
ческой природы, что актуально, в частности, для решения задач
оперативной океанологии.

В результате проведения модельных многовариантных рас-
четов по асимптотическим формулам смоделированная волновая
система может быть приближена к наблюдаемым в натурных
условиях волновым картинам, что позволяет оценить физиче-
ские параметры реальных импульсных источников возбуждения
ВГВ в природных стратифицированных средах [79,112,187,210].
Поэтому полученные асимптотические результаты дают возмож-
ность определить основные характеристики начальных возмуще-
ний, варьируя модельные значения исходных параметров. Таким
образом, математические модели волновой генерации от им-
пульсного источника возмущений в стратифицированной враща-
ющейся среде могут быть верифицированы, а также использова-
ны для проведения прогнозных оценок.

В [242] была рассмотрена задача о дальних полях ВГВ при
стационарном движении источника возмущений в стратифициро-
ванной вращающейся среде. В [236] исследовались неравномер-
ные асимптотики дальних полей ВГВ от начального радиально
симметричного возмущения без учета вращения среды. Целью
настоящего раздела является построение равномерных асимпто-
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тик дальних полей внутренних гравитационных волн, возбуж-
даемых локализованным импульсным источником возмущений
во вращающейся стратифицированной среде конечной глубины.

3.3.2. Постановка задачи, интегральные формы решений

Рассматривается слой −H < z < 0 вращающейся как целое
c частотой Ω стратифицированной жидкости с постоянной часто-
той Брента–Вяйсяля N(z) = N = const. В момент времени t = 0
точечный источник, находящийся в точке (0, 0, z0) (z0 < 0), мгно-
венно выбрасывает жидкость объема q. Тогда возвышение изо-
пикн (поверхностей равной плотности) ζ = ζ(x, y, z, z0, t) в при-
ближении Буссинеска определяется из уравнения [222,238,242]

∂2

∂t2

(
Δ + ∂2

∂z2

)
ζ + f2

∂2ζ

∂z2
+N2Δζ = qδ′(t)δ(x)δ(y)δ′(z − z0),

Δ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
, f = 2Ω.

В качестве граничных условий используется приближение «твер-
дой крышки»:

ζ = 0, z = 0,−H.
Начальное условие берется в виде

ζ ≡ 0, t < 0.

В безразмерных переменных

x∗ = πx

H
, y∗ = πy

H
, z∗ = πz

H
, z∗0 = πz0

H
,

ζ∗ = πζ

H
, f∗ = f

N
, t∗ = Nt, q∗ = π3q

H3

поставленная задача формулируется следующим образом (ин-
декс «*» далее опускается):

∂2

∂t2

(
Δ + ∂2

∂z2

)
ζ + f2

∂2ζ

∂z2
+ Δζ = qδ′(t)δ(x)δ(y)δ′(z − z0),

ζ = 0, z = 0,−π; ζ ≡ 0, t < 0.
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Фурье-образ возвышения изопикн

ϕ(μ, ν, z, z0,ω) =

=
∞∫

−∞
exp(iνy) dy

∞∫
−∞

exp(iμx) dx
∞∫

−∞
ζ(x, y, z, z0, t) exp(iωt) dt

удовлетворяет уравнению
∂2ϕ

∂z2
+ k2

1− ω2

ω2 − f2
ϕ = iq

ω

ω2 − f2
δ′(z − z0), k2 = μ2 + ν2, (3.18)

и граничному условию

ϕ = 0, z = 0,−π. (3.19)

Решение (3.18)–(3.19) ищется в виде ряда по собственным функ-
циям ϕn = ϕn(z, k) соответствующей однородной спектральной
задачи:

∂2ϕn

∂z2
+ k2

1− ω2n
ω2n − f2

ϕn = 0, (3.20)

ϕn = 0, z = 0,−π. (3.21)

Задача (3.20)–(3.21) имеет на отрезке [−π, 0] полную ортонор-
мированную (с весом 1 − f2) систему собственных функций

ϕn(z) =
√
2
π

sinnz√
1− f2

и соответствующий набор собственных

значений (дисперсионных кривых) ωn(k) =

√
k2 + f2n2

k2 + n2
[39].

Тогда, используя соотношение [243]

δ′(z − z0) = −(1− f2)
∞∑
n=1

ϕn(z)
∂ϕn(z0)
∂z0

,

можно получить выражение для возвышения изопикн в виде

ζ(x, y, z, z0, t) = iq

8π3

∞∑
n=1

∞∫
−∞

exp(−iνy) dν ×

×
∞∫

−∞
exp(−iμx) dμ

∞∫
−∞

exp(−iωt)Sn(k)Dn(z, z0) dω,

Sn(k) = ω(ω2n(k) − f2)
k2(ω2 − ω2n(k))

, Dn(z, z0) = ϕn(z)
∂ϕn(z0)
∂z0

.
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Внутренний интеграл по переменной ω вычисляется с помо-
щью теоремы о вычетах [181], при этом контур интегрирования
необходимо сместить в область Imω > 0. Тогда, замыкая его
в нижнюю полуплоскость и учитывая полюса ω = ±ωn(k), по-
лучаем при t > 0 следующее выражение для возвышения в виде
суммы мод:

ζ(x, y, z, z0, t) =
∞∑
n=1

ζn(x, y, z, z0, t),

ζn(x, y, z, z0, t) = q

4π2

∞∫
−∞

exp(−iνy) dν
∞∫

−∞

ω2n(k) − f2

k2
×

× cos(ωn(k)t)Dn(z, z0) exp(−iμx) dμ.

(3.22)

3.3.3. Асимптотики решений

Далее будет рассматриваться отдельная волновая мода, ин-
декс n опускается. Перейдем к полярным координатам, μ =
= k cosψ, ν = k sinψ; x = r cosα, y = r sinα, и проинтегриру-
ем (3.22) по переменной ψ:

ζ(r, z, z0, t) = q

2π

∞∫

0

ω2(k) − f2

k
cos(ω(k)t)D(z, z0)J0(kr) dk. (3.23)

Заменим в выражении (3.23) функцию Бесселя J0(kr) на ее
асимптотику при kr 	 1: J0(kr) ≈ √2/πkr cos(kr − π/4) [66,
204]. В результате можно получить:

ζ(r, z, z0, t) = I+ + I−,

I± =
∞∫

0

F (k) cos(t(kV ± ω(k)) − π/4) dk, V = r/t, (3.24)

F (k) = q(ω2(k) − f2)D(z, z0)
(2π)3/2k

√
kr

.

Далее будем рассматривать асимптотику слагаемых I± при
больших значениях t и V = const, то есть в точке, движу-
щейся в радиальном направлении со скоростью V . Поскольку
ω(k) — монотонно возрастающая функция, то фазовая функ-
ция kV + ω(k) интеграла I+ не имеет стационарных точек
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на действительной оси; следовательно, этот интеграл экспонен-
циально мал при t → ∞. Обозначим далее γ(k) = kV − ω(k),

K = f

√(
−1+

√
1+ 3f−2

)/
3 — значение волнового числа,

при котором достигается максимум групповой скорости отдель-
ной волновой моды, а через V∗ = ω′(K) — величину этого
максимума. Тогда фазовая функция γ(k) интеграла I− при
0 < V < V∗ имеет две стационарные точки на действительной
оси: k2 < K < k1. Главный член асимптотики I− определяется
вкладом этих точек и может быть вычислен с помощью метода
стационарной фазы. В результате можно получить:

I− ≈ J (1) + J (2),

J (1) =
√

2π
tγ′′(k1)

F (k1) cos(γ(k1)t),

J (2) =
√

−2π
tγ′′(k2)

F (k2) sin(γ(k2)t).

(3.25)

Асимптотики (3.25) становятся непригодными при V → V∗,
то есть вблизи фронта каждой волновой моды, где стационар-
ные точки сливаются друг с другом, а также с точкой k = K,
и где, соответственно, γ′′(k) → 0. Для нахождения асимптотики
интеграла I− в окрестности волнового фронта отдельной волно-
вой моды (локальной асимптотики) необходимо разложить его
амплитудную и фазовую функции в ряды вблизи точки k = K,
ограничиваясь для амплитуды одним членом, а для фазы —
тремя:

F (k) = F (K) + . . . ,

γ(k) = γ(K) + γ′(K)(k −K) + γ′′′(K)
6

(k −K)3 + . . .
(3.26)

В результате, заменяя в (3.24) нижний предел интегрирова-
ния на −∞, можно получить:

I−≈
∞∫

−∞
F (K) cos

(
t(γ(K)+γ′(K)(k−K)+ γ′′′(K)

6
(k−K)3)− π

4

)
dk.

(3.27)
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Интеграл (3.27) выражается через функцию Эйри [212,213]:

Ai(Θ) = 1
2π

∞∫
−∞

cos(Θu+ u3/3) du.

В результате выражение для локальной асимптотики отдельной
моды возвышения изопикн имеет вид

I− ≈ 2πF (K) 3

√
2

tγ′′′(K)
×

× cos
(
tγ(K) − π

4

)
Ai

(
γ′(K) 3

√
2t2

γ′′′(K)

)
. (3.28)

Таким образом, при больших временах поле отдельной моды
вблизи волнового фронта (переходной зоны) имеет порядок ма-
лости O(1/t1/3), то есть в t1/6 раз больше, чем за фронтом. Ши-
рина (временной интервал) волнового фронта (переходной зоны)
каждой моды T определяется условием, чтобы аргумент функции
Эйри в (3.28) имел порядок единицы: T ≈ √γ′′′(K) |γ′(K)|−3/2.
Асимптотика (3.28) непригодна вдали от волнового фронта от-
дельной моды.

Построим асимптотику, которая в окрестности фронта сов-
падает с (3.28), а вдали от волнового фронта — с выраже-
нием (3.25). Для этого необходимо выполнить регулярную за-
мену переменных k = k(s), переводящую фазовую функцию
γ(k) = kV − ω(k) интеграла I− в новую функцию τ(s) = C −
− σs + s3/3, имеющую, как и γ(k), две стационарные точки.
Таким образом,

γ(k(s)) = C − σs+ s3

3
. (3.29)

При этом стационарной точке k1 будет отвечать точка s1 =
√
σ ,

а стационарной точке k2 — точка s2 = −√
σ . Тогда из (3.29)

находим:

σ =
(3
4

(γ(k2) − γ(k1))
)2/3

,

C = γ(k2) + γ(k1)
2

.

(3.30)
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В результате подстановки (3.29) интеграл I− преобразуется
к виду

I− =
∞∫

P

G(s) cos
(
t

(
C − σs+ s3

3

)
− π

4

)
ds,

G(s) = F (k(s))dk
ds
,

dk

ds
= s2 − σ

γ′(k)
, k = k(s),

(3.31)

где P — образ точки k = 0 при отображении, обратном к k =
= k(s). Далее, следуя общим принципам построения равно-
мерных асимптотик, функцию G(s) разложим в ряд по степе-
ням s2 − σ [120,149,225]:

G(s) =
∞∑
m=0

(Am +Bms)(s2 − σ)m. (3.32)

Ограничиваясь главным членом разложения (3.32), можно полу-
чить:

A0 = G(
√
σ ) +G(−√

σ )
2

, B0 = G(
√
σ ) −G(−√

σ )
2
√
σ

.

Тогда при s = ±√
σ имеем

G(
√
σ ) = F (k1)

√
2
√
σ

γ′′(k1)
, G(−√

σ ) = F (k2)

√
−2√σ
γ′′(k2)

. (3.33)

Подставляя главный член разложения (3.32) в (3.31) и заменяя
нижний предел интегрирования P на −∞, можно получить, что

I− =
∞∫

−∞
(A0 +B0s) cos

(
t

(
C − σs+ s3

3

)
− π

4

)
ds. (3.34)

Интеграл (3.34) выражается через функцию Эйри и ее производ-
ную [212,213]:

I− ≈ π(G(
√
σ ) +G(−√

σ ))
t1/3

cos
(
tC − π

4

)
Ai
(− σt2/3

)
+

+ π(G(
√
σ ) −G(−√

σ ))√
σ t2/3

sin
(
tC − π

4

)
Ai′
(− σt2/3

)
.

(3.35)

Здесь коэффициенты σ и C заданы формулами (3.30), а величи-
ны G(

√
σ ) и G(−√

σ ) определены в (3.33). Асимптотика (3.35)
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является равномерной по параметру V при t→ ∞ на любом луче
вида [V0;+∞), где V0 > 0. Отметим, что поскольку I+ = o(I−)
при t → ∞, то по формулам (3.25), (3.28), (3.35) могут быть
вычислены асимптотики не только интеграла I−, но и отдельной
моды поля возвышения ζ.

Чтобы показать, что равномерная асимптотика (3.35) пе-
реходит в окрестности волнового фронта в локальную (3.28),
необходимо решить уравнение γ′(k) = 0 в приближении (3.26).
В результате можно получить

k1,2 −K = ±
√

−2γ′(K)
γ′′′(K)

.

При малых значениях k1,2 −K имеем

C = γ(K), σ = −γ′(K)
(

2
γ′′′(K)

)1/3
,

G(
√
σ ) +G(−√

σ ) = 2G(0) = F (K)
(

2
γ′′′(K)

)1/3
.

Подставляя эти выражения в (3.35) и пренебрегая слагаемым,
содержащим производную функции Эйри (поскольку вблизи
фронта это слагаемое имеет более высокий порядок малости),
получим в итоге локальную асимптотику (3.28). Равномерная
асимптотика (3.35) при больших значениях t и σ, то есть при
σt2/3 → ∞, переходит в неравномерную асимптотику (3.25), по-
лученную методом стационарной фазы. Действительно, восполь-
зовавшись соответствующим асимптотическими разложениями
функции Эйри и ее производной при больших отрицательных
значениях аргумента в виде

Ai(−x) ≈ x−1/4

√
π

sin
(2
3
x3/2 + π

4

)
,

Ai′(−x) ≈ −x1/4√
π

cos
(2
3
x3/2 + π

4

)
(x→ ∞)

можно показать, что оба слагаемых в (3.35) имеют один и тот же
порядок малости O(1/t1/2). Таким образом, локальная асимп-
тотика (3.28) и неравномерная асимптотика (3.25) являются
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частными случаями равномерной асимптотики (3.35), которая
представляет собой основной результат настоящего раздела.

На рис. 3.16, 3.17 представлены результаты расчетов пер-
вой моды возвышения ζ для следующих значений безразмерных
параметров: q = 1, f = 0,2, z = −2, z0 = −1. Графики зависи-

Рис. 3.16. Первая мода возвышения изопикн при t = 5 (а) и t = 15 (б).
Сплошная линия — точное решение, штриховая — равномерная асимп-

тотика
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Рис. 3.17. Первая мода возвышения изопикн при t = 150. Сплошная
линия — точное решение, штриховая — приближение стационарной

фазы, пунктир — локальная асимптотика

мости ζ = ζ(r) построены для следующих моментов безразмер-
ного времени t: на рис. 3.16,а — для t = 5, на рис. 3.16,б —
для t = 15, на рис. 3.17 — для t = 150. Сплошная линия на
всех рисунках — точное решение (3.23), точка — положение
волнового фронта. Штриховая линия на рис. 3.16 — равно-
мерная асимптотика (3.35). На рис. 3.17 штриховая линия —
приближение стационарной фазы (3.25), пунктирная линия —
локальная асимптотика (3.28). Численные расчеты показывают,
что на расстояниях порядка толщины слоя жидкости и на време-
нах порядка нескольких периодов Брента–Вяйсяля равномерная
асимптотика с достаточной степенью точности описывает точное
решение. Локальная асимптотика совпадает с точным решение
на масштабах не более первой полуволны Эйри. Вдали от волно-
вого фронта приближение стационарной фазы хорошо описывает
точное решение.

3.3.4. Заключение

Построенные в настоящем разделе равномерные асимпто-
тические решения позволяют описать амплитудно-фазовые ха-
рактеристики дальних полей внутренних гравитационных волн
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от импульсного локализованного источника возмущений во вра-
щающейся как целое стратифицированной среде конечной тол-
щины как вблизи, так и вдали от волновых фронтов отдельной
волновой моды.

Полученные результаты описывают характер асимптотиче-
ского поведения волновых пакетов при больших временах и на
большом удалении от источника волн. В частности, асимпто-
тический анализ показывает затухание амплитуды волны как
величины, обратной корню квадратному, от времени, за исклю-
чением особых случаев вырождения дисперсионного соотноше-
ния — обращения в нуль второй производной дисперсионной
зависимости. Естественное решение проблемы вырождения —
включение в анализ высших дифференциалов дисперсионной за-
висимости — приводит к решению в терминах функции Эйри и ее
производной, а также к более медленному затуханию амплитуды
волны на фронте как величины, обратной корню третьей степени
от времени.

Наибольший выигрыш при использовании данного подхода
можно получить, исследуя эволюцию волновых пакетов, воз-
буждаемых распределенными в пространстве возмущениями, так
как с использованием операции свертки построенные в разде-
ле асимптотики позволяют аналитически рассчитывать дальние
волновые поля от нелокальных источников возмущений различ-
ной физической природы в стратифицированных вращающихся
средах. Найденные асимптотики дают возможность не только
эффективно рассчитывать основные характеристики волновых
полей, но и проводить качественный анализ получаемых ре-
шений. Асимптотические результаты с различными значениями
входящих в них физических параметров позволяют провести
оценку характеристик пакетов внутренних гравитационных волн,
наблюдаемых в реальных океанических условиях. Такие вол-
новые картины полей могут наблюдаться при дистанционном
зондировании, исследовании и измерении внутренних гравита-
ционных волн, возбуждаемых различными источниками возму-
щений в природных (океан, атмосфера Земли) и искусственных
вращающихся стратифицированных средах.







4.1.1. Введение

В реальном океане внутренние гравитационные волны (ВГВ)
распространяются на фоне сдвиговых течений. Поэтому в свя-
зи с прогрессом в изучении крупномасштабных океанических
волновых процессов изучение динамики и распространения ВГВ
в океане с учетом наличия течений является актуальной задачей
[65, 110, 111, 244, 245]. В общей постановке описание динамики
ВГВ в океане с фоновыми полями сдвиговых течений являет-
ся весьма сложной проблемой уже в линейном приближении.
В этом случае задача сводится к анализу системы уравнений
в частных производных [66,79,98,112]. При одновременном уче-
те вертикальной и горизонтальной неоднородности эта система
уравнений не допускает разделение переменных. Используя раз-
личные приближения, в том числе метод ВКБ, основанный на
реалистичном предположении о плавности изменения парамет-
ров океанической среды по сравнению с длинами ВГВ, можно
построить аналитические решения для модельных распределений
частоты плавучести и сдвиговых течений [65, 69, 246]. Поэтому
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представляет несомненный интерес изучение ВГВ в океане с про-
извольным распределением по вертикали как плотности, так
и наблюдаемых в морских условиях скоростей фоновых сдви-
говых течений [131, 133, 234, 235]. Тем самым появляется воз-
можность изучения амплитудно-фазовых характеристик волно-
вых полей для реальных океанологических параметров. Можно
ожидать, что учет неаналитических зависимостей параметров
морской среды от вертикальной координаты позволит исследо-
вать новые качественные эффекты волновой генерации.

В настоящем разделе аналитически и численно исследуется
генерация ВГВ в океане с произвольным распределением часто-
ты плавучести и скорости сдвигового течения локализованным
осциллирующим источником возмущений. В качестве такого
механизма возбуждения ВГВ можно рассматривать, например,
генерацию волн периодическим течением на склонах поперечных
хребтов в морских проливах [79,98].

4.1.2. Постановка задачи

Рассматривается вертикально стратифицированная среда ко-
нечной глубины H. Исходной является линеаризованная относи-
тельно невозмущенного состояния система уравнений гидроди-
намики, которая имеет вид [65,69,110]

ρ0

(
DU1

Dt
+ dU

dz
W
)

+ ∂p

∂x
= 0, ρ0

(
DU2

Dt
+ dV

dz
W
)

+ ∂p

∂y
= 0,

ρ0
DW

Dt
+ ∂p

∂z
+ ρg = 0,

∂U1

∂x
+ ∂U2

∂y
+ ∂W

∂z
= Q,

∂ρ

∂t
+ dρ0

dz
W = 0;

D

Dt
= ∂

∂t
+ U(z) ∂

∂x
+ V (z) ∂

∂y
,

где (U(z),V (z), 0) — вектор скорости фонового сдвигового
течения на горизонте z (ось z направлена вертикально вверх),
(U1,U2,W ) — компоненты возмущений вектора скорости,
ρ0(z) — невозмущенная плотность среды, (p, ρ) — возмущения
давления и плотности, Q(t,x, y, z) — плотность распределения
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источников массы, g — ускорение свободного падения. Восполь-
зовавшись приближением Буссинеска, можно получить одно
уравнение для малых возмущений вертикальной компоненты
скорости [65,66]:

LW = D

Dt

[
∂

∂z

(
DQ

Dt

)]
,

L ≡ D2

Dt2

(
Δ + ∂2

∂z2

)
− D

Dt

(
d2U

dz2
∂

∂x
+ d2V

dz2
∂

∂y

)
+N2(z)Δ,

(4.1)

Δ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
, N2(z) = − g

ρ0(z)
dρ0(z)
dz

,

где N2(z) — квадрат частоты Брента–Вяйсяля (частоты плаву-
чести). Граничные условия берутся в виде

W = 0, z = 0,−H. (4.2)

Решение задачи (4.1)–(4.2) ищется в виде W (t,x, y, z) =
= exp(iΩt)w(x, y, z), то есть рассматривается гармонический
источник возмущений единичной интенсивности. Тогда функция
w(x, y, z) определяется из (4.1)–(4.2), где дифференциальный

оператор
D

Dt
имеет вид

D

Dt
= iΩ + U(z)

∂

∂x
+ V (z)

∂

∂y
. Далее

ищется функция Грина уравнения (4.1), то есть решение задачи{
LΓ(x, y, z, z0) = δ(x)δ(y)δ(z − z0),

Γ = 0, z = 0,−H,
(4.3)

где z = z0 — горизонт локализации точечного источника возму-
щений. Волновые возмущения от произвольного нестационарного
нелокального источника определяются соответствующей сверт-
кой [65,66,69,246].

Так как при наличии фоновых сдвиговых течений ВГВ могут
взаимодействовать с этими течениями и обмениваться с ними
энергией, то собственные волновые колебания могут быть экс-
поненциально нарастающими. Поэтому необходимо, чтобы вер-
тикальный градиент фоновых сдвиговых течений был невелик
по сравнению с частотой плавучести. Далее предполагается вы-
полненным условие устойчивости Майлса–Ховарда для числа



236 Гл. 4. Динамика внутренних гравитационных волн

Ричардсона [138,141,142,147]:

Ri(z) = N2(z)
((

dU

dz

)2
+
(
dV

dz

)2)−1
>1/4 (−H<z<0). (4.4)

Если выполнено условие Майлса–Ховарда, то соответствующая
спектральная задача не имеет комплексных собственных значе-
ний [69, 132, 148, 245]. Характерные значения чисел Ричардсо-
на в акваториях Мирового океана в отсутствие динамической
неустойчивости фоновых сдвиговых течений могут находиться
в интервале от 2 до 20 [79,133,234].

4.1.3. Интегральные представления решения

Решение задачи (4.3) ищется в виде интеграла Фурье:

Γ(x, y, z, z0) = 1

4π2

∞∫
−∞

exp(−iνy) dν
∞∫

−∞
G(μ, ν, z, z0) exp(−iμx) dμ.

(4.5)

Функция G(μ, ν, z, z0) является решением следующей задачи:

ΠG = −δ(z − z0),

Π ≡ (Ω − f)2 ∂
2

∂z2
+
(
k2(N2(z) − (Ω − f)2) + ∂2f

∂z2
(Ω − f)

)
,

G = 0, z = 0,−H,

k2 = μ2 + ν2, f = f(z) = μU(z) + νV (z).

Пусть далее ϕ1(μ, ν, z), ϕ2(μ, ν, z) — функции, удовлетворяющие
уравнению Πϕ1,2(μ, ν, z) = 0 и обращающиеся в ноль при z = 0
и z = −H соответственно. Тогда можно получить:

G(μ, ν, z, z0) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ϕ1(μ, ν, z)ϕ2(μ, ν, z0)

(Ω − f(z0))2B
, z0 � z < 0,

ϕ1(μ, ν, z0)ϕ2(μ, ν, z)
(Ω − f(z0))2B

, −H < z � z0,

где B = B(μ, ν,Ω) = ϕ1(μ, ν,−H)
∂ϕ2
∂z

(μ, ν,−H) — опреде-

литель Вронского функций ϕ1(μ, ν, z), ϕ2(μ, ν, z). Функция
B = B(μ, ν,Ω) такова, что уравнение B(μ, ν,ω) = 0 является
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одной из возможных форм записи дисперсионного соотношения
для ВГВ в стратифицированном океане со средним сдвиговым
течением [65,69,245,246]. Разрешая это уравнение относительно
переменной ω, можно получить дисперсионное соотношение
в виде ω = ωn(μ, ν). Очевидно, что множество решений
уравнения ωn(μ, ν) = Ω образует дисперсионную кривую Ln:
μ = μn(ν,Ω). Полюса функции G(μ, ν, z, z0) — это нули
вронскиана B = B(μ, ν,Ω), то есть нули функции ϕ1(μ, ν,−H),
которые в свою очередь совпадают с собственными числами
μn = μn(ν,Ω) вертикальной спектральной задачи{

Πϕ = 0,

ϕ = 0, z = 0,−H.
(4.6)

Ясно, что ϕ1(μn(ν), ν, z) = ϕ2(μn(ν), ν, z) = ϕn(z, ν), где ϕn =
= ϕn(z, ν) — собственная функция спектральной задачи (4.6).
Для определения функции Γ(x, y, z, z0) необходимо выполнить об-
ратное преобразование Фурье (4.5). Вычеты res

μ=μn(ν,Ω)
G(μ, ν, z, z0)

функции G(μ, ν, z, z0) выражаются через
∂B

∂μ
. Тогда интегри-

рование по переменной μ можно провести, используя теорему
о вычетах [181]. Можно показать, что имеет место следующее

интегральное представление для функции
∂B

∂μ
при μ = μn(ν):

dn(ν) ≡ ∂B

∂μ

∣∣∣∣
μ=μn(ν)

=

= −
⎛⎝ 0∫

−H
2(Ω − f(z))U(z)

(
k2ψ2n +

(
∂ψn
∂z

)2)
dz +

+
0∫

−H
2μ
(
N2(z) − (Ω − f(z))2

)
ψ2n dz

⎞⎠∣∣∣∣∣
μ=μn(ν)

, ψn = ϕn(z)
Ω − f(z)

.

(4.7)

Следовательно,

res
μ=μn(ν,Ω)

G(μ, ν, z, z0) = Rn, Rn = ϕn(z)ϕn(z0)
dn(ν)(Ω − f(z0))2|μ=μn(ν)

.
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Тогда, замыкая контур интегрирования по переменной μ в ниж-
ней полуплоскости, можно получить:

Γ(x, y, z, z0)=
∞∑
n=1

Γn(x, y, z, z0),

Γn(x, y, z, z0)=− i

2π

∞∫
−∞

Rn exp(−iΘn(ν)) dν,

Θn(ν)=μn(ν)x+ νy.

(4.8)

Далее рассмотрим поведение отдельной моды Γn вдоль неко-
торого направления Sα, составляющего угол α с положительным
направлением оси Ox, то есть будем считать, что x = r cosα,
y = r sinα (r > 0, 0 � α < 2π). Тогда для получения физически
реализуемого поля возмущений, удовлетворяющего условию из-
лучения на бесконечности, необходимо изменить пределы инте-
грирования в формуле (4.8). Как показано в [69], интегрирование
в (4.8) следует выполнять не по всей длине дисперсионной кри-
вой Ln, а лишь вдоль той ее части ln(α), на которой выполнено

условие
∂ω

∂Sα
> 0. Это условие означает, что проекция векто-

ра групповой скорости ВГВ на направление Sα положительна,
то есть волновая энергия распространяется наружу от источника.
Таким образом, пределы интегрирования в (4.8) заменяются в со-
ответствии с выбором соответствующей кривой ln(α), и можно
получить следующее выражение для вклада n-й моды функции
Грина в суммарное поле возмущений:

Γn(x, y, z, z0) = − i

2π

∫

ln(α)

Rn exp(−iΘn(ν)) dν,

где правая часть представляет собой криволинейный интеграл
второго рода по дисперсионной кривой ln(α), причем из двух
возможных направлений обхода этой кривой выбирается то, для
которого проекция касательной к дисперсионной кривой на на-
правление Sπ/2+α положительна [65,69,246].
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4.1.4. Алгоритм вычисления собственных функций
и собственных значений основной вертикальной

спектральной задачи

Для произвольных функций N(z), U(z), V (z) спектральную
задачу (4.6) можно решить только численно. Для ее решения бу-
дем использовать следующий алгоритм, позволяющий, в отличие
от [66, 223, 247], более точно аппроксимировать коэффициенты,
входящие в (4.6). Заменим в дифференциальном операторе Π
фиксированное значение Ω на переменную ω и будем считать
ω = ωn(μ, ν) спектральным параметром, требующим определе-
ния; соответственно μ, ν — свободными параметрами. Введем
новую функцию F = = ϕ(z)/(ω − f(z)), для которой задача (4.6)
перепишется в виде{

∂

∂z

(
(ω − f(z))2∂F

∂z

)
+ k2

(
N2(z) − (ω − f(z))2

)
F = 0,

F = 0, z = 0,−H.
(4.9)

Для численного решения задачи (4.9) необходимо разбить ин-
тервал изменения z (−H � z � 0) на J отрезков (слоев):
Ij = [zj−1, zj ] (j = 1, 2, . . . ,J), где z0 = −H, zJ = 0. Далее ап-
проксимируем выражение ω − f , фигурирующее в коэффициенте

перед функцией
∂F

∂z
, кусочно-линейной, а коэффициент перед

функцией F — кусочно-постоянной функцией, то есть будем
считать, что при z ∈ Ij

ω − f = Aj +Bj(z − zj−1) = Dj +Bjz, N2(z) − (ω − f)2 = Cj ,

где

Aj=ω − f(zj−1), Bj=
(
f(zj−1)−f(zj)

)/(
zj−zj−1

)
,

Dj=Aj−Bjzj−1, Cj=N2((zj+zj−1)/2)−(ω−f((zj+zj−1)/2)
)2
.

В результате для каждого отрезка (слоя) получается уравнение
Эйлера [248],

d

dz

(
(Dj +Bjzj)2

dFj
dz

)
+ k2CjFj = 0. (4.10)

Общее решение Fj(z) уравнения (4.10) в каждом j-м слое
определяется соотношениями между коэффициентами Dj, Cj, Bj.
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Укажем возможные случаи, для каждого из них выпишем со-
ответствующее решение и приведем формулы для вычисления
количества нулей mj у полученного решения Fj(z) на отрезке
Ij = [zj−1; zj ].

1. Если Bj �= 0 и B2
j > 4k2Cj , то

Fj(z) = S1j |Dj +Bjz|λj−1/2 + S2j |Dj +Bjz|−λj−1/2 ,
где λj =

√
B2
j − 4k2Cj

/
2Bj ,

mj =

{
0, signuj = signuj−1,
1, signuj �= signuj−1.

2. Если Bj �= 0 и B2
j < 4k2Cj , то

Fj(z) = |Dj +Bjz|−1/2
(
S1j cos(Φj(z)) + S2j sin(Φj(z))

)
,

где Φj(z) = λj ln |Dj +Bjz|, λj =
√

−B2
j + 4k2Cj

/
2Bj ,

mj=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2
[∣∣λj ln |1+Bj(zj−zj−1)/Aj |

∣∣+π
2π

]
, signuj=signuj−1,

2
[∣∣λj ln |1+Bj(zj−zj−1)/Aj |

∣∣
2π

]
+1, signuj �=signuj−1.

Здесь и далее квадратные скобки обозначают целую часть
числа.

3. Если Bj = 0, Cj > 0, то

Fj(z) = S1j cos
(
(k
√
Cj /Aj)(z − zj−1)

)
+

+ S2j sin
(
(k
√
Cj /Aj)(z − zj−1)

)
,

mj =

⎧⎪⎨⎪⎩
2
[ |kCj(zj − zj−1)/Aj | + π

2π

]
, signuj = signuj−1,

2
[ |kCj(zj − zj−1)/Aj |

2π

]
+ 1, signuj �= signuj−1.

4. Если Bj = 0, Cj < 0, то

Fj(z) = S1j ch
(
(k
√−Cj /Aj)(z − zj−1)

)
+

+ S2j sh
(
(k
√−Cj /Aj)(z − zj−1)

)
,

mj =

{
0, signuj = signuj−1,
1, signuj �= signuj−1.



4.1. Внутренние гравитационные волны от осциллирующего источника 241

Постоянные S1j , S2j определяются из условия непрерывности
функции F (z) и ее производной на границах слоев:

Fj+1(z) = Fj(z),
∂Fj+1(z)

∂z
= ∂Fj(z)

∂z
,

z = zj (j = 1, 2, . . . ,J − 1).
(4.11)

Начальные условия берутся в виде

F1(z) = 0,
∂F1(z)
∂z

= 1, z = −H. (4.12)

Так как при решении данной задачи предполагается вы-
полненным условие устойчивости Майлса–Ховарда (4.4), то
все собственные числа ωn = ωn(μ, ν) являются вещественными
и находятся вне отрезка [f−; f+], где f− (f+) — минимальное
(максимальное) значение функции f(z) на интервале (−H; 0)
[65,66,245]. На этом свойстве дисперсионных соотношений бази-
руется следующий алгоритм определения собственного числа ωn.
Выберем какое-либо значение ω такое, что ω > f+ или ω < f−.
Проинтегрируем (4.10)–(4.12), используя выбранное значение ω
в качестве начального приближения. Если полученное в резуль-
тате численного интегрирования решение F (z) имеет на интер-

вале (−H, 0) m =
J∑
j=1

mj < n − 1 нулей (n — номер волновой

моды), то значение ω надо увеличить. Если функция F (z) имеет
на интервале (−H, 0) m > n − 1 нулей, то значение ω надо
уменьшить. Подбором значения ω можно добиться того, чтобы
полученное решение F (z) удовлетворяло условию F (−H) = 0,
а также имело на интервале (−H, 0) n − 1 перемену знака,
или, соответственно, n экстремумов. Полученное таким образом
значение ω является собственным числом ωn(μ, ν) n-й волновой
моды. Тогда дисперсионные зависимости μ = μn(ν) вертикальной
спектральной задачи (4.6) могут быть найдены как решения
уравнения ωn(μn, ν) = Ω (Ω — частота пульсаций источника
возмущений). Собственные функции ϕn = ϕn(z, ν) вычисляются
по формуле ϕn = (ωn(μ, ν) − f(z))F (z), где F (z) — полученное
численно решение задачи (4.10)–(4.12).
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4.1.5. Результаты численных расчетов

Для численных расчетов были использованы типичные распре-
деления квадрата частоты плавучести N2(z) и скорости одномер-
ного сдвигового течения U(z), приведенные на рис. 4.1, 4.2, ко-
торые характерны для многих районов Мирового океана, в част-
ности для акватории Северной Атлантики (проходы Восточно-
Азорского хребта) [79,131,133,234,235]. Далее все иллюстрации

Рис. 4.1. Распределение квадрата частоты плавучести по глубине

Рис. 4.2. Распределение скорости сдвигового течения U(z) по глубине
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приводятся для первых двух волновых мод. На рис. 4.3 представ-
лены результаты расчетов дисперсионной поверхности ω1(μ, ν).
На рис. 4.4–4.9 показаны результаты расчетов дисперсион-
ных зависимостей μ = μ1(ν) для различных значений часто-
ты пульсаций источника возмущений Ω: на рис. 4.4 значе-
ние Ω = 0,002 с−1, на рис. 4.5 Ω = 0,00205 с−1, на рис. 4.6
Ω = 0,0027 с−1, на рис. 4.7 Ω = 0,0038 с−1, на рис. 4.8 Ω =
= 0,007 с−1, на рис. 4.9 Ω = 0,011 с−1. В силу симметрии диспер-
сионных кривых (поверхностей) относительно оси μ (плоскости
μω) здесь и далее изображены только те их половины, которым
соответствуют неотрицательные значения ν. Результаты расче-
тов показывают сильную изменчивость качественного поведения
дисперсионных кривых в зависимости от частоты Ω. При относи-
тельно небольших значениях Ω дисперсионная зависимость опре-
деляется только одной замкнутой ветвью (рис. 4.4). При увеличе-
нии Ω дисперсионные кривые имеют вид двух замкнутых ветвей
(рис. 4.5). По мере дальнейшего увеличения Ω нижняя ветвь
дисперсионных зависимостей распадается на две незамкнутые

Рис. 4.3. Дисперсионная поверхность первой моды ω1 = ω1(μ, ν)
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Рис. 4.4. Дисперсионная кривая первой моды при Ω = 0,002 с−1 (одна
замкнутая ветвь)

Рис. 4.5. Дисперсионная кривая первой моды при Ω = 0,00205 с−1 (две
замкнутые ветви)
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Рис. 4.6. Дисперсионная кривая первой моды при Ω = 0,0027 с−1 (верх-
няя ветвь замкнутая, нижняя ветвь состоит из двух незамкнутых

кривых)

Рис. 4.7. Дисперсионная кривая первой моды при Ω = 0,0038 с−1 (верх-
няя ветвь имеет Ω-образную структуру)
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Рис. 4.8. Дисперсионная кривая первой моды при Ω = 0,007 с−1 (верх-
няя ветвь однозначна и пересекает ось ν, нижняя ветвь не показана)

Рис. 4.9. Дисперсионная кривая первой моды при Ω = 0,011 с−1 (верх-
няя ветвь однозначна и не пересекает ось ν, нижняя ветвь не показана)
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кривые (рис. 4.6). Эти две кривые при увеличении Ω все более
и более расходятся друг от друга. Далее по мере увеличения
Ω происходит качественная перестройка дисперсионных кривых,
и при некотором значении Ω верхняя ветвь сливается с верхней
частью нижней ветви. На некотором интервале значений ча-
стоты пульсаций источника наблюдается отчетливая Ω-образная
структура получившейся верхней ветви дисперсионной кривой
(рис. 4.7), что означает многозначность функции μ1(ν) для неко-
торых интервалов значений ν. При дальнейшем увеличении Ω
верхняя ветвь дисперсионной кривой становится однозначной
функцией переменной ν. Причем эта ветвь может как пере-
секать ось ν и менять знак (рис. 4.8), так и целиком быть
расположенной в верхней полуплоскости (рис. 4.9). Отметим,
что на рис. 4.8, 4.9 не показана нижняя ветвь дисперсионной
кривой μ1(ν).

На рис. 4.10 представлены результаты расчетов диспер-
сионной поверхности второй моды ω2(μ, ν). Как видно из
представленных численных результатов, дисперсионная поверх-
ность имеет достаточно сложную пространственную структуру.

Рис. 4.10. Дисперсионная поверхность второй моды ω2 = ω2(μ, ν)
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Рис. 4.11. Дисперсионные зависимости второй моды для различных
значений Ω: линия 1 — Ω = 0,0013 с−1 (одна замкнутая дуга); линии
2 — Ω = 0,0016 с−1 (две замкнутые дуги); линия 3 — Ω = 0,00185 с−1

(одна замкнутая кривая с тремя точками перегиба)

Численно рассчитанные дисперсионные поверхности могут иметь
несколько локальных экстремумов, что соответствует генерации
различных типов волновых структур [143, 213, 249, 250].
На рис. 4.11, 4.12 приведены результаты расчетов дисперси-
онных зависимостей μ2(ν) для различных значений частоты
пульсаций источника Ω. Рис. 4.11: Ω = 0,0013 с−1 (кривая 1),
Ω = 0,0016 с−1 (кривые 2), Ω = 0,00185 с−1 (кривая 3); рис. 4.12:
Ω=0,00215 с−1 (кривые 4), Ω=0,007 с−1 (кривая 5), Ω=0,011 с−1

(кривая 6).
Опишем далее качественную эволюцию дисперсионных соот-

ношений второй моды в зависимости от изменения параметра Ω.
При малых значениях Ω дисперсионная кривая, как и в слу-
чае первой моды, имеет вид одной замкнутой ветви (линия 1
на рис. 4.11). По мере увеличения Ω и в зависимости от парамет-
ров среды (частоты плавучести и профиля скорости сдвигового
течения) дисперсионные кривые могут состоять из нескольких
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Рис. 4.12. Дисперсионные зависимости второй моды для различных
значений Ω. Линия 4: Ω = 0,00215 с−1 (две разомкнутые кривые, верх-
няя кривая имеет три точки перегиба); линии 5: Ω = 0,007 с−1 (верхняя
кривая имеет одну точку перегиба и пересекает ось ν, нижняя кривая
не показана); линия 6: Ω = 0,011 с−1 (верхняя кривая имеет одну точку

перегиба и не пересекает ось ν, нижняя кривая не показана)

замкнутых ветвей (две линии 2 на рис. 4.11). Численные рас-
четы показывают, что при увеличении номера моды количество
таких замкнутых кривых, как правило, возрастает. Замкнутые
ветви могут объединяться и сливаться в одну кривую, имеющую
неоднозначную Ω-образную структуру с несколькими точками
перегиба (линия 3 на рис. 4.11). При достаточно больших значе-
ниях Ω все дисперсионные зависимости имеют вид нескольких
разомкнутых однозначных ветвей (рис. 4.12). Отметим, что каж-
дая точка перегиба дисперсионных кривых порождает каустику
(волновой фронт), которая представляет собой границу между
областью со сложной волновой картиной, являющейся результа-
том интерференции двух (нескольких) групп волн, и соседней
областью, не содержащей никаких волн (либо содержащей на две
группы волн меньше) [69,212,213,224].
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В общем случае дальние поля ВГВ в океане с фоновыми сдви-
говыми течениями можно представить в виде суммы вертикаль-
ных волновых мод вида (4.8), где каждая мода является суперпо-
зицией плоских волн [65, 66, 69, 245]. Интегралы такого типа на
больших расстояниях от источника возмущений (при больших
значениях x, y) можно вычислить методом стационарной фазы
[65, 66, 69, 149, 246]. В соответствии с этим методом качествен-
ное поведение возбуждаемых полей ВГВ определяется наличием
или отсутствием на интервале интегрирования по переменной ν
стационарных точек фазовой функции Θn(ν) = μn(ν)x+ νy, ко-
торые определяются из решения уравнения μ′n(ν) = = −y/x.

Численные расчеты показывают, что при изменении часто-
ты Ω происходит заметная качественная перестройка фазовых
картин возбуждаемых волновых полей. Линии равной фазы Φ
отдельной моды определяются из решения системы уравнений{

μn(ν)x+ νy = Ωt− Φ,

μ′n(ν) = −y/x.
Здесь первое уравнение означает условие постоянства фазы,
а второе — условие ее стационарности. Решение этой системы
для каждой волновой моды определяют линии равной фазы Φ,
заданные параметрически (с параметром ν):⎧⎪⎨⎪⎩

x(ν) = Ωt− Φ
μn(ν) − νμ′

n(ν)
,

y(ν) = − μ′
n(ν)(Ωt− Φ)

μn(ν) − νμ′
n(ν)

.

На рис. 4.13, 4.14 представлены результаты расчетов ли-
ний равной фазы Φ (сплошные линии) первой моды возбуж-
даемых ВГВ для различных параметров волновой генерации.
Штриховые линии на рисунках — соответствующие волновые
фронты. На рис. 4.13 значения параметров: Ω = 0,012 с−1,
t = 3600 с, угол полураствора волнового клина α1 = 12,49◦, где
α1 = − arctg(μ′1(ν

∗)), ν∗ — корень уравнения μ′′1(ν
∗) = 0. Волны

внутри волнового клина распространяются вдоль положитель-
ного направления оси x от источника возмущений, значения
фазы вдоль гребней волн (справа налево): Φ = 4π, 6π, . . . , 12π.
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Рис. 4.13. Линии равной фазы Φ=2πn, n=2, 3, . . . , 6, в момент времени
t=3600 с (первая мода). Частота пульсаций источника Ω = 0,012 с−1

Рис. 4.14. Линии равной фазы Φ=2πn, n = 0, 1, . . . , 7, в момент времени
t=3500 с (первая мода). Частота пульсаций источника Ω = 0,0045 с−1

На рис. 4.14 значения параметров: Ω = 0,0045 с−1, t = 3500 с,
угол полураствора внешнего волнового клина α1 = 80,72◦, угол
полураствора внутреннего волнового клина α0 = 49,63◦. Как и вы-
ше, α1 = − arctg(μ′1(ν

∗)), где ν∗ — корень уравнения μ′′1(ν
∗) = 0.
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Величина α0 определяется равенством α0 = − arctg(μ′1(ν0)),
где ν0 — положительный корень уравнения μ′1(ν) = μ1(ν)/ν.
Волны во внутреннем клине (волны первого типа) распространя-
ются в направлении источника, расположенного в начале коорди-
нат. Волны во внешнем клине (волны второго типа) распростра-
няются в направлении от источника в начале координат. Фаза
вдоль гребней волн первого типа (слева направо): Φ = 6π, 8π, . . .,
14π. Фазы вдоль гребней волн второго типа (справа налево):
Φ = 0, 2π, 4π. В момент времени t = Φ/Ω происходит превраще-
ние волны первого типа в волну второго типа. Для волн второго
типа увеличение фазы ведет к приближению соответствующей
линии равной фазы к началу координат (положению источника
возмущений), а для волн первого типа — к удалению от него.
Скорость распространения вершины гребня волны первого ти-
па в направлении источника возмущений равна Ω/μ1(∞) < 0.
Скорость распространения точки пересечения гребня волны вто-
рого типа с осью x в сторону от источника возмущений равна
Ω/μ1(0) > 0.

На рис. 4.15, 4.16 приведены результаты численных расчетов
фазовой структуры второй моды ВГВ для различных значений
частоты Ω. Сплошные кривые на рисунках — линии равной
фазы Φ, штриховые линии — соответствующие волновые фронты
(каустики). На рис. 4.15 значения параметров были следую-
щие: t = 3600 с, Ω = 0,00265 с−1. Угол полураствора волнового
клина (внешнего) α1 = 52,44◦, угол полураствора внутренне-
го клина α0 = 31,46◦ (направление α0 задается третьим сле-
ва пунктирным лучом). Величина α0 определяется равенством
α0 = − arctg(μ′2(ν0)), где ν0 — положительный корень уравне-
ния μ′2(ν) = μ2(ν)/ν. Значения углов полураствора других трех
волновых фронтов αj (j = 1, 2, 3) определяются локальными экс-
тремумами функции μ′2(ν): αj = − arctg(μ′2(ν

∗
j )), где ν

∗
j — корни

уравнения μ′′2(ν
∗
j ) = 0. Волны во внутреннем клине (волны пер-

вого типа) бегут влево (к началу координат), волны во внешнем
клине (волны второго типа) бегут вправо (от начала коорди-
нат). Фаза вдоль гребней волн первого типа (слева направо):
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Рис. 4.15. Линии равной фазы Φ = 2πn, n = −1, 0, . . . , 7, в момент
времени t = 3600 с (вторая мода). Частота пульсаций источника

Ω = 0,00265 с−1.

Рис. 4.16. Линии равной фазы Φ=2πn, n=1, 2, . . . , 6, в момент времени
t = 3600 с (вторая мода). Частота пульсаций источника Ω = 0,012 с−1.

Φ = {4π, 6π, . . . , 14π}, фаза вдоль гребней волн второго типа
(справа налево): Φ = {−2π, 0, 2π}.

В момент времени t = Φ/Ω происходит превращение волны
первого типа в волну второго типа. Две другие пары волновых
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фронтов образуют с осью x углы α2 = 34,79◦ и α3 = 24,46◦

соответственно. На рис. 4.16 значения параметров следующие:
Ω = 0,012 с−1, t = 3600 с. Волновая область ограничена клином
с углом полураствора α1 = − arctg(μ′2(ν

∗)) = 12,63◦, где ν∗ —
корень уравнения μ′′2(ν

∗) = 0. Волны внутри клина бегут вправо
(от начала координат), фаза вдоль гребней волн (справа налево):
Φ = {2π, 4π, . . . , 12π}.

Как показывают численные расчеты, учет вертикальной из-
менчивости частоты плавучести и фоновых сдвиговых океани-
ческих течений приводит к заметному усложнению структу-
ры и качественному разнообразию дисперсионных зависимостей.
Вариативность и неоднозначность дисперсионных соотношений
являются причиной генерации различных типов волн. В частно-
сти, замкнутые ветви дисперсионных кривых могут при опреде-
ленных волновых числах приводить к возбуждению кольцевых
(поперечных) волн. Разомкнутые ветви дисперсионных зависи-
мостей определяют систему корабельных волн. Как показыва-
ют численные расчеты, при малых частотах осцилляций источ-
ника Ω возбуждаются только кольцевые (поперечные) волны.
Причем в некоторых случаях одновременно может возбуждаться
более двух волновых пакетов таких волн. Число возбуждаемых
пакетов определяется общим количеством отдельных ветвей дис-
персионных кривых. При больших значениях Ω возбуждаются
только корабельные волны двух типов, причем при увеличении
значения частоты осцилляции угол полураствора волновых фрон-
тов уменьшается. Можно также отметить, что существуют такие
значения Ω, при которых угол полураствора волнового фронта
близок к 90◦. Это означает, что при определенных параметрах
волновой генерации существуют такие значения ν, при кото-
рых μ′n(ν) → ∞ (рис. 4.4–4.7, 4.11). Поэтому при этих значениях
частоты Ω в силу многозначности дисперсионных соотношений
волновая картина возбуждаемых полей представляет собой слож-
ную волновую систему, обладающую одновременно свойствами
как продольных, так и поперечных волн.

Сравнение результатов настоящего раздела с натурными на-
блюдениями и численными расчетами внутренних волн показы-
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вает, что найденные семейства линий равной фазы качественно
верно описывают фазовую структуру возбуждаемых волновых
полей [109,220,228–232].

4.1.6. Заключение

Исследована генерация внутренних гравитационных волн,
возбуждаемых локализованным гармоническим источником воз-
мущений в океане с произвольными распределениями по глубине
как частоты плавучести, так и компонент фонового сдвигового
течения. При выполнении условия устойчивости Майлса–Хо-
варда получено интегральное представление вертикальной ком-
поненты скорости. Для решения спектральной задачи предло-
жен численный алгоритм расчетов дисперсионных зависимостей,
определяющих фазовую структуру возбуждаемых полей. При-
ведены результаты численных расчетов дисперсионных кривых
и фазовых картин волновых полей для реальных распределений
частоты плавучести и фоновых сдвиговых течений, наблюдаемых
в океане. Показано, что при изменении параметров волновой ге-
нерации происходит заметная качественная перестройка фазовых
картин возбуждаемых полей внутренних гравитационных волн.





4 2 Внутренние гравитационные. .
волны в океане при обтекании

подводного препятствия
сдвиговым течением

4.2.1. Введение

В природных стратифицированных средах (океан, атмосфе-
ра) генерация и распространение внутренних гравитационных
волн (ВГВ) в значительной степени связаны с вертикаль-
ной и горизонтальной динамиками фоновых сдвиговых течений
[79, 112, 130, 222]. В океане такие течения могут проявляться,
например, в области сезонного термоклина и оказывать заметное
влияние на эволюцию ВГВ [133, 234, 235, 251, 252]. В общей
постановке описание динамики ВГВ в стратифицированной среде
с фоновыми полями сдвиговых течений является весьма сложной
задачей уже в линейном приближении [66, 67, 130, 222]. В этом
случае задача сводится к анализу системы уравнений в частных
производных, и при одновременном учете вертикальной и гори-
зонтальной неоднородности эта система уравнений не допускает
разделение переменных [64,132,222,247,253–255]. Для исследо-
вания механизма взаимовлияния течений и ВГВ можно задавать
различные модельные представления частоты плавучести и ско-
ростей сдвиговых течений [66, 67, 130, 143, 222]. В качестве од-
ного из заметных механизмов возбуждения ВГВ в океане можно
рассматривать, например, генерацию волн фоновым (или перио-
дическим приливным) течением на склонах поперечных хребтов
в проливах и в подводных каналах [79,112,133,234,235,252]. По-
этому целью настоящего раздела является построение решений,
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описывающих генерацию ВГВ стратифицированным сдвиговым
потоком, набегающим на подводное препятствие.

4.2.2. Постановка задачи

Рассматривается вертикально стратифицированная среда ко-
нечной глубины H с фоновым сдвиговым течением, набегаю-
щим на одиночную подводную возвышенность (рис. 4.17). Про-
филь дна описывается функцией z = −H + h(x, y), h(x, y) 
 H

(ось z направлена вверх). Сдвиговое течение, направленное
вдоль оси x, имеет линейный профиль скорости:

U(z) = U0 + U0 − UH
H

z; U0 = U(0) > 0, UH = U(−H) > 0.

Тогда в линейном приближении и приближении Буссинеска вер-
тикальная компонента скорости W удовлетворяет уравнению
[67,143]

U2(z) ∂
2

∂x2

(
Δ + ∂2

∂z2

)
W +N2(z)ΔW = 0,

Δ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
, N2(z) = − g

ρ0(z)
dρ0(z)
dz

,
(4.13)

где N2(z) — квадрат частоты Брента–Вяйсяля (частоты плаву-
чести), которая далее предполагается постоянной, N(z) = N =
= const, g — ускорение свободного падения, ρ0(z) — невозму-

Рис. 4.17. Схема обтекания одиночной подводной возвышенности стра-
тифицированным потоком со сдвигом скорости
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щенная плотность среды. Также предполагается, что выполнено
условие устойчивости Майлса–Ховарда для числа Ричардсона

[138, 141, 142, 148]: Ri = N2

(
dU

dz

)−2
> 1/4. Граничное условие

на поверхности:
W = 0, z = 0. (4.14)

Линеаризованное граничное условие на дне [66,67]:

W = U(−H)∂h(x, y)
∂x

, z = −H. (4.15)

В безразмерных переменных

x∗ = πx/H, y∗ = πy/H, z∗ = πz/H, W ∗ = πW/NH,

M(z∗) = πU(z∗)/NH = a+bz∗, a = πU0/NH, b = (U0−UH)/NH

(индекс «*» далее опускается) задача (4.13)–(4.15) имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
M2(z) ∂

2

∂x2

(
Δ + ∂2

∂z2

)
W + ΔW = 0,

W = 0, z = 0,

W = M(−π)∂h(x, y)
∂x

, z = −π.
(4.16)

4.2.3. Интегральные формы решения
и численные результаты

Решение задачи (4.16) ищется в виде

W (x, y, z) = 1

4π2

∞∫
−∞

exp(−iνy) dν
∞∫

−∞
ϕ(μ, ν, z) exp(−iμx) dμ,

(4.17)

где функция ϕ(μ, ν, z) определяется из решения краевой задачи

∂2ϕ

∂z2
+ k2

(
1

μ2M2(z)
− 1
)
ϕ = 0, (4.18)

ϕ = 0, z = 0; ϕ = −iA(μ, ν), z = −π, (4.19)

A(μ, ν) = μM(−π)h̃(μ, ν), k2 = μ2 + ν2,

h̃(μ, ν) =
∞∫

−∞
exp(iνy) dy

∞∫
−∞

h(x, y) exp(iμx) dx.
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Построим решение краевой задачи (4.18)–(4.19). Два ли-
нейно независимых решения уравнения (4.18) выражаются че-
рез модифицированные функции Бесселя мнимого индекса I±iλ:
f±(z,μ, ν) =

√
αμM(z) I±iλ(αμM(z)), λ =

√
α2 − 1/4 , α = k/bμ,

где функции f±(z,μ, ν) комплексно сопряжены [67, 143]. Дей-
ствительное решение, удовлетворяющее граничному условию на
поверхности z = 0, выглядит следующим образом: Φ(z,μ, ν) =
= i
(
f+(z,μ, ν)f−(0,μ, ν)− f−(z,μ, ν)f+(0,μ, ν)

)
, или Φ(z,μ, ν) =

= − Im
(
f+(z,μ, ν)f−(0,μ, ν)

)
.

Тогда решение краевой задачи (4.18)–(4.19) имеет вид

ϕ(z,μ, ν) = −iA(μ, ν) Φ(z,μ, ν)
Φ(−π,μ, ν) .

Проведем в (4.17) интегрирование по переменной μ. Для этого
контур интегрирования по μ необходимо сместить на комплекс-
ной плоскости μ вверх на малое расстояние ε > 0. Это нужно
для того, чтобы удовлетворить условию излучения, то есть отсут-
ствию волн вверх по потоку. Тогда при x → −∞ интеграл по μ
в (4.17) экспоненциально мал. При x → ∞ контур интегрирова-
ния по переменной μ необходимо перевести в нижнюю полуплос-
кость. Интеграл в нижней полуплоскости экспоненциально мал,
и основной вклад в интеграл (4.17) по μ будут давать полюса
функции ϕ(z,μ, ν), то есть нули функции Φ(−π,μ, ν). Эти ну-
ли — собственные числа задачи (4.18) с нулевыми граничными
условиями, или дисперсионные кривые μ = ±μn(ν). Тогда, учи-
тывая вычеты в полюсах μ = ±μn(ν), вертикальную скорость W
из (4.17) можно представить в виде суммы мод Wn [181]:

W =
∞∑
n=1

Wn,

Wn = − 2
π

∞∫

0

A(μn(ν), ν)Bn cos(μn(ν)x) cos(νy) dν,

Bn = Φ(z,μn(ν), ν)
/
∂Φ(−π,μn(ν), ν)

∂μ
.

(4.20)

Отметим, что здесь Φ(z,μn(ν), ν) = Φn(z, ν), где Φn(z, ν) — соб-
ственные функции задачи (4.18) с нулевыми граничными усло-
виями.
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Дисперсионные кривые μn(ν) рассчитываются либо численно
с привлечением алгоритма, описанного в разд. 4.1.4, либо асимп-
тотически с использованием дебаевских асимптотик или прибли-
жения Вентцеля–Крамерса–Бриллюэна для модифицированной
функции Бесселя I±iλ(λ) при больших значениях параметра λ

[67,143]. Асимптотический анализ интегралов (4.20) может быть
проведен с помощью метода стационарной фазы (неравномерная
асимптотика) или метода эталонных интегралов (равномерная
асимптотика). Равномерная асимптотика интегралов (4.20) выра-
жается через функцию Эйри и ее производную [66,67].

Численные расчеты проводились с использованием вычис-
лительной системы «Математика». Значения параметров, вели-
чины которых в размерных переменных характерны для усло-
вий реального океана, были следующие: a = 1,35, b = 0,27; то-
гда Ri = 13,7. Параметр b есть величина, обратная квадратному
корню из числа Ричардсона: b = 1/

√
Ri . Параметр a > 1 опреде-

ляет отношение скорости течения U0 у поверхности к максималь-
ной групповой скорости распространения ВГВ в океане, равной
NH/π [79, 112]. На рис. 4.18 приведены результаты расчетов

Рис. 4.18. Дисперсионные кривые μ = μn(ν), n = 1, 2, 3: линия 1 —
первая мода, линия 2 — вторая мода, линия 3 — третья мода
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дисперсионных кривых первых трех мод μn(ν), n = 1, 2, 3. От-
метим, что только у первой моды значение в нуле положитель-
но (μ1(0) > 0), дисперсионные кривые остальных мод прохо-
дят через начало координат: μn(0) = 0, n > 1. Профиль дна
описывается гладкой функцией h(x, y) = 0,05π exp(−βx2 − γy2),
горизонт наблюдения z = −1. На рис. 4.19 приведены результаты
расчетов функции W1 при β = 0,1, γ = 1,0, обтекаемое препят-
ствие имеет большую протяженность вдоль набегающего тече-
ния. На рис. 4.20 представлены результаты расчетов функции
W1 при β = 1,0, γ = 0,1, обтекаемое препятствие имеет большую
протяженность поперек набегающего течения.

На рис. 4.21–4.24 проиллюстрированы результаты расчетов
вертикальной скорости для случая, когда подводная возвышен-
ность вытянута вдоль потока (β = 0.1, γ = 1.0). На рис. 4.21
изображен график функции W2, на рис. 4.22 — график функ-
ции W3, на рис. 4.23 — график функции W1 + W2, а на
рис. 4.24 — график функции W1 + W2 + W3. Проведенные

Рис. 4.19. Поле первой моды вертикальной скорости при β = 0,1, γ = 1
(препятствие вытянуто вдоль набегающего потока)
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Рис. 4.20. Поле первой моды вертикальной скорости при β = 1, γ = 0,1
(препятствие вытянуто поперек набегающего потока)

Рис. 4.21. Поле второй моды вертикальной скорости при β = 0,1, γ = 1
(препятствие вытянуто вдоль набегающего потока)
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Рис. 4.22. Поле третьей моды вертикальной скорости при β = 0,1, γ = 1
(препятствие вытянуто вдоль набегающего потока)

Рис. 4.23. Суммарное поле первых двух мод вертикальной скорости при
β = 0,1, γ = 1 (препятствие вытянуто вдоль набегающего потока)
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Рис. 4.24. Суммарное поле первых трех мод вертикальной скорости при
β = 0,1, γ = 1 (препятствие вытянуто вдоль набегающего потока)

численные эксперименты показывают, что поле вертикальной
скорости на рис. 4.24 весьма незначительно отличается от соот-
ветствующего поля на рис. 4.23. Поэтому при расчете полного
поля вертикальной скорости, генерируемого при обтекании оди-
ночной подводной возвышенности сдвиговым течением, можно
ограничиться суммированием первых двух–трех мод.

Таким образом, полученные численные результаты свидетель-
ствуют, что на амплитудно-фазовую структуру волнового поля
влияют не только параметры течения, но также геометрия обте-
каемого препятствия и его пространственная ориентация. Следует
также отметить, что выполненные оценки показывают качествен-
ное совпадение с результатами натурных наблюдений внутренних
волн, проводившихся в различных акваториях Мирового океана,
а также модельных и численных экспериментов [109, 220, 228–
232]. Это дает возможность использовать полученные асимпто-
тические результаты для выполнения экспресс-оценок и анализа
натурных наблюдений.
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4.2.4. Заключение

Изучена генерация внутренних гравитационных волн, воз-
буждаемых при обтекании одиночного подводного препятствия
стратифицированным сдвиговым течением. В предположении по-
стоянства частоты плавучести и линейности профиля скоро-
сти течения построено аналитическое решение соответствующей
спектральной задачи, которое выражается через функцию Бес-
селя мнимого индекса. Численно исследованы дисперсионные
соотношения и фазовые картины возбуждаемых волновых полей
для различных режимов волновой генерации, характерных для
реальных условий океана. Показано, что учет формы обтекае-
мого препятствия, а также его ориентации (вдоль или поперек
течения) может являться причиной заметной пространственной
трансформации возбуждаемых вниз по потоку волновых полей.
Полученные результаты дают возможность эффективно рассчи-
тывать амплитудно-фазовую структуру волновых полей, а также
исследовать различные режимы волновой генерации для модель-
ных представлений частоты плавучести и сдвиговых течений,
в том числе генерацию волновых полей возвышениями океаниче-
ского дна сложной геометрии.



4 3 Внутренние гравитационные. .
волны от осциллирующего
источника возмущений

в стратифицированной среде
с двухмерными сдвиговыми

течениями

4.3.1. Введение

В реальном океане почти всегда имеются горизонтальные
течения с вертикальным сдвигом скорости. Поэтому представ-
ляет интерес исследование генерации и распространения внут-
ренних гравитационных волн (ВГВ) на фоне сдвигового течения.
Одним из основных методов решения задач волновой динамики
стратифицированных сред со сдвиговыми течениями является
метод Фурье. Полученные с помощью этого метода интегральные
представления решений требуют численного и асимптотического
анализа [132, 138–142]. Методы прямого численного моделиро-
вания не всегда эффективны для исследования генерации ВГВ,
особенно с учетом изменчивости основных гидрологических па-
раметров, и требуют верификации и сравнения с асимптотиче-
скими решениями модельных задач [98, 103, 112, 255]. Поэтому
для исследования ВГВ в реальных природных средах необхо-
димо сочетание как точных численных методов исследования
волновых полей, так и различных асимптотических подходов,
позволяющих изучать основные качественные особенности воз-
буждаемых волн.
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В [67, 143, 144], а также в разд. 4.1 и 4.2 настоящей работы
была исследована генерация полей ВГВ в стратифицированных
средах с одномерными сдвиговыми течениями. Целью настояще-
го раздела является построение решений, описывающих фазовую
структуру полей ВГВ, возбуждаемых осциллирующим источни-
ков возмущений в слое стратифицированной среды с двухмерны-
ми модельными сдвиговыми течениями.

4.3.2. Постановка задачи

Рассматривается вертикально стратифицированная среда ко-
нечной глубины H. Исходным является уравнение для верти-
кальной компоненты скорости W (x, y, z, t), полученное из систе-
мы уравнений гидродинамики для невязкой несжимаемой жидко-
сти, линеаризованной относительно фонового сдвигового течения
с полем скорости (U(z),V (z), 0). В приближении Буссинеска это
уравнение можно представить в виде [66,67,256]

D2

Dt2

(
Δ + ∂2

∂z2

)
W − D

Dt

(
d2U

dz2
∂

∂x
+ d2V

dz2
∂

∂y

)
W +

+N2(z)ΔW = D

Dt

[
∂

∂z

(
DQ

Dt

)]
, (4.21)

D

Dt
= ∂

∂t
+ U(z) ∂

∂x
+ V (z) ∂

∂y
,

Δ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
, N2(z) = − g

ρ0(z)
dρ0(z)
dz

,

где Q(x, y, z, t) — плотность распределения источников массы,
N(z) — частота Брента–Вяйсяля (частота плавучести), ρ0(z) —
невозмущенная плотность среды, g — ускорение свободного па-
дения. Граничные условия берутся в виде

W = 0 при z = 0,−H. (4.22)

Далее считаются выполненными следующие предположения.
1. В рассматриваемом слое жидкости на горизонте z0 работа-

ет точечный пульсирующий источник массы Q(x, y, z, t) =
= qeiΩtδ(x)δ(y)δ(z − z0), где q,Ω = const.

2. Частота плавучести постоянна: N(z) = N = const.
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3. Число Ричардсона Ri удовлетворяет условию устойчивости
Майлса–Ховарда [130,138,222]:

Ri = N2

(dU/dz)2 + (dV/dz)2
>

1
4
.

4. Компоненты вектора скорости фонового течения U(z)
и V (z) — линейные функции вертикальной координаты:

U(z) = U0 + U0 − UH
H

z, U0 = U(0), UH = U(−H),

V (z) = V0 + V0 − VH
H

z, V0 = V (0), VH = V (−H).

В безразмерных переменных

x∗ = πx

H
, y∗ = πy

H
, z∗ = πz

H
, W ∗ = WH2

π2q
, Ω∗ = Ω

N
, t∗ = tN ,

Mx(z∗) = πU

NH
= ax + bxz

∗, ax = πU0

NH
, bx = U0 − UH

NH
,

My(z∗) = πV

NH
= ay + byz

∗, ay = πV0
NH

, by = V0 − VH
NH

(индекс «*» далее опускается) задача (4.21), (4.22) имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

D2

Dt2

(
Δ + ∂2

∂z2

)
W + ΔW =

= D

Dt

[
∂

∂z

(
D

Dt

(
eiΩtδ(x)δ(y)δ(z − z0)

))]
,

D

Dt
= ∂

∂t
+Mx(z)

∂

∂x
+My(z)

∂

∂y
,

W = 0 при z = 0,−π.

(4.23)

Параметр B =
√
b2x + b2y есть величина, обратная квадратному

корню из числа Ричардсона, B = 1/
√

Ri . Условие устойчивости

Майлса–Ховарда означает, что |B| < 2. Параметр A =
√
a2x + a2y

определяет отношение модуля скорости течения на поверхности√
U2
0 + V 2

0 к максимальной групповой скорости распростране-
ния ВГВ в экспоненциально стратифицированной среде конечной
глубины, равной NH/π [66,222].
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4.3.3. Интегральное представление решения

Решение (4.23) ищется в виде [66,67,69]

W (x, y, z, z0, t) = eiΩt

4π2

∞∫
−∞

e−iνy dν
∞∫

−∞
ϕ(μ, ν, z, z0)e−iμx dμ,

где функция ϕ(μ, ν, z, z0) определяется из решения краевой за-
дачи⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Πϕ ≡ (Ω − f(z))2 ∂
2ϕ

∂z2
+ k2

(
1− (Ω − f(z))2

)
ϕ =

= (Ω−f(z))2δ′(z−z0)−f ′(z)(Ω−f(z))δ(z−z0),
ϕ(μ, ν,−π, z0) = ϕ(μ, ν, 0, z0) = 0,

k2 = μ2 + ν2, f(z) = μMx(z) + νMy(z).

(4.24)

В результате (по аналогии с разд. 4.1) для ϕ(μ, ν, z, z0) может
быть получена следующая формула:

ϕ(μ, ν, z, z0) =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ϕ0(μ, ν, z)

B

(
f ′(z0)ϕH(μ, ν, z0)

Ω − f(z0)
+ ∂ϕH(μ, ν, z0)

∂z0

)
, z0 � z < 0,

ϕH(μ, ν, z)
B

(
f ′(z0)ϕ0(μ, ν, z0)

Ω − f(z0)
+ ∂ϕ0(μ, ν, z0)

∂z0

)
, −H < z � z0.

Здесь ϕ0,H(μ, ν, z) — функции, удовлетворяющие уравнению
Πϕ0,H(μ, ν, z) = 0 и обращающиеся в ноль при z = 0 и z = −H
соответственно, B = B(μ, ν,Ω) = ϕ0(μ, ν,−H)

∂ϕH
∂z

(μ, ν,−H) —

вронскиан функций ϕ0(μ, ν, z), ϕH(μ, ν, z). Функция B =
= B(μ, ν,Ω) такова, что уравнение B(μ, ν,Ω) = 0 является
одной из возможных форм записи дисперсионного соотношения
для ВГВ в стратифицированном океане со средним сдвиговым
течением [65,69,245,246]. При фиксированном значении Ω мно-
жество решений этого уравнения образует семейство дисперси-
онных кривых Ln: μ = μn(ν,Ω) (n = 1, 2, . . .). Отметим, что функ-



4.3. Внутренние гравитационные волны от осциллирующего источника 271

ции μ = μn(ν,Ω) являются собственными числами однородной
вертикальной спектральной задачи, соответствующей (4.24):{

Πϕ(Ω,μ, ν, z) = 0,
ϕ(Ω,μ, ν,−π) = ϕ(Ω,μ, ν, 0) = 0.

(4.25)

Далее выполняется обратное преобразование Фурье по μ.
Интегрирование по переменной μ осуществляется с помощью
теоремы о вычетах [181]. В результате вклад полюсов μn =
= μn(ν,Ω) подынтегральной функции в поле вертикальной ско-
рости W (x, y, z, z0, t) приобретает вид суммы волновых мод

W (x, y, z, z0, t) =
∞∑
n=1

Wn(x, y, z, z0, t),

Wn(x, y, z, z0, t) = − ieiΩt

2π

∞∫
−∞

Rn exp(−iΘn(ν)) dν,

Θn(ν) = μn(ν)x+ νy,

Rn = ϕn(z, ν)
dn(ν)

(
f ′(z0)ϕn(z0, ν)

Ω − f(z0)
+ ∂ϕn(z0, ν)

∂z0

)
,

(4.26)

где ϕn(z, ν) = ϕ0(μn(ν), ν, z) = ϕH(μn(ν), ν, z) — собственные
функции спектральной задачи (4.25), а величины dn(ν) опреде-
ляются по формуле (4.7).

Пусть Sα — направление, составляющее угол α с поло-
жительным направлением оси Ox. Тогда (как и в разд. 4.1)
для получения физически реализуемого поля возмущений
вдоль Sα интегрирование в (4.26) следует выполнять вдоль той
части ln(α) дисперсионной кривой Ln, на которой выполнено

условие
∂ω

∂Sα
> 0. В результате получается следующее выра-

жение для вклада n-й моды в суммарное поле вертикальной
скорости:

Wn(x, y, z, z0, t) = − ieiΩt

2π

∫

ln(α)

Rn exp(−iΘn(ν)) dν.
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Собственные функции ϕn(z, ν) и собственные числа μn = μn(ν,Ω)
задачи (4.25) определяются с помощью алгоритма, описанного
в разд. 4.1.4.

Рассмотрим далее однородную спектральную задачу (4.25),
в которой μ и ν считаются свободными параметрами, а Ω =
= ωn(μ, ν) — спектральным параметром. Для модельного ли-
нейного двумерного течения возможно построить асимптотики
собственных функций ϕn(z, ν) и собственных значений ωn(μ, ν)
этой задачи при малых значениях модуля волнового вектора.
Введем полярные координаты: μ = k cosψ, ν = k sinψ. В резуль-
тате из (4.25) можно получить:⎧⎨⎩
(
ξn − (a+ bz)

)2 ∂2ϕn
∂z2

+
(
1− k2(ξn − (a+ bz))2

)
ϕn = 0,

ϕn = 0 при z = 0,−π,
(4.27)

где ξn = ωn(k,ψ)/k, a = a(ψ) = ax cosψ + ay sinψ, b = b(ψ) =
= bx cosψ + by sinψ. Решение задачи (4.27) при малых k ищется
в виде [66,257]{

ϕn(z, k,ψ) = ϕ(0)
n (z,ψ) + k2ϕ(1)

n (z,ψ) +O(k4),

ξn(k,ψ) = ξ(0)n (ψ) + k2ξ(1)n (ψ) +O(k4).

Тогда для определения функций ϕ
(0)
n (z,ψ), ξ(0)n (ψ) можно

получить ⎧⎨⎩
(
ξ(0)n − (a+ bz)

)2 ∂2ϕ(0)
n

∂z2
+ ϕ(0)

n = 0,

ϕ(0)
n (0,ψ) = ϕ(0)

n (−π,ψ) = 0.
(4.28)

Общее решение (4.28) имеет вид

ϕ(0)
n (z,ψ) =

=
√

|ζ(z,ψ)| (C1 cos(λ(ψ) ln |ζ(z,ψ)|) + C2 sin(λ(ψ) ln |ζ(z,ψ)|)),
где ζ(z,ψ) = ξ

(0)
n (ψ) − (a(ψ) + b(ψ)z), λ(ψ) =

√
1/b2(ψ) − 1/4

(в силу условия Майлса–Ховарда |b(ψ)| < 2 и λ(ψ) являет-
ся вещественнозначной функцией). Значения C1,2 определяются
из граничных условий. В результате можно получить:

ξ(0)n (ψ) = a(ψ) + πb(ψ)
esign(b(ψ))πn/λ(ψ) − 1

, n = ±1,±2, . . .
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Таким образом, при малых волновых числах собственные зна-
чения спектральной задачи (4.25) в первом приближении имеют
вид

ωn(k,ψ) =
(
a(ψ) + πb(ψ)

esign(b(ψ))πn/λ(ψ) − 1

)
k +O(k3). (4.29)

4.3.4. Результаты численных расчетов

Собственные значения краевой задачи (4.25) можно пред-
ставить в виде Ω = ωn(μ, ν) или μ = μn(ν,Ω). Далее рассмат-
риваются дисперсионные зависимости μn(ν) (Ω — фиксирован-
ный параметр). В использованных моделях сдвиговых течений

параметр A =
√
a2x + a2y удовлетворяет неравенству 1/2 < A <

< 3/2; это означает, что скорость сдвигового течения на поверх-
ности по порядку величины сравнима с максимальной групповой
скоростью распространения ВГВ, что наблюдаемо в условиях
Мирового океана [79, 112, 133, 234, 235]. Параметр Ω определяет
отношение частоты возбуждаемых волн к частоте плавучести,
и в численных расчетах выбирались типичные значения этого
параметра, наблюдаемые при измерении ВГВ в реальных океани-
ческих условиях [79,112,133,234,235].

В настоящем разделе используется гидрологическая модель
двухмерного линейного сдвигового течения. Это означает, в част-
ности, что выбирая соответствующим образом систему коор-
динат, можно (без ограничения общности) считать, что одна
из компонент компонент вектора скорости течения не зависит
от глубины. Действительно, пусть (U ′(z),V ′(z)) — компоненты
вектора скорости сдвигового течения в системе координат Ox′y′,
которая получается из исходной системы координат Oxy поворо-
том на некоторый угол α относительно начала координат. Тогда
в новой системе координат компоненты вектора скорости течения
можно представить в виде{
U ′(z) = (ax cosα+ay sinα)+(bx cosα+by sinα)z = ax′+bx′z,

V ′(z) = (−ax sinα+ay cosα)+(−bx sinα+by cosα)z = ay′+by′z.
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Поэтому, выбирая угол поворота α таким образом, что tgα =
= −bx/by, можно получить bx′ = 0; соответственно, если tgα =
= by/bx, то by′ = 0.

На рис. 4.25, 4.26 представлены результаты расчета дис-
персионных кривых μ1(ν) для различных значений частоты Ω

Рис. 4.25. Нижние (а) и верхние (б) ветви дисперсионных кривых для
различных значений частоты пульсаций источника Ω: 1 — Ω = 0,125,
2 — Ω = 0,25, 3 — Ω = 0,5, 4 — Ω = 0,75, 5 — Ω = 1,0, 6 — Ω =
= 1,25; компоненты вектора скорости течения: U(z) = 2π/15, V (z) =

= 2π/15+ 0,2z
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Рис. 4.26. Нижние (а) и верхние (б) ветви дисперсионных кривых для
различных значений частоты пульсаций источника Ω: 1 — Ω = 0,125,
2 — Ω = 0,25, 3 — Ω = 0,5, 4 — Ω = 0,75, 5 — Ω = 1,0, 6 — Ω =
= 1,25; компоненты вектора скорости течения: U(z) = 2π/5, V (z) =

= 2π/15+ 0,2z

и параметров течения: линии 1 — Ω = 0,125, линии 2 — Ω = 0,25,
линии 3 — Ω = 0,5, линии 4 — Ω = 0,75, линии 5 — Ω = 1,0, ли-
нии 6 — Ω = 1,25. Здесь и далее все расчеты приведены для пер-
вой волновой моды, индекс «1» опущен. Исходя из результатов
многочисленных океанологических наблюдений фоновых сдвиго-
вых течений в различных акваториях Мирового океана [79, 112,
133,234,235] для численных расчетов использовались следующие
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модельные распределения компонент вектора скорости течения
по глубине: U(z) = 2π/15 (рис. 4.25, 4.27–4.29), U(z) = 2π/5
(рис. 4.26, 4.30, 4.31), V (z) = 2π/15+ 0,2z (рис. 4.25–4.31).

На рис. 4.27–4.31 изображены линии равной фазы Φ, которые
имеют вид параметрического (с параметром ν) семейства кривых⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x(ν) = Ωt− Φ
μ(ν) − νμ′(ν)

,

y(ν) = −μ′(ν)(Ωt− Φ)
μ(ν) − νμ′(ν)

.

Значения параметров для численных расчетов были следующие:
Ω = 0,45, t = 35 (рис. 4.27), Ω = 0,75, t = 21 (рис. 4.28, 4.31),
Ω = 1,5, t = 11 (рис. 4.29), Ω = 0,125, t = 125 (рис. 4.30). Сплош-
ные линии на рис. 4.27–4.31 — линии равной фазы, штриховые
линии — волновые фронты.

Численные расчеты показывают, что двухмерность сдвиговых
течений является причиной заметной асимметрии соответству-
ющих дисперсионных зависимостей μ(ν) относительно оси Oμ.
Различный характер поведения функций μ(ν) при ν → ±∞ мо-
жет приводить к появлению дополнительных волновых фрон-
тов. Каждая дисперсионная кривая при фиксированном значе-
нии параметра Ω состоит из двух ветвей — нижней и верхней.
Значения μ(ν) на верхней ветви всегда больше нуля, и эта
ветвь представляет собой одну разомкнутую линию с одним
минимумом, причем значение этого минимума увеличивается при
увеличении параметра Ω. Значения μ(ν) на нижней ветви могут
быть как положительными, так и отрицательными, и эта ветвь
может состоять как из одной, так и из двух линий. При от-
носительно небольших значениях параметра Ω нижняя ветвь
может состоять из одной замкнутой и одной разомкнутой кривой.
Далее, по мере увеличения частоты Ω происходит качественная
перестройка этих двух кривых, и при некотором значении Ω
ветви могут сливаться, образуя одну Ω-образную линию, отвеча-
ющую многозначности функции μ(ν) для определенных интерва-
лов значений ν. По мере дальнейшего увеличения параметра Ω



4.3. Внутренние гравитационные волны от осциллирующего источника 277

Рис. 4.27. Линии равной фазы Φ = 2πn в момент времени t = 35
для нижней (а) и верхней (б) ветвей дисперсионной кривой: n = −3,
−2, . . . , 5 (а), n = −4,−3, . . . , 2 (б). Частота пульсаций источни-
ка Ω = 0,45, компоненты вектора скорости течения: U(z) = 2π/15,

V (z) = 2π/15+ 0,2z
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Рис. 4.28. Линии равной фазы Φ = 2πn, n = −4,−3, . . . , 2, в момент
времени t = 21 для нижней (а) и верхней (б) ветвей дисперсионной
кривой. Частота пульсаций источника Ω = 0,75, компоненты вектора

скорости течения: U(z) = 2π/15, V (z) = 2π/15+ 0,2z
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Рис. 4.29. Линии равной фазы Φ = 2πn, n = −4,−3, . . . , 2, в момент
времени t = 11 для нижней (а) и верхней (б) ветвей дисперсионной
кривой. Частота пульсаций источника Ω = 1,5, компоненты вектора

скорости течения: U(z) = 2π/15, V (z) = 2π/15+ 0,2z
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Рис. 4.30. Линии равной фазы Φ = 2πn в момент времени t = 125
для нижней (а) и верхней (б) ветвей дисперсионной кривой:
n = 0, 1, . . . , 7 (а), n = −2,−1, . . . , 2 (б). Частота пульсаций источни-
ка Ω = 0,125, компоненты вектора скорости течения: U(z) = 2π/5,

V (z) = 2π/15+ 0,2z
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Рис. 4.31. Линии равной фазы Φ = 2πn (n = −4,−3, . . . , 2) в момент
времени t = 21 для нижней (а) и верхней (б) ветвей дисперсионной
кривой. Частота пульсаций источника Ω = 0,75, компоненты вектора

скорости течения: U(z) = 2π/5, V (z) = 2π/15+ 0,2z
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нижние ветви дисперсионных кривых становятся однозначными
функциями переменной ν.

Двухмерность сдвиговых течений также вызывает заметную
пространственную асимметрию (относительно оси Ox) линий
равной фазы. Генерируемая волновая система состоит из волн
двух типов: кольцевых (поперечных) и клиновидных (продоль-
ных). Кольцевые (поперечные) волны занимают всю простран-
ственную область внутри волнового клина с углом раствора
γ = | arctg(μ′(ν∗1)) − arctg(μ′(ν∗2))| (где ν∗1,2 — корни уравнения
μ′′(ν) = 0 для рис. 4.27|,а, 4.28,а, 4.30,а, б, 4.31,а и ν∗1,2 = ±∞
для рис. 4.27,б, 4.28,б, 4.29,а, б, 4.31, б) и могут иметь форму
выпуклых вправо (рис. 4.27,а, 4.28,а, 4.29,а, 4.30,а, 4.31,а)
или влево (рис. 4.27,б, 4.28,б, 4.29, б, 4.30,б, 4.31,б) дуг. Кли-
новидные (продольные) волны каждой моды ограничены как
волновым фронтом с углом раствора γ, так и одной (рис. 4.28,а,
4.30,б, 4.31,а) или двумя (рис. 4.27,а, 4.30,а) парами внут-
ренних волновых фронтов. Внутренние фронты на рис. 4.28,а,
4.30,б, 4.31,а, а также внутренняя пара из двух пар внут-
ренних фронтов на рис. 4.27,а, 4.30,а задаются уравнениями
y = −μ′(±∞)x. Внешняя пара из двух пар внутренних волновых
фронтов на рис. 4.27,а, 4.30,а (то есть средняя пара из трех пар
фронтов) определяется уравнениями y = −μ′(ν1,2)x, где ν1,2 —
корни уравнения μ′(ν) = μ/ν.

Сравнение полученных в настоящем разделе результатов
с натурными наблюдениями и численными расчетами внутренних
волн показывает, что найденные семейства линий равной фазы
качественно верно описывают возбуждаемые волновые структу-
ры [109,220,228–232].

На рис. 4.32 (а–в) представлены результаты расчетов соб-
ственного числа ω1(k,ψ) однородной спектральной задачи (4.25)
для различных значений k (а — k = 0,25, б — k = 0,35, в —
k = 0,5). Сплошной линией изображено численное решение,
штриховой — асимптотика (4.29). Компоненты вектора скорости
течения: U(z) = 2π/5, V (z) = 2π/15+ 0,2z. Проведенные числен-
ные эксперименты показывают, что асимптотика (4.29) позволяет
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Рис. 4.32. Собственное число ω1(k,ψ) однородной спектральной задачи
(4.25) для различных значений k: а) k = 0,25; б) k = 0,35; в) k = 0,5.
Сплошная линия — численное решение, штриховая — асимпто-
тика (4.29). Компоненты вектора скорости течения: U(z) = 2π/5,

V (z) = 2π/15+ 0,2z
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вычислять собственные значения ωn(k,ψ) с удовлетворительной
точностью (то есть с относительной погрешностью не более 3%)
при выполнении условия k � 0,35.

4.3.5. Заключение

Исследована генерация полей внутренних гравитационных
волн, возбуждаемых осциллирующим источников возмущений
в слое стратифицированной среды с двухмерными модельными
линейными сдвиговыми течениями в предположении постоян-
ства частоты плавучести. Построены асимптотики дисперсионных
зависимостей при малых волновых числах. Численно исследованы
дисперсионные соотношения и фазовые структуры возбуждаемых
волновых полей для различных режимов волновой генерации, ха-
рактерных для реальных условий Мирового океана. Показано, что
учет двухмерности сдвиговых течений является причиной замет-
ной асимметрии как дисперсионных кривых, так и линий равной
фазы. Аналитические оценки и численные результаты показы-
вают, что асимптотические конструкции, использующие модель-
ные представления частоты плавучести и скорости сдвигового
течения, качественно верно могут описывать фазовую структу-
ру ВГВ.

Для исследования ВГВ в реальных природных средах необ-
ходимо сочетание как точных численных методов исследования
волновых полей, так и различных асимптотических подходов,
позволяющих исследовать основные качественные особенности
возбуждаемых волн. Асимптотики дисперсионных соотношений
позволяют в дальнейшем исследовать более реалистичную зада-
чу изучения динамики ВГВ в океане с медленно меняющимися
и нестационарными параметрами. В этом случае решение можно
представить в виде суммы волновых пакетов, фазовая структура
которых определяется аналитическими свойствами соответству-
ющих дисперсионных зависимостей. Конкретный выбор фазовой
функции (модельных интегралов) определяется аналитическими
свойствами дисперсионных соотношений, зависящих от реальной
гидрологии океана. Аналитические выражения дисперсионных
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кривых также могут использоваться, в частности, для качествен-
ной интерпретации наблюдаемых волновых явлений в океане
и для разработки дистанционных методов обнаружения ВГВ
методами радиолокации. Полученные результаты дают возмож-
ность эффективно рассчитывать фазовую структуру полей ВГВ,
а также исследовать различные режимы волновой генерации
для модельных представлений частоты плавучести и скоростей
сдвиговых течений.





ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изложенные в монографии результаты по математическому

моделированию волновых движений неоднородных гидрофизиче-
ских сред обусловлены актуальными практическими проблемами
геофизики, океанологии, физики атмосферы, охраны и изучения
окружающей среды, эксплуатации сложных гидротехнических
сооружений, в том числе морских нефтедобывающих комплек-
сов, и других актуальных задач науки и техники. Полученные
результаты сочетают сравнительную простоту и вычислительную
мощность аналитических результатов, а также возможность их
качественного анализа. Разработанные методы математического
моделирования могут быть использованы для исследования лю-
бых других волновых процессов (акустические и сейсмические
волны, СВЧ-излучение, волны цунами и т. п.) в реальных средах
со сложной структурой. Значение предложенных методов анали-
за волновых полей определяется не только их наглядностью, уни-
версальностью и эффективностью при решении разнообразных
задач, но и тем, что они могут явиться некоторой полуэмпириче-
ской основой других приближенных методов при математическом
моделировании волновых пакетов иной физической природы.

Все фундаментальные результаты монографии получены для
произвольных распределений плотности, солености, температу-
ры и других параметров неоднородных гидрофизических сред,
и (кроме того) основные физические механизмы формирования
изученных явлений волновой динамики рассматривались в кон-
тексте непротиворечивости имеющихся данных натурных изме-
рений волн в реальных природных стратифицированных средах
(Мировой океан, атмосфера Земли). Универсальный характер
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предложенных асимптотических методов математического моде-
лирования пакетов внутренних и поверхностных волн дополня-
ется универсальными эвристическими условиями применимости
этих методов. Эти критерии обеспечивают внутренний контроль
применимости использованных асимптотических методов, и в ря-
де случаев на основе сформулированных критериев удается оце-
нивать волновые поля там, где другие методы неприменимы.
Тем самым открываются широкие возможности анализа волно-
вых картин в целом, что важно как для правильной постановки
теоретических исследований, так и для проведения оценочных
и экспресс-расчетов при натурных измерениях пакетов внутрен-
них и поверхностных волн, в том числе с помощью методов
дистанционной спутниковой радиолокации. Особая роль дан-
ных методов обусловлена тем обстоятельством, что параметры
природных стратифицированных сред, как правило, известны
приближенно, и попытки точного численного решения исходных
уравнений с использованием таких параметров могут привести
к потере точности. Поэтому полученные фундаментальные на-
учные результаты, а также разработанные методы и подходы
могут быть использованы специалистами в области численного
и математического моделирования сложных сред, геофизической
гидродинамики, океанологии, морской гидротехнике, при строи-
тельстве сложных морских гидротехнических сооружений, а так-
же при решении иных физических и прикладных задач, в том
числе связанных с решением вопросов адаптации к изменениям
климата, мониторинга и прогнозирования окружающей среды.

Для прикладных океанологических, гидрофизических иссле-
дований, связанных с изучением динамики внутренних и по-
верхностных волн, фундаментальной проблемой является моде-
лирование волновой динамики с учетом реальной изменчивости
параметров природных стратифицированных сред. Промышлен-
ная деятельность на континентальном шельфе (в том числе
в зоне Арктического бассейна), связанная с добычей ископае-
мых, является важной причиной исследований внутренних и по-
верхностных волн в настоящее время, характеристики которых
используются для оценки их воздействия на окружающую среду
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и технологические морские конструкции. Знания о волновой ди-
намике важны для обеспечения безопасности при строительстве
и эксплуатации морских платформ на континентальном шельфе,
и для этих целей необходимо контролировать воздействие волн.
При строительстве нефтяных платформ проводится систематиче-
ское измерение волн и течений, поэтому решение фундаменталь-
ных проблем моделирования волновой динамики позволит из-
бежать дорогостоящих натурных измерений. Решение проблемы
интерпретации результатов мониторинга морской поверхности,
осуществляемого с помощью дистанционных аэрокосмических
средств, имеет своей целью: создание методов дистанционного
аэрокосмического мониторинга поверхности, позволяющих про-
гнозировать возникновение катастрофических ситуаций, уточ-
нять координаты скопления планктона и косяков рыб, отмечать
различного рода экологические нарушения на участках протя-
женностью в сотни и тысячи километров; определять границы
течений, исследовать топографию морского дна и фиксировать
изменения подводного рельефа, дистанционно исследовать райо-
ны добычи полезных ископаемых.

Научное изучение Мирового океана, использование его ре-
сурсного потенциала, развитие транспортных коммуникаций,
присутствие на морских пространствах в целях сохранения пози-
ций России как морской державы, охрана морских границ, кон-
троль за экологической обстановкой, чрезвычайными ситуация-
ми природного и техногенного характера, а также климатические
наблюдения — все эти и другие конкретные проблемы, имеющие
самостоятельное значение для обеспечения жизнедеятельности и
безопасного проживания населения как в прибрежных регионах,
так и в стране в целом, требуют комплексного анализа для
поиска оптимальных путей их решения, в том числе с исполь-
зованием результатов фундаментальных научных исследований,
натурных наблюдений и разработок. Современная фундаменталь-
ная наука о Мировом океане, опыт многолетних исследований и
практических наблюдений, оказывают значительное влияние на
все сферы деятельности, связанные с освоением и использова-
нием ресурсов и пространств открытого моря, прибрежной зоны,
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шельфа, исключительной экономической зоны страны. Новые
условия требуют развития эффективного сотрудничества в об-
ласти освоения и научного изучения потенциала Арктического
бассейна, ключевых районов Мирового океана, морей России,
в том числе в целях более полной защиты российских военно-
стратегических, экономических и научно-технических интересов,
чему в значительной мере соответствуют изложенные в моногра-
фии научные результаты.

Характерным природным фактором полярных районов Миро-
вого океана и замерзающих морских акваторий является наличие
ледяного покрова. Плавающий ледяной покров, определяющий ди-
намическое взаимодействие между океаном и атмосферой, влияет
на динамику не только морской поверхности, но и подповерхност-
ных вод; при этом в общем движении по вертикали участвует как
ледяной покров, так и вся масса жидкости под ним. Волновые дви-
жения на границе раздела ледяного покрова в условиях морской
среды могут возникать как вследствие естественных причин, так
и порождаться обтеканием искусственных препятствий, например
погруженных частей платформ, с которых осуществляется добы-
ча углеводородов, проложенных в море трубопроводов, иных слож-
ных гидротехнических сооружений. В условиях реального океана
причинами деформации ледяной поверхности могут быть, напри-
мер, импульсные и периодические изменения давления, подводные
источники различной физической природы (в том числе подвод-
ные взрывы), движущиеся по льду нагрузки постоянной и пере-
менной интенсивности, локализованные вариации морской поверх-
ности. Воздействием волн можно объяснить такие явления, как
образование трещин в сплошных ледяных полях, разрушение льда
в прикромочных зонах, взламывание припая.

Одним из заметных источников возбуждения ледяного по-
крова в океанических условиях могут быть интенсивные пакеты
внутренних гравитационных волн: амплитуды возмущений ледя-
ного покрова за счет таких волн могут находиться в диапазоне от
сантиметров до нескольких метров. Изучение волновых процес-
сов в море с плавающим ледяным покровом актуально для изуче-
ния его реакции на различные гидродинамические возмущения,
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движущиеся надводные и подводные суда, процессы распада
ледяных полей в интересах судоходства, а также для совершен-
ствования методов дистанционного зондирования поверхности
ледяного покрытия. Также практический интерес к воздействию
ледяного покрова на подводные препятствия обусловлен тем,
что при наличии водной толщи обтекаемое потоком препятствие
генерирует волны на поверхности раздела льда и морской сре-
ды и, следовательно, оно испытывает дополнительное волновое
сопротивление, расчет которого необходим при проектировании
различных сооружений.

С другой стороны, эти поверхностные возмущения несут ин-
формацию как о самих источниках возмущений, так и о ха-
рактеристиках морской среды подо льдом, и они могут быть
зарегистрированы с помощью специальных средств, прежде все-
го, радиолокационных и оптических систем. Разработка мето-
дов контролирующего мониторинга морских акваторий с ледя-
ным покровом, основанных на данных, получаемых средствами
дистанционного зондирования поверхности льда, предполагает,
в частности, возможность эффективного расчета силового воз-
действия морских течений на подводные источники различной
физической природы с учетом скорости потока, толщины льда,
глубины погружения источника, параметров его изменчивости,
иных существенных гидродинамических характеристик.

Многочисленные лабораторные эксперименты, а также на-
турные наблюдения в Мировом океане показывают, что ледя-
ной покров в условиях морской среды ведет себя как тонкая
упругая пластина, плавающая на поверхности потока жидкости.
В монографии была использована модель упругой пластины,
относительно которой (без ограничения какой-либо физической
общности) можно сделать допущения, что ее малые деформации
удовлетворяет закону Гука. Это означает, в частности, что каж-
дый элементарный объем упругого слоя льда, который ортогона-
лен нейтральной поверхности в недеформированном состоянии,
остается прямым и ортогональным этой поверхности после де-
формации. Также предполагалось, что ледяной покров является
сплошным, то есть его горизонтальные масштабы превышают



292 Заключение

длины возбуждаемых волн и, при достаточно естественных усло-
виях, моделируется тонкой упругой пластиной, деформации кото-
рой малы, а пластина является физически линейной. Для реше-
ния ряда важных практических задач и приложений, используя
операцию свертки, можно в дальнейшем рассчитать волновые
возмущения ледяного покрова, возбуждаемые распределенными
в пространстве пульсирующими нелокальными источниками воз-
мущений различной физической природы природного и антропо-
генного характеров.

Постановка задачи обтекания нелокального пульсирующего
источника потоком однородной жидкости, ограниченной свер-
ху ледяным покровом, включает в себя задание определенных
граничных условий на его поверхности. Даже в предположении
об идеальности жидкости и потенциальности обтекающего ис-
точник потока вычисление волновых полей представляет собой
весьма сложную в математическом плане задачу. Очевидно, что
существенно проще решается задача обтекания системы точеч-
ных гидродинамических особенностей, поскольку в этом случае
нет необходимости удовлетворять наперед заданным граничным
условиям. Это обстоятельство используется при решении задач
обтекания тел или непроницаемых границ, моделируемых спе-
циально подобранными системами гидродинамических особенно-
стей, которые часто используются при решении модельных задач,
где точное воспроизведение формы находящегося подо льдом
в потоке жидкости нелокального пульсирующего источника не
имеет решающего значения. Подобный метод в значительной ме-
ре может относиться к задаче о генерации волновых возмущений
на границе льда и жидкости, так как замена нелокального пуль-
сирующего источника некоторым набором гидродинамических
особенностей существенно упрощает решение. Дополнительного
исследования требует вопрос о том, как влияет наличие границ
раздела льда и жидкости на картину линий тока, возникающих
при обтекании заданных гидродинамических особенностей. По-
этому, в частности, при рассмотрении потоков конечной толщины
под ледяным покровом необходимо знать, какой именно нело-
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кальный источник возмущений может моделировать выбранная
система гидродинамических особенностей.

Важность проблемы использования минеральных ресурсов
Арктического бассейна, ключевых районов Мирового океана, мо-
рей России определяется прежде всего их богатством и разнооб-
разием, перспективностью вовлечения в народнохозяйственный
оборот. Ресурсы недр океана (континентального шельфа и глу-
боководных районов морского дна) по своим объемам, свойствам
и степени воспроизводства намного превосходят аналогичные ре-
сурсы континентов и представляют собой масштабный потенци-
альный источник минеральных ресурсов. За счет минерального
сырья Мирового океана, нефтегазового потенциала шельфовых
зон, значительная часть которых находится в Арктике, может
быть создана основа гарантированного обеспечения перспектив-
ных потребностей мировой экономики в стратегических видах
полезных ископаемых.

Выполненные к настоящему времени работы по поиску и раз-
ведке месторождений полезных ископаемых в пределах континен-
тального шельфа и в международном районе морского дна пока
недостаточны даже для достоверной оценки их запасов. Создание
технологий для освоения ресурсов и пространств Мирового океа-
на является одной из центральных проблем, от решения которой
зависит успех выполнения комплекса научных и технологических
задач. Развитие технологий для освоения ресурсов и пространств
Арктического бассейна, ключевых районов Мирового океана, мо-
рей России океана предполагающее использование накопленного
научно-технического задела, а также продолжение фундамен-
тальных исследований основных океанологических задач позво-
лит начать реализацию инновационных и других мероприятий,
необходимых для решения всего комплекса проблем, связанных
с изучением Арктического бассейна, ключевых районов Мирово-
го океана, морей России.

Изложенные в монографии фундаментальные научные ре-
зультаты соответствуют приоритету Стратегии научно-техниче-
ского развития России по повышению уровня связанности терри-
тории Российской Федерации путем создания интеллектуальных
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транспортных, энергетических и телекоммуникационных систем,
а также занятия и удержания лидерских позиций в созда-
нии международных транспортно-логистических систем, освое-
нии и использовании космического и воздушного пространства,
Мирового океана, Арктики и Антарктики, в том числе крити-
ческой технологии мониторинга и прогнозирования состояния
окружающей среды, предотвращения и ликвидации ее загрязне-
ния. Проблемы комплексного научного изучения, освоения и ис-
пользования Арктики особенно важны в связи с особыми на-
циональными интересами (экономическими, оборонными, геопо-
литическими, научными) Российской Федерации в этом регионе
и его спецификой. Экономические интересы России в Арктике
обусловлены тем, что здесь сосредоточены месторождения ряда
важнейших полезных ископаемых, являющихся определяющими
для развития экономики всей страны в настоящее время и в еще
большей степени — в ближайшей перспективе. Оборонные ин-
тересы связаны с базированием в Арктике основных российских
морских стратегических ядерных сил, а также с необходимо-
стью защиты протяженной государственной границы в Север-
ном Ледовитом океане. Очевидно, что геополитические интере-
сы России в Арктике объясняются ее особым географическим
положением и пересечением в этом регионе интересов мно-
гих стран.

Научные интересы России в Арктике обусловлены тем, что
соответствующее научное обеспечение является необходимым
условием для всех видов деятельности в этом регионе, а так-
же важной ролью Арктики в глобальных процессах, проис-
ходящих на Земле. К основным проблемам российской Арк-
тики относятся спад в экономике, свертывание градообразу-
ющих производств, упадок социальной инфраструктуры, рез-
кое сокращение объема научных исследований, несвоевременное
и недостаточное снабжение топливом и продовольствием. Осо-
бую опасность в экстремальных природно-климатических усло-
виях этого региона представляет очаговое негативное воздей-
ствие на окружающую среду, что сказывается на росте за-
болеваемости и сокращении продолжительности жизни. Про-
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блемы прибрежных арктических регионов являются составной
частью проблемы освоения и использования Мирового океа-
на. Проблема создания единой системы мониторинга Мирового
океана обусловлена настоятельной необходимостью поднять на
новый качественный уровень обеспечение всех видов морской
деятельности (в том числе научно-исследовательской) актуаль-
ной и полной информацией, являющейся основой решения со-
ответствующих научно-технических, экономических, политиче-
ских, военно-стратегических, экологических и других задач, свя-
занных с изучением, освоением и эффективным использованием
ресурсов и пространств Мирового океана. Интеграция всех госу-
дарственных информационных ресурсов по проблемам Мирового
океана в должна происходить в рамках единой системы, созда-
ваемой на базе существующих систем, научно-исследовательских
и информационных центров, и требует государственной финан-
совой поддержки, межведомственной координации научно-тех-
нических работ, организационных решений и фундаментальных
исследований.

Анализ современного состояния проблемы изучения, осво-
ения и эффективного использования ресурсного потенциала
и пространств Мирового океана в интересах экономического
развития и обеспечения национальной безопасности России поз-
воляет выделить следующие определяющие факторы: острота
геополитических, международно-правовых, социально-экономи-
ческих, научно-технических и экологических аспектов проблемы;
многоаспектность и комплексность проблемы, требующая коор-
динации деятельности государственных органов федерального
и регионального уровней, организаций различного профиля и ор-
ганизационно-правовых форм; невозможность ее решения в усло-
виях существующих рыночных механизмов без государственного
регулирования и государственной поддержки.

Геополитическое положение России, протяженность ее мор-
ских границ, сложившаяся и потенциальная зависимость от ре-
сурсов Мирового океана, морских коммуникаций настоятель-
но требуют комплексного решения этой общегосударственной
проблемы в рамках единой долгосрочной стратегии. Так как
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эта проблема носит целевой характер, то ее решение призвано
обеспечить научное изучение, освоение и рациональное исполь-
зование всего ресурсного потенциала и пространств Мирового
океана, Арктики и Антарктики. Отдельные виды ресурсов, реги-
оны Мирового океана, входящие в зону национальных интере-
сов России, различные научно-технические средства и техноло-
гии (в том числе цифровые), международное научное, правовое
и информационное обеспечение представляют собой составные
компоненты общей проблемы. Это обусловливает необходимость
поиска оптимальных решений в каждом направлении с учетом
всего комплекса национально-государственных целей, ограни-
ченности имеющихся ресурсов и эффективности разрабатывае-
мых мероприятий. Проведение широкого круга фундаментальных
и прикладных океанологических исследований должно обеспе-
чить (с помощью новых технологий и технических средств),
включая информационные возможности искусственного интел-
лекта, реализацию основных направлений по освоению ресурсов
Мирового океана.

Многоаспектность и комплексность данной проблемы опре-
деляется тем, что она включает совокупность взаимосвязан-
ных единым физическим объектом, Мировым океаном, фунда-
ментальных и прикладных задач по его изучению, освоению
и рациональному использованию. Поэтому полученные в рам-
ках работы по проекту фундаментальные научные результаты
могут внести заметный вклад в решение этих стратегических
задач. В частности, полученные результаты могут найти важное
практическое применение в разработке новых методов контроли-
рующего мониторинга морских акваторий с ледяным покровом,
основанных на данных, получаемых средствами дистанционного
зондирования поверхности льда, новых алгоритмов эффективно-
го расчета силового воздействия морских течений на подводные
источники различной физической природы с учетом скорости
потока, толщины льда, глубины погружения источника, парамет-
ров его изменчивости, иных существенных гидродинамических
характеристик. Изучение волновых процессов в море с плава-
ющим ледяным покровом актуально для изучения его реак-
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ции на различные гидродинамические возмущения, движущиеся
надводные и подводные суда, процессы распада ледяных полей
в интересах судоходства, а также совершенствования методов
дистанционного зондирования поверхности ледяного покрытия.
Также практический интерес к воздействию ледяного покрова
на подводные препятствия обусловлен тем, что при наличии
водной толщи обтекаемое потоком препятствие генерирует волны
на поверхности раздела льда и морской среды, следовательно,
оно испытывает дополнительное волновое сопротивление, расчет
которого необходим при проектировании различных сооружений.
С другой стороны, эти поверхностные возмущения несут инфор-
мацию как о самих источниках возмущений, так и о характе-
ристиках морской среды подо льдом, и они могут быть заре-
гистрированы с помощью специальных средств, прежде всего,
радиолокационных и оптических систем.

В последней трети двадцатого века произошел прорыв в гео-
физической гидродинамике, описывающей глобальные физиче-
ские процессы Мирового океана. Среди наиболее важных и фун-
даментальных научных открытий можно отметить следующие:
была создана теория эволюции земной коры, в гидродинами-
ке океана были сформулированы новые физические концепции
теории и идеи, отражающие влияние океанических процессов
на жизнь океанов и климат Земли, были открыты и объяс-
нены подводные звуковые каналы, ринги Гольфстрима, свобод-
ные синоптические вихри открытого океана и многое другое.
В связи с мощным прогрессом компьютерных технологий про-
изошел переход от дискретных измерений температуры и соле-
ности на отдельно выбранных морских глубинах к практически
непрерывному измерению профилей характеристик морской во-
ды с помощью высокоразрешающих зондов, в том числе в 3D-
формате. Это позволило, в частности, выявлять такие неожидан-
ные эффекты, как тонкоструктурное расслоение океанических
полей, линзы аномальных вод (например, линзы средиземно-
морских вод в Атлантике) и ряд других интересных эффектов,
объясняющих физику Мирового океана как очень сложной ди-
намической многопараметрической системы: все движения вод
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Мирового океана представляют собой очень сложную нестацио-
нарную картину разномасштабных и разнонаправленных движе-
ний, причем диапазон пространственных масштабов распространя-
ется от минимальных (миллиметры, мелкомасштабная турбулент-
ность) до размеров самих океанов, а время жизни — соответствен-
но от нескольких секунд до десятков и более лет. Поэтому акту-
альность и практическая значимость изложенных в монографии
результатов обусловлена не только практическими потребностя-
ми, но и большим теоретическим содержанием возникающих
здесь фундаментальных задач математического моделирования
волновой динамики сложных гидрофизических сред.
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