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d(pV ) = V dp + pdV � �� dL = −V dp. -�
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E =
∑
ν

Eν, F =
∑
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∑
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∑
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dE = TdS − pdV, dI = TdS + V dp,

dΦ = V dp− SdT, dF = −(SdT + pdV ).
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T =

(
∂E

∂S

)
V,N

=

(
∂I

∂S

)
p,N

, p = −
(
∂E

∂V

)
S,N

= −
(
∂F

∂V

)
T,N

,

V =

(
∂I

∂P

)
S,N

=

(
∂Φ

∂p

)
T,N

, S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

=

(
∂Φ

∂T

)
p,N

,

μi =

(
∂E

∂Ni

)
S,V

=

(
∂I

∂Ni

)
S,p

=

(
∂F

∂Ni

)
V,T

=

(
∂Φ

∂Ni

)
p,T
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S(E) = S1(E1) + S2(E2)� ��� ��� ���

�� ����	�
�� � ������
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p =
M∑
i=1

pi =
RT

V

M∑
i=1

Ni. ����� 
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E =
m∑
i=1

Ei.
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SH = N1

(
Cv1 ln
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+R ln

V1
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)
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+R ln
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)
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Cv2 ln

T

T0
+R ln

V
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V1

V
=

N1

N
,

V2

V
=

N2

N
, N = N1 +N2.

/�
����
� ��
�
��� ������%
 �����0
��
 $�
�����Δ S�� = SC−
SH � 1�� �����

ΔS�� = R

(
N1 ln

N

N1
+N2 ln

N

N2

)
. *��2�,



���� ������	
 ����
�� ������
���� 

����������� ��

� ����


 �� ���� ���� ��
��
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(
CV ln

T
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+R ln
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)
.

)

�$��� ����(�
�# �
� � %
�� ��$��
 ΔS�� = 0� *�
���
��
 %�
��+

��� �������
 � 
��$# �
� ���"����� %�
�'�� ,�""�� ��� ��
!
���

$�
��!�

���

-
�"	 ���$��
� (��������
� &����
���'� ��

� ���� �
 

��
+

��
$�	 � ����
��� ��� ��
�����'� '�(�# ������($
� ���
��
�� ������

��� ��..
�
� ���� %�
�'�� ,�""�� ���
�'� �
/
�
��

dΦ = V dp− SdT + μdN.
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∂μ

∂p
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T
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V

N
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RT

p
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dμ = RT
dp

p
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μ = μ0(T ) +RT ln p. ������
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μi = μ0
i +RT ln pi, i = 1, . . . , n. &��''(

*�� ��� pi =
Ni

V
RT = CiRT � 
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μi(C, T ) = μ0
iC +RT lnCi, i = 1, . . . , n,
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μ�i = μ0
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μ�i = μ̄i +RT ln xi.
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μA = μ̄A +RT ln xA, μB = μ̄B +RT ln xB.
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A0 = −RT
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Φ1 = γ(xA1μA1 + xB1μB1), Φ2 = γ(1− γ)(xA2μA2 + xB2μB2),

ΦΣ = Φ1 + Φ2.
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ΔSa =
ΔH

Ta
=

6008

273, 2
= 29, 99

(
1,

(�����2)

)
, -��3�.
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ΔSb =
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Tb
=
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373, 2
= 108, 93

(
1,
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)
. -��34.
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CdT
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 ��� �
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 � ��
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� ��
	%�

(�	
� ����������
� ��
	�&'�
 ������"
���) j * ��	
�� ��
���+

ej, vj, * ���
�
���� ��
�#�� � ���
� �	��#� ���� ���
�

�
��&'
#�

��
���+ � pj * 
#� 	���
��
+ hj = ej + pjvj * �������� ��
������+

hdj * ��
������ � ��
��
� ���
���&'
� 	�$$�������+ qj−j!� ��
��
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dE

dt
=

∑
j

gjhj +
∑
j

gdjhdj +
∑
j

qj −Na.
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� ����"
���� �
!

�����)
dNi

dt
=

∑
j

gjxij +
∑
j

gdjxdj +
∑
ν

αiνWν,

#	
 xij * �������� 	��� i!#� ������
�
� � j!� ��
��
� αiν * �

!

����

��"
���� ���$$���
�
� � ��
��%� i!� ������
�
 ���	�
 �

�����
��
 ν!� �
������ Wν * ������
� ν!� �
������
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����� ��
���� 
�
 ����	� �������

!qj/Tj " 
������
� ������

 ��	 ��
#�
�� j�$� ������ ������� �

�����������% Tj& 
 ���
���	���� ������

 σ ����	���
� �������
�

����
 ���'����� ������� ���������
� �����
 �
�����(

dS

dt
=

∑
j

gjsj +
∑
j

gdjsdj +
∑
j

qj
Tj

+ σ.
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� ������

 ����	���
� 	
  ��
����$� ��
���� �����

���� ��*�� �����
�+ 
��� �����
 ����
��% ����$

 qdj = gdjhdj�

��� ��� ���#���# ����$
# ,
���� φdj = hdj − Tdjsdj� �� sdj = (hdj −
φdj)/Tdj� $	� sdj " ���#���# ������
# j�$� 	
  ��
����$� ������-

hdj " ���#���# �����+�
#� .��	������+��� gdjsdj = gdj(hdj−φdj)/Tdj�

/��
 	
  ��
���� �������
��# ������+�� ������� ��������� �� 	�#

��*	�$�

gdjsdj =

qdj −
∑
i

gdijμdij

Tdj
,

$	� μdij " �
�

���
% �����'
�� i�$� ���������� � j�� 	
  ��
���

��� ������� )������
� ������
%��$� ������� ��
���  ����

dS

dt
=

∑
j

gjsj +
∑
j

qdj −
∑
i

gdijμdij

Tdj
+

∑
j

qj
Tj

+ σ.
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dE

dt
=

∑
j

gjhj +
∑
j

qdj +
∑
j

qj −Na, !��01&

dNi

dt
=

∑
j

gijxij +
∑
j

gdij +
∑
ν

αiνWν, !��02&
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dS

dt
=

∑
j

gjsj +
∑
j

qdj −
∑
i

gdijμdij

Tdj
+
∑
iν

μiνniν

Tν
+
∑
j

qj
Tj

+σ, ������

�	
 niν = −αiνWν � ��

�������
� ���������� i!�� �
"
�
�� � ν!�

�
�����# Tν � 

��
��
$�� ν!� �
������ %��� 	�&&$�����'( ��
�!

��� �

) 
�
dE

dt
=

∑
j

gjhj +
∑
j

qj −Na, ����*�

dNi

dt
=

∑
j

gijxij +
∑
ν

αiνWν, ���+��

dS

dt
=

∑
j

gjsj +
∑
j

qj
Tj

+
∑
iν

μiνniν

Tν
+ σ. ���+��
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������� 
�� ��������� ��������	 ��

������� �	������� � �����	�� �������� ��	���� �� ����������� 	

����� ��� 		�
�� �
���� 	 ��
� ������	 
�� ����������� �� ����� 

��	���� � ����
������� ����� ��
����! ����������� 	� 	���������

����� ������� � �����	�� ������ "�������� 	 ������� ��������� 

��� ��
����� �����	 ��#�	��� ���
���� ����
����� ����������� 	

��#�� � �����	�� ����� ��
	�
���� 	 ��# ����� ������#������� 
��

�������� ��	����� ��
�������� ��������	�
������

�#������� �������	����! ����������� 	����� ������� �����

Ti� 	������� �����	��� ������ q� ����������� 	 ����� 		�
� Te� $� 


�� ���
�������%� ��� ��	�������% q(Ti, Te) ��	������ �����	�
��	�


������� �� ������� �� Te 
� Ti ��	�� &��� 
����'

σ(Ti, Te) = q(Ti, Te)(1/Ti − 1/Te).

(���� �#������ �� ��)�� ��������� ����� 		�
� �����	��� �� 

���� 	 Ti� 
�#�	�	 	 
���������� #����� ��������� σ(Ti, Te)� ���


���� ���� 	������� �����	��� ������ �������	���� �� 	��*�!!

����������� ��)�� 	������% ����� q � Ti �� ����	�� q(Ti, Te) = q�

��� ��� �����	�
��	� 
�������� 
�#�	������ � 
����������� #���� 

�� ��� �������� ����� 		�
�� #�
�� �������� �� q � Ti�

(����
����������� #������ �	���	�!� �������	����% � ����� 

	� ������	� �������!+�� 	 �������� �������� ���������� ���	�� 

+���� � �����	�
��	� 
������� 	 �������� ��� ���	���!� ��*��%

� �#�����! ��
���, ����� �����	�
��	� 
������� 	 ���
����
���

�������� ��� �#���� ��
������ 
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����� 	�+���	�� � 
��������
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 ��
���

�
�
�
��� ���

���
 �����
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��� �
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�
���
 � ���
�
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 #�
����� j"�� ��	���

�� � ��
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 ���
�
�"

�
$� ������
��% (σj = 0) ��


 ��	

dSj

dt
=

1

Tj

[∑
i

(
qij + qdij +

∑
k

gdijxijkμjk

)
+

∑
kν

μkνnkν

]
, &��'�(

$	
 kν ) ��	
�� k"$� �
�
�
��� �*������
$��% � ν"� �
������ +��"

���
, ���
�
��% #�
����� � 
���� ���

�
 ��%���� � 

 �
�	����	"

���
,�� -�� �����

σ =
∑
j

dSj

dt
. &��'.(
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�
����

�,�� � � 
�� �����
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� qij(Ti, Tj, μi, μj, pi, pj)� gdij(Ti, Tj�

μi� μj� pi, pj)� nkjν (pj, Tj� μj) 	��0�� *�
, 
������ �
�*� �����

�� j ���
	
�%�����% ��� ���$�
��� � &��'.( *��� �
�
����

�,��

��� �
��
�
��� ��
��,��� ��
�����

-
�

��� �
� 	�% ������ 

���	������
���� *������� �
 
�
"

*�

�% �����% �����
��% ���
�%��% ��	���

� S (E� V,N)� ��0��

��!,� �
�*� 
���% ���������
, ���
�
������� 1�$	�

Ṡ = SEĖ + SV V̇ +
m∑
i=1

SNi
Ṅi,

�
� �����	�

 � ����0
��
� &��'�( 	�% ������
���� ��	���

���


��� ��
�
,� �
� ���
��
 �������	��
 ��
�
 ��	

∂S

∂E
=

1

T
,
∂S

∂V
=

P

T
,
∂S

∂Ni
= −μi

T
, Ė = q −Na = q − PV̇ .

2����,��% 

���	������
���
 *������� ���	
� ����0
��% 	�%

�������	�
�� #�
����� σ ��� ��������� ������	
��
��%� �
0	�

��	���

�����
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����������	 ���������� �������	����� �������� ��������� ��


	�� ��	��	����� ��
������ � ������������� T1 � T2� ����� ����� 

�� q ��!
� ���� ��	���� �� T1 � T2� ��� ���

"#$% q(T1, T2) = "#$%(T1 − T2), q(T1, T2) = 0 ��� T1 = T2. &��'�(

) ����	����	�� � &��'*( �����

Ṡ1 = − q

T1
, Ṡ2 =

q

T2
,

��� ���

Ṡ = σ = q(T1, T2)

(
1

T1
− 1

T2

)
. &��'+(

) ���� ����	�� &��'�( �����	�
��	� 
������� �����������,���


������ 
���� � ����	 -�.
�� �����	�
��	� 
������� 	 ���� ��� 

�����	�
��/� 	�����	�� 0�� 
��/� 	���!���� &��'+( ����1�� �����

/��
���� ����������� ���

σ = q∇
(
1

T

)
= −q∇(T )

T 2
.

2��� �����	�. ����� �������������� /��
����� ����������� � �� 


33�������� −k� ��

σ =
k

T 2
(∇T )2.

���
���������� ������������	0�� 
	�� �
����
��� ��
�������

������� ����������� T � ���������� ���������� μ1 � μ2� gk 4 �� 

��� k /� 	�����	�� 5�/����� &��'*(

Ṡj = − 1

T

∑
k

gk(μ1, μ2)μkj, j = 1, 2.

5������, ��������� ��������. 
�������

σ = Ṡ = Ṡ1 + Ṡ2 =
1

T

∑
k

gk(μ1, μ2)(μ2k − μ1k). &��''(
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σ =
∑
k

[
gk

(
μ1k

T1
− μ2k

T2

)
+ qk

(
1

T1
− 1

T2

)]
, )��*+,

&�	 qk - ��
��� ��	�&

 � ������
 �	#	���� gk(μ1� μ2, T1� T2)�

������
������� ��
������
����� .���
��/

 ��	 ����
��	
��

/���	�	���	 ��/%�	
0 p1 
 p2 - ����	�
� � ����
��	
�!� T - 
!

�	
�	/���/�� .������� ����	�
� ������	� �	/	
	#	�
	 ��/%���

1'���� 

  	/	� v ���/���� 
�
	�	�
� �'2	
� ��"��� 
� ����

�
��	
� ��������� � �	/	
	#	�
	
 ��/%���

�/�
�������� ���/��

 ��/	�	��	��� ����%	�
	
 ��	/&

 q =

v(p1, p2)(p1 − p2)� /���	
���#	��� )��	���#��#	��� � �	���, �/


�	/	
	#	�

 ��/%��� � �	
�	/���/	3

σ =
v(p1, p2)

T
(p1 − p2). )��*4,

5
� ���
�

���
 ���/���
 �� �	/	���� ����	�
� ��/	�	��	���

!�/���	/�
 �/	�
� ��/%�� � ��	��
�

���

������
��� �
�
� �/
 �/�!�"�	�

 &���  	/	� ��"��#		

���/������ )�/���	��, ����	�
	 &��� 
�
	��	��� �� p1 �� p2� � /���

!�� &��� g ���
�
� �� �	/	���� ����	�
�� 6��	
 �/	�����&����  ��

����� �	����� q ������
��� � �
��	
	� ���  �� �	
�	/���/� &��� �	


�
	��	���

σ = g(s2 − s1) +
q

T
.
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�	�
� ����� ��� 	 �������������� �������� ��
	�
���� ����� ��	��

q = g(h2−h1), � ��� � �����	��� ��� ���������� ���������� ���!�

	�


μi = hi − Tsi, i = 1, 2,

�������

σ = g(p1, p2)(μ1 − μ2)/T. "��#$%

&�� �
���'��� ����	 
����'��� ��	���� ���'�� �� ������������

��
����

σ = g(p1, p2)(s1 − s2) = g(p1, p2)R ln

(
p1
p2

)
. "��()%

������� ��	�
������ 
����������� *��������� �����
�������+

���! �������� 	 ������, ��� ���������� ����������� T � 
�	�����

p �������
�� ���������, ������� 	�
�

∑
i∈Ij1

αijBi,

k1j

�

k2j

∑
i∈Ij2

αijBi, j = 1, . . . , r, "��(�%

�
� j - ����� �������. Bi - �����	�!/�� ����������. Ij1 � Ij2

- ��� ���	� ��
����	 ����
��� ����������	 � �������� ���
��+

��	 �������. αij - ����������������� ��
00������� "��� ����+

 ����'�� 
�� ���
����	 ������� � ���������'�� 
�� ����
���

���������%. k1j � k2j - ��������� ��������, ������ � �1������

������,�

2��� ����� Wj �1�������' �������' j+, �������� �� ���������

����� ����, i+�� 	�/���	� 	 ����������� �13��� ����
������� ���

dNi

dt
=

∑
j

αijWj, i = 1, . . . , n. "��(4%

�����	�
��	� 
������� 	���
��	�� ����������� ���	��/����

����� 	�


σx = − 1

T

∑
i

μi
dNi

dt
=

1

T

∑
j

WjAj, "��(5%
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�	
 Aj = −
∑
i

αijμi � �����
���
 ���	�
�� j�� �
������ � ����
��

��� �
����� � ���
� ��� ������
�� Aj = 0� !�����
� �
����� �

���" ��
�
	# ����� 
 �
 ����
�
�����$ 

��
��
%�& � 	���
�� �

������������	�
��� '�	���

�&$ ���
��
��%"(�
 	�%� � 	�%�

���$ ��
"
 ����&
 

��
��
%�& T1 � T2 � �
�
��& �����
���� ���



������� μ1 � μ2 � ���
��� "(��� μji (j = 1, 2; i = 1, . . . , n)� )
�

������� �&�&��"
 ��
�� 

���
& q � �
�
���&� ��
�� �
(
�
��

g = {g1, . . . , gh}$ ��*	&� �� ��
��&� ������
 � �
 

��
��
%�& Tj

� �
 �����
���� ��

������� μj� '������	�
�� +�
����� ����



,���%

σ = q(T1, T2, μ1, μ2)

(
1

T2
− 1

T1

)
+

+
∑
i

gi(T1, T2, μ1, μ2)

(
μi2

T2
− μi1

T1

)
.
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�
 ��
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��� ���
&� �
(
�
�$ ��
"(�� �	������%"
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��
%�% T � 2�������� �
�
� gk ����� ���
� k��� �
(
�
��$ ���

�
%��"(
�� � ���

�% � 
	����% ��
�
�� -��� ��&� �����	/� '���

�
�� ��
1
�� �
����
��$ �������	�
�� +�
����� ��*

 �&
# ����

	
�� ��� ������
# �
*	% +�
����
� �&��	���� � ���	�&� ��
�����

3�

&�� �
���
����
# �� +�
��#���$ ���%���

σ = − 1

T

∑
k

gk(μk − μ0
k). -��.4/

5� �	
��#�&� ����� � �	
��#�&� ���
����� ������� �
*	% ���

���
���� ��

������� k��� �
(
�
�� � ��
�� μk (xk) � 
�� ��

����

���� � ���
�� ��	
 μ0
k ����� RTxk ln xk$ 
�� �
�

σ = −R
∑
k

gkxk ln xk, �	
 xk =
gk∑
ν
gν
.

� ���

 ��(
� ��%��
 � ��
��

�# ���
%��"
 ��
��� � ��� ��

�&�� �����	��� gj$ ��*	&� �� ��
��&� ��	
�*�
 xkj ��� ��&�



���� �����	�
��	� 
������� 
�� ��������� ��������	 ��


���� k��� ����������� ���������� ��������� k−�� ���������� 	
j�� ������ ��������� ��� μkj�  ����	 ����� �� 	���
� ����
�������

��	����	��

xk =

∑
j

gjxkj∑
j

gj
=

gk∑
ν
gν
, !���"#

� �����	�
��	� 
������� $ ������%�����

σ = − 1

T

(∑
k

μk(xk)
∑
j

gjxkj −
∑
k

∑
j

gjxkjμkj(xkj)

)
.

&
��' μk(xk) $ ���������� ��������� k��� 	�(���	� 	 	���
���

�������  )����� !���*#

σ = − 1

T

[∑
k

nkμk(xk)−
∑
j

gjxkjμkj(xkj)

]
,

���+ ������
� � �����(����� ���������� ����������	+

σ = − 1

T

[∑
k

nk(μk(xk)− μ0
k)−

∑
j

gjxkj(μkj(xkj)− μ0
k)

]
.

�,� ���%���� 
	)� �
��,�
��� ������	 �
���'���� ���� � ,�����


��� g1 � g2 � �����,��),��� T1 � T2 �,���	�
��	� 
��,���� ��	��

σ�� =

(
g1 ln

T��
T1

+ g2 ln
T��
T2

)
Cp,

�
� �����,��),� ����� T�� ��,�
������� �� ),�	����� �����	��� ���

�����

T��(g1 + g2) = T1g1 + T2g2.

-����������' ������	 Cp �,�
���������� �
�����	��+ ��� � �� 
�	�

����� p�
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�
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��� �
���	��
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���� � ��
���� � ���
�
 t = 0 ����� 
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 ���
�
 ������
�
�� � ���
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�
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�� #�
����� 
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 ������
� #�
����� ��
�� � ���	��!� 



�$���
� ����
��� τ � & ���

����
���� ����
��
 ������
 #�
�����

���
�

ΔS = S(τ)− S(0) = ΔS�� +ΔSx. '��(()

*
���
 �����
��
 � #
�� ����!
��� + ������
 #�
����� �� ��



��
%
���

ΔS�� = − 1

T

∑
k

Nk0(μk(xk)− μ0
k),

�	
 Nk0 + ����� ���
� k �� ������
�
� � ��
�� � ���
�
 t = 0� ���

�",��� ���
�
� t

xk(t) =
Nk(t)∑
ν
Nν(t)

,

xk0 + �����$��� �������� 	��� k �� ������
�
��

*�����
 #�
����� �� ��

 ���

����� -����
���� �
����� ��! 

�� ������
$ �
�
� -����
���
 ��

������ � ����
�
����� � ���
�


��������� ����
��� τ .

ΔSx = − 1

T

∑
k

(
Nkμk(xk)−Nk0μk(xk0)

)
.

/����
�
�� ���
� k �� ������
�
� � ���
�
 τ ������
 �
 �

-�� 

�

���
���- ��#00���
�
�� � ������

� �
�����.

Nk = Nk0 +

τ∫
0

∑
j

αkjWj(x(t))dt.

1������� ������
� #�
������ �������

σ =
ΔS

τ
= − 1

T

∑
k

(Nkμk(xk)−Nk0μ
0
k).
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������� ����!� �	
��� ���������� 
 ��������	 ��
�����	 gk0 

���	"
��
�
� #�����		 ��$�� ����
��
	�� ��� 
%��% �
%� 
�
��
&

��!'	�(

σ = σ�� + σx. )��*+,

-.�"����� ����" x 
����� �������� ���/�����/	� �� 
����� 	"

�������� � "���	� 	 
 ��� �.0��� ���%�	� ��� ���
��� 
���������


 )��*+, )
�� )��*�,,

σ�� = − 1

T

∑
k

gk0(μk(xk)− μ0
k).

1����� 
�������� 
)��*+, ������	��� 
���$��	! )��*2, ��
��

σx = − 1

T

∑
k

μk(xk)
∑
j

αkjWj(x) =
1

T

∑
j

Wj(x)Aj.

1 

�! ������� 
����� x ��������!� 	" %��
���	� �����	���&

���� .����
�

xk =

Nk +
∑
j

αkjWj(x)

∑
ν

(
Nν +

∑
j

ανjWj(x)

) , k = 1, 2, . . .

���� ����� 	
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�����
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����������������

���
�� � ���������
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�����
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�
 ��"
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���	��
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� �" �

���# #����
��� )���*+" �������

�� ��� ,�����������% �����

��%

�%�	��% ��
���� �� %����

���
��
 ��%�	��%�

-��
 σ �����	�
 � ���
# ��
����� ��%�	��% ��
����" ��� ��� 

��% �����% #������% �
�
 ���
 #�
��.�
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���� ��
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�� 
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 �
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���" ���
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�
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���� �,,
�
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�
���� ���

��" %����

���#
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� ���
���� ��(�
�" �� 

��(�
���
��� � �
�" � ��
��
�� ��
�!��" 	��
�!�

 ������#�� �

�(��
���% ����
���%" ��!	� σ = 0�

1����
� ����
	���

�����
� ���#�
��� �
�% ���������

� ��

����
��% �����

��% ���

�" �
�#�
#�� ��
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���� ��2�
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�
��#��� � 
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#��� T+ )!����
!� �� 
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!� 
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�� ��������"

��� �
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 ���
� ��
�!�� %���	���# ��
�����# � 

��
�� 


#��� T−� 1�����

�
� �,,
�
�����
� ���

 ��#��
� �
��.
��


������
	
���� ��(�
� � �����
�
�# 

���
�" �
�(������ # !����
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������ )

����
���� 516 η = p/q++�
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�" �
(���
��� �
 !����
!� ��
������ (q+) � �
	���
��� %���	���#

��
�����# (q−)" � 
���
 	�� ����(�
���
��� ������
� p" ����.
�

#����
��� (������� ��
�!�� � ��
����� 	�� ��(��
!� 

��8

q+ − q− − p = 0, )��9:+
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�����
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��
!
���
�� �� �	
���
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��
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�#

q+
T+
− q−

T−
+ σ = 0. ������

���	 
 ���
 � ��
�!� "�	� ���
���	# 
���
��
�
�$� ���� �����%

��� 
�
��!�	� ��&���'� ���� �	&� 
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 � 	 '�)�
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 �

��+	� ��
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����
 ��� !"#$

η =
p

q+
= 1− q−

q+
.

%  ��& ��
�
	'( �� ���)*�  �
	�

( �
�

q−
q+

=
T−
T+

+ σ
T−
q+

.

+���� �,�����(

η =

(
1− T−

T+

)
− σ

T−
q+

=
1− T−/T+

1 + σT−/p
. ���)��

"�� �
 �
 
��� �
�,��
��� 
� (σ = 0) 

����
 ��� !"# ���
�

!"# !����$

ηk = 1− T−
T+

.
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 ε = q+/p�

6����
��� ,���� � 0�
�4�� � 0�
����� ��
&
 ��	

q+ = p+ q−,
q−
T−
− q+

T+
+ σ = 0. ���)��

� ��&��� q−( �������

q+

(
q−
T−
− q+

T+

)
− p

T−
+ σ = 0.

7
��	� �
���

�'��� ��011���
�
 ���
�

ε =
q+
p

=
T+

T +−T− −
σ

p

(
T+T−

T +−T−

)
. ���)8�
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 ��(��� ��������� ��������-	�* ��� 	,�����	�� ��
'

���	" ������
 ��-�� �����#����� .#�,���	� gi, Ci, Ti0, Ti�, si0, si�

/ ��
���* ���������
��* ��������(�( 	 ������	) i'�� ������ ���


���� 	 
����� 
���
��
�
���� i = 1, 2!0 Wi = Cigi1 
��"��� ��
	
�'

���� i'�� �������

2��
���	" #����
�
 �����		 	 ������		 	��)� ����(

W1(T10 − T1�) +W2(T20 − T2�) = 0,

g1(s10 − s1�) + g2(s20 − s2�) = σ,
��� 3!

��� σ / ���	,
��
�
� ������		 ,� 
��� ���#���	��
�	 �����

�


������#�����

�(
�� ����(,�� ������#����	�� ������ �������! q = W1(T10 −
T1�) ,�����* ����� 	, ��� 3! 
���()� ��
��
�
�

g1 =
q

C1(T10 − T1�)
, g2 = − q

C2(T20 − T2�)
.

��
�� ���
����
�	 ��	� 
���-��	� 
 (��
���	� #����
� ������		

���(�	�
s1� − s10

C1(T10 − T1�)
− s2� − s20

C2(T20 − T2�)
− σ

q
= 0.

4
�	 �����	 
�+�
�
� �� 

�	� 

��
�
�� #�	,�	 � 	�������� ��'

,��* �� ��	 	,����	��
��� ������#���� ��	��
�� ������		 ��" �	�

	��)� 
	�

s1� − s10 = C1 ln

(
T1�

T10

)
, s2� − s20 = C2 ln

(
T2�

T20

)
.
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 ������ ����

 �����

ln(T20/T20)

T20 − T2�
− ln(T10/T1�)

T10 − T1�
=

σ

q
. ������

�
���
��
 Θi =
Ti0 − Ti�

ln(Ti0/Ti�)
��
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 (Θi ≈ 0, 5(Ti0 + Ti�)� )�	
� ���"��
! Θi (��
�
�����
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���� i$%� ��
����

*"��+
��
 ������ ����

 �����

1

Θ2
− 1

Θ1
=

σ

q
.
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������ ��%����
 � 

��
��
��
 T10 �
������ Θ1

��� �������� ����������- �������	 
�� (�
����� σ ��  �

 �"'�$

�� W1, W2 � ��  �

 ��%�������� 

����'�
�� ������-

 ��� ���$

 ��������� ���
�/�� 
� 

����'�
����� ��
����
! (��
�
����0
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��� ��%�
��
��%� ��
���# � �����
# ��� ��	����� T20 ���"$

 �
! T2��

���������	� �
���
���� �����	��	�����	� ����� ��� � ��1%�� 2� $

 ��
��� ����
  ���	
�
��-  �
 �#  � 
�-&
� �� 	��/ ������
�
�

�'������� �
�
� qi# Ti# si# pi# hi# xi# μi 3 ���-��"� �� /�	# 

�$

�
��
���# ���-���0 (�
����0# 	���
��
# ����
�
����0 ��0�
��%�

������
�
� � 
%� /����
 ��� ��

����� � i$� ��
��
� .���
� ��$

	
� i = 0 	�- ���	
�-
��%� ��
���# i = 1 	�- ��
���# �'�%�&
���%�

��0�
�"� ������
�
�� �
�� �
� x1 > x0�# ��	
� i = 2 	�- ��
���#

���&
���%� �
 ��0�
��%� ������
�
� (x2 < x0)� 4  /
�
 ���	
�
$

��- ��	��	�
 - ��
�� 

���
" q+ �
 � 
������  

��
��
���� T+

� �
��	�
 - ��
�� 

���
" q− � � 
������  

��
��
���� T−�



���� ������	
��
�� ������	���	��
�	� 
	
��� ��

���	��� ���
���	� �����	�������� �������	��
���� 	 ������	��

����  ����
�
 ��� 
���! ��"�����	�� #�	 	��$� 
	�%

g0 = g1 + g2, g0x0 − g1x1 − g2x2 = 0,

q+ − q− + g0h0 − g1h1 − g2h2 = 0,
q+
T+
− q−

T−
+ g0s0 − g1s1 − g2s2 + σ = 0.

&��'()

*
� ��
����	� ��
��
�
� ��� �� �����	
��� ���� ��� ! 
 �	� 
���	

�� � 
��$��!� "�����	�� � ��	��+��	� �������		 	 ������		� ,

������ &��'()� 
!��"	
 ����� g0 ����" ����	 g1 	 g2� �����	�

q+ − q− + g1Δh01 + g2Δh02 = 0, &��'-)

g2Δs02 + g1Δs01 +
q+
T+
− q−

T−
+ σ = 0. &��'')

���
� Δs01 = s0 − s1, Δs02 = s0 − s2 . ��	��
�! ������	�� �

Δh01 = h0− h1, Δh02 = h0− h2 . ��	��
�! �������	� 
���
��
�
��

$+	� ������
� /�� ���
	��� ���0�����0		 ��$��
��� ����������


 ������� "����!�

1 ����
�
� ����	��
���� /2* ���0�

� ��"�����	� ��3��  !��

��	���� �������	� 0���
��� ������ g1 	 ������ ������! q+%

η =
g1
q+

. &��'4)

1�
����"�
�
�	
� ���
���	��	 �����	�������  ����
� &��'()�


!��"	� g2 ����" g1 	 � �"���	� a = (x1 − x0)/ (x0 − x2). 5����


����� ����� g2 = ag1� 6��
���	� &��'-)� &��'') ��	��� �����

q+ − q− + g1(Δh01 + aΔh02) = 0, &��47)

q+
T+
− q−

T−
+ g1(Δs01 + aΔs02) + σ = 0. &��4�)

8" &��47) �����	� q− = q+ + g1(Δh01 + aΔh02) 	 ���
��
	� ���


!��3��	� 
 &��4�)� 2�	���	� � ��
��
�
�

q+

(
1

T−
− 1

T+

)
= g1

(
Δs01 + aΔs02 − Δh01 + aΔh02

T−

)
+ σ,



�� ��� �� ��	
�� ��
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���	�������

�� ��
����� ��
	�

� �
�

η =
g1
q+

=
1

F

(
1− T−

T+

)
− σ

T−
Fq+

. ������

�	
� F = T−(Δs01 + aΔs02)−Δh01 − ah02� !����"
��# $�
�� ���

� $�
������ %&�	#"�
 % F � ��
'
 %�	

Δh0i = Cp(T0 − Ti), i = 1, 2.

Δs0i = Cp0 lnT0 − Cpi lnTi −R ln
P0

Pi
+Δs��0 −Δs��i, i = 1, 2,

(�
����# ��
)
��# �	���� ���# ��
�� i*�� ��
���+

Δs��i = R[(1− xi) ln(1− xi) + xi ln xi], i = 0, 2.

!
�%�
 �����
��
 % %,��-
��� ������� ��� � �
��)
��
 T−/F � ��*

%��#
 
�� �� �
 �����

��% %�
)��& ��
���%� . �/��
���� ����
��


�����%�	�
%� $�
����� σ ��%�� ���'� � 

����
���� 0!1 	��
���*
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����� 2��	# 

� ��� ��,� �����/�� ������� ��' �
�/��*


����
 ����
���� 
�
�� ���	# ������� �� %����-��' ��� 	�����

�����%�	�

� ���
� � ���

��
 

���* � ������
�
���� %
������

σ� ��-�� �
����
 �/��
���' ��
��� 

����
����� 0!1 ����
���

���	
�
��#�

�����������	
�����������
 ���� ����� ���	�� . 
�� �����
� ��*

�	� ���	
�
��
 ���"
�
%�#

�# �� ��

 ������#��� ��/��
�� 

�� �

����
�
	�,� �����"
��
� �� ����
�� % �
�%�� ��������
 ��/���/*

��# ��� �	���/��#� � %,	
�
��
� %� %
���� ��������
 �	
���/��#��

%,��-
��
 	�# 

����
����� 0!1� /�����
 � ������� �� %��'��'"
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�
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�� 

�� �
�#'
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�
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�� ����, ΔM � %��
�
��
� $�
���� ΔE � $�
����� ΔS ��



���� ������	
��
�� ������	���	��
�	� 
	
��� ��

�	�� ��
�� ����� � ������	���	��
�	� �����
� 
����� 
����	� ��


���� �	��� �����	 ������� 	 
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 ���
�� �����	��� 	 �������#� 
� 
����� �����	���$ ��
��� %��"

����	� 	� ����� g� &��
���	� �����
�
 '���#		 	 '�����		 ��	���

�����

q+ − q1 + gΔh01 = 0, (��)*+

q+
T+
− q−

T−
+ g

(
μ1

T1
− μ0

T0

)
+ σ = 0. (��),+

!� �
��
	� (��)*+ q− = q++gΔh01$ ���
��
��� '�� ��
��
�
� 
 (��),+$

�����	� ����	��
�	- ./0 �	��� ��������	�1

η =
g

q+
=

1

ϕ

(
1− T−

T+

)
− σ

T−
ϕq+

. (��)�+

2����	� ϕ ��
	
	�$ ��� 	 F 
 
���3��		 (��)4+$ �� ���������



�����#� ������ 	 ������$ ���#� ����#� �����
�� �����������1

ϕ = T−

(
μ1

T1
− μ0

T0

)
−Δh01.

� ��� 
�����$ ��#�� ����������� ����������- 
��
	 	 ���
�#� ��"

���� ��	����
� (T0 = T1 = T )$ ��	�� ��	� '������		 Δh01 = 0$ 	

�����	� ϕ ��	��� 
	� ϕ =
T−
T

(μ1− μ0).

0�� �����	 ���	�
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�
� '�����		 σ 
�
� �����

 ��3�� ���"

�	�� �� 
���		� 5���	���$ ��
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����	����- �	�� ��3"

�� �
��
�� ����	�� �� 
���		 �����" 	 ��

�������
�� %���	
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�� ���	�
��
�
� '�����		 σ1 �� 
���		 �����������$ ��#�� #����	-

��
�
��$ 
����� 	- 	� ��
������$ ������ 

�� ����� ��
�
���$ ��"


����� ��� 
 ��
�����$ ���	�
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�
� '�����		 σ2 �� 
���		 ��"


����		$ σ3 �� 
���		 ��#��
� ��
�
��� 
 ��
������ 
��6�	� 	
���"

�	��� 	 σ4 �� 
���		 
������	� ��	��
	 
 ��
������$ ��3�� ��-�	
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σ =
4∑

i=1

σi� �
� �
������ ����
 ��	�
������ � ������ �������

 ���
�

�
����
��� �
�!�  ��
��� 	�� 

����
���"� #$% ������

&����"���� ��"�
 �'
( ������
�
�' 	��"�
 ���

�' ���� ��)
��

���������	
�� 
�	�
�
�� �������
	�������� �	�	
�

��� ��� ������
�� ���	��� ��	���
������ �������� *��+

���
��� �
��������'� ����
��, � ��
���� Ė = Ṅ = Ṡ = 0� -

.
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�
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���"� ����
���1

∑
j

gjhj +
∑
j

qdj +
∑
j

qj −Na = 0, ����/�

∑
j

gjxij +
∑
j

gdj +
∑
ν

αiνWν = 0, ����2�

∑
j

gjsj +
∑
j

qdj −
∑
i

gdjμdij

Tdj
+

∑
iν

μiνniν

Tν
+

∑
j

qj
Tj
≤ −σmin. ������

$�� .
�� ��)�� ��
�
(, �
� �
������ σmin � ��� ��
�
	( ������


�
 ����
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�
�� 

���+ � ������
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�� ��� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

���� �����	
 �	�	�
����� �	��	�
�		

��	������ ���������
� ��������
� ��� i�� ������
 ui� � � ��������

�
� xi� ! 	�"�� ��#��� ��� ��������
� �� �	��
�� $	%�� ��� �	����

����
  	��� ���#&� ��#% � ��#%	�� �������� ��'�# u1 � u2 ����	�

���  �	��� �	����& �	�	 � J(u1, u2)� (#� 
�� J 	�
��	 ������
��

��� ��))����
��#��� �	 �	�	 #��	��� ��%#����	� � ��� � �����
*

u1 � u2 	������� ����#&"��� ��	�������+

∂Jj
∂u1j

> 0,
∂Jj
∂u2j

< 0,

J(u1, u2) = 0, ��� u2 = u1.
,��-.

! �	��� 	�"�� ��#��� J = (J1, . . .� Jj, . . . , Jm) / �� �	� �	�	 	��

uν = (uν1� . . . , uνj� . . . , uνm) / �� �	� ���������
* ��������
* ν�

� �	�������
 ,ν = 1, 2.� ��� �	�������� ���������
* ��������
*

�� �	� �	�	 	� ����� �#�&�

0������� ��'�# �� �	���� u1 � u2 ����	���  �	������& ����

'#"�* ��� Xj�  �'��� ��  	�	�
* 	����������� �	�� 	 u1j � u2j�

#�	�����	���� #��	����� ����	%���
� ,��-.� � ����� �	� '� ��� �

��	 � �	�	 Jj� ��	���	����	 ����	��� σ� *��� �����#&"�� ��	����

���	��� ��	
����� ����	 �������& � �����	%	 ��	��������� �� �	��

�	�	 	� �� �� �	� ���'#"�* ���� � ������� �%	 ��������

σ =
1

L

L∫
0

m∑
j=1

Jj(u1, u2)Xj(u1j, u2j)dl, ,���.

%�� l / ����� ��
�� ������� ��� �	���*�	���  	��� ��� �	������

%�����	� �
��'���� � ��	� ��������� ���%�� �	��1� ��� ����	 �#�

�&�

2#��� �����	��%���� ��	 � ��1�� ����	��'���� ��*	����� 	��

�� �� ���������
* ��������
* ,��� 	���������	��� u2(l).�  	�	���



���� �����	
 �	�	�
����� �	��	�
�		 ��

����� ��	�	�
�� ��
���	
 	� ���������� ��������
 V � ����

 ��

��������

 � �	�� 	������	
  ������	��!" ��������!" Y1 ������

����	����!

(
dY1j

dl
= −Jj(u1, u2)

)
	����
���
 �
�# ���

du1j
dl

= ϕj(u1, u2), u1(0) = u10, j = 1, . . . ,m. $��%&

'����	� ��
���	
 ���" 	�	 �
��	 ������� �
�
�!(

1

L

L∫
0

Jj(u1, u2)dl = Jj, j = 1, . . . , k1, k1 ≤ m. $��)&

*�	  �	" �����	
" ���+����
 �
��	 �	�	�
����� ���	��������  �,

����		 σ�

��������	 
����	

*����	� �����	
 ���	�
������	 �
�
�	 $���&-$��)& ������
�
��,

�� ��
 ��
�
����� ����

 $m = 1&# 
 �
��� ��
 ����������� � ��
,

�
���� ����
� �
�
�
 ��	��� .����

σ =
1

L

L∫
0

J(u1, u2)X(u1, u2)dl → min
u2∈V

$���&

��	 �����	
"
du1
dl

= ϕ(u1, u2), u1(0) = u10, $���&

1

L

L∫
0

J(u1, u2)dl = J. $��/&

���	�	�
 L ����� +!�� �
� .	��	���
����# �
� 	 ������
0�� ��,

�	�
������ �!+����

1�����	�# ��� � ���	�
����� �������� ϕ(u1, u2) 	= 02  �� �����,

�
�� �������	 �
���� ����������

dl =
du1

ϕ(u1, u2)
. $��3&



�� ��� �� ���	
��� 
���
������ �������	��

����
 ����� ��

�� ������ ����������� ���

� ��� ������

 �
����

�������� L ���������

σ =
1

L

u1(L)∫
u10

J(u1, u2)X(u1, u2)

ϕ(u1, u2)
du1 → min

u2∈V
��� �

��� !�����"#

1

L

u1(L)∫
u10

J(u1, u2)

ϕ(u1, u2)
du1 = J, ���$%�

1

L

u1L∫
u10

du1
ϕ(u1, u2)

= 1 ���$$�

� &�����������
 ����
��� u10�

'�� ������ �!(
���
��� ���(
 ��#����� ������ �����������) ���

��� �
 ���
�*�� ��&&
�
�	������+� !����
��" ������ ,
 �
-
��
 u∗2
���!��
��" �
 ��� &!��	�" l) � ��� &!��	�" u1) ��� �� 
��+�# ��!�

��"# +������ ���
��

� .!��	�" /�+���*� ��" ������ ��� �����$$�

�


� ���

R =
1

ϕ(u1, u2)
[J(u1, u2)(X(u1, u2) + λ1) + λ2], ���$��

!�����" ����
�������� � &��

 ����	��� 
����
!
� ��
� +�� ��

�

0� ���

u∗2(u1, λ) = argmax
u2∈V

R(u1, u2, λ). ���$1�

��� ���!������ �+�����
��� ��� ��!�2� ���!���
�� �3����� V

&!��	�" R ���	������� �� u2

(X + λ1)(ϕJ
′
u2
− ϕ′u2

J) + ϕJX ′
u2
− λ2ϕ

′
u2

= 0. ���$4�

5�����
 ���$4� ���

���� � ���
�����
� ���$%�) ���$$�) � ���*
 � ��
�

3�����



R(u1L, u2(u1L), λ) = 0 ���$��



���� �����	
 �	�	�
����� �	��	�
�		 ��

������
�� �
��	 u∗2(u1), u1L, λ1, λ2.

�
�
�
 �	���� �����
���
 � ����� �
�������
������ ����
��

����
 �������� 	������	
 ���������� u1 �������	��
���
 ������ 

ϕ(u1, u2) = c(u1)J(u1, u2). !����"

# $��� ����
� ������ ��
�
���� � �
������� !���%" �&�
�
���
 �

����� 	 ��� ��	��� '����

J2(u1, u2) = λ2

(
∂J(u1, u2)

∂u2
:
∂X(u1, u2)

∂u2

)
, !����"


 �����	� !���(" ��)��	*���
 �
�

u1L∫
u10

du1
c(u1)

= J · L, !���+"

��� �������
�� u1L ���
�	�	�� �� ���	�
������ ��*��	
 u∗2(u1)�

,
������
 !���-".!���+" �������
/� ��
�
��0� �������0 �	�	1

�
����� �	��	�
�		 � ������	�
�	����	2 �	����
2�

����������	
� �����
	���
� # ��� ����
�� ����
 �
�
���/

�&��/ �����2����� ��3�� �
�������	�� �� ������	 	�	 �� ��	��


��
�
�
� ����� �
�	�0�
/� � '����

J(u1, u2) = a(l)J̃(u1, u2), !���4"

��$''	�	��� �������
 a(l) � $��� �0�
3��		 ����������
�� ���
1

�	���	/
L∫

0

a(l)dl =

u1L∫
u10

a(u1)
du1

ϕ(u1, u2)
= A, !���("

'����	
 a(l) �����3	� ���	�
������ �0&���� �����	� ��
�	��
�1

����	 �� a(u1) '����		 5
��
�3


R1 = R(u1, u2, λ)− λ3
a(u1)

ϕ(u1, u2)
,



�� ��� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

��� R 	����������� �
�������� ������� ����	��� � � ��	� ����!� "

���������

J̃(u1, u2)(X(u1, u2) + λ1) = λ3, ������

"	�	�	� ����	 �	#����� " ���	���� ����$�� ����%� ������ � 	�����&

 ����� ����'� � ���	���� ��	���
������	��� a(u1) ≥ 0�

��������	 
��
�	

(��	��� 	��������	��� ��� )��� � ����� * ���$� �	��� #
�� �	��&

 ��
 � ���	��)	������ ����
��� ��"������ �	��������� +��"
��

�������	�� ��� ,�	� )��� � ����� ���

H =
k∑

j=1

[ψ0Jj(u1, u2)Xj(u1j, u2j)+

+ψjϕj(u1, u2) + λjJj(u1, u2)].

-	�������
� ��������
� ψj ��	�����	��.� ����������

dψj

dl
= − ∂H

∂u1j
, j = 1, . . . , k, ψj(L) = 0, ������

� ��������
� u∗2 	�������.��� �	 ���	��. ��"������ H

u∗2j(l) = /012/3
u2j∈V

H(u∗1(l), ψ(l), λ), ����4�

j = 1, . . . , k, λj = 0 �5� j > k1.

6 ���
�	�����	� ��� �� ψ0 = −1. 7������ ��"	� ��8���� ������&
��� ������� ����4� �	������	 � ����������� ���4� � ���	����� ���$�

�	)�	��	 ��8� � ���"�9 ��� ��9� �	,�	�� ����������.� �������

��	�	#
 �	�� ���� #	��� ��	��
9 �		��	8����� 	�������.:�9 ��	&


��� ���������	� �������
�� � � ��	� 	�	#���	���� "����� ��"�9

)������	����� � ��"�� ��	�	#
 �	�� ���� 	
��	" σmin ���)� � ����&

9��



���� �����	
 �	�	�
����� �	��	�
�		 ��

������ � ��	�
�� ���
���� ���� �����	
 ���	�
�����

��	 ��
 ���������� ������	�
�	������� �������
 �����
���
� ���

��
 �� �� �������� ������� Ji 	 �������� ��	 ��	! �	� X =

(X0, ..., Xn) ���� �"
	��� ����"�
��

 "
�	�	������

#
�
�
 � �	�	���� �	��	�
�		 ��	��� � $��� ����
� �	�

σ =

τ∫
0

n∑
i=0

Xi(J)Jidt→ min
J

%���&'

��	 �����	
!
τ∫

0

Jidt = Ȳi − Yi0, i = 0, ..., n. %���('

#
�
�
 %���&'� %���(' ������
��
�� ��)�� ����������� "
�
�� ���	�

������� �����
��	���
�	
 %��� *��+' � �,�	����		 �������� "�
���

�	
 -����		

σ(J) =
n∑

i=0

Xi(J)Ji %����'

��	 "
�
���� ������� "�
���		 �� 
�������
 J = (Ȳ − Y0)/τ � .��

/��	� $��� "
�
�	 �� �� ),�� �
����� �� �����	�

L =

(
σ(J) +

n∑
i=0

λiJi

)
→ min

Ji
max
λi

, %���0'

������� �������
�� )
"��,� "�
���	
 Jk ������
 �������� 1 $�	!

����
!� ���	������ �����,! �� )���� (n + 2)�!� ����	�
���
 ���� 	

��  � �	�	�
����� �� J 	 �
��	�
����� �� λ "�
���	� L�

2
 ���	�
����� ��/��		 "
�
�	 %���&'� %���(' ������ ��	 ��

�	! �	� ��������
���
 � ���	"������� ���
��� �� �� "�
���	
�	

X(Jk)� ��	�	�

 �
 ��� 	" �	! � �����	� ������	 γkτ � 3��	 	��



�� ��� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

������� γk ���	��� �� ���	���

n+1∑
k=0

γkJ
k
i = (Ȳi − Yi0)/τ, i = 0, ..., n,

n+1∑
k=0

γk = 1, γk ≥ 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

������

��  � �	�	 � Ji �������!� "��	�
� ���#���� Jk
i $ �	 � 	���%

�����	� ��	
���� &�� 
�� Y ∗i (t)  ��	#�	%������
�� �	���	�� �	

��� &�� 
�� u∗1i(t) = u1i(Y
∗(t))$ �	'�	 ����� 	��������
� �����%

�����

u∗i (t) = u∗1i(t)−X∗
i (t), i = 0, ..., n. ����(�

) ���#��$  	*�� &�� 
�� σ(J) �
�� �� ���� �+�	 �	'�	 ��	%

������ �	 ���	���� ,����������$ 	�� �	������� �	 ��	�� �
�� �	�

	"	�	# 	�� �	*��

X∗
i (t) = -./01 =

Ȳi − Yi0

τ
, i = 0, ..., n, ���2��

Y ∗i (t) = Yi0 +
Ȳi − Yi0

τ
t. ���23�

�	������� +�� &�� 
�� � u1i(Y )$ ������ ��������� ���������
�

��������
� � ��	
���� ���������	� �������
�� � �	 &	������

����(� u∗i (t)$ 	���#�!4���� 	� u
∗
1(t) �� �	��	���
� ����#��
 X∗

i (Ji)�

�������� ��	�
���

� ��
���	 �
 �	������ 
��� ��� ���	�

	� �	����� 	� ����	������#�� 	*	 ����	�����$  	*�� �	�	 � J �

���
 X ������
 �		��	5������ 6���*���

J = AX, ���2��

�  	�	�
� �����
� &��	���	�	*�#�� ��  	+&&�
����	� A �	�	'�%

�����	 	�����������$ �
��'����$ ��	�4�� �	� ��� 	� ����*���� �

�����$ 7 �	�	'������	 	�����������  �������#��� &	��� 	� ���%

�	������#�� �� ���� ) +�	� ���#�� ��5���� ����#�  ���������	
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����� �	��	�
�		 ��

�����
���
� 
 	������ �
 ������ �� ��
�� ����� ������	�� �����	


���� 	 ������	 ! "
�
#� � �	�	���� ������$� "�
#��	
 !�
��
�	#%

��� &���'

σ = (XTAX)→ min ����� 

��	 �����	
(

k∑
ν=1

aνjXν = Jj, j = 1, . . . , k1, (k1 ≤ k). ����) 

*�������'�	 � ���� ����������� "
�
#� 
��
���
 ��!��� ��	���	(

�	� X� +
! !
! "
�
#
 ����� � ����) �'��!�

� �� �� ��,��	� ����%

��������� �����
����� 	�!��'( ��������'(� 
 "�
#	�� ���������	�

X∗
ν ����	��
 ! ��,��	- "
�
#	 !�
��
�	#��$� ���$�
��	���
�	
�

����#
-����
 	" ����� � ����) ��	 ����
�'�
�		 ��������	
�

.
 ������ ��
�� �
(��
� "�
#��	
 ��!���
 u2 ∈ V � ����������
%

-�	� �����	
�

Xj(u1j, u2j) = X∗
j , j = 1, . . . , k, ����/ 

	 ��
����	
� ���� � 0�
 ���$� ����� �
���
��	�
�� �����	
 ����/ 

!
! ��
����	
� �������
-�	� "
�	�	����� u2 (u1)� *���� �����
%

���!	 ���� "
�	�	����	 � ���� 	 ��,��	
 ��
����	� ����#	� u∗1
(l)� 
 "�
#	�� 	 u∗2 (u

∗
1(l)) = u∗2 (l)�

1��	 �
������� ��,��	� ����������
�� �$�
�	#��	
�� �� "
�
#


����� � ����) �!�	�
�����
 	�(������ 	 ������� �	�	�
����� �	��	%

�
�		 �
����� 1��	 u∗2(l) /∈ V � �� "�
#��	� σ∗ "
�
#	 ����� � ����) 

�
�� ����!� ��	"� ��
 �	�	�
����$� �2�	"������
 ���2��		 � ����%

�
�	��� ���������

������ ������	
��� 
���������� 3���!� ��	"� ��
 σmin

����� ����#	��� ���	 ������	�� �����	
 ���� 	 �#	�
�� u(l) =

(u1(l), u2(l)) ���
����	�� � "
�
#� ���� � ���) � +�#����� ����!	 ���%

�	#	��
� ���	 �����
�	������ �$�
�	#	�� ��������� ��"����'(



�� ��� �� ���	
��� 
���
������ �������	��

����
��� u1(l) � ��
��
 �������� ��������� ������� � ���� �����

	�� ϕj�

������  ���!"  ��#! $ ���
��
���% ������ �
���
����� ������
�


�������%� &
 ����
�����
 �
'
��
 u∗ = (u∗1, u
∗
2) ��(� �����%���"

��(� �������������%���" ����

 �����
���� (������ ����
��� u∗ν

�
 ��
��'�
� (k + 1)� &��� ������

k∑
j=1

J jXj(uj) +
m∑

j=k+1

Jj(u)Xj(uj)→ min
u∈V

/
Jj(u) = J j,

j = 1, ..., k

 ��)*!

�������" �� �
'
��
 ���
��
���� ������ �����%��� �� l � ���
�
�

�%
��% ������



L(u, λ) =
[ k∑

j=1

(J jXj(uj) + λjJj(u))+

+
m∑

j=k+1

Jj(u)Xj(uj)
]
→ min

u
max

λ
.

 ��)�!

+���� � 
���
������ �����
  ��)�! 
���
�
 �� u �������
��% �

�
�������� ������  �
 (��

 k+1!" �� �����
�����,-�
 ����
��% u∗ν

%��%,��% (�����
� � ����	�% u∗(l) �
�
��,��
��% 

.�� ��
�"

�����
�% ��.��
 �� ��� � �
�
��� ���� γνL �� ���
����� [0, L]�

����
��% γν ≥ 0" �����%��% ��� ����������
 �
'
��% � ������%

 ��#!" ������
 ���
�� ���
�∑
ν

γνJj(u
∗
ν) = J j, j = 1, ..., k,

∑
ν

γν = 1.  ��)/!

����
�����
�������" � ������� u∗(l) �����
�
� (�����
 ����
��%"

�
 �������
��% �� �
�����
 �	
��� σ �����" �� 
�.
� (��� ��(���

�� ���" ���(� �
'
��
 ũ1(l)" ����
���
 ��� ����������
 u∗(l, γ) �

�����
��
  ��)!" ��������� ���
�.�� (��.
 � �������%,-
� u∗1(l, γ)

�
�
��,���
������ �
'
��%" ��
� � �
�����

�
� �
'
��,�



���� �����	
 �	�	�
����� �	��	�
�		 ��

������ ������ ��
 σ∗ �
�� ����� ������	��� �����	� �
�
 	!

�
��	���! �����	�! ��	 ������� �����	 �����
��" 	 �
��" J � #�

$��%� �����	
 ��&�� �
��	 u2(u1)! ����� �����
����	 $��� �
�	�	'

����	 � �"�
&��	� (���) �
��	 	������	� u1(l)! ������������*��

��� 	�����	� u2(l) 	 ���	 	�� σ! �����

 �
������ �� ���������	�

σ∗� +
������ ��&�� �	&��� 	 ������� ������� �
�
����	���� 	�

�� ������

������ �� �	
���
 ���� � ������� +����	� ���%���,��� �
'

�
 	 �
,�	�
���� ��,�*
���
 � ��� 
�! ��%�
 ��
	��������	
 ���
'

�	�	�"! ���� �
&�"� 	� ������� �
�	�	� ������ �� ���	� ��,�����"�

Jj = Jj(u1j, u2j), j = 1, . . . , k, �� &� �����	��
 	 � ������	�
�	 �'

��	� �	�
� Xj! �,	 ��

du1j
dl

= ϕj(u1j, u2j), u1(0) = u10, u1(L) = u1, j = 1, . . . , k. (���-)

. $��� ��� 
� �
�
 
 � �	�	���� �	��	�
�		 ,
��
�
���
 �
 k

������,�"� �
�
 �	�


σj =
1

L

L∫
0

Jj(u1j, u2j)Xj(u1j, u2j)dl → min (��/0)

�,	 �����		 (���-) 	

1

L

L∫
0

ϕj(u1j, u2j)dl =
u1(L)− u1(0)

L
. (��/�)

1�
��%	 �� ������,���� ��� 
� ��
 �"��,
 �
&��� 	� ��,�'

����"� u2j ��&�� �
�	�
�� ������
�	�

u∗2j = arg max
u2j∈Vj

[
1

ϕj
(JjXj + λj)

]
, (��/�)

	�	! ��	 ��������		 �%�
�	 ��	� �
 u2j!

Jj(u1j, u2j)

dJj/∂u2j

d

du2j
(JjXj)− JjXj = 23456 = λj. (��/�)



�� ��� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

�������
 λj 	��������� �� ���	���

u1j∫
u1j(0)

du1j
ϕj(u1j, u∗2j(λj, u1j))

= L, j = 1, . . . , k. ����� 

!	"�� 	#�������$ ��	 �������� u1j �����
 �� ��� ���% j$ � �	��&

#	 ��� j=1, . . . , k1$ k1<k� '	(�� ��� 	���������� λj �	������	 � u1j

��� j = k1 + 1, k ����� �	�	��������	 ���	��� ��������� ���� �
&

��"����$ ��	�)�(	 �	� ���#	� argmax � ����� $ ������ � *��#
��%

ϕj, gj, fj �����	 u1j ��	�� ��#	�	� u1j$ � �����	 u2j ��	�� u∗2j(λj, u1j)�

+�� ���,	����� ������� �� ����
��� ��#������ �	����(����

����� ���	
��� L
 �������� ��	"����� 1/L � #������� ���� 

� ���	��� ���� ��� *�#���	����	� �������� L ��#�# �� ������ ��

	��������	� ��-����$ 	���#	 	�	 ������ ������ 	��
�����	� � ���

���������� L # ,��#	����	���� .�	�� �	(	$ ���	 �������� L �	"��

�	���"��� 	��������	�� �
,	���

��� ��#	� �
,	�� *��#
�	��� /�(���"� ��� �		���������)��

0#���������	� ������ �	�"�� ,
�� ���
�	����� �	 L�

1�������$ � ������ ���2 3���44 *��#
�	��� /�(���"�

R =
1

L

u1L∫
u10

R(u1, u2, λ)du1,

(�� *��#
�� R 	����������� ��������	� ���4� � 5��	��� ���
�	���&

�	��� R �	 L ����	��� # ���������

R(u1(L), u2(L), λ) =
1

L

u1(L)∫
u10

R(u1, u2, λ)du1.

� 	,)�� ������ ���� 3���� ��� �
,	�� L # ���	���� ����� $ ����6 



���� ������	 
���
��
��� ���������� ��� ��

������� �������
 ������	

k∑
j=1

Jj(u1(L), u2(L))[Xj(u1(L), u2(L)) + λj] =

=
1

L

L∫
0

k∑
j=1

Jj(u1, u2)(Xj(u1, u2) + λj) dl,

������

���������� �� � �������	 �������� ����� �� L ����! ��� �� "���#

��� H$ � ���� �� ��������� 
��%����� 1/L �� �� �� ��
 � � �#

�
�
 ���!��
�
� ��� �����
 ��

��

���� ������	 
���
��
��� ����������

���������� ���������

&��� ����� ��
 ������	 
���
��
��� ���������� ��	 ������ �'

�� 
�����
�(����' �)�������� * � +��
 ���(���� � ������ �����

� 
������ ����� �����  ���
�� ��� ��� ����� � �����
��'  ������'

� � ���%����
 � ���� ����
 ��'����!�(����
 �����
�
�

����������� �� ���	���� ����������� �� �
����� ����
 ��	

�� ����������� �(����
 ��
�� ��� � ��! ����
�!� ����� ,��%���	

���� X � ����(� � 
���
��
��� ���������� � ������ ������� �����

 ����

X(T1, T2) =

(
1

T2
− 1

T1

)
, ����-�

. ����� ������� q(T1, T2)� /�����	 ϕ � ������	' ���-�$ �� ����	��

��� ���
 ��
�����	 ��
�� ��� � T1� 0 ���
1������ ���(��� 
�%��

�(����
$ (��

dT1

dl
= − 1

c1(T1)
q(T1, T2), T1(0) = T10, ������

!�� c1(T1) 2 ������
����
 !� 	(�!� ����(����� ,�	 � ������$ � �#

�������!� �� � �
���$ � ��� �����(����
� �� �
�� �
� !� 	(�!�



�� ��� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

���	����� �������� l ����� ��
�� �������� � L � ��	�	��������

�	��� ��	
�����  �! ���"���	�	 ����		"�������� � �	�	�	� ������

������ �	�!���	 �	�	�� ���!���! 	� ������! � ������#� ��������

c ���������!�� �	"	� �	�!�	� $��������� �	�	�� %��	�&������� ��	

���'	�� �� �������# ����	���	���(� � L � ����� ����		"��������

) �		��������� � ���	��!�� %��*�(� %��*+(� %��**( ���������	�

�������
�� ��� &�����	� ������� ���������	��� ����	�	�	 �	�	��

q̄ ��! ��	
���� ����		"���� �	����� ���	��� ���������	� ������

��
�� ��! ��	�&�	���	�	 &��	�� ����	�����	��

q2(T1, T2) :
∂q

∂T2
T 2
2 = −λ2 = ,-./0, %��1+(

T10∫
T1L

c1(T1)dT1 = q̄ · L, %��12(

T10∫
T1L

c1(T1)dT1

q(T1, T2)
= L. %��34(

����	� �& $��' ���	��� 	������!�� T ∗2 (T1, λ2)� ��	�	� � T1L� � ������

� �	������� λ2�

5����	���� � �������� ������� ���	��&	����! ���	��� %��1+(6

%��34( ��#�	�	����� &��	� ����	�����	��

q = α(T1 − T2) %��3*(

� �	��	!��	� ����	���	���# %�	�!�
� $���������	�( c� 7& ���	���

%��1�(6%��12( �	�����

α2(T1 − T2)
2 = −λ2(−α)T 2

2 ⇒ α

(
T1

T2
− 1

)2

= λ2. %��3�(



���� ������	 
���
��
��� ���������� ��� ��

����
 ������
 � �������� 
���
��
��� ���������� ��	 ������ l

���������
T1

T2
������ ���
 �����	��� � �����

T1

T2
= 1 +

√
λ2

α
. ��� !"

#� ���$%" ����&��' (�� T1L = T10 − q̄L/c) �������' �� &�����	 ���$%"

��������' (�� √
λ2

α

1 +
√

λ2

α

= − c

αL
ln

(
1− q̄L

cT10

)
. ��� $"

*���
��
��� �+���������� ,��+����' ���&(��
�� ����� ���������-

�� ��� !"' ��� $" � ���������

σ =
c

L

T10∫
T1L

(
1

T2(T1)
− 1

T1

)
dT1,

�����

σmin =

c2 ln2
(
1− q̄L

cT10

)
[
αL+ c ln

(
1− q̄L

cT10

)]
L

.

.�
���
' (�� � �������� 
���
��
��� ���������� ��	 �
������-

����� �������
��� ������������ ,������� � �����
 ��(���� �����-

��
������ ��� � ������ 
�
��� ���
��� ����������

/�	 ����� ��0��� ������ ������������� ����

q(T1, T2) = α(T n
1 − T n

2 ) ���  "

&�����	 ���$1" ���
&� 2��
&

α(T n
1 − T n

2 )
2 = λ2nT

n+1
2 ,

���

q(T1, T2)

αT
(n+1)/2
2

=

(
T n
1

T
(n+1)/2
2

− T
(n−1)/2
2

)
=

√
λ2n

α
= 34567. ��� 8"



�� ��� �� ��	
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� �����	���� ��� ������	�	 ����		������ �	��� �	�	� ��	�	��


�	����� �� �	��� ���!���
" �������� ����������� ���	!�� �����

�����	� �������
�� ����� !��

T 4
2 − T 4

1

T
5/2
2

= #$%&'. (��)�*

� 	�+�� ������ � ���	!�� (��),* �������� ��	 ��� n > −1 ����	�

!	� �	�	� � �	��	� ����������
 T2 ������� � ��� n < −1 - �������

��� n = −1 ( ��	� ����		����� .����* ����	!	� �	�	�� �		�!���

��!�/+�� ���������	� �������
��� �	��	���� � ��!�� q̄� � ���	 ���

�������	� �0	� !	���!	 1��0	���� �	��������	� �	 2	����� (��)*�

��!�	

σmin =
q̄2

α
. (��)�*

��� 1�	� ��� n = −1 �������� �������
�� � �	��	����!� �	�	��

����	�
 ��� � ��� ��/�	�	!��	�	 ����		����� �		�!����!��� �	��	�

����!	 ��	� !	���!� 1���	��� ! ��3�	� ������� ����		��������

��� ��� ��3�	�	 �	����� !�������

4� ���!
� ! ����� ��3����� ��	 ��� �/�	�	 ����	����������	�	

��	
���� ���������	� �������
�� ��	� !	���!	 1���	��� σ �	��	�

���	� 5��� �
 1�	 �
�	 ����!����!	� �	 �����	 ���	����	 �
 !��

������
� 4	 	�� 
!������ ��	 1�	 �����	 �� !����� ���� 4�3� �	�

�����	 ���	!��� !
����/+�� �� ����	������������ ��	
���
� ���

�	�	�
" 1�	 �!	���!	 ����!����!	�

��������	�
��� �


�������
� 6������!�
�� ��������
�

�� �	������� ! 1�	� ������ �!��/��� !���	�
 �	�
�����
�� Ci

(i = 1, 2) � �	���!��/+��� Cik� "�������� �/+��� �	���! �	����

����� 7�� �	�	�� !�+���!� ��� � "��������� �	���
���
  �!���� 	�

�	�
�����
��� � !
��3���� (���* �	�	�� � �!�3�+�� ���
 ���/�



���� ������	 
���
��
��� ���������� ��� ��

���

Jj(u1, u2) = Jj(C1, C2),

Xj(u1j, u2j) =
1

T (C1, C2)

(
μ1j(C2j, T )− μ2j(C1j, T )

)
.

������

��������
�	 �� ������� ����� �� ����� ��������
 � �!���"

��!�#���� ���
�� ���� ��"����� ��
������� $!� %��
 �������� �

��������
� ���������� ��&&���� �� ��
��	���	� '����
��	 ������(

�!���	 ��"������ ��
������� � ��!��� ��������
� ������� � ��� ���

����� ����� ḡ
L∫

0

g(C1, C2)dl = ḡL, ���)*�

�� � ������ � ������ &����!����� +���
�����	 ���������� ���(

����	 � 
���
������ �!������ �!���������� %��!����� �������"(

,��� ���������� ��&&����

σ̄g =
1

L

L∫
0

g(C1, C2)

T (C1, C2)

(
μ1(C1, T )− μ2(C2, T )

)
dl → min . ���)-�

.��/ �������
 ������
���
 �� C1 � C2 ���!���� ��
�����	 ���(

����!���� C1� ���/#���
� �����
� ��� ����� g 
��	�� ��� ������

��!��� ��������
 � ��� � �/,�� ���������� ��,����� G1 � ���� ���

��� %�� ����� ��0
 ������ ���"������� ��
�������� $� ������	



���!���
���� /������

d(G1C1)

dl
=

dG1

dl
= −g(C1, C2). ���)��

1� �!������	 ���)�� �������� ���

dC1

dl
= −1− C1

G1
g(C1, C2), C1(0) = C10, ���)2�

�
dG1

dC1
=

G1

1− C1
,



�� ��� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

	�����

G1(C1) =
G1(0)(1− C10)

1− C1
=

G̃

1− C1
,

��� G̃ � �	�������	 ������	�	 �	��	����� � ����	� �	��������� �	�

��� �	�����	��� G1(C1) � ���� ! �	�����

dC1

dl
= − 1

G̃
(1− C1)

2g(C1, C2), C1(0) = C10. ����"!

#$%�� ���	��& ���������	� �������
�� ���'(!) ���'�! ������ *	��

��
∂T

∂C2

(
∂μ1

∂T
− ∂μ2

∂T
− μ1 − μ2

T

)
− ∂μ2

∂C2
=

= λ2

(
∂g

∂C2

)
T

g2(C1, C2)
,

����+!

C1L =
C10G10 − ḡL

G10 − ḡL
. �����!

,�& -��������- �	���
���	� ����

μi = μ0(P, T ) +RT lnCi, i = 1, 2, ����(!

����	� �������	� � ���	� ����� .�	�	 ���	��& ����	 ���/) ��	�0�

�	���&
∂μ2

∂C2
=

RT

C2
) ��� ��	 ���	��& ����+! ������1�� ���

− R

C2
= λ2(

∂g

∂C2
)
1

g2
. �����!

2	������� λ2 ��-	�&� �0 ���	��&

C10∫
C1L

G̃

T (C1, C2)(1− C1)2
dC1 = L

�	��� �	�����	��� � ���	 ��1���& C∗2(C1, λ2)) ��������& �����!�

#�	$���	 ��	��	� ��1���� �		���������� �����/) �	��� �	�	�

��**�0�� ��	�	�
�	����� ��0�	��� -��������- �	���
���	� � ����

�������� T �	��	&���3 g = α
(
μ1(C1) − μ2(C2)

)
� 4 .�	� ������ �0



���� ������	 
���
��
��� ���������� ��� ��

������ �������� ��� ����� 
������������ �����	���

g∗ = � !"# = ḡ,

dC1

dl
=

ḡ(1− C1)

G10 − ḡl
⇒ C1(l) = 1− (1− C10)

G10

G10 − ḡl
.

$�	 %�
������% ����������� � &��
� ����'� �����	����� ������ ��(

����������� �����	����� ����)���	 ������������

C1

C2
= exp

( ḡ

2T

)
.

*���
��
��� ���+������� ,������� ��� ,��
 σmin =
g2

αT
. $��(

-�� +����. 
������������ ����
�����. � ��/��� 01�2�

��������	�

�� ���	��
�����	�� 3���
 ��� ���
�����
�(

������ ��������
. ��+�����. ���)��
� 4 ,��
 ������ &������

g(u1, u2) ������������� +�����
���
 �������� ����
�5���	 ���)�	

υ �� �������� p1 � p2 ����������65�% ��������
� 4 /��
)������

������� �������
 +������ ���
�� �� ��+����� p1− p2� ��� ��� ����+(

������� ,������� 
�7�� +������
 ���

σ =
υ(p1 − p2)

T
(p1 − p2)→ min . ����8�

9������ +������� ,��� �������. 
���
�+���6� ��� +������
 ����(

��
 +������� �������� υ

1

L

L∫
0

υ(p1(l)− p2(l))dl = υ. ���':�

4.��7�	 Δp = p1−p2 ����+ υ ��� Δp(υ)� 
�7�� +������
 �����(

�����6 +����� � 
���
�
� ���������� ���

σ(υ) =
1

T
υΔp(υ)→ min,

/
υ − ;<. ���'��



�� ��� �� ���	
��� 
���
������ �������	��

���� σ(υ) ������� ����� �� ����
������ �������� ������ ���� ���

������� � ����� υ�  ��������
 ���!�
 �
"
��# ���
��
���� ���

��!� �
���
���$� ���$��

�������� %��&'( �����
�����
� ��������

�������� �����!�� )���	�� σ(υ) ��� υ = υ� *����� � +��
 ����
��

�

 ���!�
 �����
�
� �
 ���

 ���, ���!
��� υ1 � υ2� ���
�
��

�,

�������
�

L(λ∗, υi) = max
λ

min
υ

[σ(υ) + λ(υ − υ)]. %��&�(

-��!
��� )���	�� L � ��!��, υi (i = 1, 2) ���������� .��# γ

�
����� L� � �
!
��
 ������� υ∗(l) = υ1� ��,���� �� ������� γυ1 +

υ2(1− γ) = υ� γ ≥ 0.

�����������	
��� /���
����
 ���	
�� ���"��
��� $���� ����

,���0
$� !
�
� ����#0

 ����������� 1�����!�
 p1 � p2 ����
��


�� � ����
 ����#0
$� ����������� � g(p1� p2) 2 ���,�� $��� � ��
��

������
� !�� ���	
�� �����,���� ����
�
�!
���� ��
� �

�
������

�
 ��

��
���� ������������ +�������

σ = g(p1, p2)
μ1(p1, T )− μ2(p2, T )

T
. %��&3(

.�� ��
�����$� $��� �����
��
 %��&3( ���

� )��
�

σ = g(p1, p2) ln
p1
p2
. %��&4(

����� p1 2 ����
��
 � ��
������ 

����� ��5

� V � ��� ������


��� ��� ���
!
��� $��� !
�
� ����#0

 ����������� -����� ����

������
������� ���	
��� τ � ��
���� ����� g� 6�
��
��� 
���
��

�������� �������	�#7

σ =
1

τ

τ∫
0

g(p1, p2)
μ1(p1, T )− μ2(p2, T )

T
dt→ min, %��&8(

��� �������,

1

τ

τ∫
0

g(p1, p2)dt = ḡ, %��&9(



���� ������	 
���
��
��� ���������� ��� ��

dp1
dt

= −RTg(p1, p2)

V
, p1(0) = p10. ������

�� ����� ������� ������� ������ ��	 � �� ����!� ����!�
 ��� "

��#$��	

Tg2(p1, p2) = −λ2

(
∂g

∂p2
:
∂μ2

∂p2

)
, ������

p1(τ) = p10 − RT

V
ḡτ. ����%�

&�	 ��$��
��'� '��� � ������
�� � g(p1, p2) = α (p1− p2)
1/2 ������$

������ �(����� ) ��� ��#$��*

(p1 − p2)
3

p22
= +,-./ = η. ����0�

1��� ����)� ������	 ����0� � �(���$��	 ����2� � ������ ������	"

$ ��� � �� �
��
�3� ��)�� ��
$�$��	 p∗2(t) � 
���
��
��$ �4�"

������ �� �� 4���� σ̄min� 5� �
��
�3� ��)�� ��
$�$��	 ����$��	

��($�$�	$ �	 ����$ ($#$��	 �(���$��� ������� ����0� �  �!��� 
* ��

)��� �� 3 η

p∗2(t, η) =

{√
4

3
η2/3 − 2

3
η1/6

[
γRT

V
t− f(p20, η)

]
− 2

3
η1/3

}3

, ������

'�$

f(p20, η) =
3

2
η−1/6p2/320 + 2η1/6p

1/3
20 . ������

6$��!��� p20 �����	 �� ����0� )�) ($#$��$ �(���$��	

p20 + η1/3p
2/3
20 = p10, ������

σ̄min =
V

RTτ

[
p10(ln p10 − 1)− p1(τ)(ln p1(τ)− 1)−
−r(p20)− r(p2(τ))

]
,

'�$

r(p2) = p2(ln p2 − 1) + η1/3p
2/3
2

(
ln p2 − 3

2

)
.



�� ��� �� ��	
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 ���������	� �������
��

�����������	�
� ��	���	����	 ����	��� � ��	
���� ��������

����
��� ��� � ���	� ��	
���� ����	�����	��� �
������� !	"�#�

�	�

σ = g(C1, C2)
μ1(C1)− μ2(C2)

T
. $����%

&� �������
' �����	�	� '���(����� �	���
��� ������������#��

)�*	� ��)����� � �����	�� �"� �	��	 ��
' �����"��#"� � ��������

������� 	� �*	 �	�
���"�
�� C1�

μ1 = μ0(T, p) +RT lnC1.

�	���
��� μ2 	������ ��� ����	����	� �	�
�����
��� C2 + C̄,

μ2 = μ0(T, p) +RT ln C̄,

��� (�	

σ = g(C1, C̄)R ln
C1

C̄
. $���-%

�	�	� g ������� 	� �	���'�	��� ��������	� F � �	�	�� � ��	�

	(����� 	������ ��� ����	� ��������	� M � &� ������	� �������

�� ����� ����� ��� � �		��������� � #���������

dM

dt
= αF (C1 − C̄), M(0) = M0, M(τ) = M̄.

.��� "����"
 � !	"�� �"������	� �"� t = 0 	�����	�
� �	

Ṁ = KM 2/3(C1 − C̄). $���/%

0	�!!�
���� K ������� ��� 	� �	�!!�
����� ����	������(�� ���

� 	� !	��
 ����������

1���(� 	 �����#�� �������
�� � ��	
���� �����������
�� ����

��� !	��#

σ̄ =
1

τ

τ∫
0

KM 2/3(C1 − C̄)R ln
C1

C̄
dt→ min

C1

, $���2%



���� ������	 
���
��
��� ���������� ��� ��

τ∫
0

KM 2/3(C1 − C̄)dt = (M −M0). ������

������	 ����
��
����� ���� ������ �������� �� ���� !������

���"#�$ ���"�� � �
��� ���

M 2/3(C1 − C̄)2

C1
=

λ2

KR
= %&'() = η. ����*�

+� !������ ����*� � !,������	 ����-� ����!�� ��..�,������
���

!,�������$ ����,�� � �������
� �� ��������� η̃ = η ��,����	��

C∗(t)� /�	 ���0� ��
���
 Ṁ � M ��,�� Ċ1 � C11

Ċ∗1 = −
√

η̃

√
C∗1(C

∗
1 − C̄)3

C∗1 + C̄
, C1(0) = C10. ���*2�

/�	 ��!��	$ ��0�� �����
��� 
���� �3�������� 3�������$ ��4

���
������� !3������	 ����-� ��	 �3����� �����
��� 
���� ���� �

���! ���!������ ���3 ������
���� ����3 ����� �� M $ �����! ���4

�! ��	 �3���������� ���3�����

���������� �	�
	���
��� 5�������  �
������ �,��,���4

��� ����
 ,������,����� 6����
! ����7�
 �����
������� !������


���
��
��� ���������� �� ����,����
 �,�
�,��

8���
��,�
 �����,
������� �,��������� ������!���� ,�����,

�����
��0� �
�9���	$ � ����,�
 �,������� ,�����	 ����

α1B1 + α2B2

k1

�

k2

α3B3,

0�� αi : ��� ��
��,������� ���..�������; Bi : ,��0����; ki :

��������� �,	
�� � ��,����� ,������� /���� �!��
 ������
$���

α1 < 0, α2 < 0, α3 > 0. <��,���
 ,������ ��,����	���	 ����4

��
 ������!��� 
���

W (x) = W1 −W2 = k1x
−α1

1 x−α2

2 − k2x
α3

3 , ���*"�



�� ��� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

��� xi =
Ni(t)

N(t)
� �	������ �	�� i��	 �	��	������ ni � �	�������	

�	��� i��	 �	��	����� � ��������� N(t) =
∑
i

ni(t)�

��	� �	����	 !���	���

σ =
W

T
A, "��#�$

���

A = −
3∑

i=1

αiμi

� %�������	� ��	����	 ����
���

&�� �������
% �����	�	� μi = μ0
i (T, p) +RT ln xi, 	��'��

A = −
3∑

i=1

αiμ
0
i (T, p)−RT

∑
i

αi ln xi.

����	� �������	� � !�	� �
��(���� ����	 )*+

−
3∑

i=1

αiμ
0
i = RT ln kp(T, p),

��� �	������� ����	����� kp ������������ �	,	� 	��	-���� �	������

��	�	���� ����	� � 	,����	� ����
��.

kp(T, p) =
k1(T, p)

k2(T, p)
.

/���� 	,�� 	��

A = RT

(
ln

k1
k2
−

∑
i

ln xαi

i

)
=

= RT ln
k1x

−α1

1 x−α2

2

k2x
α3

3

= RT ln
W1

W2
.

�'��� ��	�	��� ����
�� W (t) �������� '���������� �  ����	 ��

�������  �������

1

τ

τ∫
0

W (t)dt = W. "��#*$



���� ������	 
���
��
��� ���������� ��� ��

�������
 ������� �������	�� ��
������ ������� ����������	

ξ(t)
dξ

dt
= W ������

� ���������� 
���� �� ��!� �� ��
�������� � "��� �������
dNi

dt
=

αiW, i = 1, 3� #��$�� N3(t) = N30 + α3ξ(t)% � �&��� ����������


���� N(t) = N0 + ξ(t)
3∑

i=1

αi�

�������
 �&������ �������

W2 = k2
N3(α)∑
i

Ni(t)
= k2

N30 + α3ξ(t)

N0 + ξ(t)
3∑

i=1

αi

.

� '����
 ��������!�% ������ � 
���
'
� ���������� ���
�� ���

σ =
1

τ

τ∫
0

RW ln
W +W2(ξ)

W2(ξ)
dt→ min

��� '�����	"

1

τ

τ∫
0

W (t)dt = W,

dξ

dt
= W, ξ(0) = 0,

W2(ξ) = k2
N30 + α3ξ

N0 + ξ
∑
i

αi

. ����(�

)�������!�	% ��� � ����
��
��
 �������� �������
 ������� �� �&*

�������	 � �'�
% �����
�'�
 ��
��' ����
���+" dt =
dξ

W
� ����,�


-'����$ .�!��� �/

L =
R

τ
ln

W +W2(ξ)

W2(ξ)
+

λ

W
.



�� ��� �� ���	
��� 
���
������ �������	��

�� ������� ���	���������� L �� W ������


W 2

W +W2(ξ)
=

λτ

R
= ���� . !��"#$

%�� ��
&�����
 �

��
 � �����
��

 !��"'$ � �(�����
��

 ��

��
��

 ����
��
 W �������)� ����� W ∗(t), ξ∗(t) � �	
�*� �����

��� ������������ +��������
,�� �
*�����- ���	
���� ������� 
���
������ �������	�� �

�����
���
 �� ��- ����.
��� ��� 
���
�����(� ������������ +�/
������ ����
�
�� � ��&�� ��0�

� � � � � � � ��	� �
����
 ����������� ��

������ �������������
���

�����

��

�����

 �
����
 ����������� ��

������ � ������

���
��� ��������

����������

q = α(T2 − T1)

T1(l)

T2(l)
= 1− β

αL
 σmin =

β2

αL− β

β = W ln

(
1− q

WT1(0)

)
!������"� �����#

������� ����

$��

�� ���%&$�� 
��

J = LX

X = '()*+�

J = J  

σmin = J
T

L−1J

,���
��������

����������
���

��

�������


g(c1, c2) =

k(c1(l)− c2(l))

c2(l) = c1(l) +
m

2
−

√
c1(l)m+

m

4
c1(0)∫

c1(L)

GdC1

k(1− c21)
√
c1m+ m

4
− m

2

= L 

σmin =

c1(0)∫
c1(L)

RG

(1− c1)2
ln

c1dc1

c1 +
m

2
−

√
c1m+ m2

4

-�&
�������� ����

�������
���

�������
��"� ��
�


�������


∂g

∂c1
/
∂g

∂c2
= m

c2(l)(1− c2(l))

c1(l)(1− c1(l))
dc1
dl

= −g(c1, c2)

G1
c1(0) = C10, c1(L) = c1L 

σmin = R

L∫
0

g(c1, c2) ln

[
c1(1− c2)

c2(1− c1)

]
dl
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� ����	�� ����%��� 
�$

σ =
1

2

∑
k,j

Jkj(uj, uk)xkj(uj, uk), +���,-

"�� k � j . �
���
� �	
������%'��� �	�
�
����

kj
J

kk
u �,

jj
u �,

��
� ���/ 0��"��
� 	�����	� ����	��
�����
�	� 
�
�����

1
	����$& 23� 
����
 
 ���� ��	 ����	� 
$�"���	� ��	��� � ���!

�%' ��
�&  �	"	 ����

��� ������� 
$�"������ 
	�������� Jkk� ���!


� 
%$'� 4 
����	
��
	� ������ 
�	�	
�� ����
�
��  �
��

��
��



�� ��� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

��������
� υ ����
 ���� � �	��������� ������	�
� �		��	�����

v̇k =
∑
j

Jkj(uj, uk) = 0, k = 1, 2, ..., ����� 

��� ���	� 	�!�	����� 	� �	��	���� ����	����� �����	��"���#

$�	 �	�	!� ������	 %������ 	� ���&�'�� ���# ���� �	"�� �
�� %�(

�����
 � )	��� *�%�"���

Jj =
∑
ν

γjνxν, j = 1, 2, ... ����� 

���$�� ��� !�����$��!�� !	+))�
����	� γji ����������
 ���	���

�%����	��� γij = γji, � �����
� !	+))�
����	� ||γij|| �	�	&������	

	������������ , ����	� $���� ��������� ����- � +�	� ���$�� 	!�%
(

������ �	�	&������	 	����������� !�������$��� )	���� .��	���

�� �������� �	 �	�������'�� ��!�	�� u �	������� � ���	�����

����� ���
�	����	��� �	��	���� �	�������

∑
jν

γνjxν(uν, uk) = 0, k = 1, 2, ... ���/�� 

0�!�� 	���%	� � ��������	��
 	���
� ��
	���� ������	���

��� ��	
�����
����
�� �����
�� ��������� �� 	���������� ����

�����
� �	� �������� ������
���� ����
�� �� �������� ���

� ��	����������� ������� ����
������ �
���������� ��	�
�����

	���	�������� ��
�
 ��	���
� ����� ��

�	��� �	���������� ���

�	���� ���� 
���
������

0�!# ��� ����	�	"	 �	�	!� � 	��	� ��	��&��	$�	� �	�������


�	�	! ����	�
 ��	�	�
�	����� ��%�	��� �����������
� �	���
��(

�	� u+ = 1/T+, u− = 1/T−, u = 1/T

q+ = α+(u− u+), q− = −α−(u− − u).



���� ������	�
���� 
�
���
� ��

������������ �
�������

σ = q+

(
1

T
− 1

T+

)
− q−

(
1

T−
− 1

T

)
=

= α+(u− u+)
2 + α−(u− − u)2.

�������

������� ������
��
���� ������
�� ����� !��"
�# ������$�

q+ + q− = α+(u− u+)− α−(u− − u) = 0. �������

%��&���
�� ��
��!�� σ �� u � ���! �$�!
����� �
�� ���# 	!

���

∂σ

∂u
= 2α+(u− u+)− 2α−(u− − u) = 0

��������� � !������� ������� ������
��
���� ������$ �

����� ��
�� � ���' "�� � ������
��
�� ������
�� ��
�$��# ��(

����$' &���
�# 
 ���
�����)' ������������ �
������ ��
����*
�'


��$��)� �������# ���+� �
�� ,� ��
������*���� ��� ������ � ���(

�������

$�� ����������� �������
�' 
�������' � 

�+� -./�

���� ������	�
���� 
�
���
� �� ���� �������

��
�����
�� ����������

0 !������ ��
����*
�# ���������� �1���� 
�
���"��
�� 	!

���'

��������)2�� ��
�
����
���� �����( � ������&��
�' �
������ 1�(

��"��
�1 ���
��# � ��� %�
 
�
 
������# � ���1 ����"�1 ��
����(


$# 3 ��
��!� 
��&�����$1 �����*' �� ���

� 	!

��� 
�
���(


� n(x, u)' ����$��)2�� �
��
���
$� ������

$� 
�
��
���!)2�1

������ � ����
��� �&��
�' ��������)� !������ ��
����*
�# ���(

�������� 4
� ���)� 	���! ������
���� 
�
�����+� 
�����
��' ��(

����2�+� �� ������

$1 
�
��
���!)2�1 ������ 
� �������*
��

��5�
��� 4
��$������' "�� ��� ����+� 
����� 
�
���"��
�1 ����(

�������# !������ ��
��!�� ���������� ���
�
��$� 6� � �$ ���(

������� 
�
����$� �� ��
�1 
�������



�� ��� �� ���	
��� 
���
������ �������	��

����� �����	
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� ���
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 ����
������ ����

	
��� 
��
� ���� �������� �  ��

 ����� 

��� ����������
 ����

�
�����

 u(t) � �
�


���� ��������� x(t) ����

ϕ(x, u) = !"#$%, &��'()*

+�
  ��,	�� ϕ �
��
����� � ��  
�
�	���

� �� ����,�������

��+�

����� �
��-��� ,�������� �
 ���
�
�
��� � u(t) � x(t) . �,��

�����
  ��,	���

��
�������
� -�� ���������������� ����

� /���,�
����
���

 ��,	�
� n(x, u) &,��
��,�� ���	
����*� � ������� ����
��������

�

��  ��
�

F (n(x, u), x, u, nx, nu) = !"#$%, &��'(0*

+�
 -
�
� nx�nu ������-
�� -�����
 ����������
 n �� �����
������

���
 �
�


���
�

1� ���  ��,	�� n 
�+�� ���� �����
�� �
 ��� ���
 �+����-
�

���� �����

�� ��
������
 ����

n(x, u) = 0 ��� x = u. &��'(2*

3�
��
��� ���
���� ,���� ,��
��-
�,�/  ��,	�� n(x, u)� ��� ,����

��/ �
4
��
 �����
��� &��'(0* �����
�����
� ��
������� &��'()*�

5���� �/

� �
4
��� �������
���� ����-� �������� �� ��
���

����		� ������� ����	� 
���
����
�
 ���������� ��
�����
���

�� ���
��� &��'()* �
��� � �
���
 �
���� �
��� ������� n(x, u)

�������� �������
 ���������

Fx

Fu
=

ϕx

ϕu
. &��'(6*

7
������
����� �� ������� &��'()* ��
��
�� -�� ϕxdx = −ϕudu� �

�� &��'(0* ���
,�
�� -�� Fxdx = −Fudu� ��
�����
����� �����
�����



���� ������	�
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�������� ������
� � �����
��� ���� ��� � ���
�
�� !������ �������

����
���� ������� 
� �"��� "����# �� 
� � ���
�
� � !������ ��������

$���� ����% ����
���� ������� &������ �� ���� 	!

��� n � ��

����
 ' ����&���
 '# ��� ��&������ ���!���% !���
�
�� � ����
 '

����&���
 ' ��� 	!

��� n# ��(�� ��)�
�� 
�����*� � ��������

��
�" " 
�����" &�����"����+� ,���� �������
 ���"�� 
���-

��	�
���� !�����+ &����� �� ���! �� ����"��%
�*� ��)�
�� ���

���"���
�"����
�' �����"�

��������	
� ���	�
���	������� �����	


.!��% !������ ������� ����/��� !������"� "�
�"��%
�+ �����-

�����# x 0 �
��
���
 � ����"�

 � ������
�+# � u 0 �
���
�+ ���-

�����" � 1���"����" �����
����%
� ������� �������"�
�# � &���"

����(�" ���!��

 � ��&!�%��� 
� ����� )���
�+ 
���� ���"���-


�"����
�' ��������� � ���!��" ����
�)�
��# 
������ 
���'���"�

� ��������
� ��� ��*�# ���� � �������� "�
�"��%
�+ ����������

����&������� 2
������ � �� ������

��

��������	
� ���
���	��� .�������" �������"�
� "�
�"��%-


�+ ���������� 
�& ��/� �������# ��� 
�����" �� ���� � ��"����-

�!��+ T (t) � 
�
��
�+ ������"
���%/ &� &���

�� ���"� ����������

&���

�� 
��������� ������ � ��� 2��" ������� 2
������ �����" 

�
�& ������ "�
�"��%
 "� 3�"�����!�� �'�������� T0(t) 0 !����-

��/(�� ��&��+������ 4�����"���% �������*� ����
� n(T0, T ) "�5�!

�'��5���" " ����" � �'��������" �� �' ��"�����!� T � T0 
�& -

��/� &�
�
�" �������"�
�� 6��"��%
� &����� �"��� ���

ΔS =

τ∫
0

n(T0, T )(1/T0 − 1/T )dt => min

��� !������'
τ∫

0

n(T0, T )dt = 0, C
dT

dt
= −n(T0, T ), T (0)− 78,



�� ��� �� ��	
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 ���������	� �������
��

��� C � ����	���	��� 	��������	�	 ����� ���	��� ���������	�

�������
�� ��� ��	������	�	 ����		����� ��� �	��!��	 ����� ���"

�� ���

T 2

n2(T0, T )

∂n

∂T0
= #$%&', n(T0, T ) = 0 ��� T0 = T. (��)*+,

-��	�	 ���� �	���� �
�� �������� ����		����� n(T0 T ) .�	�


�
�	����	�� /��	��� (��)*0, � 1/��
��� ϕ(T0, T ) 2 T0− T 3 4�/��"

�� ��	���� ��� ����� !��	�	� ����	�����	�� ���������	� �����"

��
�� �		�������/�� �	��	����� ��!�	��� ��������/�3

�	����� .�	 �������� ��	��
��	�� 
�����
��� ������������

�� ������		
� �
�	���� ������
��� 
�� ��� � ������ ��� �
���

	�� ���������	
� ������� ����� ���� ���
��
���	� � �����

n(T0, T ) =
M(T0 − T )T 2

1 +R(T )M(T0 − T )
, (��)*5,

�
� M(T0−T ) � R(T ) � ���������	�� 
������	�������� ��	�����

������ M(0) = 0�

������	� !��	�� ����	�����	�� /�	�����	��67��	 /��	��"

�� (��)*5, �	��� ��/���� �������� ����		����� � �	811�
���"

�	� ����	��	�	��	��� !�����7�� 	� ��������/�
 (M(T0 − T ) =

α(T0 − T ), R(T ) = 0, 

n(T0, T ) = αT 2(T0 − T ). (��)*�,

9���/��	 �	��!��� .�	 ��� 1/��
�� ϕ !�����7�� 	� 	��	:����

��������/� T � T0 ����� !��	�	� ����	�����	�� 	�����.���67��

���������/6 �������
�6 ���6.��� � ���� ��6�	�	����� !��	� 

��� �	�	�	� �	�	� ��	�	�
�	����� ��!�	��� ��������/��

���	��� (��)*;, �	��� �
�� ���	��!	���	 ��� ��� ��	����� �	"

�	 �
�	����	 �� � ��	
���� ���������	� �������
�� ��� !�����	�
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 � ��� ���
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� �� !��" 
���� 
�
������
�# $�!�������� � ��� 
�����#

$���

�� ����
���
�� !����
�
��

%��!���� ��
�$����"��!� ����!�� &��'()*+

,!���� 	�

��- m(T0, T )

m(T0, T ) =
n(T0, T )

T 2
, &��''(*

����������� �� 
�
 � n(T0, T ) 
������!
� ��		���
������� � �

������!�� ! &��'(.*� %���� 
�����
�# �������$�!�
� ���������

/�� ����!�� ! 	����

F =
1

m2(T0, T )

∂m

∂T0
= 01234, m(T0, T ) = 0 ��� T0 = T. &��'''*

5$ &��'(6* � ������ !��� 	�

��� ϕ(T0, T ) �������� ���

FT

FT0

=
ϕT

ϕT0

= −1, &��''�*

���

FT + FT0
= 0. &��''7*

8� ��� FT � FT0

FT =
1

m2(T0, T )

∂2m

∂T0∂T
− 2

m3(T0, T )

∂m

∂T

∂m

∂T0
,

FT0
=

1

m2(T0, T )

∂2m

∂T0∂T0
− 2

m3(T0, T )

(
∂m

∂T0

)2

.

&��''�*

%���� ������
�!
� &��''�* ! &��''7* �������

mT0T +mT0T0
=

2

m
mT0

(mT0
+mT )

���
∂

∂T0
(mT +mT0

) =
2

m
mT0

(mT +mT0
). &��''�*



�� ��� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

���	������� ������� ��������� 	����	�

∂

∂T0
(mT0

+mT )

mT0
+mT

= 2
mT0

m

���
∂

∂T0
ln |mT0

+mT | = 2
∂

∂T0
ln |m|.

� !���
∂

∂T0
ln

∣∣∣∣mT +mT0

m2

∣∣∣∣ = 0. �������

"� ������� ������ # $ 	 %
��&����# � 	'��� �	� ���!	� ��	��%	��	�#

'%�'� �' ��	��%	���	� ������
%�	� (��!
��� 	 T #  ���

ln

∣∣∣∣mT +mT0

m2

∣∣∣∣ = ξ(T )

���
mT +mT0

m2
= −f(T ). �����)�

*��%����� % $�� �
+ ��	��%	��
+ �����)� ��,��� �� 	�	� +���!-

 ���. �!

Ṫ0 = 1, Ṫ = 1, ṁ = −f(T )m2.

/�,���' 0 �+ ���%�����

T0(t) = t+ r1, T (t) = t+ r2, ṁ = −f(t+ r2)m
2 ⇒

⇒ 1

dt

(
1

m

)
= f(t+ r2), ⇒ m(t) =

1∫
f(t+ r2)dt+ c

,

1�� c 2 !	�� �� �3 f(t) 2 ������
%��' (��!
�'� 4 �$� 	� �����5�#

��!��$�' t � �����'' dt $���� dT # �	��$�� 	���� ��,���� % (	���

m(T0, T ) =
1∫

f(T )dT + μ(T0 − T )
, �����5�

1�� f � μ 2 ��	��%	���
� (��!
��� 6���� �$ ��	# $ 	 % ���� �����5�

����	� � (T0 − T ) � ��	��%	����' (��!
�' 	 ��� �	� 	'��
�



���� ������	�
���� 
�
���
� ��

����� ��
��� 	�

��� μ(T0 − T ) � ����

μ(T0 − T ) =
1

M(T0 − T )
.

� ���� ���������
���� 	�

��� f � μ � ���  !" ������#�� ��#�
��

� $
������
�
�� 	����

m(T0, T ) =
M(T0 − T )

1 +R(T )M(T0 − T )
, ���  �"

%�� R(T ) =

∫
f(T )dT & ��		���
�������� 	�

����

'��() �*���� �����
�����
�� ���(���
�� m(T0, T ) = 0 ��� T0 =

T + 
���,�� 
� 	�

���M(T0−T ) �����
�����
�� �������M(0) =

0 � � �*���� ���  -" � ���  �" ����*�� �(.�� ��� ����������� n(T0+

T ) � 	���� ��� -!"�

������� ���	��
�	�� ����
����	�� �
	������ /���*� � ��0


����� ���������� ��� �������
���*��
�%� �������� �� �
����0


)� ����
�� ����� ������.�� ���1

σ =
1

τ

τ∫
0

n(x, u)R(x, u)dt→ min
u

��� �-"

��� �������2

ẋ = f(x, u), x(0) = x0, ��� � "

τ∫
0

n(x, u)dt = ΔN. ��� ��"

/���� σ & ����
�� ������������ $
������3 ������� ��� � " 2���
��0

������ �
������ ����
�
�� �
��
���
�� ������

�� ������) ����0

�������)+ �����
��+ 2���*��
�%� ����
�����"3 R(x, u) & ���,�.��

���� ��������3 n(x, u) & ����
� 4������ ��� ��" ���������� ����0


�� ����*�
� ����
�� 5��(2������ ������� ��������
���� ����*�



�� ��� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

��������������� �	�����	 �
�� � ����� ���

F =
n2(x, u)

nu
Ru =  !"#$. �����%�

&��'����( �����) ��( *�*�+ ,������	���� n(x, u) � 	��������	�

��	
���� �
�	����	 ���	���

ϕ(x, u) =  !"#$,

-�� ϕ ,������ . �		��������� � �����/� ����� ���	���(
2
nx

n
+

Rux

Ru
− nux

nu

)/(
2
nu

n
+

Ruu

Ru
− nuu

nu

)
=

ϕx

ϕu
, �����0�

	������(12�� ��� 3��*
�� n � R) ��( ,�����	� ϕ�

. �	� �����	� ������) *	-�� ϕ = σ = n(x, u)R(x, u)) ���	���

�����0� �
���(1� *��������*�� ,������	��� ��( ���+ ��+ ��	
���	�)

� *	�	�
+ ���������	� �������
�� ��� ,�����	� ������� ��������

�	�	*� �		���������� �	��	(����	 ��	�,�	����� 4���	����
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����� 	�
��������
# ������� � ������

#�

(�� 	
����
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��
�������
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��� �

"
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�
�

$
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� �
�	
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�
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# ���

����	
�
�

$
 ��	�

���

��� � ��	�
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# ���#��� )���� ���"
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���� ������ 
 ��
�����

# �����	���� ��� �
�
��	

��� �����

�����' �����
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$��
���
���� 
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����
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"
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���
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���������
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���
����
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��
�������
# ������� �
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�
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0��� 1�23' ��
 ��!!���
���� �
���

#  
��
	�� �
%�� ���� ����"

%�
 ����� ��	�
���
��� ��*�����' 	���
�� ���	������� � �����
��

���

ds =
cp
T
dT −

(
∂v

∂T

)
p

dp. 0���3

)���� cp"�
���
�� ��	�
���
��� 	�� 	
��
�


� �����
��' � v � �
"
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�
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� �


�
����
�  ������� ��	�����!�
 � �������� �
 �
���� ����� ���"

�
�� 	
����
� ����
���� #��� � ������ 	
����
� ����
� �
�
��$ �
$

!	�
��� ��
� ����
�� �� ����
�$ �
�!��	 ��
� �
����
 ����
���$

��� ���
� � � 	������	 ����	���
� ����
�
 �
�
��� %�
�!		��
"

��� ��� �������
 �
 ���	 �
�
��	$ �����	 ��
� �
����
 ����
���

� �
������
� ����
�
������
� �����	��

& �����
���$ ��� �������
�
 �� �$ ����
�	�
��� �
�
�
�
  ���"

��� �
���
 
� ��	�����!�
$ � (∂v/∂T )p = R/p$ ����
�� 	
����
�

����
��� �����

s− s0 =

T∫
T0

cp
T
dT −R ln

p

p0
, '��()

��� R * !������������ �� 
��� �
��
������

+�� ����
���� � �
��
���
� ����
�	�
���, ��� �
��
���
	

��������

s− s0 = cp ln

(
T

T0

)
, '���)

� ����
�� ����
��� σi  � ���� � 	������ �
��
���� i"�
 �
�
�� �����

��
� ������, ��
 �
���
�
 ����������� '��
� ������� ����
�� ��

����
�	�
���) �� �
����-	 
��
.���� ���
�,��
� ��	�����!� ��

�
�
�� � �� ��
�� �����	
�

σi = Wi ln

(
T

T0

)
, i = 1, 2. '��/)

%�
� �
����
 ����
��� σ =
∑

σi * �!		���
� �� ��0� �
�
�
�

����
��� �� �
�
�� � �� ��
�� �����	
�

1���.�	 ��� � ��
� �
����� ����
��� � ��!��
�
��
	 ����
"


�	������ � �
���
	� �����������	� �
�
�
� W1 � W2$ �� ��	��"

���!��	� �� ��
�� T10, T20 � �
�
�� T 1, T 2 ���  �����
� ����
�
�



��� ��� �� �	
����
	���	 � �	
��
	�����	���	 ����	
�

�������	 q�

σ = σ1 + σ2 = W1 ln

(
T10 − q/W1

T10

)
+W2 ln

(
T 2

T 2 − q/W2

)
. �����

���� !�" �
�	!	�	������ 
���
	��� 
	�#��� ����"�	��� 
�����

� �	
��#�" �������� $������#���% � ������ $������#��� � ����	��	

σ1� ���!� �� ����� ��	!�	� �#"� #���!��& �	

	������ ����	#�	
���


����� � 
����#�!��#�
 '����
�� σ

T 2 =
q

W2(1− exp[−σ−σ1

W2
])
. ���(�

)���!��" �	

	������ ����	#�	
��� 
����� 
�������� �#	����#�*

	��" � �
	� +	��	
 
����#�!��#� '����
��� ,���������	 #����!*

�� !�" 
����
������� �	
����
	�����# 
��#�!"� � 
�!����& �#"��


	-!� 
����#�!��#�
 '����
�� � ��	!�	#�#	+	���& � ��	��
 #�!"*

��� '�#�#��	���# �	

	������& ����	#�	
�� 
�����#�

.���
����
 �	
����
	���� � !#�
" 
�����
� � ��&!	
 
���*


�� ��	 
����#�!��#� '����
�� σ # �	
% 
�� ��!����& #��!��& �	
*


	�����	 T0 ��	/0	�� 
�����% 	�� #�!"��
 '�#�#��	��	W % �	
��#�&

�������	 q � ���	���� ��
 ��'$$�1�	��	 �	
����
	�� α� 2	�	� l

��������
 �	��0�/ ����!����� �������� '�	
	��� ��	/0	�� 
���*

��% ������" ��
	�"	��" �� ���" !� L% � �	�	� q(u, T )3 
���� �	
����

# �	�	��� l� �	

	������ ����	#�	
��� 
����� ��������
 �	�	� u(l)�

4��
�� ��" 
������#�� ��!��� 
��
	� #�!�

σ =

L∫
0

q(u, T )

(
1

u
− 1

T

)
dl → min

u(l)
���5�


�� ����#�"�
dT

dl
= −q(u, T )

W
, T (0) = T0, ���6�

L∫
0

q(u, T )dl = q. ���7�



���� �����	
 ����

�	��� ���

��� �
������� 
���
� 	
 �����
�����	 ���
� ��	������ u(l) � ����

����
� � ��	 ���
� ����

��
�� q(u, T ) �
����� �	� 
���	��!�
�

	� �
�
�� � ��	" ��
�
 �
��� �
������� 
���	��!�
�
 ��#����

�
�����! �
�	
��
��� �$ �����������

%
��
�!�
���#��! ��	" ��
 ������ ����! � &��'( �
$������ ����"

���
���	 ������" ������ ��	��� ����	����

dl = − dTW

q(u, T )
. &����(

)��$
��	 � �
����
���

σ = W

T0∫
T (L)

(
1

u
− 1

T

)
dT → min

u(T )
, &����(

W

T0∫
T (L)

dT = q, &���*(

W

T0∫
T (L)

dT

q(u, T )
= L. &����(

+� ���
��� &���*(

T (L) = T0 − q

W
. &���,(

-��� �
���
� .��������� W � ���� ������	
��� ����
�	�
��� 
�

��	�������
 ������� 
� T " �
 /�����0W (T ) ������� ������ �����!

��������
� � &���*(1&���,(� ��� ��
��
�
 ����� ������	 �
���
� .��

�������� �
������
��

2���#�	 /�����0 3������� � ���
��� 
���	��!�
��� ������

&����(" &����( � �����
�
����� ���
�
�����
��� ��#����

L =

(
1

u
− 1

T

)
+

λ

q
, &���4(



��� ��� �� �	
����
	���	 � �	
��
	�����	���	 ����	
�

∂L

∂u
= 0→ − 1

u2
− λ

q2
∂q

∂u
= 0

��� (
q(u, T )

u

)2

:
∂q

∂u
= −λ. ������

���	����� ������� ������ 
�������� �� �� u∗(T ) � λ�

!���"	����"#	
 �� $�� ������ �	
����
	��

q = α(T − u). ����%�

&��#��


α

(
T

u
− 1

)2

= λ, ∀l. ����'�

(�����	 ������ 
"�
	� )�"
#

T0∫
T (L)

dT

α(T − u)
=

L

W
. ����*�

+�����,	��� ����'�� ����*� �
"	$	���� u∗(T, α, λ) � 
��-��	�.

/�0"��-� λ� 1 ��
 ��#��	� ��0$� ��2))�3�	�� �	
��
	"	$��� 
�4

�����	�� ��	$	
 	0� ���	0"��.��	 ����	��	 α = αL�

&� #������ ����'� ����,	��	
u

T

��������� 5�������


u

T
= m < 1 ���6��

� 
	"	
�,	
 ����*� � )�"
	

T0∫
T (L)

dT

T (1−m)
=

α

W
.

5��#$�

m = 1− W

α
ln

T0

T0 − q/W
. ���6��
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�	��� ���
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dT

dl
= −αT (1−m)→ T ∗(l) = T0e

−α(1−m)
LW

l, u∗(l) = mT ∗(l). ������

����	����
 �
�����	
� ��
� �
����
 !���
��� � �"��
	 ������

σ∗ = W

(
1

m
− 1

) T0∫
T (L)

dT

T
=

W 2 ln2 T0

T0−q/W
α−W ln T0

T0−q/W
= α

(1−m)2

m
. ������
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���
��� σ ≥ σ∗ ���

σ = W ln
T0���

T0��
+W1 ln

T1���

T1��
≥ α

(1−m)2

m
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�
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������ ����� ��	
, ��
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η =
σ∗

σ
≤ 1

,���'���� ��� ������� ���	
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W1 =
W

m
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� �	

	������ "�� � 
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����
	���� ������� ���
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u(L) = T (L)m =

(
T0 − q

W

)
m. '��(�*
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,0	 � 
����� �� ����	 T0 = 350K% 	 � ������& "������	�� W =

10��12% ��"##���	�� �	
����
	�� α = 40 ��12 � �	
����� �� ��!$

�� q = 1000 �� !������ 3���
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�� σ∗ 
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σ = W ln
T0 − q/W

T0
+W1 ln

T0 − q/W − q/α

T0 − q/W − q/α− q/W1
. ������

�
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����������
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W1 >
q

T0 − q/α− q/W
= 4, 44 ��%&.

����
� ���"��	
� � ����
! '���� (�
"
 ��������� ��$���
���
 �

����
 #�)�* ��%&� �
��� ���$�
��+ ��
��� �����
��� �
 �������

,
�����+ 	
-�
 �
$�.���) '�
 ��
�
� ���"��	
� � ����
! '���� ��#

������� ������) �	���/�+��) ����	���+ $ .��'���� 0)00 ��%& ���

����	����� �
 +�
"
 ($��������� W1 $ ���$
��'�
���� 1�$ '�
  �+

����	�������	
"
 ���� ����

�	����$� �
$�.����� (���$����
���

ρ �� ����
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	������ T0" ��-	���

�	�� � ���� 
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W (T0) =
∑
i

gici,

��	 gi(T0) � ci(T0) . ������ � �	
��	
����� i��� 
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α =

T02∫
T01

α(T0)dT0, α(T0) ≥ 0, *��+,-

��� � ��		����� ����
��� ��������

q =

T02∫
T01

q(T0)dT0. *��+�-

.
��� T0 W (T0) � q �����
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T���(T0) = T0 − q(T0)/W (T0). *����-

0
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σ =

T02∫
T01

σ(T0)dT0 → min
u(T,T0),α(T0),q(T0)

, *����-

��� u(T, T0) % ��	�������� �
�
��
�
 �
�
�� ��� �
������ � �
���

��	 �	��!�	 ��
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�
��,

u(T, T0)

T (T0)
= m(T0) = 1− W (T0)

α(T0)
ln

T0

T0 − q(T0)
W (T0)

, $���%'

σ∗(T0) = α(T0)
(1−m(T0))

2

m(T0)
. $����'
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�
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�� α � q 	
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σ =

T02∫
T01

σ∗[T0, α(T0),W (T0), q(T0)]dT0 → min
α≥0, q≥0
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��� $��%&' � $��%('�
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L = σ∗(T0, α,W, q)− λ1α(T0)− λ2q(T0),

��� λ1 � λ2 2 
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�
��� �
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���0�
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��� L 	
 α � q 	���
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∂σ∗

∂α
= λ1,

∂σ∗

∂q
= λ2. $���4'
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∂m

∂α
=

W (T0)

α2(T0)
ln

T0

T���
=

1−m(T0)

α(T0)
,
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∂m

∂q
= − 1

α(T0)T���(T0)
,

∂σ∗

∂m
= α(T0)

m2 − 1

m2
.
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∂σ∗

∂α
= −

(
1−m(T0)

m(T0)

)2

= λ1, ������

∂σ∗

∂q
= − m2(T0)− 1

m2(T0)T���(T0)
= λ2, ���� �

���

T���(T0) =
1−m2(T0)

m2(T0)λ2
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q =

T02∫
T01

W (T0)(T0 − T )dT0. ����+�

)����	 
�
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W =

T02∫
T01

W (T0)dT0, ���,-�

T0W =
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T0W (T0)dT0, ���,��

�
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T =
T0W − q

W
. ���,*�

����� ����	�� 
�� �
�����
��� ������	���� �����
��������

��
�������� ��������� ���������� ���
������ ������� � ���

������ 
������ � ����� ����� ��������� ��� � ���
������� 
��

����� �� ������ �	 ������� ������ ���
 ��������� 



��� ��� �� ��	�

���

�� � ��	�
����
������� �������

��
�� �������� �
���
�� m ����� ���
�
�� ��

�� 	���	����

���
��� ������ �  
���

α(T0) =
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α(T0) = α
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W (T0)(lnT0 − lnT )dTo
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W =
∑
i

Wi, T0W =
∑
i

Ti0Wi,

σ =
∑
i

σi(Ti0, α(Ti0),Wi, q(Ti0))
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T =

∑
i

Ti0Wi − q∑
i

Wi
,

q∗(Ti0) = Wi(Ti0 − T ),

α∗(Ti0) =
αWi(lnTi0 − lnT )∑
i

Wi(lnTi0 − lnT )
,

m = 1− 1

α

∑
i

Wi(lnTi0 − lnT ),

σ∗ = α
(1−m)2

m
,

α∗(Ti0) = q∗(Ti0) = Wi = 0, Ti0 ≤ T .
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T− =

∑
i

Ti−Wi− + q∑
i

Wi−
,

q∗(Ti−) = Wi−(T− − Ti−),

α∗(Ti−) =
αWi−(lnT− − lnTi−)∑
i

Wi−(lnT− − lnTi−)
,

m− = 1− 1

α

∑
i

Wi−(lnT− − lnTi−),

σ∗− = α
(1−m−)2

m−
,

α∗−(Ti−) = q∗(Ti−) = Wi− = 0, Ti− ≥ T−.
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∑
ν

Wν ln
T ν

Tν0
≥ α

(1−m)2

m
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3,447
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σ =
3∑

i=1

Wi ln
Ti���

Ti0
+

3∑
j=1

Wj ln
Tj���

Tj��
. 1��2�3
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q+(T+, T1) = q−(T2, T−) + p, #��-�$

q+(T+, T1)

T1
=

q−(T2, T−)
T2
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σ =
q−(T2, T−)

T−
− q+(T+, T1)

T+
. #��-1$
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	 2.0 ��������������" ���

η =
p

q+(T+, T1)
#��--$
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q− = q+
T2

T1
, #��-5$

q+

(
1− T2

T1

)
= p→ η = 1− T2

T1
. #��-6$

7 ���3 �������� T2 = T2(q−, T−), T1 = T1(q+, T+)� 8 �����	 +�
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q+ = α+(T+ − T−), q− = α−(T2 − T−) ������
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 T1 = T+ − q+
α+

, T2 = T− +
q−
α−

= T− +
q+
α−

T2

T1
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T2 =
T−

1− q+
α−T1

=
T−

1− p

ηα−T1

T2

T1
= 1− η =

T−

T1 − p

α−η

=
T−

T+ − p

ηα+
− p
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(1− η)

η
=

T−

T+η − p

ᾱ

, &�	 ᾱ =
α+α−

α+ + α−
. ����*�
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p(η) = ᾱη

(
T+ − T−

1

1− η

)
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ηk = 1− T−
T+
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η(p) =
1

2

(
p

ᾱT+
+ ηk

)
+

√
1

4

(
p

ᾱT+
+ ηk

)2

− p

ᾱT+
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q+ = α+

(
1

T1
− 1

T+

)
, q− = α−
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1

T1
=

1

T+
+

q+
α+

,
1

T2
=

1

T−
− q−

α−
,

T2

T1
= 1− η =

1

T+
+

q+
α+

1

T−
− q+

α−
(1− η)

.
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1− η =

1

T+
+

p

α+η
1

T−
− p

α−η
(1− η)
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�

p(η) =

η

(
1− η

T−
− 1

T+

)
α−α+

α+(1− η)2 + α−
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����

�	 ���%��%� � �	�# �����	��# �����#��# �����	�� �	��� '�� ��	�
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����	�� � ����	�
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r =
|q+|
|p| =

1

η
=

T1

T1 − T2
> 1/ηk -��22.
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%
����	 r � $��	�

r =
T+ + rp/ᾱ

T+ − T− + rp/ᾱ
.
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 ᾱ→∞ 
�
 p→ 0 ���
�
�� r ����	
��� � r0 = 1/ηk =
T+

T+ − T−
�

'�	��� r �� ����(��
� |q+|/|p| ��
���
� ����
�
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 ������	 �������

|p| = |q+|
(
1− T−

T+ + |q+|/ᾱ
)
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�
	���
 ������� �������	�/� 
 ���
���	�/�

����� �� ������
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ε =
|q−|
p

=
|q+| − |p|
|p| = r − 1. )��*-,
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|p| = |q−|[ᾱ(T+ − T−) + |q−|]
ᾱT− − |q−| . ����'�

(�����	 
���"��	�!����� �	

	������ T2 
����#�� � ��
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q−(p, ᾱ) = −1

2
[ᾱ(T+−T−)+p]+

√
[ᾱ(T+ − T−) + p]2
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p̄ = q(Tn, T )→ max

/ (
q(Tn, T )

T

)
= 0,

Tn = (T+, T−); T > 0.

������

��� ����������� ������ ���
�� ���� ������		
�����
� � ���
	

�����
�	! �������"	 � ��	! ��� #�����
� �������� ���� �� ��
� $
��

�� 
�	�������� %���	� �����
& �����������&� ��� �����"
 �����'

�
� ��	�������" �������� ���� T1 
 T2! ��� ��(���� 
� �����"


������
� ����$

 )�����(� L = q(Tn, T )(1 +
λ

T
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T1 = argmax
T

q(T+, T )

(
1 +

λ

T

)
,

T2 = argmax
T

q(T−, T )
(
1 +

λ

T

)
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α
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α =
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√
α−
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σ =
α

4

(√
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√
T−

)2
√
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α
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σ =
α
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T
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T1 = argmax
T

[
q(T+, T )

(
1
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+ λ+

μ

T
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− λp0

]
,

T2 = argmax
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(
1
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μ

T

)
− λp0
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γq(T+, T1) + (1− γ)q(T−, T2) = p0,

γ
q(T+, T1)

T − 1
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α
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√
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α
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α
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(1− γ)q(T−, T )
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r =
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� 
� ��
�
� ���
��
����� ������� [T−�

T+]� ��� ��
����� � ��
��
	� �����
���� T < T−� � ��� ��
����

�� � ������� T > T+� ���
�������
�
���� �� �
�� !��" ������

����� �

� �
�
����
� ������ #��$$%� ��!���� �������� ����
����

�� �
�� �
� 
�
�"
��� ����
� ���
�����
���&

ε =
1

2p0

(√
p20 +

α(T+ + T−)
2

p0 +
α2(T+ − T−)2

16
−

−p0 − α(T+ − T−)
4

)
.

#��'(%

)����� ��� � ��
��� α �	���
����� �� #��$*%� + ������ ,-$. ��������

��
� �� �� ������ �
� ������ ����
�� ���
����������

���� ������	 � 
����
����� ������������

/
� ������ � ���
�� �����
����� ��
� �� ���� 0�
��������
� ���

 ��� ������ � 0��
� � ����

�" ��1
����2 � ��
���
�
�" ����

����0��" !
������ ���������	 
����
�� �������� 
������

3���
���� ����������	 �����
���� ��4�� Ti0� � ���
���" ����� ��

i��� �����
��� � 4������� ��
� ��4�� uiqi(Ti0, T )� 5�
�0�� ��
����

�� ui(t)� ��� � �����4���4� T (t) ���
���� ������
�
��� �	��4� �

������

p̄ =
1

τ

τ∫
0

∑
i

uiqi(Ti0, T )dt→max

/1

τ

τ∫
0

∑
i

uiqi(Ti0, T )

T
dt = σ

ui = [0; 1], T > 0.
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���� �4�0���� τ �
�����
�
1

τ
��4�� �
���4�
��� ����� �	�� ����

1�
	� ��
��� � ��
�
�" �� ����� 4������4������� ������� � ���

��4�" τ ��4������ � �����
��
����� � !��� �
���� ��4��
�
�� ������
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� �!��� 	
 T � �"�����"�!��� 	
 Ti0�
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��"� ���	������ ���
���
 ���� � ���
�
��� ��� $�
����

��"
� 
��!�

%��
"�� 
	������

��� ������ &��'()* ��� ��+��
�


, ������

-# 	����� $
���

L =
n∑

i=1

uiqi(Ti0, T )

(
1− λ

T

)
→ max

ui,T
min
λ

.

. ����
� �
�
* ��
 $�
���� �

����� ui "�
��� " L ��
�,

* 	
��/

���

u∗i =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1, ���� 0123 qi = 0123

(
1− λ

T

)
,

0, ���� 0123 qi = −0123
(
1− λ

T

)
.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ &��'4)

����� 
����
�* � ����
� �"
,��" $�
���, qi ���
 �
�5

 �

/

������
"��� �
 "���� ���
�
�����* � �
�
��� Ti0 > T * ���� T > λ*
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� ���
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� � Ti0 > T * �
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�
�* � �
�
�
�
 Tj0 > Ti0� �
 5� �������� 
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��� 9����
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 Tj0 > Ti0* ���� j > i�
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"�� 
	������
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�
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���, ��5�� 
��� ���5�� "�����
� λ* ��"���:�� 
� σ�

;�
�
���� q+(T ) ������
�, ��	�
"
, 	
�
� 	�� 	
�"
��* �

q−(T ) < �
 5� 	�� 
�"
�� ��	�
�� 
� ���
���
 ����=

q+(T ) =
∑
i

q+i (Ti0, T ), q
−(T ) =

∑
i

q−i (Ti0, T ).
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� ���� �������� �
� i��� �����
��� ������ ������� � ������ ���
�

q+i =
1

2
(qi + |qi|), q−i =

1

2
(qi − |qi|)

���� ���� �� !�

"��� �� # $���������� ������� ���
��	 (q+ � q−) � �� ����������	

��%����� ��
��

&�����
�
	� �
���
�� ����������	 ��%����� ��
� ��� �������

� ������ ���
��	 �%��
���� ����� T+ > λ � T− < λ �����������
�


�� '�� ��� (�� �
���
�� ��
����� %����	�� � �����
�

�) ������

��������*�� ���+,!� �� �
� ��-���� �� 
�. /�
�*�� 0����
-� L

��������� ���������� ������ �
����� � ������
�-�
�� �
�������

/�
�*�) q+ � q− �� ������������ ��%����� ��
� ����
����

∂L+

∂T+
⇒ dq+

dT+
− λ

T+

(
dq+

dT+
− q+

T+

)
= 0,

∂L−

∂T−
⇒ dq−

dT−
− λ

T−

(
dq−

dT−
− q−

T−

)
= 0,

L+(λ, T+) = L−(λ, T−)→ q+(T+)

(
1− λ

T+

)
=

= q−(T−)
(
1− λ

T−

)
.
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1�
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��� λ, T+ � T−� ����
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�
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�
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��

γ+
q+(T+)

T+
+ γ−

q−(T−)
T−

= σ,

γ+ + γ− = 1; γ+ ≥ 0; γ1 ≥ 0.
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�#�� q+(T ) � q−(T ) ��	�����$� �%�
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�

�
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���� * &�
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%
�� � &�
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p = γ+q
+(T+) + γ−q−(T−)→ max

/
γ+

q+(T+)

T+
+ γ−

q−(T−)
T−

= σ

�� ����$��) T+ � T−� 	
���
�� %������
��� σ+ (q+) � σ−(q−)� ���

σ+ =
q+

T+
� σ− =

q−

T−
� 0����) �% &��� 1"
�#�' 
	������
� 	��

q+ > 0 �
��(�� (��
���
 ���� � � ��
��) 	�� q− < 0 ���� ���� ���2 �

3������
��+ �
,
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�
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�
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�#�� q(σ)� ���

' σ+ 	�� q > 0 � σ−

	�� q < 0�

4� (��� ���2 %������
��+ q(σ+) 
�
%
���
� ��(�% Γ� � q(σ−) 5

��(�% X� *�	"���) 
�
�
��� q(σ) 	(�������)�� �
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���+
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 �γ− = 0 	�� σ > σ2 �

γ+ = 0 	�� σ < σ1 � * 	�
���

� ��"��� ��%
��� %
���
�' ���	��

���"�� ���
���
 ���� ���� 
�

 �% 
��� T+� �

�������"�� σ = σ2�

��"�
�� T−� �

�������"�� σ = σ1� 0�� σ1 < σ < σ2 ��%
��� %
���
�)
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�*

 ������ ����
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� � ���
���( ��$�
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� �� �� ��
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���!��� � �	��

�
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�� γ+(λ− T−) = γ−(T+ − λ),

�!� �� ��
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� � ��
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��!���

� �%
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�� !��
�

T−
T+

=
dq+

dT+

(
dq−

dT−
− q−

T−

)/dq−

dT−

(
dq+

dT+
+

q+

T+

)
. ,��/�.

+ ���" � �!���#

dq+

dT+
:
dq−

dT−
=

q−(T )
T 2−

:
q+(T )

T 2
+

. ,��/�.
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���� ,��/�.# ,��/�. ��!���
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�������� ������
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	����� � ������� 	��������� ���� ��������� ������ � �����������

���
��������� ����� 	��
���� 	�� �������� ������� �������������

�����	������� 	����� ���

σ =

L∫
0

g(c1, c2)

T
(μ1(c1)− μ2(c2))dl → min ��� !

	�� �������"
L∫

0

g(c1, c2)dl = ḡ; ���#!

d(G1c1)

dl
=

dN1

dl
= −g(c1, c2); N1(0)−N 0

1 . ���$!

%������ ������ 	���������� �&
��� ������ ��������� ���
�����'


�� c2(l)� �( ��� ! ����� μi(c1) �
�������� ����������� "����������

	����
���� )'�� 	����� �� ���
�����
�� � ��� 	������	�����������

���������!

 $*
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 ��		��
���� ��� ���

�	����� ����������� ���
������	�� �����		� ��		��
���� �
�

������ �� ������� ���� � !���"#!���" !	�� !$�%&""� '�� ��()� 

��

	*���)�������
 	���)�+�� �
�����, � �������� �	����
���	 � ��


���	����� ���
�	�������� � ��
�� ������� l ��������� �����


������ �����	 g � ����������� �������	�	 μ2 �� ��������	��� c2

����������	���� ��������� ��	��	�	 �����	 g � ������	����,

∂g/∂c2
∂μ2/∂c2

= ξ
g2

T
. !���"

-�.**������ ���������������	�� ξ � !���" ����	�� �� ���� ��


ḡ � )	����� !��$"�

/�� ���������� �������� g(c1, c2) )	����� !���" ��������� ����

�� 	���� ��0�) c1 � c2 ��� ����������� ��(�������� ��		�������	��

1�������2 �	��

g = k

(
μ1(c1)

T
− μ2(c2)

T

)
,

�� �� !���" 	���)��

μ1(c1)− μ2(c2) = const. !��3"

��� ��	�����
4 ��������)�� � �������� .�� )	����� �������� �

�����	��)

c1(l)/c2(l) = const !��%"

� ��	����	��) ������ g(c1, c2) ��� ��
�(� l�

/�� ������ ��		�������	� ���� g = k(c1(l)− c2(l))2 ���������
�

∂g/∂c2 = −k; ∂μ2

∂c2
=

RT

c2
.

��	�� �4 ���	������� � !���" ���) ��

(c1(l)− c2(l))
2/c2(l) = const. !���"

��� ��		��
���� ��0�) *����� ���0)+)� 	��) �����		� �
�

��0��� ��� �����	�� ��0�) ������������� ������	����������(�
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� �� ��� c1 � 	���
��
�
� �
�����	����� cp1(c2),

��������
 ����
���� 
� �
�����	���� c2 �
�
 �� �
��
����� � �	� 

�
� ����� ! "�
� 
��#�� ���
�
 �
�����	���� c2 � �
�
��� $��%& ���

$��'& �
�
�����(� cp1�

������� ��
�) �
�
��� 
������)�

�� ��
*	����
�
 ��


�� 

	��

� ���(� ��� $��%&� ! 
��� �

�
��
��� �
�
�� g = ḡ/L �� $���&


������+

c∗1(l) = c01 −
ḡ

rL
; cp∗1 (l) =

c∗1(l)
M

,

��� #�	�� M 
*
���#��� �	���� #�
�) $��%&� �
�
������ c∗1 � cp∗1 �

��	������ ��� �
�
�� ��

� � �#������ �

�
��
��
 "�
�
 �
�
��,

�
��#��
k

T
(μ1(c

∗
1)− μ1(c

p∗
1 )) =

ḡ

L
,

��� kR lnM = ḡ/L, 
����� M = exp [ḡ/(LkR)].

�	������ �������( ����
��

�) cp1(c2) = ac2 + b, ��� a, b -

���
�
	�� �

�
�����, 
�	��������� 
*	�*
��
� "�
��	�������) 

��. �����. �
 	���
��
�(, ������ 
������)��� �	
���)

c∗2(l) =
c01rL− ḡl

arL
exp [−ḡ/(kLR)]− b

a
.
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� "��	��� � �
 �
�
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�� �
�
�����(� 1*

	*��
� 

�
 � ��

	*��
��
 ��

	*��
���� �����, 	�����������, ����	��,


�2�� � �	� �
�
�)��(� ����
��( "��	��( $�. ������(� ��	�� 

#�
����&3 �	� ����	�����	
�����, ���*	���
� 	��������� � �	�

�
�
�)��(� ��.���#�
��( "��	��(�
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 	!"����# � ��# �������� $���� ���" %�& ' �
���	( "�� ���)�	
�

��� ������ ������� ���*������ � ������	������� �� *���"�� ��

� ����		'���"�� �� ���������

+��� ' ������	
��# �������( ���)*�����# �	� ��
��	���� ����

�� ���� �	� ����� �������( ��,�� ��	'"��
 � ����-
! ������� �)�

������# ����������� �( ���� � ��� ���� � �"��
 ��')�( ��� ��

'"�����!�  �����"�� �* �� ����� .
� ���� �  ������������ ����

	� � �������������( ����
������	
����� '������ � � ���/�

+��� � ������
�������# ����������� � �� ��	
 �  �	�"�������

��( �� �  �"�������� ��	�"�!��� �� �)������*� 0� ( �	� 1)����*2

�����#( �  �����*  ����������� ������ �
  ���������� )	�
 �  

�������( �)������� ���� � 
����� ������� ���������  �'	!� ���)�

������� ,� ���� � ���������   ���"���' �����	'( 
�����-��' ��

 ����� � ��������� �������������� 3��� �� � ��*���� �������,���

��� � ���	
��* ��������*( ��� �	� 1)����*2 �����#( ��������( ��
�

��	���� �
������ '����( �� ��"�� �� 
������ ������� ������*����

�* �)������� ���� � � ����� ����" ��
 %4�&� 5	� �����"�� �* ����

������ ��
��	���� '"�� �� ����� ���)��������� �� ��	
 � ��
��	��

�� ��	'"��
 ���� ' ������	
��* 
����� ���	���( �� � ��#�� ����

��������"�� �# �����	 ����
������	
����� ���������

������ ����	
	��
 � ����	����	���� �	��������� ����

�	��	

��������	 � ��
����
�� ������� 6��������� �������"�	
��

�)������# �
������"�� �# ������� ��
��	���� � )'��� ������	��

���
( "�� ����
 � ��  ��������� )	�
 � �� ����� ���#�����  ����

�	
��� ��
�� �	� ����	
��� ���������( �� "�� *���"�� �# ���

������	 i���  ��������� ��,�� )��
 
������ � �����

μi(T, P, Ci) = μ0i(T, P ) + RT ln i, i = 1, . . . , n, .��7/



��� ��� �� ��	
���
 ����	�����	��

��� Ci � �	�
�����
�� i��	 �	��	������ ���� ����������� � ������

��� � ������� �	 � �	 	�	������ ��	
���� ���������� �� �������

��� ! � 	�� ����"�������� ��	���	���� #����	 � ������� �� �	��	�

����� � �� 	��	�����$! �	 ��"	�� ���������� � ���	% ������� ���

��	� ��	��	 �������	� ��	������� ��	
���� ����� ��������� ��

&������ ��""��! ���� ��� 	��	�	 �	�� ����� �������	�� �����'����

(��������( �	���
���	� )*+� ,�� �	-�� "
� �
��-��� ����� ����

�	� ����� �
( �	�
�����
�% C0 = (C01, ..., C0i, ...) � ����	�
 �	��


�����
�% ����� � ���	���(! ���� 	�� �	������� �	��� ����������

C1 = (C11, ..., C1i, ...) � C2 = (C21, ..., C2i, ...)�

,"	������ ����� γ � �	�� �����! �	������.�� � ������! �

����� (1− γ) � �	 ��	��� ���	�� � /	��� ��������� &������ ����	

ΔA0 =
n∑

i=1

[(γC1iμi(T, P, C1i) + (1− γ)C2iμi(T, P, C2i)−

−C10μi(T, P, C0i)].

#��0$

���� � #��0$ �	������� �
��-���� ��� (��������( �	���
���	�

� ����� ! ��	 ��� ��"	�	 �	��	����� ����������
 ���	��� �������

�� �	�	 "������

γC1i + (1− γ)C2i = C0i, #����$

�	 �������
� μ0i! ������'�� 	� ����������
 � ��������! �	��������

� �
��-���� #��0$ ������ ���

ΔA0 = RT
n∑

i=1

(γC1i lnC1i + (1− γ)C2i lnC2i−

−C0i lnC0i).

#����$

1���	����	� �
��-���� �	����� ��� ���������� ����� �� �� ���!

� �� n �����%� ��� �	��	� ����������! �	��� � ��-��� �� ���	���%

"���� �	"��� 	��� �	��	����! ��	 �	�� γi = C0i! �	�
�����
�� Cii =



���� ������	
��� 
������ ������� �� ��
��	���� ���

1� �
 �����	� ������ ��	���� ������ ��
��	���� ����� �� ������

����������  ��������� ���!����

A0 = RT
n∑

i=1

C0i lnC0i. ������

"
 ��� ����� ������� ������ �	������ ��� ��������� ������ ����	#

���� ��
��	���� �� �� ��
��!� ��$�� ������% ��	���� ��
��	����

��&����% ����� � ������% �  ����� γ � (1 − γ) ��������% ������

��	���� ��
��	���� �����  �������& � � �

ΔA0 = A0 − γA01 − (1− γ)A02. ����'�

(�%������ ����� ����
�� 
������ ������� �� ��
��	���� ����#

��� 	�)� �!���� ���
� ����������& 
������ *	� ��
��	���� �����

�
 � �& ���������� ��������%� ��� �!���� 
� ���� �� ���!�����#

!�� + ������ �
 ��&  ��&����% ����� ���� ��� ����
��� �� ���� ���

���� �� A0
r��

,��� ���- .��������A0
r � �����������Ar �!���� ������	
��% ����#

�� ��
��	���� �������% �����  ����!�� ���!�����!�� �	)�� ���

����������

������ �� /��������� ��������� 
������ ������� �� ��
��#

	���� ���& ��	�% �������% ����� � ����	
���� ���!�����!����

C01 = 0, 2 � C02 = 0, 8 T = 3000K �� � � ������  ����% �
 ��#

����& ���!�����!�� ��� ��� ���������� C11 �� �� 0��� �  �����%



��� ��� �� ��	
���
 ����	�����	��

C21 = 0, 9� �	 ���	���� ����������	�	 ������� ������ γ = 0, 875 �

� ����	� �	�	� ��	 �	�
�����
�� ��	��	 �	��	����� �	 ����������

� �	��� ���	 	��������
 ��� Cj2 = 1 − Cj1, j = 0, 1, 2� � ��������

�����������	� ���	�	� �	��	���	� R = ��! �"�#�	�� $� �	�����

�	 %	������ &����'� &���('� ���	"�� �	����) ���	�� ����������

�� ���� ΔA0 = 1321�"� *�������� ���	�� ���������� �� ����
�

�	��	����
 �	������ A0
0 = 3745�"�

+��� ��	
��� ,�������������� ��	�� ��	��	 �	��-��� �	.%%�/


������� ����	�����	��� �	 	� �	"�� ��	������ 	������	 � ���

�	����	� ��	�	�"������	���� 0 .�	� ������� �	����� 	�������)

	
���� ������ .������ �� ��	�	�"������	��� ��	
����� �
 �	"��

�	�������� 	�������) 	
���� �	1�	���� �����������	� �� �����/

������

�	������
� ����� 	����	� 	
���� ����� �� ����
��)� ����/

�������, %���	�	� &�	.%%�
����	� ����	 � ����	�����	��� �����/

����	��� �	�	�	�'� *�� ������� ��-� 	� �	����	� ����� �	 � �	���

����������� 2��� .��, %���	�	� ����	��� � ��	������	��� ��	
��/

�	�� � ����	�������	 � �	��� .������������, �������

3�����������	� ���	�� ���������� � ��	���������	� ��	
����

��� ������������� ��	���	����	� ������
 �	"�� �
�� �
��"���

�	 %	����� 4�	�	�
 5(6 ����� 	�������) ���	�� A0 � ����	�� .�/

��	��� ������
 ΔS� ���

A = A0 + TΔS = A0 + δA. &����'

4���	�������	� ��	�
 	
����� ������
 .������ �� ����������� ��"/

�	 ����� ���������
� ����	�� .���	��� ��� ������	� ��	�	�"�/

�����	��� ��	
����� �	.%%�
�����, ����	 � ����		����� � �	��	��/

�	������ %	����	� &����'�

7����	���� ��������) �������� �	��	�1�) �� ���������� � ��/

,	��	� �����)� m �	�������� ���� ��������)��� �	�	�� �	��� ���/



���� ������	
��� 
������ ������� �� ��
��	���� ���

��	����� � ����������� ������� ���	�
��� ������� ��
��	���� � ����

��
����
 ��� �� �!�� ��	�"�

#��� ���$ #�
��	���� ����� � 
������� ������������� �� m ��������

#� �!�� ��	� ��	�!��� �
��� ������% � ��� �	� ���� &���� �

��
���� ������ ��'������ (���� ������	����
� !�� ������ ��)�����

����� � ������ ����� � ��*��� j+�� ����������� � '�� !��	� ��	��

N0� ���	�*�'�� ��
��	���%� � !��	� ��	��Nj� �������%'�) � ��*+

��% ������
� ��� � �����	*���	
����
 �������� τ 
����� � ����	�+

�����%� ��	����� �������	
����  �	���� ����,"� -��*�'�� ��	���

��
��%'�� ������ ��'������ ��	����� ��
����
 )���!����) �����+

���	�� ��*�� �� �!�� ��	�� � ��
�������� ��)����� ����� � ��*+

�� �� �!�� ��	�� � ������������� -	� ��������  ���� ���������+

���
 ��	
�� ���� �����% ����������� � �
��!�� ��
����� )���!�+

���) ��������	�� �	� i+�� ��'����� ��� Δμ0i = (μ0i − μp
0i), Δμ1i =

(μp
1i−μ1i). .���
 �������� /p0 ����!��� )���!����� ��������	� ��+

 �!��� ��	� �� �������) ��� �������� � ��
�������� � ������������

1������ ��������� ���
����� � ��
������ ������ �
 ��
������� �

�����% ����������� �����

ΔS1 =
1

T

τ∫
0

n∑
i=1

(g1i0Δμ0i + gi1Δμ1i)dt. ����2"
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�
����

����

��� �����
�� �
�� �� 	��� �
 ��

������� ��� ���
τ∫

0

g1i0dt =

τ∫
0

gi1dt. ������

���

 �����
�� � i!��  
�
�� �� �
�
"������ ��  �

� τ  �
� #�

��"����

#� ��"��� � �� �� ����� 
"
��� ����� 
��
$N1(τ) �� ���!

	
����	�� C1i(τ)�

��������	
� ��
�	��� %�"��� � 
���
#

 ΔS ��� #��� ��&

������ �� g10i ≥ 0, g1i ≥ 0�  ���

 ��#��
 ����� �
��� ��"��
$ ����!


��'���� #��� �
���� ��� ��� μ1 �� ���� ��  
����� ���	
����	�$

C �

��  ��"����


� � ���  � �� ��
�
"' ��

��
���  �� ���!


���� �� ����� � � ���
��� ����� ������ g1(t)� �"���� (�� ��"���

�#�
�� 
��� ���
���
���  ��
 �����������
���
 ��#��
� ���"� ���!

����� &�
��
���& ���
�	���� Δμ0i � Δμ1i �"�������� � ����� �

������
� g10i � g1i ���� 
��� 
���� )�  �
& ��#���&� ���"� ���	
���

������ � �� �� 
���� ����� �� ���
���' �#�
�� #
� � ���
$���

�#��' Δμ0i = ϕ0i(g0i), Δμ1i = ϕ1i(g1i), ���"� ��"��� ����*�� ������

�����"�
��� �� 2m ��"��  �"�

ΔSνi =
1

T

τ∫
0

σνi(gνi)dt→ min

/ τ∫
0

gνidt = N1(τ)C1i(τ)

ν = 0, 1, i = 1, 2, ..., n,

����+�

�"
 σνi = gνiϕνi(gνi) , -#��	��� ���
"
������ "������	�� ����

�� �� ����� �"�� # (�������� #
��.
���
# �� �

�
���#�# T ��

%�"��� ����+� � ������ #��
"�
���
� ��"���
� �
���
$����

������

��� ���� ��
�/��0�� 1& ����
��'��
 �
2
��
 g∗νi ���� ��!

������� � �� ��

g∗νi = g∗1i =
N(τ)Ci(τ)

τ
, ����3�

���� �
�
�����
��� �� ���
��
 (0, τ) 

."# " #
� ����
���
�� ��!

����
 ���� ��� ���� �
�� ����
"��$  ������ ���� 
��� #
� ��#!
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������ ������� �� ��
��	���� ���

���� ����� � ����� g∗νi� ��������� �
 �������� ������� �� !�	�" �#�$

	���� %!��&�� σνi(gνi) ���
������" ������ ��'� ���%��� ���� %!��$

&���

(�	� 
���������
 σνi �� !�	� ���
 �� #�	
)������ �	!���� ���

����� �� � ����	
��� ���*�� gνi  ����"���� +����� ����!�  ���
$

����!� σ  � g �������� � !����� �	"  ������� 
� ����� !�	���� ��

������&���	
����� ��������!��  ����"����� ���*��� � � ����	
���

 ��&����

σ′′(g) = 2ϕ′(g) + gϕ′′(g) ≥ 0. ����,�

-����� �	������� � ���� ����'���� ������  �	�'���	
��� ���

��� ��
����
 *��������*  ����&��	�� "�	"���" ���'!.�� ��	��

�	"  ��&���� ����� ������� � ��������� ��"
��� �  ������� /	"  �$

���	"�.��� #�	
)������ 
������ ����� ������� ����������� ����,�

�� �	����� 0 ���������� ��� �� �	����� ��	�  ���� ����� �������

 �� ��&����	�� ��
����� *��������*  ����&��	�� � 	�#�� ��� ���

k > 0�

1��������� ��
���������� �	!���� �����  ���� ����� �������

	������ 
������ �� ��
����� *��������*  ����&��	�� �	" ���* i, ν�

0 ���� �	!���

gνi = ανiΔμνi ⇒ ϕνi =
gνi
ανi

. ����2�

3�	���" ����,� 
���
 �������� �� �	���� � � ����	
��� ��������$

�����  ������ !���	�����"�� ���������� �������

/	" 	�#��� �� ����	�����	
���� ��)���" ������	
���  ��$

���� ����� �� �����

ΔSmin =
∑
i,ν

ΔSmin
νi =

τ

T

∑
i,ν

σνi

(
N(τ)Ci(τ)

τ

)
, ������

� ������	
��" ��#��� ��
��	���"

Amin = A0 + τ
∑
i,ν

σνi

(
NCi(τ)

τ

)
. ������
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���
 ����	�����	��

��� ��� 	��������
� �������� �	�	�	� 	��������
 ����� ������
�

�������	� � �	����	� �	��	���� ������
� �	 �� �	�����	��� � �����

���	��� σji(gji) �	��	���� �	���������	���� 	
����  ��!!"�

#�� ��	
����� ��	����$%�&	 � 	������	��� ����	������ �	&��

�	�	�� �	�����$��� �������� '���&���  ��!("� ��  ��!!" �������� ��	

Amin = A0 + τ
n∑

i=1

g2i

(
1

α0i
+

1

α1i

)
= A0 +

N2

τ

n∑
i=1

C2
i (τ)

αi
,  ��!)"

&��

αi =
α0iα1i

α0i + α1i
 ��!�"

*����������
+ �	*,,�
���� ����	�����	�� �	 i��� �	��	������

'
���� ����� ��� ������+ �	%�	��� ����������

pmin =
Amin

τ
= p0 + g2

n∑
i=1

C2
i (τ)

αi
,  ��!-"

&��

A0 = NRT
n∑

i=1

[Ci(τ) lnCi(τ)− Ci lnCi], p0 =
A0

τ
.  ��!�"

'������� ��	 �	���������� �	 ,	�����  ��!)" ��	.������� 	
���

�� ��.	�
 ���������� ����
���� '�� ����� ���$ ��� ������� �	�

&�� �	�
�����
�� ���� ��	����	� ��	�� 	��	&	 �����
�� �	 ���

��	�� �&	��	 ���	+ �	�
�����
�� �$.	&	 ���&	&	 ��	�����  ���

/.���
�0 �����+"� ��������� �	����	� ��������� 1�	 	.������� �	�

,���� ��	 �����
� ��2�� 	.�����
�� 	
��	���� � ������
�� ���

������� *���&�� ��� ����� �����+ 	�	.���	 �������

3��� ������� �	���2�� �� 	���� � ����	���	 �
������
� �	����

����� �	 	
���� ��� ���������	+ ��.	�
 ����� ����� 	
��	� ���

��2�	+ j�+ �	�������
4

Amin =
m∑
j=1

Aj
min, pmin =

m∑
j=1

pjmin.  ��!5"



���� ������	
��� 
������ ������� �� ��
��	���� ���

��� ���� ������ ��
��	���� � ��������� ��������

A0
r(C0, C̄)=RT

[
m∑
j=1

Nj

∑
i

C̄ji ln C̄ji −N0

∑
i

C0i lnC0i

]
=

= A0
r0(C0, N0)−

m∑
j=1

A0
rj(C̄j, Nj).

������

 �� ����� ��
����� ��������! ������ ��
��	���� �� "����� #��$

������� ��%����! ����� � ����� � #�&��! �
 ����������

'	� ����#� ���
( ��! &� ������ � ����������� �	("�� �(��� #�#

� ��)� ������	����
 ����#� gj � ������	�*+��� gij �����������	
$

���� ��
���� %���"��#�% ��������	�� ���������� � ����"��� ��	�

� #��,,�������� αij� - ���� �	("�� �� (�	���* ������	
��! ���$

������� �����(�( ������ ��
��	���� ����������(�� �����������

����#��. ��# "��

gij =
N̄jC̄ij

τ
, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, . . . ,m, ����/�

Δμij =
gij
ᾱij

, j = 0, 1, 2, . . . ,m. ���01�

2���
 ᾱij 3 �#����	�����! #��,,������ �������������. ����"���$

�����! �� ,���(	� ������. �	� ����#� �� ��
��	����! ������� # j$!

���������� �� i$( #��������(� 4����)���� ���	���"�� ���(. #�# ���

��	� ��)� �	� �������. ������+�! �
 ��
���(��� � ����! ��������$

�� #���"��! ��#����. �	� ����#�� � ,���� ����/�. �����������	
$

��% ��#����� #���"��% #����������!. #����������� � #�&��! �


���������. �� #������ �����%���� ��
��	����. ���
����� �� ���$

���� � ����� C̄j ��������������. � "��	� ��	�! Nj(t) �
��������

	���!��� ��� ���� ��+����
 p ��������� � �����

p =
RT

τ

m∑
j=1

N̄j

∑
i

C̄ij ln
C̄ij

Ci0
+

1

τ 2

m∑
j=1

N 2
j

∑
i

C̄2
ij

/
ᾱij. ���0��



��� ��� �� ��	
���
 ����	�����	��

����� ����	�� ��
�����
�
 ������ ��	����
�
 ����� � ��
�

��
������� C0 ����� m ������������ � 	���

��� ��
��
����

��
�� C̄i 	� ����
 τ ���
�

Ar = RTN0

m∑
j=1

γj
∑
i

C̄ij ln
Cij

Ci0
+

N 2
0

τ 2

m∑
j=1

γ2
j

∑
i

C̄2
ij

/
ᾱij. ������

����� γj = N̄j/N0, ᾱij =
αijαi0

αi0 + αij
�

����	� �������	� � ��	� �
������� �	������� � 	������	 ��!

�	�	 A0
r ��"������# N �	�� ����� � $	�
�����
�� C0 �� �	�!

������
% $����# �" $	�	�
& &���$����"'���# (���	� �	�� Nj �

��$�	�	� $	�
�����
� C̄j� )�	�	� �������	� '(��
���� ��	�����!

�	��� ��	
����� * �	��	� ��	�	��������	��� ��	
���� τ � $	�+!

+�
����	� ����	�����	�� ᾱij ����(��� Ar �	�	�	��	 '����,����#%

�����#�� $ A0
r�

-�# ��"������# ������	 ����� �� (���
� $	��	����
 "� ����#

τ N1 = C0N0, N2 = (1 − C0)N0% ��� C0 . $	�
�����
�# $�/(��	�	

$	��	�����% C̄11 = C̄22 = 1� �	�'(�� �	 +	��'�� ������

Ar = −RTN0(C0 lnC0 + (1− C0) ln(1− C0))+

+
N2

0

τ

(
C2

0

ᾱ11
+

(1− C0)
2

ᾱ22

)
= A0

r(C0)+

+
N 2

0

τ

(
C2

0

ᾱ11
+

(1− C0)
2

ᾱ22

)
.

������

������ �� 0� ��� �	 +	��'�� ������ ��	������'/ ���	�' ��"!

������# ��# �����% �����	�����	 � ������� �% �� (���
� $	��	���!

�
% ����#� ��	�	��������	��� ��	
���� ����	 �1!�� ��$'����% �

�$���������
� $	�++�
����
 ����	�����	�� ᾱ11 � ᾱ22 	����$	�
!

�� � ����
�� 1%11�
�	��2

-� �
. �	�'(��

Ar = 3745 +
9

10

(
0, 04

0, 001
+

0, 64

0, 001

)
= 4367-�.
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Δμi(P
i
0, Pi)→ min

P i
0,Pi

/
gi(P

i
0, Pi) = gi, i = 1, 2, ... +����,

�)�
� (P i
0, Pi) %����������� )������' �
	�
����
� � �
��������%

"��� �
)
�
��	��� 
� �
�
��� ����
�� ��� ����

�� ��	���
���

�
�������
� Δμi ��� � �
�
� gi�

-���	�	 � $��� ��)���� ����
' )�' ��������� �������� �
�%


����� gi > 0 � ��
������������ P i
0 � Pi� -���	����
� ��������

�����
� (������ �� )
� �� $��� ��)�� Δμmin
i (gi) 
!
�����	 �����

Δμ∗i (gi)� .	���
 $�� ����
�	

�� 	
 �� �
�
���
����
' � �����)��%

��� ��#� ���� ���'� )�' ��
!����	
� 
����� ��!
�� ���)�����'�

��	��� �� ��
�� Δμ = RT ln(P0/P )� � g(P0, P ) = (P0 − P )/α�

�����	 0 < P < Pmax� /�����	 P0 ����� g � P * P0i = αigi+Pi, i =

1, 2. ��� �� )
	 g Δμ = RT ln(αg/P + 1) )

������ 	���	�	�

��� P = Pmax� ��� ��
 Δμ∗i (gi) = RT ln(αigi/Pimax + 1)�

�
�� �	 �
�	
 �

�� �
�
���
����' �
�������� 
���
��

���� ������� 	
��

�� � ���������
� 
�
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����������

��
�� � ���������
� 
�
��	� ���)�����' �
�
� �
�
)�
� 
	�
� g0


 ����
�
	 �
���������� C0 )����
' �� n �
�
�
� gj(j = 1, ..., n) 
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��	��

�

�
�����	������ Cj = {Cji}� �	� ��
� �����	���	� 	��������
�


� ���
���� �
�
�
� ������ �	�� � �	����

������� ��! �
"�

� # �
�	����! ��� 	��������� � ���
$

���	�	���
$ 
�
����# �
%�
 
����� # �

�
� �
���&�
 ��	�%�'

���� (��)�* ���

pmin =
m∑
j=1

p0j + g20

m∑
j=1

γ2
j

n∑
i=1

C2
ji

αji
, (��)�*

���

γj =
gj
g0
≥ 0,

m∑
j=1

γj = 1, (��)+*

p0j = g0γjRT
n∑

i=1

[Cji lnCji − C0i lnC0i] = γjRj(g0, Cj). (��),*

�
 �
�
���� ����	��� �
�
 �����
�

m∑
j=1

γjCji = C0i, i = 1, ..., n− 1, (��)-*

n∑
i=1

Cji = 1, j = 0, ...,m. (��).*

/�
�
 �
�
��$ (��)-* 	���
 n− 1# ��� ��� ��� �
�����	���� 
��
�


�� �
��
����
� ��
 	����
��
 �������� �� �
�
��$ (��)+*# (��).*�

0
�� 1�
�
 �
�
�
� m > n# � �� 


���� ������# �
 �
�� 
�'

�
	
� �
��� ��� ���	��� ���# 1�
�� �
"�

� 	��������� ����

������� �� �	� �
�
���� (��)+*# (��)-*� 2������ 3��	��%� ��
$

����1�

L =
m∑
j=1

{
γjRj + γ2

j rj − λ0γj −
n−1∑
i=1

λiγjCji

}
. (����*

4��
 

rj(g0, Cj) = g20

n∑
i=1

C2
ji

αji
.
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����" �
�
�
�

γ∗j =
λ0 −Rj +

∑n−1
i=1 λiCji

2g20rj
, j = 1, ...,m. #����$

%�� ��
���� λ0 � λi �	��	 n �������" ���������� ������ ��" ��

#���&$� #���'$(

1

2g20

[
m∑
j=1

λ0 −Rj

rj
+

n−1∑
i=1

λi

m∑
j=1

Cji

rj

]
= 1, #���)$

1

2g20

[
m∑
j=1

Cji

(
λ0 −Rj

rj
+

1

rj

n−1∑
i=1

λiCji

)]
=C0i i = 1, ..., n− 1. #����$

����� ����	
���
	�����
� ���
	�	���

�����������	�
��� ��	�	�

*� �������� ���!������ 	�
+
�
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	�
��� ��
�
 ���

�������
� ��� �

��!
�����,�
� ���!������ 
	�
�� �� !�� �
�
���

-��� ��� �
��
	 ���!������� 
	�
, �� ���" �
	�
����
� ���!������


� 
������ �� !�� �
�
��� ��
�
� �� �
�
��" �� 

!��.�� ��� �
���

�� 

!��.�� 
!�
+
 �� �
	�
����
�� � ����	 ��
�
� �
�
� ��
�, !��

���
� �� !�� �
	�
������ /�� �.� ��
	����

, 
�����	�� ��
����

	���
��� ���
�� #
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��� ��� 	
��

�, p0$ �� ����
�� 
� �
+
�

� ���
	 �
��!�� 
�+�������
� ���!������� ��� ��� p0 
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�

�
�,�
 ��
"
!�	� � 
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�

�
��!�� ���!������� � ������ �
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���� ������, 0�
� �
��!
��
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��+��,� ��
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�

�
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�����	����" C = (C1, C2, C3) � 	�
(
�
� g0$ �
�
	�" �
��


�	����% �� �������� +
'))������� ��
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 �

�	��%� 
 ��� α23$ 
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1� ��	!
" 
����� �	� g0 = 1 � �
��
� 	��������� �	� �	�#

�
� �
	���� 	��������� !�
	
" � �	���" �
��
���� 
������ 
����

!���
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� 
 	�
(
�
� �� !�(
�� C2 + C3 = 1 − C1� 1�
�	������

���	��� ! 


�!��
�!�� 
 -��5�.

Δpa1 =
C2

1

α12
+

(1− C1)
2

α12
=

2C2
1 + 1− 2C1

α12
. -����.

�	� 	��������� !�
	
 
 �
�
�� �� �!� �
�
��$ �( 	�
(
�� 	�!��

g22 = C2, g23 = C3$ � ��
�	������ ���	��� �
��

�� Δpa2 =
1

α23
(C2

2 + C2
3)� 6����	��� ��
�	������ ���	��� �
��

��

Δpa =
2C2

1 − 2C1 + 1

α12
+

(C2
3 + C2

2)

α23
.
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Δpb =
2C2

3 − 2C3 + 1

α23
+

(C2
1 + C2

2)

α12
.

!����	 ����

�" #��$ ������% ������� �
�&�����&�' C2 ����� C1 �

C3%

Δpab = Δpa −Δpb =
C3

α12
[2− C3 − 2C1]−

− C1

α23
[(2− C1 − 2C3] .

(����)
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C1 = 0.6, C2 = 0.3% C3 = 1 − C1 − C2 = 0.1, �
#--�&����� 	�
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�+ α12 = 0.001% α23 = 0.002�
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�����+ Δpab =

Δpa −Δpb = −290/01
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��� ��� �� ��	
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 ����	�����	��

	�������
� �	��	���� � ��	�
�� � ��� �	��	����
 � ����������

�	������ ν� � ������� � �	��	���	������ ��� �
�	�� �	����	���

�����	��� ���������� ���������  ����!�

����������	 �
�
���	


"�	�#�� $�	� �	�%	� �� ��&'�� ����� �� n �	��	����	�� �	��

�	���	������� �	(��	� ������'���	(	 ��	(������	������

�&��� )������ �	���*�� (n − 1)��& ��&���� ������	(	 ��������

���� +�� �����	��� ��*�
� �	��	���� �&��� 	�	���'��� �(	 �	�

���	�� ,�� '�	 	�	���'���� ��� ���	�	�	� ��&����  �-.-/-�!-�

	���'���� '�	 �� �
%	�� ��&���� ����
� �	�	� �	��	�� �� �	��	����

�	� � ����	(	 �	 '������
�� ��	�	� �	�	� �	�������� ���
� �	��	�

����� � �	$00�
���� ����	�����	�� ������� 	� ��	���� ��1'��
%

�	��	����	�  '������	(	 � ���	(	! � ����� α45�

+�� n = 4 �� ����	� ��&���� �	��	*�
 ��� ��	�	�� ��������

���2  �-.-/!-�3 �- .-/-�!3  �-.!- /-�!� +�� ����
% ��&% �� ��%

�&*�	 �������������	 ����� 	��������&1 �	����	�������	��� ����

������� ����� �� ���% �	��	���� �	 �������1  ����! � �	��'�����

���������&1 �	#�	����

+�� n = 5 �&*�	 �����	����� ��� �������� ���������� �� ����

�	� ��&���� �� �	�	�� �� '��
��% � 	��	(	 �	��	����� � ��� ���

������ ���������� �� �	�	�� �� ��&% � ���% �	��	����	�� �������

�������	 ����� 	��������&1 �	����	�������	��� ���������� ���

�	��	*�
% �
%	��
% �	�	�	�� �	���*�#�% ��� � '��
�� �	��	�

������

4 	�#�� ��&'�� ��� '���	(	 ���'���� n �&*�	 �������� �	 ���

�������� ���������� ����� �� ����	� ��&���� �� �	�	�� �� n− i �

i �	��	����	� ��� ���% i < n/2 � 	��� ������� ��� �	�	�	�� �	����

*�#�% n/2 �	��	����	��

+�� ��'���	(	 ���'���� n �&*�	 �������� �	 ��� �������� ����
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�
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�
��	� ���������� �
�
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	�
� g0 
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���
	 x0� ��	�������
� T0 � ��������	 P0 �� ��� �
�
�� 
 �����

	����	� gi� xi� Ti� Pi (i = 1, 2)� �
�������% �� ��
� ��� - �
���
���

�
��
���
� �
�
� ����
�� q+ ��� ��	�������� T+� 
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�
�

q− ��� ��	�������� T−� � ���!� �����)�����
� 	�����)�
��� ��#
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�#
 ���" �
�
�
# �
$�� %��� %
��&

'�  #�" (	�#�
m)� *�
 �� #��
�� ������" ��������+ # �	�#� �����

 ���� #�	�$���� �� �
��������� �
,
- ��
 �� ��
 i %� �� ��������&


� ��  
  #�"- �  
m� .� 
,	�������
�  #��� �
�
���� �
���
  ��

�	

�
�� 	�
���� � �	
��$��
���" #���� 
��

/���'�� �	�#����� ��	�
 �������
��" %����

#  �� 
�
����

��	����
�
,
 	�� ������ (p = 0)- 
�����- ��
 #���
	� xi = (xi1, ...-

xij- ..., xik)- i = 0, 1, 2- 


�
�� �� k �
��
����- ��$ �� �� �
�
	�"

�	� 
��#���� 

%
+ �
��	���  
�� j&,
 #���
�#� # i&� �
�
��� 0�	&

�
 �������
��� %����
� 
�
���� �	���� #� �

1 ���������	
� ����	


g0x0j − g1x1j − g2x2j = 0, j = 1, ..., k, (����)

k∑
j=1

xij = 1, i = 0, 1, 2; (���2)

1 �	��������
��� ����	


q+ − q− + g0h0 − g1h1 − g2h2 = 0, (���3)

, � hi 1 �
��	��� 4�������� i&,
 �
�
��- xij 1 �
�����  
�� j&,


�
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����� # i&� �
�
��5
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q+
T+
− q−

T−
+ g0s0 − g1s1 − g2s2 + σ = 0. ������

�
������ g0 = g1 + g2 �� �����
�� ���� �! ������! 	
"�
 �������

� ���������#	 	
�#���$ %����&��� Δh � %���
��� Δs'

q+ − q− + g1Δh01 + g2Δh02 = 0, ����(�

g2Δs02 + g1Δs01 +
q+
T+
− q−

T−
+ σ = 0, ������

)*� Δh0i = h0 − hi, Δs0i = s0 − si (i = 1, 2)�

+�����	 �� ,�������# ����(� q− � �
*
����	 �
�,����
� ����-

"���� � ������� .
�,��	

2∑
i=1

gi

(
Δs0i − Δh0i

T−

)
+ q+

(
1

T+
− 1

T−

)
+ σ = 0,


��,*� �
�
� ����������	
� ����
�� ��� ���	���
�
	 ���*������

q+ =
T+

T+ − T−

2∑
i=1

gi(Δs0iT− −Δh0i) + σ
T+T−

T+ − T−
. ����/�

.���
� �� 
��)��	�$ � %�
	 ����"���� ����
�� �
�&�
 
� ����	��-

�
� �$
*��$ � ��$
*��$ �
�
�
� � ���*
����#�� 

0
� 
0����	��

������� ����
�� � �*���1, ���	���� 2)
 	
"�
 ���*
�����& ���

���,�&��� *�����# 
0����	
� 	
��

�� ���*�����# �� 3.4 
0��-

��	
� ����
�
� 	�5���� +�
�
� 
��)��	
� 
���"��� �������, ��
-

1�

� � 
�#����,� 
 ��� *�

���1�� %���)���

4�# 
	�
��! 0�����$ � �*���&��	 )���	 � �*���&��	 ��
��
��	!

	
�#���� %����&��� � %���
��� hi � si! �$
*#��� � ,�������# ���� �

� ������! 	
),� 0��& ����
��� � 6
�	�

hi(Ti, Pi, xi) =
k∑

j=1

xijhj(Ti, Pi),

si(Ti, Pi, xi) =
k∑

j=1

xij

[
s0j(Ti, Pi)−R ln xij

]
, i = 0, 2,

������
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� ��


��	��

�

��� R � �����	
������ ���
��� �

�
������ � ��
� 
����� 
 	���!

��� ���	��� ����
�� 	����

q0+ =
1

ηK

2∑
i=1

k∑
j=1

gi[(x0js
0
j(T0, P0)− xijs

0
j(Ti, Pi) −

−R(x0j ln x0j − xij ln xij))T−+

+xijhj(Ti, Pi)− x0jhj(T0, P0)].

"����#

$��
� �
�
���
���
 
 
�������� ��� %�& %�	�
 
 	����
' ����
!

�
' ��(��� η
�
=

T+ − T−
T+

.

)
�
��� "���*# �
+�
 ��	���
��� ,�,

q+ =
1

η
�

(p0 + σT−), "����#

��� p0 � 
 	������ �
-�

�� 	���������. 	����� q0+η�/ σ � �	
��!

�
�
��
 ���	
����

&�� ��0 ��� ���0 �
��-���' "�

�
��
��
 ����
��,

��'.  �!

��	��� 
��
� � �	�# ��	�+���� "����#. "����# � �	������� "���*# �
!

���  ��� ,
�,	�����	
����. ,�, ��
 
�����
 ����� ���  ���	�
'

	�,��1�,�����

2
�� � 


��� 
�
���� 	��������� �,�3���� �
� �
�	
'
���. ��!

����3-�� �����	���	� � �������� �
�
,
� �
 
��
(���3 , �����!

	���	� T− � �������3 P 
,	�+�3-�' 
	��� �� �
,�3������ �
�
�!

��,
� ����
��. �
 � �	��������0 ��(� 


��
(����0 ��� �3 
�
 i

�
+�
 �	����� Ti = T−, Pi = P � 4
���

p0 = −RT−
2∑

i=1

k∑
j=1

gi(x0j ln x0j − xij ln xij),

q+ =
1

η
�

[p0(g, x) + Tσ(g, x, α)]. "���5#

� �

������ 	����
��� ��	�� g, x, α 
 
������� ��,�
	� �
�
,
�.
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	� σT � σM � ��
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#�����������	 �
#**�(����
	 ����

�	��� ᾱ
T
� ����������&��&

	
��

�" ��������� 

p
M
= p0(g, x) + T−σM

(g, x, α
M
). +���,-

.
�
� ����
��� �
����� �	
� 
� $
� ��$
 �
�
������

q+ =
p

M

η(p
M
ᾱ

T
)
. +���/-

��� �
�����
 ��%�� �
�	
)�

�� �� 	
$
 ���
����
����� ���!

�
�� � ���
�� 
$�������� � �����������	� �	 	
��

�" �	���

	��
�	��"�
� ��������

pmax = ᾱ(
√
T+ −

√
T−)2, +����-

$�� �� ���
��$
 ����� ���
� ��$

 � �

�
 ��
	 �
������ 
 �
!

�
���	 � $
� ��	 �
�
�����	�� #������������ �
#**�(���� ���!

�
�������� �����

ᾱ =
α+α−

α+ + α−
, +��01-

� ��� �

������
	 �
������ 
 �
�
�����	�� �����

ᾱ =
α+α−

(
√
α+ +

√
α−)2

. +��0�-
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q+(p) =
p

η(p, ᾱ)
=

2p(
p

ᾱT+
+ ηk

)
+

√(
p

ᾱT+
+ ηk

)2

− 4p
ᾱT+

. ,���1/

+%�
� ηk =
T+ − T−

T+
4 5�" 5�	�
 T+ � T− 4 �����	���	� �
�
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(1− ε)h

B
= 0, (����,

g
F
s
F
− g

F
εs

D
− g

F
(1− ε)s

B
+

q+
TB
− q−

TD
+ σ = 0. (���3,

1���	 σ > 0 4 �
��
 ���� � -��
����  ��������

5
 ���� �� (����,� (���3, ����� ����0����� q− �������

q+ = g
F

TB

TB − TD

[
(s

F
TD − h

F
)− ε(s

D
TD − h

D
)−

−(1− ε)(s
B
TD − h

B
)
]
+ σ

TBTD

TB − TD
= q0+ + σ

TBTD

TB − TD
. (���6,
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������ ��� �� � TD� � ����
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�
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 �	�!�

�
����*� ,
�	������-$ ���
����
 &	������� ����
�
�
 �����
�

CB(1− ε)(TB − TD) = CF (TF − TD), ��� ��
 �
�
� �&�
�
�
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�
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������� � 


��� 
�
����� �	�!�

�
������ ��
 ��
�	������ �
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 �
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�
�� ���*� 
!����
�&* �����	��&	& ��� �&* �

�����	��&	� TD� 1�
 !
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�
�%�
  �������  ��	��� ���	�

��� �� 	� !������� �
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q = g
F

TB

TB − TD

[
εμ(TD, xD) +−μ(TD, xF )

]
+

+(1− ε)μ(TD, xB) + σ
TBTD

TB − TD
.

����� 

!�"�#� �
 $���%����$ ����������� ����� ���

μi(T, P, xi) = μi0(P, T ) +RT ln xi, i = D,B, F. ����� 

&�� ��� $���%����� ���������# � ��"��� ��%���� ������# ��'

����������� ����� � ��� "� �����
���
� � ��������( �$ 
�
����	

��) ��
���� ��
#

μ1(T, y
0)− μ1(T, y) = RT ln

y0

y
,

μ2(T, 1− y)− μ2(T, 1− y0) = RT ln
1− y

1− y0
.

*
���� %���	 
�������� ����� ��"�� �#
�
��	 %�
�
 ������#

�������

q = g
F

TB

TB − TD

[
AF − εAD − (1− ε)AB

]
+

+
σTDTB

TB − TD
=

p0
η
�

+
σTD

η
�

.
����+ 

,���	Ai = −RTD

[
xilnxi+(1−xi)ln(1−xi)

]
(i = F,D,B)- ��
�����)
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����� x
F
�� ������ � �������
���)�� x

B
� x

D
�
� �����
���
�

TD� ���
��%�� �� ��� AG� 1���%��� η
�
= (1−TD/TB) - �����. !*2

!�
��� *
�
������) � ����+ �
��
������� 3��
���� ����( ����%��

��
������ ������ q0 =
gFAG

η
�
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�����	���	��� TB � TD � ��	����������� �
��

�� 	�������� 

p0 = gFAG�

!��	���� �	������� "���#$ 
��

������
 gF � �	��
����� �%
 �

&
	��

gF = q
η
�

AG
− σ(q, gF )

TD

AG
. "���'$
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���� �� ��
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 � +�
� 	����
����

��������	
� ������ �
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�� �
�
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	� �	
�
	��
������ 	���

�� �����	���	

q = rV = β
B
(T+ − TB) = β

D
(TD − T−). "����$

,��
� V - �
�
* ��	�� ��.
� ��) �� *���� r - �
���� ����
��

��	

�	��
���� �

�	
���
�
��
 +��	
��� �� 
/�� ����
��. �	
��


� � *��� � ��0
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	� 	���


σq = q
[ 1

TB
− 1

T+
+

1

T−
− 1

TD

]
= q2

[ 1

β
B
TBT+

+
1

β
D
TDT−

]
, "���1$

%�� β
B
� β

D
- *
+&&������� ����
��	���/�� �	
�
	��
������� �
0

��	.�

� � ����

������ TB � TD - �����	���	� ���*
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�
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�
*� �����	���	� T+ � T− ����
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�
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������ ��
� V =
q

r
�
� ��������
��� �������
����� �� �
��������

� ���
��� � ������� ������ L 
�����������

��� ��
 ��� !���� �������

L
D
=

q

r
− gD, "���#$

��� ��%��� !����

L
B
=

q

r
+ g

B
. "����$

& �!���� ����' !�� ��� ����
��� 
����������� �������
����

����������(��� ���������� � %��������� � ��
���� ������ 
��)

�� 1−x � 1−y ��������������' � ���%�(�� ���� �
������ ��
�����)

���� 
�
��!��� ����(�� �������
���� y(x) � 
���������� ������)

�
���� y0(x)' �
��
������� ���
����' ���
����� � �������
������'

��
�%����� !�
�
 ������ �  ���!����� ���������� ���

σg =

xD∫
xB

1

T (x)
{g1(y, y0)[μ1(T, y

0) −μ1(T, y)]+

+g2(1− y, 1− y0)[μ2(T, 1− y)− μ2(T, 1− y0)]} dx, "���*$

��� gj � μj (j = 1, 2) + ������ ����������� �  ���!����� �������)

��� ������������

,�
�%���� "���*$ � �!���� ����  ���!���� ����������� "����$

� ��������
����� ����������� "g1(y, y
0) -) g2(1 − y' 1 − y0) = g$

��
���.���� ��
��

σg = R

xD∫
xB

g(y, y0) ln
y0(1− y)

y(1− y0)
dx. "���/$

0���	 �
�����' !�� ����� 
�
�������� ����� g
F
� ��
�� %����)

��� �������� �
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�
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��
� (�
���������� 
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����)�
& ���*�

��
�� α (
�� (��++,,� � ��
	�# ����
�� 
� V =
q

r
� -� *	������& ���

��	���)�
�
  ����
� �
 ����
���#%��* ��# ��	'� � ���� �
�
���

�
�*���
q

r
y(x)− g

D
x

D
− xL

D
= 0, (��./,

L
B
x− q

r
y(x)− g

B
x

B
= 0. (��.�,

0 *���
� (���+,� (����, ����� ��# ��	'� � ���� �
�
��� �

�� ������

gD = gFε� gB = gF (1− ε) 	� 
��� �����

y
D

(x,
q

r
, gF ) =

(
1− gFεr

q

)
x+

x
D
gFεr

q
, (��.�,

y
B

(x,
q

r
, g

F
) =

(
1 +

gF (1− ε)r

q

)
x− x

B
gF (1− ε)r

q
. (��.1,

-� ���' 	����
�� 
���*��� ��
 y
D

(xD) = xD, y
B

(xB) = xB, y
D

(xF ) =

y
B

(xF ) = yF � � yF − xF =
gDr

q
(xD − xF )�

�
�
���
��� ��	�!���& (��.�,� (��.1, � 	����
��
 (���2, 
�	����

�#�� ��# ������
�
 ���
�� ��


��	��

� σg(q, gF
)� �	� ��
� �
��


������$� 
*��* �����	��
� �� ����	����' 
� xB �
 x
F
� �
���

y(x) = y
B

(x,
q

r
, gF )� � 
� x

F
�
 xD� �
��� y(x) = y

D

(x,
q

r
, gF )� ��


�
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�
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�
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�* σg 
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� ��
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� �	
�
	��
���)��� ���!*�

%�& 
���

g(y, y0) = k
[μ1(T, y

0)− μ1(T, y)]

T
, (��.�,
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����� g(y, y0) 
�!����!� "���#$ �
���� ��
��

σg(q, gF ) =
2

k

xD∫
xB

g2(y, y0)dx. "��%&$

'���	 ���(����	 ) �!�
�� � ������ *�!�����
���� ������ !+����,

����-��� �����������

.!���� ! 
������
���� �
����� 
������� ������

ḡ =
1

xD − xB

xD∫
xB

g(y, y0)dx "��%/$

� � �����	
�!����� "��%&$ ������ ������ ���
� ��� σg� 0����!����	,

��1 ��
�!����!� 
�!����!�
xD∫

xB

[g(y, y0)− ḡ]2dx =
kσg
2

+ (xD − xB)ḡ
2 − 2ḡ

xD∫
xB

g(y, y0)dx. "��%�$

2�!�� ����	 *���� 
�!����!� ����
������	��1 � �
��	� ��������� !

�
�!�� ����� 
�!�� ��!������� 
������� !��
���� 3 ������ *����1


�

�4�! 
�!����!� "��%�$ ���������	�� σg1 ������� ������� ����,

�� ! ��
��

σg ≥ 2(xD − xB)ḡ
2

k
. "��%%$

5�
�!����!� �
�!
�-����� ! 
�!����!� ! ��� ������1 ����� �����

�������
����� ���� �
�������� �� !+���� ������+1 � 
����� ��!��

����	 ! "��%�$1 ���
�� � �����

6�� �� ��
� �� !+���� ������+ ��������� � ��� ��-��� ������,

��!� ��
������-���1 ��
�4��4��� �
 (������� ! ��
1 ����� ����!��

����
���	���� �������
x
D∫

x
B

g(y, y0)dx = V [yD(xD)− yB(xB)] =
q

r
(xD − xB), "��%#$
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	����� ḡ =
q

r
� �

σg ≥ 2(xD − xB)q
2

kr2
. ������
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gF ≤ bq − aq2, ������

��" ��	� *�������"��"����"� �	�))"
"���
 #��"�$� 	� �"���"�"
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���	�� �	����� " ��	(��� ��#���$��
* ��+���� ���

a =
[ 1

β
B
TBT+

+
1

β
D
TDT−

+
2(xD − xB)

kr2

]TD

AG
, ����,�

b =
TB − TD

TBAG
=

ηk
AG

. ����'�

�	��������� ��	 )	���  ���"
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�
 !"����	( ����")"��
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( "# �	�	�
* #��"�"� 	� ��	(��� ��#���$��	( ����" " ��&"��
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���� a . ��
���������� �������������� ����
( "# �"* #��"�"�
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b
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gmF =
b2

4a
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q =
b

2a
−

√
b2

4a2
− gF

a
. ����,�

-���� "����	# ��� ./) ������& � ������ ����
�������� η =
gF
q
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�(��� � !
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������� ./)�� ��

0��' �����
�" 
�"���� ���� 
������� !
����	��� !
��
"������	��$

��� � ����"����"�%1�' �� 
��
�� ��!���&� 2�� ���������	��"� ��$

��"����"��� ���� �
"������� �����# ��� 
������� ./) ����� ����$


������ ��!��"�� ��*��&# ����"����"�%1��� ��������� �� ��1$

����� �./) +�"���"�3.�

���34�	��
���# �� 
�"���� �� ��������

��!��������# �� !
����	��� ��1����	 ��*��& �� ��� 
�"�����

5 "&
�(���� ����6� "'���� 0������"�&� ��0�������� �����$

!�
����� k# ����
&� ����� !
��!������	 �
"����&�� 5 !
���(����

!
�"����� ��
����# !�
"���%1�� ����� "������� k !� 
�
��	�����

�
��
���� �� �����"�%1�� ��������

7��!�
���
� �
�%1��� !�
� T+ ������	�� "&*� ���!�
���
&

" ���� TB# � ���!�
���
� �'��(��%1�� "��& " ����������
� T−
8 ������	�� ��(� TD � 9' ��(�� "&
�
��	 ��
�
 ��!��"�� !����

� ��0��������& ��!��!�
�����# �� ��� !�������� ������ ��(��

!
�
�"���	 0�� ���!�
���
& � TB � TD ����"����"����# !
����
����


�
������# �����"��%1�� �� � �� �� �
�����" �!��
�*����	 ���

!
�"�����&' 
������" �����"��� �� �"�' �� !��� !
������"��
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" #
���$�% ��$�� �  �
��� ������� ������&� ������� ��� ��

����% � �� ���
�� 
�
����&�  �
�'� � ���
��� (����������&)��

����� �����& ��
����
���������� �����������' �  �
����
����

����  
����������� ������ ������' ����� �������	 �������� ��

*� 
���
% b11 " ��
����'� +#,  
�  
����  �
���� 
�
�������

���  �
��� ������'�

" ��
����$�% ��$�� ��  �
��� ��� ��� ������&� ���
�� ��� ��

����% � �����-�&�� ����	 ����� �� ���
�� �������� (�������������

b21 " .�
����'� +#,  
� ��
�����  �
���� 
�
������� ���  �
���

������'�

*�  �
��� ��� � ����� ����� 
������� aij% bij, i = 1, 2; j = 1, 2

 � ��
����� /��012% /��032� +���
���
�
��� ��� �'
������ � ������

��$�% ��� ��� �����$� 
�
������� ��� ������	�� � 
�)�&����

4������
�� �������& ����	 � �������
������ ��)���� x0% x1%

x2% $�� x0 " �������
���� ��
���� �)�$�% � x2 " �'������ �)��

$�� #���	 �
�����' ���������	�'� ��������� α01 � α12% � �����

���	�'� �� ���'  �
���
�
������ ��
���� �)�$� r0 � �
�������

 �)�$� r1� 5��	��� �� ����  �
���
�
������ ����� �
 ��
���� ��

)�$� � �
������ �)�$� ����� � 
������	�� ��� �
����� �
��-�����

r01 = (r0x0 + r1x1)/(x0 + x1)� (����������&)�� ��� �
���
' �� ��

��� ��)���� �����% �'
�����'� � ���	�����% ����� ���
�����	 ���

T0% T1 � T2�

6 ������  
���$�  �
���� 
�
�������% ��$�� ������� ������&�

��
���� �)�� ��� �����% ������ ������ ��
����
�
����� �����&�

)���  �
����
���!

" +���������� ����� �
����� ���  �
��� ������' k117

" +���������� ����� �
����� ��� ���
�� ������' k127
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����
�����
 βB
11� β

D
11"

� �
���������� ����
��	��

� ��� ��
	
� �
�
��� βB
12� β

D
12"

#�	�$���� ��� %�	����	�
��&�
��% ��	����	
� ��� ��	�
� �
'

�
��� (���
�� 
� ��	����	
� 
��
� � ������&�
��% �
���������
�

���)

b11 = − T1 − T0

RT0T1 [x0 ln x0 + (1− x0) ln (1− x0)]
, *��+�,

a11 = −
[

1

βB
11T

2
1

+
1

βD
11T

2
0

+
2

k11r20

]
×

× 1

R [x0 ln x0 + (1− x0) ln (1− x0)]
.

*��+�,

-�� ��
	
� �
�
���)

b12 = − T2 − T1

RT1T2(
x1

1−x0
ln x1

1−x0
+ x2

1−x0
ln x2

1−x0
)
, *��++,

a12 = −
[

1

βB
12T

2
2

+
1

βD
12T

2
1

+
2

k12r21

]
×

× 1

R( x1

1−x0
ln x1

1−x0
+ x2

1−x0
ln x2

1−x0
)
.

*���..,

-�� 
 	���
!
 �
	���� 	�(�������� �
!�� � ��	��/ 
&�	��0 
�'

������
� ��

�
����1�� �
��
����� �
�
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 βB
21� β

D
21"

� �
���������� ����
��	��

� ��� ��
	
� �
�
��� βB
22� β

D
22"

#�	�$���� ��� %�	����	�
��&�
��% �
���������
� b � a �	�

��
� ��� ��	�
� �
�
���)

b21 = − T2 − T1

RT2T1 [(x0 + x1) ln (x0 + x1) + x2 ln x2]
, *���.�,



���� ������	 
����
������� ����
��� 
����������� ��� ���

a21 = −
[

1

βB
21T

2
2

+
1

βD
21T

2
1

+
2

k21r201

]
×

× 1

R [(x0 + x1) ln (x0 + x1) + x2 ln x2]
.

�������

��� ���
�� ������ !

b22 = − T1 − T0

RT1T0(
x0

1−x2
ln x0

1−x2
+ x1

1−x2
ln x1

1−x2
)
, �����"�

a22 = −
[

1

βB
22T

2
1

+
1

βD
22T

2
0

+
2

k22r20

]
×

× 1

R( x0

1−x2
ln x0

1−x2
+ x1

1−x2
ln x1

1−x2
)
.
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������� $�
����
�
������(� $
�%&

��������� %�� ��)%�(� $�
�%�� 
�
%�������

*�������	��� $
��
��%����	����	 �����%� 
���� ��������	���

$
��
��%����	����� $�
��� ������ !

g∗F =
b2i1
4ai1

. �����+�

, ��-����� $�
��� ��������
�
�� � �
��	 �������. %�� ����
�� ���&

�����	��� $
��
��%����	����	 ���	/�. ��� ��� �� ��� $����$���

���	 $���� ������

������� ����	���	

����� 0����� %��)� � �	 ��(������&

� ����� ��
�
��. -��� ��������	��� $
��
��%����	����� $�
���

������ $� ��'�%��� �����. ��������������� %�$������� $
��
��%�&

���	����	 ���
�� $� $����$�12��� �� ��� %��'���$��������� $�&

����� 3�� %�� $
���(� � ��
����(� $�
�%�� 
�
%������ $
���%�� �

��
��������� ��������� ��(������������ �����%��!

4 %�� $
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�
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b212
(1− x0)a12

≥ b211
a11

, �����5�
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b222
(1− x2)a22

≥ b221
a21
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a12 = a11
b212

b211(1− x0)
, a22 = a21

b221
b222(1− x2)

. �������
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gF = b11q1 �����4�

�

gF (1− x0) = b12q2. �������

.� ,��& 	�"��
�" �
�#%�� 
�	����#) 
����# �	
��"
����� �
$


�� ��
���� " ��"�
��

�� 
� 
#���	�
�
 �
�
�� ����
�� q

gF =
b11b12(q1 + q2)

b12 + b11(1− x0)
. �������



���� ������	 
����
������� ����
��� 
����������� ��� ���

����� ��
�
��� ��
������ ��� ��������

bI =
b11b12

b12 + b11(1− x0)
 ����!"

��# $
#��%� �

bII =
b21b22

b22 + b21(1− x2)
 ����&"

��# ��
����%� $�
#��� 
�
������#�

'��� $������ $����$�()�� �� ��*��( �������� 
��+����	��

���	,�� +�� $
����	�� -�
��*���� �� $�
#��� 
�
������#� ����.

-����-�()�� �������	��� 
��
���� ��$����� �$
����#���# �
�-.

������ ��
�����/ ��� �������� ��� ��� 
��+���# bij 
�-��#� ��

�����-�- $����$�()�� ����� � ���$�
���
 ��$���# ��(+�-�/ ���.

$������- $
� ��*��� $�
#��� 
�
������#� �� $
� ����/ ��%
�
.

��/ $
#��� $�
#��� 
�
������# $
��$�+�����	���� ���� -�$������

��
�-����-�

b11b12
b12 + b11(1− x0)

>
b21b22

b22 + b21(1− x2)
.  �����"

�
� -�
�*���� ��0���������- bij +�
�
 /�
����
������ ��/��.

��� ����� � $�
#��� 
�
������# - ����-����-�� �  ��12"3 ���4�" ��
�.

-����-�  �����" $
���� -���

T1

T0
+

T1

T2
> 2.  ����5"

��� +�� - ���+��� ��%�� ���$�
���
� ��$���# ����-�%� � $�
-�%�

���$������- ���	�� ����+�(��# �
�% �� �
�%�� � $�
-�%� � -��
�%�

6 ������ $
� ����/ ��%
�
��/ $
#��� $�
#��� 
�
������# $
��$�.
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7 ��)�� ���+�� ����/����� �+���-��	 ��0��������� ����
�.
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qi1 =
bi1 −

√
b2i1 − 4ai1gF
2ai1

 ����9"
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qi2 =
bi2 −

√
b2i2 − 4ai2gF (1− xi)

2ai2
. �������
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� i � �
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����� ������� � ��� ������# ��$�� ������� �������	" ��$���������

% &��� ������ ����� ����������� � '����() ������ a12 ��
�!����

'���*�) ��� �
���� ��
��

q2(gF ) =
b11(1− x0)

(
b11 −

√
b211 − 4a11gF

)
2a11b12

, '�����)

������ �������# ���

q2(gF ) = q1(gF )(1− x0)
b11
b12

. '����+)

,���������	 �����
��- 
��
�� ������� q = q1 + q2 �� �
��
���� 

���	����� �������

q(gF ) = q1(gF )

[
1 +

b11
b12

(1− x0)

]
= q1(gF )

b12 + b11(1− x0)

b12
. '���.*)

/������� '����.) ������� ��� �������	" ��$���������- ������

q1 = q
bI

b11
. '���.�)

���������� ��
�!���� '���.�) � '����0)# 
���1�� ������" 
��� 

������	 gF �� q = q1+ q2 ��� �
���$� ��
���� 
�
������� � ��
��2

gF =
b11b12

b12 + b11(1− x0)
(q1 + q2)− a11b12

b12 + b11(1− x0)
(q1 + q2)

2, '���..)

3�� ��� ��&�������� ����
�������� �������

aI =
a11b12

b12 + b11(1− x0)
. '���.�)

4�� ��
����$� ��
����2

gF =
b21b22

b22 + b21(1− x2)
(q1 + q2)− a21b22

b22 + b21(1− x2)
(q1 + q2)

2. '���.�)
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aII =
a21b22

b22 + b21(1− x2)
�������

��� �
�	������ ���	��� �	��	� �	����	����	��� ��	���	�������

�	���  �� ��� �� �������� � �	! �" �		��������#$�� �� �������	�

��	���	�������	���  �%�	� ��  	�	��� &������
� ���'	� ����	�


��� (�	� �����

q∗ =
1

2

(
bi1
ai1

+
bi2
ai2

)
, i = 1, 2. �����)�

*��!���� �� �������	� ��	���	�������	���  �� ��� ����	 �� ���

�����	� ��	���	�������	��� ����	�  	�	��


g∗F =
b2i1
4ai1

, i = 1, 2. �����+�

,�-" �		��������#$�� ��������	� ��	���	�������	���"  � �

� ���!�� .�����	� �� ��/� �
��" ����� �	�	���� 	.�����	�	 ,�-

 �� ����

������� �	
����	������ �
���� �� ��	�
���

	��

�
���� 0 �� 	�	�
' ���!�1' �	%�	 	.	����� .�� �
!������1

������ ����	�
 �	 /	������ �����)�" �����+�� ��1�	� �	�1�	 ����

������1 �����	�	 �
�	���� 	.����	�	 ��� �	.�#����� �����������

b211b12
a11 [b12 + b11(1− x0)]

≥ b221b22
a21 [b22 + b21(1− x2)]

�������

� ����������� �������� ��� (�	� 	��	 �� ���������� �	�%�	 .
��

���	����

����	� �� ���������� 	���!���" !�	 	.�����
� ,�- ��1 ��1�	�	

�	�1� � �� ����2�" !�� ��1 	.����	�	" � ��	�	� �		���������� �� 	�

�� %� �		��	2���# ��1 ��������
' ��	���	�������	����� �����
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q = q1 + q2

gF

gF1

gF2

���� ���� �
�����
������ �
��� � ��
�!�� 
�
!������ ��! ��
��"

�#��

$��� ��
�������� %���&�' ���(� 
�
��)�#� 
����* �� �������	"

�#� ��
�!�� 
�
!������ 
������ �� �
��
��!����	������ +
�����

������� 
����
������� �����!� �
�!�������� ����� � ,��� ���)��

�������� �
  
����* ����
����#- !�� ��.!� � ��
�!�� 
�
!���"

����

gF = max(gF1, gF2), %���&/'

 !� gFi 0 
���������	 �
��
��!����	����� �����!� �� 
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�� �����"

�# !�� i" � ��
�!�� 
�
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���� 
���)�� ������� ���"

.���� !����.������ �����!� !�� ,�� � ���)�� �
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���

��2
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�
!������ !�� �
��
��!����	�����* ���	3�� �
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��� !�� ��
���� � ��
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�
!������* ���
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������� �
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��( �
��������( ���� /����0 ��	������ /���10 �	���� ���

Rk

⎡
⎣ xF∫
xB

ln
y0

yB
dx+

xD∫
xF

ln
y0

yD
dx

⎤
⎦ =

q

r
[yD(xD)− yB(xB)], /���230

#�� y0(x, α)� yD(x), yB(x) 
�	����"$�
" ��	�����"�� /����0�

/���40� /���20 
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�����
 � ����
"� 
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���
� �(
��
#
 � ��)

(
���( �
�
�
� /xF � xB� xD0� �
�
�� ��	� V =
q

r
� ��#	���� gF � R

5 �����	
�� ��" #��
��" �

�
"���"�

6���� ����#	��
� � ���
! &�
�� 	����
��� /���230 �
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 ��	�)
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xF∫
xB

ln
y0

yB
dx+

xD∫
xF

ln
y0

yD
dx =

=

xD∫
xB

ln y0dx−
xF∫

xB

ln yBdx−
xD∫

xF

ln yDdx.

������ 

!�
"#� �
 ����$
���"% ���&��' " �
�"�� (���� 
�"����"�% 
�"��

I1 = xD ln

(
αxD

1 + (α− 1)xD

)
− xB ln

(
αxB

1 + (α− 1)xB

)
−

− ln

(
1 + (α− 1)xD
1 + (α− 1)xB

)
,

�����) 

"��
�� 
�"��

I2 =
V

gB + V

[
xB(1− ln xB)−

−
(gB
V

(xF − xB) + xF

)(
1− ln

(gB
V

(xF − xB) + xF

))]
,

������ 

$�� gB = gF (1− ε)�

*
���� ����$
�� " ������ 

I3 =
V

gB + V

[
xD(1− ln xD)−

−
(gD
V

(xD − xF ) + xF

)(
1− ln

(gD
V

(xD − xF ) + xF

))]
,

������ 

$�� gD = gFε� +��(���� ε " ,��� � �
��#����� "#
�-���� ��
���.

�&���& " ����"����"�� � ���/0 % � V = q/r�

1 ��� ���(��% ��$�� ��-�� �
��&�	 yD(xD) = xD% � yB(xB) = xB%

"#(������� ����$
���" ������ % �
�"���� � 
�"����"�

k =
q(xD − xB)

Rr(I1 − I2 − I3)
, �����0 
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��� I1� I2� I3 	����������� �
��������� �������� ������� � �������

�		����������	 � ������� �	� !	 	� ��������	� xB� xF � xD� α� q� r�

gF �

"�� ��������
�� �#	��$�� � ����%� &��� ��������� �����'�� ��(

�����
� ��! &�	 	�	 �	��� )
� ���	� �	���	 ��� �
&������� *+(

+�!����	�	 !	*++�
����� ����	�����	�� � ��,���%�$�, !	�	����

������ ��	

����
�� 
������������ � ���������� ���

�� ����������� ������
��

-	� +�!�� &�	 ��� ��!	�	�
# ����& �	����	&�	 ������ ��. 

��%# #���!�������&��!�# ��������	�� ���� �	��	��	��� �
&����� 

�	 ���%� ����� ��������, *++�!����
� ���&���� ���	����������	

*��# ��������	�� %�	&��� �# ��� ��������� ��	,��� ���������
#

�����,� ���)	����, ! �	����% ��	�%!�	�� /��������0 ����	 � ����	(

	)����
# %���	,��� � ���

1�� ��%# �����	� !	�	��
 � ���#	�	� ����	�
 q1 � q2 � ��	(

���	����� �	������ �		�������%�$��� *��� ���#	���� gF1 � gF2 �

��)	&�� ������	�� �����	� �q1 > q2 ⇒ gF1 > gF2� #���!�������&�(

�!�� !	*++�
����
 	����������� �		��	.������� �
��!��$���

���	����������	 �� ���2��3

a =
q1gF2 − q2gF1

q1q2(q1 − q2)
, b =

gF1

q1
+ aq1. �����4�

����������� 
��������� ����� �� 
������� ����

�

5����	�	� &���	 R� ����	� 	��	.���� �	�	!� +����
� �	����(

$���	�	 � !	�	��%� ! 	�)	�% ��	�%!�� �� ��+������	��� ��������

����
� %�������$�� ��������	�� "
����� ��	 &���� #���!����(

���&��!�� ��������
�

6���.�� %�������� �������� �	�	 )������ �	 �	�	!��� �	��%��(

�$�� � �
#	��$�� �� ��+������	�� V = L+gFε. 6��� L 7 �	�	!

+����
� �	����$��$�,�� � !	�	��%� �	��� ������� *�	�	 %�����(

��� �� �	�	! ��	�%!��� �	!����$�, ��+������	�� � �����
 ���(
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 q � ������� ��
���
�
������ ������� ��� 
������

�������

q

gFxFr
= R + 1, R =

q(gF )

gFxFr
− 1 =

b−
√
b2 − 4agF

2agFxFr
− 1. ���� !"

������ ���	�
 �	��
�
 �
�
������

#
������ �
���
 
������ ������� ������$ ���	
���	 �������%

�&�� �&'� ������'�������

�� (�����&� ����&�)

* +������
���� ����������� � �� �����
���
& ������� � ,
�%

����� +��	����)

x0 = 0.5, x1 = 0.3, x2 = 0.2, T0 = 393, T1 = 438, T2 = 458.

* -�����& ��
���
�
������ ��� ���� ��,��������� ��������%

���$ � �� ����� ./01���	2)

r0 = 50000 r1 = 70000, r01 = 57500.

* +�3��������& �������
����� k

[
���	2K

/0 · 4

]
� �������
�����

β

[
5�

K

]
� �������� ��� ����� ��
������ 
�
�������)

k11 = 13, k12 = 11, k21 = 15 k22 = 13.

βB
i1 = 20000, βB

i2 = 70000, βD
i1 = 22000,

βD
i2 = 75000, i = 1, 2.

-
������� �
��
�������	����	 gF = 1
���	

�
.

6� 7��4������ ��
����
���������� ��
����
& ��� ��0��� ��%

����&)

8 ��
����&� +#/ �� ��
����� ����!"$ �����"$ ����9�"$ ����9 "

b11 = 4.54 · 10−5 ���	

/0
, b12 = 1.78 · 10−5 ���	

/0
,
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b21 = 2.40 · 10−5 �
��
��

, b22 = 4.75 · 10−5 �
��
��

,

� �
���������� ��
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�
 � ��� 
�	���
�


�
	�� � 	�!������� �
 �
	�"��� #���$%& #�����%& #����'%& #�����%(

a11 = 1.07 · 10−10 �
�� · 

��2 , a12 = 3.12 · 10−11 �
�� · 


��2 ,

a21 = 1.23 · 10−10 �
�� · 

��2 , a22 = 4.04 · 10−11 �
�� · 


��2 .
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20.35 ≥ 19.25, 60.89 ≥ 4.64,

�
 �
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g∗IF = 4.81
�
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, g∗IIF = 1.15
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q̄I = 52897 8�, q̄II = 77945 8�.
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μi(T, Pi) = μ0(T ) + RT lnPi, i = 1, 2, ...
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Pi = Pxi = P
Ni

N
, i = 1, 2, ...,
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μi(T, P, xi) = μ1(T, P ) +RT ln xi, i = 1, 2, ... +����,-
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g(μ0, μ) = α(μ0 − μ), +����/-
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σ =
1

T

τ∫
0

[μ0 − μ(t)]g[μ0, μ(t)]dt⇒ min . �������

��� ��	� �
�	�� �	������ ����
�� μ(t)�
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 1 − x0 � 1 − x(t)� -$�������
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d

dt
(Gx) =

dG

dt
= g(μ0, μ), G(0)→ ./, x(0)→ ./. �����0�
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G(0)[1− x(0)] = [G(0) +G0][1− x(τ)]. �������

-$ ���	��! �����0�&������� �������& "�	

dx

dt
=

1

G(0)[1− x(0)]
(1− x)2g(μ0, μ), x(0)→ ./. �����2�
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G0x0 = G(τ)x(τ)−G(0)x(0), �����4�

G0h0 − [G(τ)h(τ)−G(0)h(0)] = A, �����5�

G0s0 − [G(τ)s(τ)−G(0)s(0)] + σ = 0, �����6�
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s =
1

T

(
h−

2∑
i=1

μixi

)
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s0 =
1

T

(
h0 −

2∑
i=1

μi0xi0

)
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A

T
= −σ +R

{
G0

[
x0 ln x0 + (1− x0) ln(1− x0)

]
+

+G(0)
[
x(0) ln x(0) +

(
1− x(0)

)
ln
(
1− x(0)

)]−
−G(τ)

[
x(τ) ln x(τ) +

(
1− x(τ)

)
ln
(
1− x(τ)

)]}
.
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∂2g

∂μ2
(μ0 − μ(t)− λ)− 2

∂g

∂μ
≥ 0. +���./,
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������ λ! 	����� �	
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�
��������

�� ������ ��	�� μ0(t) � ������
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�
������ �	����� !�� �������" μ+ � μ−� �
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#��
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#"�����" 
 �
�$������ ���
������
� 	��
�� A �� �����%

�
� #	��" τ � �	���� #��

A =

τ∫
0

μg(μ0, μ)dt→ max
μ0,μ

&���''(

�	� $
�
#�"� �������

��

ΔG =

τ∫
0

g(μ0, μ)dt = 0. &���')(

*�" 	�
���� ���
#�� �������� μ � μ0 # ������ &���''(� &���')(

����+�� ,$���� -�.	���� � ������ �� ���
��$� �
 μ0� μ � ��%

���$� �
 λ/

L = {g(μ0, μ)(μ− λ)} → max
μ0,μ

min
λ

.

0�
�
 ���
#�� �������� μ0 	�#�
 �#$�� 
��
 �� ��� 


�#��
�#$%

�� μ0 = μ+� �	$.
� μ0 = μ−� *�" 
�	
.
 #��$��
� �
 μ ,$�����

-�.	���� L ���
#�� �������" μ $�
#���#
	" � $
�
#�"�

∂L

∂μ
=

∂g

∂μ
(μ− λ) + g(μ0, μ) = 0

���
g(μ0, μ)

μ− λ
= −∂g(μ0, μ)

∂μ
.

1
	��� 2�
.
 $	�#����" ��" μ0 = μ− 
�
������ ��	�� μ1� ��" μ0 =

μ+ � ��	�� μ2� 3�� ��� # ���
#�� �
���� L ���
�������� �


L(μ+, μ1, λ) = L(μ−, μ2, λ), &���'4(

��
 � 
�	����"�� #������$ λ�



���� ������	
�� �
��
�

��� �������


�� ����
 ���

�

����������� �
����

�� �������
��� ��� g(μ0 μ) = α(μ0)

(μ0 − μ). !� ���
��� "����#$ �����

μ1 =
μ+ + λ

2
, μ2 =

μ− + λ

2
. "����%$

�
�������� μ1 � μ2 � ��
�&�' L 
�(��� �� �������
��	 
� λ ���

����
)
 �� *��
��� ����
�(

L+ = L(μ+, μ1) =
α+

4
(μ+ − λ)2,

L− = L(μ−, μ2) =
α−
4
(μ− − λ)2.

+�
���� �
 λ �� ��������� L �
 μ0, μ �
���)����� �
)��

L+(λ) = L−(λ)⇒ λ∗ =
√
α+μ+ +

√
α−μ−√

α+ +
√
α−

. "�����$

,
�� 
� �����
� τ �

����� � ������������ 
�������'��� ���*
��-


��� "����.$ � ���
�

γ+ =
α−
√
α+

α−
√
α+ + α+

√
α−

, γ− =
α+
√
α−

α−
√
α+ + α+

√
α−

.

+�������	
�� ��*
�� �� ����� τ �
��������/

A∗(τ) = τ [γ+μ1α+(μ+ − μ1) + γ−μ2α−(μ2 − μ−)],

)�� μ1 � μ2 
��
��� �� "����%$ �
��� �
����

��� � 0�
 ������
��

�
���
�� λ �� "�����$� +�������	
�� �
1

��	 ���
�

A∗(τ)
τ

= [γ+μ1α+(μ+ − μ1) + γ−μ2α−(μ2 − μ−)].

����������� 	
���	� 
 �
�
���	���� 2 ����
��� ����
��

�
��
��
 ��� �

�����
�( ��� � �
��
�

�( �

���� ��*
��)
 ����

� ���
�
������ 2 �
����
�� ������ ��������� ��*
��)
 ���� ���-

�������
� ��
&��� � 
�� �
�

 ������	 *������ � 
*�����
�� 



��� ��� �� ��	
���
 ����	�����	��

���� ������������	��� ��������	� 	������������� �� ���� �	�����

����	�	 �	�	��� ����	����	 � ������� ��	��	�	��
 �	 �	�
���

���
��! ���� ��� ������� ���������� � ��""���	���� ��#���!

�	��	$�� ������
��
% �	����� � ���	��������

&����� 	 ����������	% �	��	��� � '�	� ������ ������ "	���

������ ������%�	�	 ��	�������	����� ����

p = [g1(μ+, μ1)μ1 − g2(μ2, μ−)μ2]→ max
μ1,μ2

��� ���	���

g1(μ+, μ1)− g2(μ2, μ−) = 0. (��)*�+

,��	��� 	��������	��� '�	% ������ ����	��� � �		��	#���-

μ1 − μ2 =
g2(μ2, μ−)
∂g2/∂μ2

− g1(μ+, μ1)

∂g1/∂μ1
, (��)*)+

�	�	�	� ������ � ��������	� (��)*�+ 	��������� ���	�
� ��������

�
��

����� g1 � g2 ��	�	�
�	�����
 ����	���  �������� �	���
���

�	�

g1 = α1(μ+ − μ1), g2 = α2(μ2 − μ−).

.�������	 (��)*)+ ������#���� � "	���

μ1 − μ2 =
μ+ − μ−

2
. (��)*�+

/� ���	��� g1 = g2 �����

α1μ1 + α2μ2 = α1μ+ + α2μ−. (��)*0+

.�#���� ��������% (��)*�+! (��)*0+ ����� ���

μ∗2 =
1

2(α1 + α2)
[μ+α1 + μ−(α1 + 2α2)],

μ∗1 =
1

2(α1 + α2)
[μ+(α2 + 2α1) + μ−α2].
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�!�
�� ��������	

" �
�

���

pmax =
α

4
(μ+−μ−)2# $�� %�������
�
�" �
%���&��
� ����
'���

��

α =
α1α2

α1 + α2
.
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�
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����� 
����'���# �
$�� ����!����� '
��
&����# ��!����

��

'
 �
����� /���012# 
��
��
��3

v0P0 − vrPr = −RT ln xr.

4���	 xr 5 �
�)�
�) �
�) �����
�����) � �����
���

, 
�
�!�� ���

��	 �����
�" '
 
 � ��
�

� ��� ��
� !����

π � �!���# !�
 '�� ����
����	

 
� 
�	��� �

&�
���&�)� �
�)�*


�� 
 	��� v0 � vr ���
� ���$ ���$�� 6�
�� �
$
 
 
�
�!�� !���� x1

�
�)�
�� �
�� �����
��


$
 ��������� 7��� %�� ����!�
� 
� 
�	*

��)# �
 ln xr = ln(1− x1) ≈ −x1� 8
$��

π = RT
x1
v0

= RTC. /���9�2
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 ����	�����	��

��������� ������� ���
���� ���������� ������	���  �! 	��	���

"��#	$	  ������!�

%����	���� �������& ��	'��(����� �� �����#�� � #�����& ����

�	�	(���	) �	 ����� ��	�	�� ���'���
& ��*	 ���! "���
) �����	�

�����+ �  �������� 	#��(��,�) ��� 
& ����
� P0� �	 ������ ��	�

�	�� ���'���
 � #����� 	'+��	� V ������! 	'�	��!��
) �����	�&

#	�
�����
�! �����	����	$	 ��,����� � #	�	�	� C� -������� � .�	)

#����� 	'	���"�� "���� P2/ �����	� '� �� �"����+ � ���+�
�� � �	�

��	!��� ����	����!& #	$ � �	�	# "���� ������ #����� ����� ����& �

��) ��������������!  �������& ����	�*	 !,�� P0 �� ����"��� 	��	�

��"�0#	$	  ������! π� ����"��� 	��	��"��#	$	  ������! ��!���� �

#	�
�����
��) � #����� � ����������	) ���������� ������	���� �

���	��!*& #	$ � �����	� � #����� 	'�	��!���!&  ������� P2 < P0+π&

"�	 �
�
���� �	�	# �����	�����! g "���� �	����	�	 !,�� ���'���

��� 1'
"�	 ���������  ������	��
) �	�	# ��	�	�
�	���+�
�

����	��� ��#��"��#	$	 � ����	����	$	  ������)

g = α(P0 + π − P2) = α(π −ΔP ), �����2�

$ � ΔP = P2 − P0� -�! ���	,���! ������ � ��+ �  ���� '� �� ���

�	�+�	���+ 	'3���
� ���*	 
 ��,�����

1'	���"�� "���� p1 �	,�	��+ ���	��& �	 ��,�$	 #	�
������	�

����
) �����	�& g1 4 ���*	 .�	$	 �����	��& C1 4 #	�
�����
�!

�����	��� �����'��$�! 5�- ���	��& �	��"�� p1 = ΔPg1�

6� �"�� �	 ���#� "���� ���'���� 	'3�� �����	�� �����"������!

�& ��	) ! "���� ���'���& 	� 	� ��� �	,�	��+ p2& ������ p2 = (g1 +

g)ΔP � 7�#�� 	'���	� �	,�	��+ � #	.���
���� �	����	$	  �)����!

�	���	)  ������	��	) ��8��


p = p2 − p1 = gΔP = α(π −ΔP )ΔP,

η =
p

g1
=

α(π −ΔP )ΔP

g1
.
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��	* 
�
���

�# " ���
�%� '�
(��� ���!��
�* � ��� ����	 � 
�)

��* ���+� ������

��	 ��/(�2 ·,) � ��/�3 �

��������


� -��� 
�

�.������	 ��#�	 ����� π � ΔP * �
 �
(

��	 �
���&��� ��"������

'�� ΔP = π/2* � �� ����
�� '����� ����


p = απ2/4 = α/4 (CRT )2.

/�" "�" C < C1* �
 ����.�
� �
(

��� �����
�
 ��
	��* .��

p∗ = α/4 (C1RT )2, 0��$112

.�
 ���� 
%�
"� ������ ��# ��"�����	

� �
(

���� 3%�
"� � ����)


�
�� 0��$112 �
�

 ��
.
��	* ���� �.���	* .�
 g,ΔP � C ��#��
�

���& � ���&
� ���
���� 0��$1�2 � ����
�
��� ��������	

&
 !���
��

'
 �����
��


�� "
�'

�
��

(g1 + g)C = g1C1. 0��$142

5������ C � ΔP .���� g �� ���
��� 0��$1�2*0��$142* � '
������� �

p � η

C =
g1C1

g1 + g
, ΔP = CRT − g

α
, 0��$162

p = gΔP =
RTC1g1g

g1 + g
− g2

α
, 0��$172

η =
α(π −ΔP )ΔP

g1
=

RTC1g

g1 + g
− g2

αg1
. 0��$4�2

/
."� ��"������ '
 g ��# ���� ��'�"��� ����� ��
"%�� 0��$172

� 0��$4�2 �
�'���+�� �
8�
�� ��# 
��
���
�# 
'�����	

&
 �
�.�)


�# g∗ �
�'
�	�����# 
�

� �� ��
"%��* � ���


 ������
��� ��#

p� 9��
��� ��"������ '
 g '���
��� " ����
����

g(g1 + g)2 =
αRTg21C1

2
. 0��$4$2



��� ��� �� ��	
���
 ����	�����	��

��������� ��������� ������� � �	���

g3

g21
+ 2

g2

g1
+ g =

αRTC1

2
�������

� 	�	������ ���  ��! 	�!� �����" ���!# $!	%	 ��������� ����� M &

� �%	 ������� ����� g∗� '������	& �!	 	�	 ��	���!�	���! �������(

�!��� 0 < g < M. )������	� ������� ��������� ������� �	��	��(

�! �!	���!# ������#��" �	*�	�!# �������	��	+ �����
 � ��+!�

�		!��!�!��"*�+ �+ ��,��� -�������� ������� 	��������! g∗ ���

�
�����
. �������+ g1 � C1& � ��������� ����/0�1 C∗ � ΔP ∗�

'!��!��& �!	 ���	��� �����#�	�!� ���!�	�� 	%���������! ���(

�����  	�
��!��
�� ���	��%	 ���!�	��

C = C1
g1

g1 + g
.

'�� �� �	�,�� �
!# ���� 	� �	�#�	+& ����� �	�� ��
 ���!�	���(

�	%	 ��*��!�� �����	��+�!��"! ���% � ���%	� � �������	�!# ����/��

�������!���

�����������	 
����� � 
���������
 ��������
 �����

���� ���� � ���������
�

2 �����	!����	+ � ����
��*�� ������� �.��� �������	��	+

�����
 ���	��� !��	 �����!�����	 �	�	+ 	! �
!�" ���!���& ���	(

!�"*�" � �!�
�	����	� ��,��� ��� �	�!	���	�  	�!� !� � �����

��!	��� ���� '! 	��	%	 �� ��. �	�!����  	�
��!���	����
+ ���(

!�	�& 	! ���%	%	 ���!�	��!��#�

���!# � �������	��	+ ������ ���	��� !��	 �		������	  	�(

!� !����! �  �,�
� �� ��!	��� 	�& �	����� ���!�	��!��# �����

	��� �������� � 	!����� �%	  	�
��!���	����	�� ���!�	�� �����

���%�"� ��� $!	� �������� � ���.	� ���	��%	 !��� ����	����� �

������"!��& �������� �	�
���!�� ��� ���#��� ���.	�� �!��!�!��

�	*�	�!# p1� � ���,��!�� ��� �	�#��� ���.	�� ��
����!
���!��

�	*�	�!# p2��
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"
 ��(����� � �
�
$� g2 ���

 ���
�%�! � �����
��


$����'(� ����� ���
�� P0�

)
(

��	 ����
�

p = p2 − p1 = (g1 + g)ΔP21 − g1ΔP21 = gΔP21,

"��

ΔP21 = P2 − P1.

* $�&����� $
����%��
�� �
���

"
 �� ����� ������ 
�

��
��

�
(

��� p $ ����
�� g2 �����
����
"
 ��(�����

η =
p

g2
=

g

g2
ΔP21.

+�
���$� ����
����

�� 
��������� �

�

��
��

g = α1(P0 + π − P2) = α1(π −ΔP20) =

= α2[(P1 + π2)− (P0 + π1)] = α2(Δπ21 +ΔP10). ,��-./0

����	 ΔP20 = P2 − P0, Δπ21 = π2 − π1, ΔP10 = P1 − P0� 1���
���
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p = (P2 − P1)g → max
P1,P2

��� ���
����

α1(P0 + π − P2) = α2(P1 − P0 + π2 − π1) = g. ,��-.�0
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��	��

�

�� �������

P1 =
g

α2
+ P0 + π1 − π2, P2 = P0 + π − g

α1
.

������ ������������ �
�!!������ �	
�
���

��

α =
α1α2

α1 + α2

� ����"��

P2 − P1 = π − π1 + π2 − g

α
.

#
$��

p = g
(
π − π1 + π2 − g

α

)
= g

(
π +Δπ21 − g

α

)
→ max

g
. �����%�

&��
��'� ��
$
 ��	�(���)* 	���� 

p∗ =
α(π − π1 + π2)

2

4
=

α(π +Δπ21)
2

4

�

��$���
) �	�

g∗ =
α(π − π1 + π2)

2
=

α(π +Δπ21)

2
.

+,���* ,�
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�)���� 
 	�
-
���� g1, g2 � g* ��� ,�


π = CRT = C1
g1RT

g1 + g
,

Δπ21 = (C2 − C1)RT =

(
g2C20 + gC1

g2 + g
− C1

)
RT.

1 ',��
� ���- 


��
"��� ��	�(���� �����%� ��) �
2�

�� ��.

"��� �	���� !
	�'

p = g

[
RT

(
C1g1
g1 + g

+
g2C20 + gC1

g2 + g
− C1

)
− g

α

]
=

= g

[
RT

(
g2C20 + gC1

g2 + g
− C1g

g1 + g

)
− g

α

]
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