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ВВЕДЕНИЕ  

Проблема аналитической аппроксимации сигналов в матема-
тическом анализе и всевозможных технических приложениях 
возникает в следующих случаях: 

• математическая модель сигнала не задана, а информация 
о сигнале получена с помощью аналоговых или цифровых 
регистраторов; 

• информация о сигнале содержится в множестве отсчетов  
значений сигнала в некоторые моменты времени или в 
некоторых точках пространства (ситуация обычная для 
экспериментальных исследований); 

• существующая математическая модель сигнала по какой-
либо причине не устраивает исследователя и нужно 
аппроксимировать сигнал в иной форме. 

В перечисленных случаях, однако, мы имеем дело всего с 
двумя формами представления сигналов: непрерывной (аналоговой) 
и дискретной (числовой массив или таблица). Наиболее часто при 
аппроксимации используется представление сигналов в виде обоб-
щенных полиномов (линейной комбинации известных функций, об-
разующих так называемую систему базисных функций). Полино-
миальная аппроксимация сигналов при их последующей обработке  
предоставляет исследователю ряд возможностей, а именно: 

• операции над неизвестными сигналами сводятся к анало-
гичным операциям над известными функциями, образую-
щими базисную систему, с неизвестными коэффи-
циентами,  

• достигается сжатие информации, необходимость в которой 
возникает при регистрации и передаче сигналов на рас-
стояние, 

• появляется возможность низкочастотной фильтрации и 
сглаживания сигналов, содержащих шум, случайные поме-
хи или высокочастотные наводки, 

• аппроксимация сигналов может использоваться в системах 
шифрования сообщений, так как сообщение может быть 
восстановлено лишь в случае, когда известна система ба-
зисных функций, порождающая аппроксимирующий поли-
ном, 

• при обработке экспериментальной информации с ограни-
ченной выборкой отсчетов измеряемых сигналов появля-

4 



ется возможность линейной и нелинейной интерполяции и 
экстраполяции, 

• полиномиальная аппроксимация может служить основой 
для построения операционного исчисления, что особенно 
важно при исследовании динамических систем, так как 
любое операционное исчисление позволяет перейти от 
математической модели динамической системы в форме 
интегро-дифференциальных уравнений к эквивалентной 
модели в форме алгебраических уравнений.   

Аппроксимация сигналов широко используется в математи-
ческом и компьютерном моделировании, построении генераторов 
сигналов заданной формы, идентификации параметров исследу-
емых систем и др. 

Учитывая учебный характер данного пособия, авторы сочли 
возможным не перегружать его подробными выводами и доказа-
тельствами и постараться сохранить его инженерную направлен-
ность. Дополнительную информацию, связанную с теорией аппрок-
симации, можно получить из приведенной литературы [1, 4, 6, 8,             
9 -13]. 

Приводимые в данном пособии примеры выполнены в среде 
системы Mathematica фирмы Wolfram Research Inc.[14, 15]. Для их 
повторения читателю потребуется первоначальное знакомство с 
указанной системой. Однако, рассмотренные методы аппроксимации 
могут быть легко реализованы и в других программных комплексах 
компьютерной алгебры (MATLAB, MAPPLE, MATHCAD и др.) [2, 3,           
7, 16]. 
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1. АППРОКСИМАЦИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ СИГНАЛОВ 

Пусть сигнал x(t) задан на интервале (a ≤ t ≤ b) изменения 
аргумента t. Предположим также, что на этом же интервале задана 
система линейно-независимых базисных функций { }m

ii ts 1)( = , 

формирующая обобщенный полином: . Для того, 

чтобы этот полином аппроксимировал сигнал, коэффициенты 
полинома должны выбираться из условия минимизации нормы 
функции ошибки аппроксимации: 
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Для среднеквадратичной нормы получим следующее условие: 
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Условие минимизации среднеквадратичной нормы функции 
ошибки приводит к системе линейных алгебраических уравнений 
относительно коэффициентов полинома: 
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Задача аппроксимации сигналов, заданная выражениями (3, 4) 
в матрично-векторной форме имеет вид: 
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В (5) приняты следующие обозначения: 
W – операционная матрица аппроксимирующего полиномиального 
с ектра, п
Q  - операционный вектор спектра, 

X - аппрокимирующий полиномиальный спектр сигнала. 
Решение задачи нахождения аппроксимирующего 

полиномиального спектра сигнала в матрично-векторной форме 
имеет вид: 

 .1 QWX ⋅= −  (6) 

В случае ортогональных базисных систем функций, матрица 
коэффициентов становится диагональной: 0, =≠ jiijw , а в случае 

ортонормированной базисной системы – единичной: 1=iiw . Отсюда 
вытекает, что система линейных алгебраических уравнений (3)  
вырождается, и мы имеем: ii qX = . 
 
Пример 1. Сформировать степенную систему базисных функций 
вида: 
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 и определить для нее операционную матрицу аппроксимирующего 
полиномиального спектра W. 
Ниже приведена программа и результаты ее работы в среде 
системы Mathematica. Примем значение константы Т =1, а область 
определения системы функций ).1,0[∈t  

Прежде всего определим вид базисной функци и сформируем 
из нее систему, определив ее параметры (константу T=1 и ее 
порядок m=4):  
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Отобразим на графике полученную систему базисных 

функций: 

  
Сформируем операционную матрицу аппроксимирующего 

полиномиального спектра в соответствии с выражениями (4-5):  
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Пример 2. Аппроксимировать сигнал  на интервале 
изменения аргумента 

tetx −=)(
10 <≤ t  в полученной системе степенных 

базисных функций. При повторении примера следует учитывать, что 
система базисных функций и операционная матрица спектра 
реализованы в соответствии с программой примера 1. 
 Фрагмент программы и результаты аппроксимации имеют вид 
(вектора Q и X в соответствии с выражениями (5-6): 

 
Формирование аппроксимирующего полинома:  

 
Вывод графика сигнала, совмещенного с его аппроксимацией, 

и графика функции ошибки аппроксимации: 
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Пример 3. Аппроксимировать сигнал  на 
интервале изменения аргумента 

)14.3()( 2tCosty =
10 <≤ t  полиномом в той же 

системе степенных базисных функций.  
Ниже приведены фрагменты программы в среде системы 
“Mathematica” и результаты ее работы. На графиках изображены 
сигнал, совмещенная с ним аппроксимация и функция ошибки. 
Команда Chop предусматривает обращение в нуль пренебрежимо 
малых составляющих в полученных результатах. 
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Пример 4. Аппроксимировать сигнал на интервале 
изменения аргумента 

)( tSine t π−

2/0 π<≤ t , использовав экспоненциальную 
систему базисных функций 5-го порядка: 

. },,,,1{)( 432 tttt eeeetS −−−−=
Ниже приведена программа на языке системы Mathematica и 
результат ее работы. 
Определение сигнала и отображение его на графике: 
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Определение системы базисных экспоненциальных функций, 
операционной матрицы спектра сигнала, нахождение 
аппрокимирующего полиномиального спектра и вывод вида системы 
базисных функций:  

  
Вывод операционной матрицы аппроксимирующего 

экспоненциального спектра, операционного вектора спектра, вектора 
коэффициентов аппроксимирующего полинома и формирование 
аппроксимирующего полинома:  
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Пример 5. Аппроксимировать сигнал на интервале 
изменения аргумента 

)( tSine t π−

2/0 π<≤ t , использовав в качестве системы 
базисных функций тригонометрический полином: 

 . 
)}16(),12(

),8(),4(),16(),12(),8(),4(,1{)(
tSintSin

tSintSintCostCostCostCostS =

Ниже приведена программа на языке системы Mathematica и 
результаты ее работы. 
Определение сигнала и отображение его на графике: 
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Задание системы базисных функций: 

 
Определение операционной матрицы аппроксимирующего по-

линомиального спектра,нахождение операционного вектора спектра, 
вектора коэффициентов аппроксимирующего полинома и форми-
рование полинома: 

 

 

 
Отображение на графике сигнала и его аппроксимации: 
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Отображение на графике функции ошибки аппроксимации: 

  

Пример 6. Аппроксимировать сигнал 2
)90/(5

2
)90/( 22 xx

ee
−−

− на интер-
вале изменения аргумента 9090 ≤≤− x , использовав в качестве 
системы базисных функций систему ортогональных полиномов 
Лежандра[1, 6, 15]. 

Определение типа базисной функции и формирование на ее 
основе базисной системы порядка 16: 

 
Так как классическая система полиномов Лежандра является 

ортогональной на интервале изменения аргумента (-1<x<1), то для 
сохранения ортогональности базисной системы функций командой 
In[2] выполнено масштабирование аргумента x/90. 

Отображение на графике системы базисных функций: 
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Определение сигнала, подлежащего аппроксимации системой 
полиномов Лежандра: 

 
Отображение сигнала на интервале аппроксимации: 

  
Формирование операционной матрицы спектра: 

 
Отображение фрагмента матрицы (с целью иллюстрации 

порядок матрицы уменьшен до 5): 

  
Определение операционного вектора спектра Q: 
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Нахождение аппроксимирующего спектра Лежандра для 
заданного сигнала: 

 
Формирование аппроксимирующего полинома: 

 
Отображение аппроксимации сигнала и ошибки 

аппроксимации: 

  

  
Анализ результатов аппроксимации показывает, что в связи с 

тем, что аппроксимируемый сигнал является четным, в полученной 
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системе полиномов  Лежандра отсутствуют нечетные компоненты, 
что позволяет уменьшить вдвое порядок базисной системы функций. 

Повторим процесс аппроксимации, изменив систему базисных 
функций. 

Задание сиcтемы базисных функций в виде системы 
полиномов Ленжандра 7 порядка: 

 
Отображение на графике полученной системы базисных 

функций: 

  
Формирование операционной матрицы спектра Лежандра: 
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Формирование операционного вектора спектра сигнала: 

 
Нахождение аппроксимирующего спектра Лежандра: 

 
Формирование аппроксимирующего полинома для сигнала: 

 
Отображение на графике аппроксимации сигнала и функции 

ошибки аппроксимации: 
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Сравнение коэффициентов аппроксимирующих полиномов 
показывает, что ненулевые компоненты не изменились: 
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2.  АППРОКСИМАЦИЯ СИГНАЛОВ, ЗАДАННЫХ МАССИВАМИ                      
(В ВИДЕ ТАБЛИЦ) 

При измерениях величин, характеризующих исследуемый про-
цесс, при обработке результатов экспериментальных исследований 
и в ряде других случаев часто приходится иметь дело с множеством 
отсчетов сигналов, относящихся к различным моментам времени 
или различным значениям пространственных координат. Таким 
образом, сигнал может быть задан в форме следующей таблицы 
значений: 

Таблица 1 
k 1 2 … r 

kt  1t  2t  … 
rt  

kx 1x 2x … 
rx

 
Поставим задачу аппроксимировать заданный сигнал 

обобщенным полиномом порядка m в системе базисных функций 
: m

ii ts 1)}({ =

 
1

( )
m

i i
i

x X s t
=

= ∑ . (7) 

Подставим в выражение аппроксимирующего полинома (7) 
значения отсчетов из таблицы: 

 
1

( )
m

k i i k
i

x X s t
=

= ∑ rk ,...,1:, = . (8) 

Последнее выражение может рассматриваться как система 
линейных алгебраических уравнений относительно искомых коэф-
фициентов аппроксимирующего полинома. Матрица коэффициентов 
этой системы уравнений определяется выражением: 

 )( kiki tsw = . (9) 

Так как количество отсчетов сигнала и порядок обобщенного 
полинома, в общем случае, не равны, операционная матрица 
спектра получается прямоугольной, и решение этой системы 
уравнений должно получаться с помощью псевдообратной матрицы. 
Как известно [5], если порядок аппроксимирующего полинома 
меньше числа отсчетов сигнала ( rm < ), система уравнений 
является переопределенной, и решение, полученное с помощью 
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псевдообратной матрицы будет обращать в минимум сумму 
квадратов ошибок в уравнениях, получаемых при подстановки в них 
значений отсчетов. Если порядок аппроксимирующего полинома 
равен числу отсчетов сигнала ( rm = ), решение системы уравнений 
будет определять систему коэффициентов единственного аппрок-
симирующего полинома, проходящего через все точки отсчетов. 
Если порядок аппроксимирующего полинома больше числа отсчетов 
( rm > ), система уравнений будет недопределенной, однако, 
решение с помощью псевдообратной матрицы будет определять 
систему коэффициентов аппроксимирующего полинома, для которой 
минимальна сумма квадратов этих коэффициентов, а сам 
аппроксимирующий полином будет проходить через все точки 
отсчетов сигнала.  

Рассмотрим иллюстративные примеры аппроксимации 
сигналов, заданных таблично. 
 
Пример 7. Аппроксимировать сигнал, заданный значениями 
функции  в 10 равноотстоящих точках 
интервала 

)7sin(1.0)cos()( 2 tttx +=
10 =<≤ Tt , с помощью степенных полиномов 

различных порядков. Программа аппроксимации с комментариями в 
среде системы Mathematica и результаты ее работы приводятся 
ниже. 

Задаем систему 10 равноотстоящих моментов времени на 
единичном интервале изменения аргумента:  

 
Сформируем сигнал: 

 
и отобразим его на графике: 
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Сформируем массив отсчетов сигнала в заданные выше 
моменты времени: 

 
Отобразим полученный массив отсчетов: 
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Сформируем систему степенных базисных функций и выберем 
ее порядок равный 5: 

 
Сформируем операционную матрицу аппроксимирующего 

степенного спектра для этой системы отсчетов: 

 
Определим операционный вектор спектра: 

 
Определим вектор коэффициентов аппроксимирующего 

полинома и построим аппроксимирующий полином: 
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Построим график аппроксимирующего полинома: 

  
 

Совместим этот график с картиной точек отсчета сигнала: 

 

  
Уменьшим порядок аппроксимирующего полинома до .3=m  

Результаты работы программы приводятся ниже. 
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In[25]:= X1= PseudoInverse@w1D.Q

Out[25]= 81.0493, 0.143689, −0.658845<

In[26]:= xa1= X1.S1

Out[26]= 1.0493+ 0.143689t− 0.658845t2  
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Ограничимся теперь выборкой из 5 отсчетов сигнала. Для 
полинома 5 степени получим следующую картину (шаг по времени 
увеличен вдвое на том же интервале изменения аргумента), 
программа и результаты ее работы приводятся без комментариев. 
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Если на той же сокращенной выборке использовать полином 7 

порядка, получим следующую картину: 
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Сравнение двух последних графиков показывает, что качество 

аппроксимации практически не изменилось, несмотря на увеличение 
порядка аппроксимирующего полинома.  
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3. АППРОКСИМАЦИЯ СИГНАЛОВ, ЗАДАННЫХ В 
ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ 

При статистической обработке  экспериментальных данных, 
параметрической идентификации процессов и систем и ряде других 
применений, связанных с цифровой обработкой сигналов, часто 
сигналы заданы в параметрической форме. Примерами могут 
служить фазовые портреты систем автоматического управления, 
диаграммы направленности антенных систем, диаграммы распреде-
ления силы света источников светового излучения и т.п. Основные 
соотношения для параметрических составляющих сигнала в случае 
непрерывных сигналов имеют вид (10)  

 

  (10) 
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При дискретизации подобных сигналов в форме отсчетов 

возникают многомерные таблицы (Таблица 2) .  
Таблица 2 

№ отсчета  k 1 2 … r 
Параметрический 
аргумент  kt  1t  2t  … tr
Координата 1 

kx  1x  2x  … xr

Координата 2 yk y1 y2 … yr
 

Значения параметрического аргумента могут быть не заданы. 
Если параметрические составляющие сигнала заданы в явном виде, 
аппроксимация может быть выполнена описанным выше способом. 
В том случае, когда значения параметрического аргумента неизвест-
ны, они приближенно могут быть оценены путем использования 
формул перехода от декартовой к полярным координатам: 
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Рассмотрим примеры аппроксимации сигналов, заданных в 
параметрической  форме. 
 
Пример 8. Аппроксимировать сигнал, заданный своими параметри-
ческими составляющими: 

  
),2cos()(

),2sin()(
2 tetx

tety
t

t

π

π
−

−

=

=

на интервале изменения аргумента 20 <≤ t , использовав 
степенную систему базисных функций 7 порядка. 

Ниже приводится программа решения аппроксимационной 
задачи с комментариями и результаты ее работы. 

Задание параметрических составляющих сигнала: 

 
Отображение на графиках сигнала и его параметрических 

составляющих: 
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Формирование системы базисных функций: 
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Формирование операционной матрицы аппроксимирующего 
полиномиального спектра: 

 

Нахождение операционных векторов спектров 
параметрических составляющих сигнала: 

 
Определение векторов коэффициентов аппроксимирующих 

полиномов: 

 
Формирование аппроксимирующих полиномов: 
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Отображение на графике аппроксимаций параметрических 

составляющих сигналов, совмещенных с исходными сигналами:  
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Построение параметрического графика аппроксимированного 
сигнала и параметрического графика функций ошибки аппрокси-
мации: 

  

  
Повторим процесс аппроксимации сигнала, заданного дискрет-

ными отсчетами параметрических составляющих сигнала. 
Формирование массива отсчетов параметрических составля-

ющих сигнала и аргумента (шаг по параметрическому аргументу t 
выбран равным 0.05): 

 
Отображение системы отсчетов параметрических составляю-

щих сигнала на графиках: 
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В приведенных графиках в качестве аргумента выступает но-

мер отсчета. С целью сравненения удобно переформатировать эти 
графики перейдя к естественному параметрическому аргументу t: 

 

37 



 
Параметрическая форма дискретизированного сигнала: 

  
Совмещение исходного и дискретизированного сигналов на 

одном графике в параметрической форме: 

  

38 



Приведенные шаги программы иллюстрировали процесс полу-
чения массива данных дискретизированного сигнала и параметри-
ческого аргумента (X1,Y1, Tt). 

Теперь переходим непосредственно к аппроксимации. 
Формирование операционной матрицы спектра: 

 
Определение векторов аппроксимирующих полиномиальных 

спектров: 

 

 
Построение аппроксимирующих полиномов: 
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Отображение аппроксимации сигнала в параметрической 

форме: 

  
Сравнение в параметрической форме заданного сигнала и его 

аппроксимации, полученной на основе массива отсчетов: 
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Сравнение аппроксимации сигнала с массивом отсчетов: 

  

Пример 9. Аппроксимировать сигнал 2
)90/(5

2
)90/( 22 xx

ee
−−

− , дискре-
тизированный на интервале изменения аргумента 9090 ≤≤− x , ис-
пользовав в качестве системы базисных функций систему ортого-
нальных полиномов Лежандра. Аппроксимация непрерывной версии 
сигнала рассматривалась выше в примере 6. 

Формирование системы базисных функций на основе четных 
полиномов Лежандра: 
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Задание формы сигнала и массива его дискретных значений 
(шаг по аргументу выбран равным 9): 

 
Отображение на графике отсчетов сигнала: 

  
Формирование цифрового массива отсчета сигнала: 
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Формирование операционной матрицы и операционного 

вектора аппроксимирующего спектра Лежандра: 

 
Нахождение аппроксимирующего спектра Лежандра для 

сигнала: 

 
Формирование аппроксимирующего полинома: 

 
Отображение на графике аппроксимации сигнала: 
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Совмещение на графике массива отсчетов и аппроксимации 

сигнала: 

  
Отображение функции ошибки аппроксимации сигнала на 

основе массива его значений: 
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4. Локальные базисные системы 
В рассмотренных выше примерах аппроксимации использо-

вались системы базисных функций, которые обладают следующими 
двумя особенностями: 

• функции системы являются непрерывными, 
• энергия функций распределена на всем интервале 

аппроксимации. 
Такие системы базисных функций принято называть глобаль-

ными. Определение коэффициентов аппроксимирующих полиномов 
в этих случаях выполняется путем интегрирования сигнала на всем 
диапазоне изменения аргумента. Это приводит к запаздыванию при 
аппроксимации на величину, превышающую этот диапазон. Кроме 
этого, при аппроксимации сигналов на достаточно больших интер-
валах изменения аргумента (интервалах наблюдения) для обеспе-
чения требуемой точности аппроксимации необходимо значительно 
увеличивать порядок базисной системы функций. Использование 
методов аппроксимации с глобальными базисными системами в 
системах реального времени затруднительно. Избежать таких за-
труднений можно путем введения локальных аргументов и 
локальных базисных систем функций. Наибольшее распространение 
получили локальные импульсные базисные системы функций. 
Простейшей из таких систем является система блочно-импульсных 
функций (block-pulse functions) [10]. Эта система основана на 
использовании импульсных функций, имеющих вид прямоугольных 
импульсов, сдвинутых друг относительно друга на величину 
длительности импульса. Диапазон изменения аргумента сигнала 
(диапазон аппроксимации) разделяется на m подинтервалов и на 
полученной сетке вводится система упомянутых импульсных функ-
ций. Аналитическое выражение системы блочно-импульсных функ-
ций имеет вид: 

 ,)}())1(({),,,(
1

m

i
ihthithmitv

=
−−−−= σσ  (12) 

где: )(xσ - функция единичного скачка, равная 0 при отрицательных 
значениях аргумента          и 1 в противном случае, 

mTh /= - шаг сетки аргумента (длина подинтервала).  
В качестве иллюстрации ниже приведена программа 

генерации системы блочно-импульсных функций в системе 
Mathematica для случая mTh /=  и 5,1 == mT  и ее вид.  
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Подобные базисные системы являются ортогональными, а 
энергия каждой базисной функции сосредоточена в ограниченной 
области изменения аргумента (в пределах шага сетки h). Задача 
нахождения системы коэффициентов аппроксимирующего полинома 
(блочно-импульсного спектра) упрощается и определяется 
следующими выражениями: 
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где E – единичная матрица порядка m.  
Свойства функций базисной системы позволяют заменить 

интегрирование в пределах всего интервала изменения аргумента T  
интегрированием в пределах шага сетки h. Нахождение блочно-
импульсного спектра сигнала осуществляется путем интегрирования 
сигнала в пределах h, а аппроксимация сигнала имеет вид кусочно-
постоянной функции вида: 

 . (14) ∑
=

=
m

i
iia tvXtx

1
)()(

Повышения точности аппроксимации можно достигнуть 
расширением системы базисных функций, вводя подсистему 
сдвинутых на величину шага линейных импульсов. Выражение такой 
подсистемы имеет вид: 

 
m

i

hmitvi
h
thmitw
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−−−=  (15) 

Соответствующая (15) функция изменяется линейно от -1 до 
+1 в пределах i-го шага h и равна нулю за его пределами. 
Расширенная подобным образом система базисных функций 
генерируется следующей программой и имеет вид: 
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Аппроксимация сигналов в такой расширенной системе базис-

ных функций является кусочно-линейной и наилучшей в средне-
квадратичном смысле. Систему коэффициентов аппроксимирующего 
полинома называют аппроксимирующим импульсным спектром 
сигнала (АИС) [10]. Аппроксимирующий импульсный спектр сигнала 
в расширенной системе базисных функций является вектором 
порядка 2m: 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1

0

X
X

X ,  

где  - вектор порядка m, определяется в соответствии с выра-

жениями (13), - вектор порядка m, определяется по аналогичным 
выражениям (16): 

0X
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Аппроксимация сигнала по расширенной системе базисных 
функций определяется выражениями: 
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Дальнейшее увеличение точности аппроксимации может быть 
достигнуто путем введения подсистемы импульсных функций, 
представляющих собой сдвинутые на шаг сетки импульсы 
параболической формы:  
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Аппроксимирующий импульсный спектр сигнала становится 
вектором порядка 3m вида: 
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где 10 , XX  определяются по выражениям, приведенным 

выше, а элементы вектора 2X вычисляются по формулам: 

 ∫
−

=
ih

hi
ii dtutx

T
mX

)1(
2 )(5

 (19) 

Соответственно изменится выражение для 
аппроксимирующего полинома: 
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Генерирующая программа для такой системы функций и 
графическая  иллюстрация имеют вид: 
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Приведенные выше три локальных базисных системы явля-
ются привлекательными для их использования в анализе и 
моделировании по следующим причинам: 

• все подсистемы и система в целом являются ортого-
нальными системами функций, что существенно упрощает 
решение задачи аппроксимации сигналов, 

• определение коэффициентов аппроксимирующих полино-
мов производится путем интегрирования сигнала, умно-
женного на соответствующую базисную функцию, причем 
интегрирование осуществляется только в пределах шага 
сетки h, 

• аппроксимации сигналов в зависимости от вида базисной 
системы являются кусочно-постоянными, кусочно-линей-
ными или кусочно-параболическими функциями, 

• при аппроксимации одного и того же сигнала последо-
вательно расширяющимися базисными системами функ-
ций (сначала блочно-импульсной, затем на основе сме-
щенных полиномов Лежандра первого и второго порядков) 
коэффициенты аппроксимирующего полинома, соответст-
вующие блочно-импульсной подсистеме, не изменяют сво-
их значений при расширении базисной системы до сме-
щенных полиномов Лежандра первого порядка, и далее, 
коэффициенты аппроксимирующего полинома, соответст-
вующие системе базисных функций на основе смещенных 
полиномов Лежандра, не изменяют своих значений при 
расширении базисной системы до смещенных полиномов 
Лежандра второго порядка,  

• коэффициенты аппроксимирующих полиномов, соответст-
вующие блочно-импульсным функциям по физическому 
смыслу являются средними значениями сигналов на соот-
ветствующем подинтервале изменения аргумента; коэф-
фициенты, соответствующие второй и третьей подсис-
темам базисных функций по физическому смыслу являют-
ся соответственно средними значениями первой и второй 
производной сигнала на шаге сетки,  

• если сигнал является реализацией какого-либо динами-
ческого процесса (обобщенного движения), то коэффи-
циенты аппроксимирующего полинома на шаге сетки про-
порциональны средним значениям обобщенных переме-
щения, скорости и ускорения. 

Проиллюстрируем аппроксимацию сигналов на основе 
локальных импульсных базисных систем (смещенных полиномов 
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Лежандра нулевого, первого и второго порядков) на следующем 
примере: 

Пример 10. Аппроксимировать сигнал )
2

()( tSintf π
= на интервале 

изменения аргумента 10 <≤ t , использовав системы базисных 
функций на основе смещенных полиномов Лежандра при разбиении 
интервала изменения аргумента на 5 одинаковых подинтервалов 
(m=5). 

Фрагмент программы, генерирующей системы базисных 
функций: 

 

 

 
Подпрограмма, определяющая коэффициенты аппроксимиру-

ющих полиномов для различных подсистем базисных функций, и 
результаты ее работы приведены ниже. 
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Реконструкции сигнала на основе последовательно 

расширяющихся базисных систем определяются следующими 
выражениями: 

 

 

 
Графики аппроксимаций сигнала различными системами 

базисных функций, совмещенные с аппроксимируемым сигналом, 
имеют вид:  
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Функции ошибок аппроксимации изображены ниже. 
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Пример 11.  Аппроксимировать сигнал  
на интервале изменения аргумента 

2)^1(156)cos(5)( −−+= tettf π
20 <<= t , использовав 

локальные базисные системы на основе смещенных полиномов 
Лежандра нулевого, первого и второго порядков. 
Задание базисных систем функций: 
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Задание шага по аргументу, порядка базисной системы 

функций и сигнала, подлежащего аппроксимации: 

 
Определение локального импульсного спектра Лежандра 

нулевого порядка (блочно-импульсного спектра): 

 
Определение локального импульсного спектра Лежандра 

первого порядка (аппроксимирующего импульсного спектра): 

 
Определение локального импульсного спектра Лежандра 

второго порядка: 

 
Численное значение спектра нулевого порядка: 
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Численное значение спектра первого порядка: 

 
Численное значение спектра второго порядка: 

 
Формирование аппроксимаций сигнала различных порядков: 

 
 Аппроксимация сигнала нулевого порядка, совмещенная с 

сигналом: 
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Аппроксимация сигнала первого порядка, совмещенная с 
сигналом: 

 
 

Аппроксимация сигнала первого порядка, совмещенная с 
сигналом: 

 
Функция ошибки аппроксимации нулевого порядка: 
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Функция ошибки аппроксимации первого порядка: 

 
Функция ошибки аппроксимации второго порядка: 
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5. АППРОКСИМАЦИЯ ДВУМЕРНЫХ СИГНАЛОВ В ЛОКАЛЬНЫХ 
БАЗИСНЫХ СИСТЕМАХ СЕПАРАБЕЛЬНОГО ТИПА 

Полиномиальная аппроксимация двумерных сигналов связана 
с использованием базисных систем функций, зависящих от двух 
аргументов. В качестве таких систем могут использоваться поли-
номы, определенные в комплексной области, степенные полиномы 
двух действительных переменных, обобщения на двумерный случай 
локальных импульсных базисных систем. Ниже рассматривается 
аппроксимация сигнала  f(x,y) полиномом вида: 

∑∑
= =

⋅+⋅+⋅=
m

i

n

j
yijyijxijxijijija yxwFyxwFyxvFyxf

1 1

)),(),(),((),(
(21) 

Базисная система функций строится путем обобщения систем 
на основе смещенных полиномов Лежандра, причем используются 
сепарабельные версии, получаемые произведением одномерных 
базисных функций различных переменных [13]. 

Систему базисных функций независимых переменных x и  y 
введем следующим образом. Пусть аргументы x и y изменяются в 
пределах xTx <≤0  и yTy <≤0 . Введем на полученной 
прямоугольной области сетку, разбивая ее на m x n ячеек, причем  

 .,
n

T
h

m
T

h y
y

x
x ==  (22) 

Используя введенные выше одномерные версии базисных 
подсистем функций на основе смещенных полиномов Лежандра 
нулевого и первого порядков, образуем двумерные базисные 
подсистемы в соответствии с выражениями: 

 );()(),( yvxvyxv jiij ⋅=  (23) 

 );()(),( yvxwyxw jixij ⋅=  (24) 

 );()(),( xvywyxw ijyij ⋅=  (25) 

где  
 ),())1(()( xxi ihxhixxv −−−−= σσ  (26) 
 ),())1(()( yyj jhyhjyyv −−−−= σσ  (27) 
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 =)(xwi )())1(212( xvi
h
x

i
x

−−− , (28) 

 =)(yw j )())1(212( yvj
h
y

j
y

−−− . (29) 

Коэффициенты аппроксимирующего полинома  
определяются из условия минимума двойного интеграла квадрата 
функции ошибки, взятого по области изменения аргументов сигнала: 

),,( yijxijij FFF

  (30) ∫ ∫ →−=
x yT T

a dydxyxfyxfJ
0 0

2 .min)),(),((

С учетом ортогональности системы базисных функций эти 
коэффициенты определяются выражениями: 

 ∫ ∫
− −

=
x

x

y

y

ih

hi

jh

hjyx
ij dydxyxf

hh
F

)1( )1(

,),(1
 (31) 

 ∫ ∫
− −

⋅=
x

x

y

y

ih

hi

jh

hj
i

yx
xij dydxxwyxf

hh
F

)1( )1(

,)(),(3
 (32) 

 ∫ ∫
− −

⋅=
x

x

y

y

ih

hi

jh

hj
j

yx
yij dydxywyxf

hh
F

)1( )1(

,)(),(3
 (33) 

Коэффициенты (31)-(33) по физическому смыслу 
соответствуют:  - среднему значению сигнала,  - среднему 

значению первой частной производной по x, - среднему 
значению первой частной производной по y на элементе сеточной 
области ij. 

ijF xijF

yijF

В целом  выражение (21) является кусочно-плоскостной 
аппроксимацией сигнала, наилучшей в средне-квадратичном 
смысле. 

Рассмотрим пример формирования локальной базисной 
системы функций двух переменных. 
 
Пример 12. Определить локально-импульсную базисную систему 
функций, определенную на единичном квадрате изменения 
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аргументов ( 1== yx TT ) и на равномерной сетке с шагом 

. Программа-генератор такой системы функций и 
результаты ее работы приведены ниже. На графиках изображены 
три характерных базисных функции для случая 

1.0== yx hh

5== ji . 
Задание параметров системы функций: 

 
Формирование подсистемы двумерной базисной системы 

функций нулевого порядка: 

 

 
 

Отображение одной из функций сформированной подсистемы 
на части координатной плоскости: 

 

 
Формирование подсистем двумерной базисной системы 

функций первого порядка: 
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Отображение некоторых функций сформированной 

подсистемы на части координатной плоскости: 
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Рассмотрим несколько иллюстративных примеров 

аппроксимации двумерных сигналов. 
 
Пример 13. Аппроксимировать сигнал , 

определенный в области , применив равномерную сетку 

с шагом 

221),( yxyxf −−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<≤
<≤

10
,10

y
x

1.0== yx hh . 
Программа аппроксимации сигнала и результаты ее работы 

приведены ниже. 
Определение двумерной базисной системы функций  
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Определение сигнала, подлежащего аппроксимации: 

 
Нахождение аппроксимирующего блочно-импульсного спектра 

сигнала: 

 
Отображение массива спектра сигнала с интерполяцией по 

100 элементам спектра (внутренняя функция команды ListPlot3D): 

 
Определение аппроксимации сигнала по блочно-импульсному 

спектру: 
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Визуализация функции ошибки аппроксимации: 

 
 

Нахождение фрагмента аппроксимирующего импульсного 
спектра сигнала, соответствующего кусочно-линейным базисным 
функциям: 
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Определение аппроксимации сигнала по аппроксимирующему 

импульсному спектру: 

 
 

 
Визуализация функции ошибки аппроксимации: 
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Ниже приведены для сопоставления графический образ 

сигнала (слева) и его аппроксимация (справа).  

 
 

Пример 14. Аппроксимировать сигнал )
10

)(sin(10),( yxyxf +
=

π
 в 

области изменения аргументов , используя сетку с 

шагом . Программа аппроксимации с результатами ее 
работы приведена ниже. Так как методика аппроксимации 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<≤
<≤

100
,100

y
x

1== yx hh
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аналогична рассмотренной в примере 13, комментарии не 
приводятся. 
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6. УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

В этом разделе приведено пять упражнений по аппроксимации 
различных сигналов полиномами с различными системами базисных 
функций. Постановка задач дополняется советами и рекоменда-
циями о порядке выполнения упражнений. Если в ходе самостоя-
тельной работы встретятся непреодолимые трудности, в конце 
работы содержатся полные программы с решениями задач, которые 
позволят шаг за шагом выполнить все необходимые этапы аппрок-
симации. Авторы, однако, настоятельно рекомендуют сначала 
попро-бовать свои силы и самостоятельно достичь цели. 
 
Упражнение 1. Аппроксимация непрерывного сигнала 
 
Постановка задачи: 

 Аппроксимировать сигнал )2sin(
51

1)(
2

t
t

tx π
+

=  на интервале 

изменения аргумента )20( <≤ t  степенными полиномами 5, 7 и 
10 порядков  
Указания: 
1.1. Сформировать базисную систему функций степенного типа:  

1

),,(
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

i

T
tTits для n=10  и T=2. 

1.2. Определить операционную матрицу аппроксимирующего сте-
пенного спектра W с элементами вида:  

∫ ⋅=
0

),,(),,( dtTjtsTitswij  

1.3. Определить вид аппроксимируемого сигнала. 
1.4. Визуализировать сигнал с помощью команды Print. 
1.5. Определить операционный вектор спектра Q с элементами вида: 

∫ ⋅=
T

i dtTitstxq
0

),,()(   . 

1.6. Определить вектор аппроксимирующего степенного спектра 
сигнала по формуле: QWX ⋅= −1 . 

1.7. Сформировать в векторно-матричной форме аппроксимиру-
ющий полином. 
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1.8. Сформировать функцию ошибки аппроксимации. 
1.9. Визуализировать аппроксимацию сигнала и функцию ошибки 

аппроксимации. 
1.10. Повторить шаги 1.1-1.9 для порядков полиномов 5 и 7. 
1.11. Сравнить качество аппроксимации полиномами различных 

порядков. 
 
Упражнение 2. Аппроксимация непрерывного сигнала 
 
Постановка задачи: 
Аппроксимировать сигнал на 
интервале 

2^202)^1(102)^1(10)( ttt eeetx −+−−− −+=
)22( <≤− t  изменения аргумента, используя блочно-

импульсную систему функций с шагом h=0.04. 
Указания: 
2.1.  Определить сигнал и визуализировать его с помощью команды 

Plot. 
2.2.  Сформировать систему блочно-импульсных базисных функ-

ций, определенных на заданном диапазоне изменения аргу-
мента. 

2.3.  Определить вектор блочно-импульсного спектра сигнала с 

элементами: ∫
+

−+

=
iha

hia
i dttx

h
X

)1(

)(1
. 

2.4. Сформировать аппроксимирующий полином вида: 
)()( tSXtx T

a ⋅= . 
2.5.  Визуализировать аппроксимацию сигнала. 
2.6.  Сформировать функцию ошибки аппроксимации. 
2.7. Визуализировать элементы вектора блочно-импульсного спект-

ра сигнала с помощью команды ListPlot[X] в системе координат 
{x,i}. 

2.8.  Сформировать таблицу отсчетов . },{ ii Xt
2.9.  Визуализировать элементы вектора блочно-импульсного спект-

ра сигнала в системе координат . },{ tx
2.10. Совместить результат п. 2.9 с графиком сигнала. 
2.11. Повторить п.п. 2.1 – 2.10, изменив шаг по аргументу (h=0.08) и 

порядок базисной системы функций (m=50). Сравнить 
результаты аппроксимации. 

 
 
Упражнение 3. Аппроксимация фазового портрета сигнала 
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Постановка задачи:  

фазовый портрет сигнала 
t на и

Аппроксимировать 
)2sin(5)( 5.0ety t π⋅= − нтервале )10( <≤ t ения а

та, используя дискр ала с ш

елить сигнал. 
 по времени от сигнала. 

анду 
, 

 измен ргумен-
етизацию сигн агом по аргументу 

h=0.025 и систему базисных функций 7 порядка на основе 
смещенных полиномов Лежандра. 
Указания: 
3.1.  Опред
3.2.  Определить первую производную
3.3. Построить фазовый портрет сигнала, используя ком

ParametricPlot и , имея в виду что под фазовым портретом 
сигнала понимают зависимость между сигналом и его первой 
производной, причем аргумент сигнала выступает как парамет-
рический аргумент: )('),(),'( tytyyfy ψϕ === . 
Определить систем3.4.  у базисных функций, используя встроенную 

3.5.  функций. 
 производной и 

3.7. дискретизированные сигналы, используя 

3.8.  ы значений дисккретизированных сигналов. 

ов. 
я сиг-

3.12.  ации сигналов. 
гналов, совместив их на 

3.14.  авнить его с 

3.15. афик ошибок аппроксимации 

 

пражнение 4. Аппроксимация фазового портрета сигнала 

функцию системы LegendreP, преобразовав аргумент так, 
чтобы интервал ортогональности полиномов Лежандра совпал 
с интервалом аппроксимации (0,1). 
Визуализировать систему базисных 

3.6.  Дискретизировать сигналы функции и первой
сформировать таблицы дискретизированных значений сигна-
лов и аргумента. 
Визуализировать 
команду ListPlot/ 
Построить таблиц

3.9.  Сформировать операционную матрицу спектра W. 
3.10.  Определить операционные векторы спектров сигнал
3.11. Определить аппроксимирующие спектры Лежандра дл

нала и производной. 
Построить аппроксим

3.13.  Визуализировать аппроксимации си
одном графике с аппроксимируемыми сигналами. 
Построить аппроксимацию фазового портрета и ср
заданным фазовым портретом. 
Построить параметрический гр
сигнала и его первой производной. 

 
 
У
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Постановка задачи:  

фазовый портрет сигнала 
t  на и 0(

Аппроксимировать 
)2sin(5)( 5.0ety t π⋅= − нтервале )1 <≤ t ия а

та, используя систем ьсных ба

елить сигнал. 
 по времени от сигнала. 

анду 

 изменен ргумен-
у блочно-импул зисных функций  50 

порядка.  
Указания: 
4.1.  Опред
4.2.  Определить первую производную
4.3.  Построить фазовый портрет сигнала, используя ком

ParametricPlot и, имея в виду, что под фазовым портретом 
сигнала понимают зависимость между сигналом и его первой 
производной, причем аргумент сигнала выступает как пара-
метрический аргумент: )('),(),'( tytyyfy ψϕ === . 
Определить блочно-имп фу4.4.  ульсную систему базисных нкций. 

и 

4.6.  ии сигналов. 
алов, совместив их на 

4.8.  авнить его с 

 
ние 5. Аппроксимация пространственной кривой 

остановка задачи: 
ространственную кривую, заданную пара-

=
⋅=

⋅
−

tfz
tefy
t

t ),4cos(
),4sin(

π

π

 

на интервале

4.5.  Определить векторы блочно-импульсных спектров сигнала 
его первой производной. 
Определить аппроксимац

4.7.  Визуализировать аппроксимации сигн
одном графике с аппроксимируемыми сигналами. 
Построить аппроксимацию фазового портрета и ср
заданным фазовым портретом. 

 Упражне
 
П
 Аппроксимировать п
метрическими составляющими: 

⎧ = −efx t5.0

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

 )10( <≤ t  изменения аргумента, используя систему 
ных бази

елить функции параметрических составляющих кривой. 

5.4.  стему функций и ее параметры (h,m). 

блочно-импульс сных функций  100 порядка.  
Указания: 
5.1.  Опред
5.2.  Визуализировать кривую, используя команду ParametricPlot3D. 
5.3. Визуализировать параметрические составляющие кривой, 

используя команду Plot. 
Определить базисную си
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5.5. Определить векторы блочно-импульсных спектров парамет-
рических составляющих кривой. 
Сформировать аппроксимации 5.6.  параметрических составляю-

5.7. ать аппроксимации параметрических составляю-

5.8.   пространственной кривой и срав-

5.9. мет-

щих кривой. 
Визуализиров
щих кривой и сравнить их с аппроксимируемыми путем совме-
щения на одном графике. 
Построить аппроксимацию
нить ее с исходной путем совмещения на одном графике. 
Визуализировать функцию ошибки аппроксимации в пара
рической форме.  
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Приложение 1. Первоначальные сведения по системе 
Mathematica  фирмы Wolfram Research Inc.  

Система Mathematica фирмы Wolfram Research Inc. является 
мощной универсальной системой компьютерной алгебры, ориен-
тированной на символические вычисления. Однако, она велико-
лепно доводит до числового результата сложнейшие вычисления. 
Первоначальные навыки работы в системе можно получить из 
электронного помощника (Help) , выбрав в меню Help строку Tutorial 
(версия 5.2), или обратившись к самоучителю [14] или к книге [15]. 

 
1. Некоторые особенности языка и синтаксиса системы 

Mathematica 
 
Арифметические операции выполняются аналогично клавиш-

ным калькуляторам:  

Операция Символ 
(команда) 

сложение + 
вычитание - 

скалярное умножение 

* 
(или пробел 

между 
сомножителями) 

векторно-матричное умножение . 
деление / 
возведение в степень ^ 
Круглые скобки  используются исключительно 
для изменения естественного порядка 
выполнения операций 

( ) 

Квадратные скобки  используются только для 
ввода аргументов функций и других выражений [ ] 

Фигурные скобки используются только для 
задания матриц, векторов, списков, множеств и 
других многоэлементных объектов 

{ } 

Команда присвоения значения b величине a:  a=b 
Команда определения функции или выражения  y:=f[x] 
Задание уравнения  = = 
Команда заменить в выражении f величину x на 
w: 
 

wxf →./  
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Операция Символ 
(команда) 

Команда выполнения программы или ее части:  Shift+Enter 
Обращение к только что полученному 
результату: 

% далее 
Shift+Enter 

Встроенные функции и выражения начинаются 
с заглавной буквы:  

Solve,  Integrate  
и т.д. 

В сложных встроенных функциях и выражениях 
составные части выражения начинаются с 
заглавных букв, а части вводятся без пробела 
между ними:  

FindRoot, 
ParametricPlot и 

т.д. 

Краткая справка по встроенной функции или 
выражению:   

?Solve или 
??Solve,  далее 

Shift+Enter 
Написание числа перед буквенным 
выражением с пробелом или без него 
обозначает  

умножение 
этого числа на 
выражение 

Написание числа после буквенного выражения 
без пробела воспринимается системой как  новый символ 

Точка с запятой, следующая за введенным 
определением функции или выражения, 
предотвращает вывод результата, который 
может быть промежуточным или громоздким:   

; 

После команды Shift+Enter система 
автоматически присваивает введенным 
командам и выражениям имена In[1], In[2]  и т. 
д., а результатам вычислений  - имена Out[1], 
Out[2] и т д. 

Shift+Enter 

Выражения типа Out[n] могут быть 
использованы как имена соответствующих 
функций и выражений в последующих 
вычислениях 

Out[n] 

 
2. Примеры выполнения различных операций 

 
Арифметические: 

 
Алгебраические: 
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• Раскрыть выражение : 4)( ba +

 

• Разложить на множители выражение : 33 ba −

 

• Решить алгебраическое уравнение : 02 =++ cbxax

 

• Упростить тригонометрическое выражение : )()( xCosxSin

 
• Упростить алгебраическое выражение 

22

3223 33
ba

babbaa
−

+++
: 

 

• Обратить матрицу : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

641
464
146

A
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• Представить полученную матрицу в привычной 

математической записи: 

 

 

• Нарисовать график функции  на 
интервале изменения аргумента 

)sin()( 4/ xexf x π−=
40 <≤ x : 

 

 
• Отобразить поверхность,заданную функцией 

)2cos( 22)^1(5 yez x−−= , в области, ограниченной координатами 
: 20,20 <≤<≤ yx
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• Построить таблицу значений функции  при 

значениях аргумента, равномерно распределенных на 
отрезке (0, 2) с шагом 0.1: 

)sin()( 3xxy =

 

 

 
• Вывести полученный массив вместе со значениями 

аргумента в привычной табличной форме: 
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• Отобразить полученный массив отсчетов на графике: 
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Приложение 2. Тексты программ иллюстративных примеров, 
рассмотренных в пособии. 

 
Примеры 1, 2 и 3: Формирование системы степенных базисных 

функций и аппроксимация экспоненциального и 
косинусоидального сигналов 

 

ss@t_, T_, i_, m_D := J t
T
N
IfAiêm<1, im ,i−mE

;

s= ss@t, 1, i, 4D;
S= Table s, i, 8@ 8 <D  
 
Plot[Evaluate[S],{t,0.001,1},AxesLabel→{t,si},PlotLabe
l→Basic functions] 

 
W = ‡

0

1
Table S iDD∗S@@jDD, 8i, 8<, 8j, 8<D Åt;@ @@

 %//MatrixForm 
 

 

Q= ‡
0

1
Table@S@@iDD∗Æ−t, 8i, 8<D Åt;

Q1= N@ D
 X=Inverse[W].Q1 

%  

 xa=X.S 

 Plot Æ−@8 t, xa , t, 0, 1 , AxesLabel→ t, "Æ−< 8 < 8 t,xa"<D  

 

Plot@Æ−t−xa, 8t,0,1<,AxesLabel→ 8t, "error"<,
PlotLabel→ approximationerrorD

Q2=Chop[Integrate[Table[S[[i]]*Cos[3.14t^2],{i,8}],{t,
0,1}]] 

 

 Y=Inverse[W].Q2 
 ya=Y.S 
 Plot[{Cos[3.14t^2],ya},{t,0,1}] 
 Plot[Cos[3.14t^2]-ya,{t,0,1}] 
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Пример 4: Аппроксимация затухающего сигнала в экспонен--
циальной системе базисных функций 

 
f:=Exp[-t]*Sin[Pi*t]; 
Plot[f,{t,0,1.5}] 
ss[t_,i_,m_]:=Table[Exp[-t*(i-1)],{i,m}]; 
s1=ss[t,i,5]; 
s2=ss[t,j,5]; 
 
W=N[Table[Integrate[s1[[i]]*s2[[j]],{t,0,Pi/2}],{i,5},
{j,5}]]; 
W//MatrixForm 
 
Q:=Chop[N[Table[Integrate[f*s1[[i]],{t,0,Pi/2}],{i,5}]
]]; 
Q 
F:=Inverse[W].Q; 
F 
s1 
fa=F.s1 
Plot[{f,fa},{t,0,1.5}] 
Plot[f-fa,{t,0,1.5}] 
 
Пример 5. Аппроксимация затухающей синусоиды тригономет-

риическим полиномом" 
 
f:=Exp[-t]*Sin[Pi*t]; 
Plot[f,{t,0,Pi/2}] 
 ss[t_,i_,m_]:=Table[If[i≤m,Cos[4t*(i-1)],Sin[4t*(i-
m)]],{i,2m-1}]; 
s1=ss[t,i,5];s2=ss[t,j,5]; 
 
W=Chop[N[Table[Integrate[s1[[i]]*s2[[j]],{t,0,Pi/2}],{
i,9},{j,9}]]]; 
 
Q=Chop[N[Table[Integrate[f*s1[[i]],{t,0,Pi/2}],{i,9}]]
]; 
F:=Inverse[W].Q; 
fa=F.s1; 
Plot[{f,fa},{t,0,Pi/2}] 
Plot[f-fa,{t,0,Pi/2}] 
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Пример 6. Аппрокимация непрерывного сигнала с помощью 
системы полиномов Лежандра 
 
SL[x_]:=Evaluate[Table[LegendreP[n,x],{n,0,15}]]; 
sl=Simplify[SL[x/90]]; 
Plot[Evaluate[sl],{x,-90,90}] 
f=Exp[-0.5(x/90)^2]-0.2Exp[-5(x/90)^2]; 
Plot[f,{x,-90,90},PlotRange→All] 
W:=Table[Integrate[sl[[i]]*sl[[j]],{x,-
90,90}],{i,16},{j,16}]; 
W1:=Table[Integrate[sl[[i]]*sl[[j]],{x,-
90,90}],{i,5},{j,5}]//MatrixForm 
W1 
Q:=Table[Integrate[sl[[i]]*f,{x,-90,90}],{i,16}]; 
Q 
F=Inverse[W].Q; 
F 
fa=F.sl; 
Plot[fa,{x,-90,90},PlotRange→All] 
Plot[fa-f,{x,-90,90},PlotRange→All] 
SL2[x_]:=Evaluate[Table[LegendreP[n,x],{n,0,12,2}]]; 
sl2=Simplify[SL2[x/90]]; 
Plot[Evaluate[sl2],{x,-90,90}] 
W2:=Table[Integrate[sl2[[i]]*sl2[[j]],{x,-
90,90}],{i,7},{j,7}]; 
W2//MatrixForm 
Q2:=Table[Integrate[sl2[[i]]*f,{x,-90,90}],{i,7}]; 
Q2 
F2=Inverse[W2].Q2; 
F2 
fa2=F2.sl2; 
Plot[fa2,{x,-90,90},PlotRange→All] 
Plot[fa2-f,{x,-90,90},PlotRange→All] 
F 
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Пример 7. Аппроксимация сигнала, заданного системой 
отсчетов 

 
h=0.1;r=10; 
tt:=Table[i*h,{i,0,r-1}] 
tt 
T= 1;

x:= CosAJt
T
N E A
2

+0.1 Sin 7 
t
T
E

p1=Plot[x,{t,0,T},PlotRange→All] 

;
 

xt:=Table[x/.t→tt[[i]],{i,1,r}] 
xt 
 
p2=ListPlot[Table[{tt[[i]],xt[[i]]},{i,1,r}],PlotStyle
→PointSize[0.015]] 
m = 5;k =10;

s@t_, T_, i_D:= J t
T
N
i−1
;

si= s@t, 1, iD;
S:= Table@ 8 <D

 w:=Table[si/.t→tt[[j]],{j,1,k},{i,1,m}]; 

si, i, 1, m  
 S 

 w//MatrixForm 
 Q=xt 
 X=PseudoInverse[w].Q 
 xa=X.S 
 p3=Plot[xa,{t,0,T}]; 
 Show[p2,p3] 
 S1:=Table[s[t,T,i],{i,3}] 
 w1:=Table[si/.t→tt[[j]],{j,k},{i,3}]; 
 w1//MatrixForm 
 X1=PseudoInverse[w1].Q 
 xa1=X1.S1 
 p4=Plot[xa1,{t,0,T}] 
 Show[p4,p2] 
 h1=0.2;r1=5; 
tt1:=Table[i*h1,{i,0,r1-1}] 
 tt1 
xt1:=Table[x/.t→tt1[[i]],{i,1,r1}] 
 xt1 
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p5=ListPlot[Table[{tt1[[i]],xt1[[i]]},{i,1,r1}],PlotSt
yle→PointSize[0.017]] 
 k=5; 
 w1:=Table[si/.t→tt1[[j]],{j,1,k},{i,1,m}]; 
 w1//MatrixForm 
 Q1=xt1 
 X1=PseudoInverse[w1].Q1 
 xa1=X1.S 
 p6=Plot[xa1,{t,0,T}]; 
 p7=Show[p5,p6] 
 m1=7; 
 w2:=Table[si/.t→tt1[[j]],{j,1,k},{i,1,m1}]; 
 w2//MatrixForm 
 X2=PseudoInverse[w2].Q1 
 S2:=Table[si,{i,1,m1}] 
 xa2=X2.S2 
 p8=Plot[xa2,{t,0,T}]; 
 p9=Show[p7,p8] 
 
Пример 8. Аппроксимация сигнала, заданного в параметричес-

кой форме" 
 
 y[t_,ω_]:=Exp[-t]*Sin[ω*t]; 
 x[t_,ω_]:=Exp[-2t]*Cos[ω*t]; 
 y1=y[t,2π];x1=x[t,2π]; 
 PP=ParametricPlot[{x1,y1},{t,0,2},PlotRange→All] 
 Plot[y1,{t,0,2}] 
 Plot[x1,{t,0,2}] 
 m=7;T=2; 

 
s@ D Jt_,n_, T_ :=

t
T
N
n−1
;
 

 S:=Table[s[t,n,T],{n,1,m+1}] 
 S 
 w1=Transpose[{S}].{S}; 

 
W = ‡

0

2
w1 Åt;

 
 N[%,4]//MatrixForm 

 
Qx= NA‡

0

T
x1∗S ÅtE

 

 
Qy= NA‡

0

T
y1∗S ÅtE
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 X=Inverse[W].Qx 
 Y=Inverse[W].Qy 
 x1a=X.S 
 y1a=Y.S 
 Plot[{y1,y1a},{t,0,2}] 
 Plot[{x1,x1a},{t,0,2}] 
 PPa=ParametricPlot[{x1a,y1a},{t,0,2},PlotRange→All] 
 PPe=ParametricPlot[{x1-x1a,y1-
y1a},{t,0,2},PlotRange→All] 
 h=0.05; 
 X1=Table[x[i*h,2π],{i,0,40}]; 
 Y1=Table[y[i*h,2π],{i,0,40}]; 
 Tt=Table[i*h,{i,0,40}]; 
 
Px=ListPlot[X1,PlotStyle→PointSize[0.015],PlotRange→A
ll] 
Py=ListPlot[Y1,PlotStyle→PointSize[0.015],PlotRange→A
ll] 
Py2=ListPlot[Table[{Tt[[k]],Y1[[k]]},{k,41}],PlotStyle
→PointSize[0.015],PlotRange→All] 
Px2=ListPlot[Table[{Tt[[k]],X1[[k]]},{k,41}],PlotStyle
→PointSize[0.015],PlotRange→All] 
Pxy=ListPlot[Table[{X1[[k]],Y1[[k]]},{k,41}],PlotStyle
→PointSize[0.015],PlotRange→All] 
 Show[{PP,Pxy}] 
 m=7;T=2; 
 w:=Table[S[[p]]/.t→Tt[[r]],{p,m+1},{r,41}]; 
 q1:=X1; 
 q2:=Y1; 
 X=PseudoInverse[Transpose[w]].q1; 
 Y=PseudoInverse[Transpose[w]].q2; 
 X 
 Y 
 xa=X.S; 
ya=Y.S; 
 Pxa=Plot[{x1,xa},{t,0,2}] 
 Pya=Plot[{y1,ya},{t,0,2}] 
 Pza=ParametricPlot[{xa,ya},{t,0,2},PlotRange→All] 
 Show[{PP,Pza}] 
 Show[{Pza,Pxy}] 
 ParametricPlot[{x1-xa,y1-ya},{t,0,2},PlotRange→All] 
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Пример 9. Аппроксимация сигнала, заданного 
параметрическими составляющими в табличной 
форме системой полиномов Лежандра 

 
 SL[x_]:=Evaluate[Table[LegendreP[n,x],{n,0,12,2}]]; 
 sl=Simplify[SL[x/90]]; 
 Plot[Evaluate[sl],{x,-90,90}] 
 f=Exp[-0.5(x/90)^2]-0.2Exp[-5(x/90)^2]; 
 h=9; 
 fd:=Table[{k*h,f/.x→k*h},{k,-10,10}]; 
 ListPlot[fd,PlotStyle→PointSize[0.015]] 
 fd 
 fd//TableForm 
  
 wd:=Table[sl[[i]]/.x→-90+(k-1)*h,{i,7},{k,21}]; 
 qd:=Table[f/.x→-90+(k-1)*h,{k,21}]; 
 qd 
 Fd=PseudoInverse[Transpose[wd]].qd; 
 Fd 
 fda=Fd.sl; 
 Plot[fda,{x,-90,90},PlotRange→All] 
 Show[{Out[7],Out[17]},PlotRange→All] 
 Plot[f-fda,{x,-90,90}] 
 
Пример 10. Аппроксимация синусоидального сигнала с 

использованием локальных базисных систем на 
основе смещенных полиномов Лежандра 

 
 v[t_,m_,h_]:=Table[If[(i-1)*h≤t<i*h,1,0],{i,m}]; 
 w[t_,m_,h_]:=Table[(2t/h+1-2i)*v[t,m,h][[i]],{i,m}]; 

 

u@t_, m_, h_D:=

TableAi
k
jj6 Jt

h
N
2

−
6 H2 i−1L∗t

h
+6 i2−6 i+1y

{
zz ∗

v@ D@@
 V=v[t,5,0.2]; 

t, m, h iDD, 8i, m<E;  

 W=w[t,5,0.2]; 
 U=u[t,5,0.2]; 
 h=0.2;m=5; 

 
f@t_D:= SinA π ∗t

2
E;
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sp0:= TableA1

h
∗‡

Hi−1L∗h

i∗h
f t  Åt, i, m ;@ D 8 <E

 

 
sp1:= TableA3

h
∗‡

Hi−1L∗h

i∗h
f@tD∗H2 têh+1−2 iL Åt, 8i, m<E;

 
 
sp2:=

TableA
5
h

∗‡
Hi−1L∗h

i∗h
f@tD∗i

k
jj6 Jt

h
N
2

−
6 H2 i−1L ∗t

h
+6 i2−6 i+1y

{
zz Åt,

8
 sp0 

i, m<E;  

 sp1 
 sp2 
 fa0:=Evaluate[sp0.V]; 
 fa1:=Evaluate[sp0.V+sp1.W]; 
 fa2:=Evaluate[sp0.V+sp1.W+sp2.U]; 
 Plot[{f[t],fa0},{t,0,1}] 
   Plot[{f[t],fa1},{t,0,1}] 
 Plot[{f[t],fa2},{t,0,1}] 
 Plot[f[t]-fa0,{t,0,1}] 
 Plot[f[t]-fa1,{t,0,1}] 
 Plot[f[t]-fa2,{t,0,1}] 
 
Пример 11. Аппроксимация W- образного сигнала с помощью 

локальных базисных систем на основе смещенных 
полиномов Лежандра 

 
 v[t_,m_,h_]:=Table[If[(i-1)*h≤t<i*h,1,0],{i,m}]; 
 w[t_,m_,h_]:=Table[(2t/h+1-2i)*v[t,m,h][[i]],{i,m}]; 

 

u@t_, m_, h_D:=

TableAi
k
jj6 Jt

h
N
2

−
6 H2 i−1L∗t

h
+6 i2−6 i+1y

{
zz ∗

v@ D@@
 V=v[t,20,0.1]; 

t, m, h iDD, 8i, m<E;  

 W=w[t,20,0.1]; 
 U=u[t,20,0.1]; 
 h=0.1;m=20; 
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 f t_ := 5 Cos π ∗t +6 Æ−15 Ht−1L@ D @ D 2
; 



 
sp0:= TableA1

h
∗‡

Hi−1L∗h

i∗h
f t  Åt, i, m ;@ D 8 <E

 

 
sp1:= TableA3

h
∗‡

Hi−1L∗h

i∗h
f@tD∗H2 têh+1−2 iL Åt, 8i, m<E;

 
 
sp2:=

TableA
5
h

∗‡
Hi−1L∗h

i∗h
f@tD∗i

k
jj6 Jt

h
N
2

−
6 H2 i−1L ∗t

h
+6 i2−6 i+1y

{
zz Åt,

8
 sp0 

i, m<E;  

 sp1 
 sp2 
 fa0:=Evaluate[sp0.V]; 
 fa1:=Evaluate[sp0.V+sp1.W]; 
 fa2:=Evaluate[sp0.V+sp1.W+sp2.U]; 
 Plot[{f[t],fa0},{t,0,2}] 
 Plot[{f[t],fa1},{t,0,2}] 
 Plot[{f[t],fa2},{t,0,2}] 
 Plot[f[t]-fa0,{t,0,2}] 
 Plot[f[t]-fa1,{t,0,2}] 
 
Пример 12. Двумерные базисные системы локального типа 
 
 m:=10;n:=10;Tx:=1;Ty:=1; 
 v[x_,i_,m_,T_]:=If[(i-1) T/m≤x<i T/m,1,0]; 
 vx=v[x,i,m,Tx]; 
 vy=v[y,j,n,Ty]; 
 v=vx*vy; 
 Vxy=Table[v,{i,m},{j,n}]; 
 
Plot3D[Vxy[[5,5]],{x,0.35,0.55},{y,0.35,0.55},PlotPoin
ts→40] 

 
w@ Dx_, i_, m_, T_ :=1−2 i+

2 m∗x
T

;
 

 wx=w[x,i,m,Tx]*v; 
 Wx=Table[wx,{i,m},{j,n}]; 
 wy=w[y,j,n,Ty]*v; 
 Wy=Table[wy,{i,m},{j,n}]; 
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Plot3D[Wx[[5,5]],{x,0.35,0.55},{y,0.35,0.55},PlotPoint
s→40] 
 
Plot3D[Wy[[5,5]],{x,0.35,0.55},{y,0.35,0.55},PlotPoint
s→40] 
 
Plot3D[Vxy[[2,2]]+Wx[[4,4]]+Wy[[6,6]],{x,0.05,0.65},{y
,0.05,0.65},PlotPoints→40] 
 
Пример 13. Аппроксимация фрагмента эллипсоида с помощью 

двумерных локально-импульсных базисных систем 
 
 v[x_,i_,m_,T_]:=If[(i-1) T/m≤x<i T/m,1,0]; 
 vx=v[x,i,10,1]; 
 vy=v[y,j,10,1]; 
 Vxy=vx vy; 
 vxy1:=Table[Vxy,{i,1,10},{j,1,10}]; 
 w[x_,i_,m_,T_]:=(1-2i+2m x/T) If[(i-1) T/m≤x<i 
T/m,1,0]; 
 wx=w[x,i,10,1] vy; 
 wy=w[y,j,10,1] vx; 
 zx:=Table[wx,{i,1,10},{j,1,10}]; 
 zy:=Table[wy,{i,1,10},{j,1,10}]; 

 f@ Dx_, y_ := 1−x2 −y2; 
 f1=f[x,y]; 

 
Fv@ Di_, j_ := 100 ‡

Hi−1Lê10

iê10
‡
Hj−1Lê10

jê10
f1 Åy Åx;

 
 FV=Table[Fv[i,j],{i,1,10},{j,1,10}]; 
 ListPlot3D[%] 

 

fa= ‚
i=1

10
‚
j=1

10
FV@@i,jDDvxy1@@i,jDD;

 
 Plot3D[fa,{x,0,0.99},{y,0,0.99},PlotPoints→60] 
 Plot3D[fa-f1,{x,0,0.99},{y,0,0.99},PlotPoints→60] 

 
Fwx@ Di_, j_ := 300 ‡

Hi−1Lê10

iê10
‡
Hj−1Lê10

jê10
f1 wx1 Åy Åx;

 
 wx1=w[x,i,10,1] ; 
 wy1=w[y,j,10,1] ; 

 
Fwy@ Di_, j_ := 300 ‡

Hj−1Lê10

jê10
‡
Hi−1Lê10

iê10
f1 wy1 Åx Åy;

 
 FWX=Table[Fwx[i,j],{i,1,10},{j,1,10}]; 
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 FWY=Table[Fwy[i,j],{i,1,10},{j,1,10}]; 
 FWX 
 FWY 
 Rx=N[%%] 
 Ry=N[%%] 
 ListPlot3D[Rx] 
 ListPlot3D[Ry] 

 

fa1=

‚
i=1

10
‚
j=1

10
HFV@@i,jDD + Rx@@i,jDDzx@@i,jDD +

Ry@@ DD @@ DDL @@ DD  
 Plot3D[fa1,{x,0,0.99},{y,0,0.99},PlotPoints→60] 

i, j zy i,j vxy1 i,j ;

 Plot3D[f1-fa1,{x,0,0.99},{y,0,0.99},PlotPoints→60] 
 
Пример 14. Аппроксимация двумерного синусоидального 

сигнала с помощью блочно-импульсных базисных 
функций 

 
 v[x_,i_,m_,T_]:=If[(i-1) T/m≤x<i T/m,1,0]; 
 vx=v[x,i,10,10]; 
 vy=v[y,j,10,10]; 
 vxy=vx vy; 
 vxy1:=Table[vxy,{i,10},{j,10}]; 
 f[x_,y_]:=10Sin[π*(x+y)/10]; 
 f1=f[x,y]; 
h:=1;T:=10; 

 
Fv@ Di_, j_ :=

1
h2

 ‡
Hi−1L∗h

‡
Hj−1L∗h

i∗h j∗h
f1 Åy Åx;

 
 FV=Table[Fv[i,j],{i,10},{j,10}]; 
 N[FV,3]//MatrixForm 
 Plot3D[f1,{x,0,10},{y,0,10}] 

 

fa:= ‚
i=1

10
‚
j=1

10
FV@@i, jDDvxy1@@i,jDD;

 
 Plot3D[fa,{x,0,10},{y,0,10},PlotPoints→60] 
 Plot3D[f1-fa,{x,0,10},{y,0,10},PlotPoints→60] 
 ListPlot3D[FV] 
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Приложение 3. Генераторы локально-импульсных базисных 
функций на основе смещенных полиномов Лежандра 

Программа-генератор блочно-импульсных функций (локально-
импульсных функций нулевого порядка) 
 
 v[t_,m_,h_]:=Table[If[(i-1)*h≤t<i*h,1,0],{i,m}]; 
 V=v[t,5,0.2]; 
 P:=Table[Plot[V[[i]],{t,0,1.05}],{i,5}]; 
 P 
 
Программа-генератор локально-импульсных функций первого 
порядка 
 
 v[t_,m_,h_]:=Table[If[(i-1)*h≤t<i*h,1,0],{i,m}]; 
 w[t_,m_,h_]:=Table[(2t/h-1-2(i-
1))*v[t,m,h][[i]],{i,m}]; 
 V=v[t,5,0.2]; 
 W=w[t,5,0.2]; 
 P:=Table[Plot[{V[[i]],W[[i]]},{t,0,1.05}],{i,5}]; 
 P 
 
Программа-генератор локально-импульсных функций второго 
порядка 
 
 v[t_,m_,h_]:=Table[If[(i-1)*h≤t<i*h,1,0],{i,m}]; 
 w[t_,m_,h_]:=Table[(2t/h-1-2(i-
1))*v[t,m,h][[i]],{i,m}]; 

 

u@t_, m_,h_D:=

TableAi
k
jj6 Jt

h
N
2

−
6 H2 i−1L∗t

h
+6 i2−6 i+1y

{
zz ∗

v@ D@@
 V=v[t,5,0.2]; 

t, m,h iDD, 8i, m<E;  

 W=w[t,5,0.2]; 
U=u[t,5,0.2]; 
 
P:=Table[Plot[{V[[i]],W[[i]],U[[i]]},{t,0,1.05}],{i,5}
]; 
 P 
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Приложение 4. Программы и решения к упражнениям 

 
Упражнение 1. Аппроксимация непрерывного сигнала 
 
Вариант 1. 
 
m:=10;T:=2; 

 
ss@ D Jt_, i_, T_ :=

t
T
N
i−1
;
 

 S=Table[ss[t,i,2],{i,m}] 

 
:1, t

2 ,
t2
4 , t3

8 , t4
16,

t5
32 ,

t6
64,

t7
128 ,

t8
256 ,

t9
512>  

 
W := ‡

0

T
Table@S@@iDD∗S@@jDD, 8i, m<, 8j, m<D Åt;

 
 W 

 

::2, 1, 2
3,

1
2 ,

2
5 ,

1
3,

2
7 ,

1
4,

2
9 ,

1
5>,

:1, 2
3 ,

1
2,

2
5 ,

1
3,

2
7 ,

1
4,

2
9 ,

1
5 ,

2
11>,

: 23 ,
1
2,

2
5 ,

1
3 ,

2
7 ,

1
4 ,

2
9,

1
5 ,

2
11,

1
6 >,

: 12 ,
2
5,

1
3 ,

2
7 ,

1
4 ,

2
9 ,

1
5,

2
11 ,

1
6,

2
13 >,

: 25 ,
1
3,

2
7 ,

1
4 ,

2
9 ,

1
5 ,

2
11,

1
6 ,

2
13,

1
7 >,

: 13 ,
2
7,

1
4 ,

2
9 ,

1
5 ,

2
11 ,

1
6,

2
13 ,

1
7,

2
15 >,

: 27 ,
1
4,

2
9 ,

1
5 ,

2
11 ,

1
6 ,

2
13,

1
7 ,

2
15,

1
8 >,

: 14 ,
2
9,

1
5 ,

2
11 ,

1
6 ,

2
13 ,

1
7,

2
15 ,

1
8,

2
17 >,

: 29 ,
1
5,

2
11 ,

1
6 ,

2
13 ,

1
7 ,

2
15,

1
8 ,

2
17,

1
9 >,

: 15 ,
2
11,

1
6 ,

2
13 ,

1
7 ,

2
15 ,

1
8,

2
17 ,

1
9,

2
19 >>  

 N[%,3]//MatrixForm 
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i

k
jjjj

 

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

2.00 1.00 0.667 0.500 0.400 0.333 0.286 0.250 0.222 0.200
1.00 0.667 0.500 0.400 0.333 0.286 0.250 0.222 0.200 0.182
0.667 0.500 0.400 0.333 0.286 0.250 0.222 0.200 0.182 0.167
0.500 0.400 0.333 0.286 0.250 0.222 0.200 0.182 0.167 0.154
0.400 0.333 0.286 0.250 0.222 0.200 0.182 0.167 0.154 0.143
0.333 0.286 0.250 0.222 0.200 0.182 0.167 0.154 0.143 0.133
0.286 0.250 0.222 0.200 0.182 0.167 0.154 0.143 0.133 0.125
0.250 0.222 0.200 0.182 0.167 0.154 0.143 0.133 0.125 0.118
0.222 0.200 0.182 0.167 0.154 0.143 0.133 0.125 0.118 0.111

0.111 0.105

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz0.200 0.182 0.167 0.154 0.143 0.133 0.125 0.118

 
xx t_, a_, b_, c_D :=@ 1

è!!!!!!!!!!!!!!!!a+b∗tc
∗Sin@2 π ∗tD;

 
 x=xx[t,1,5,2]; 
 Plot[x,{t,0,T}] 

0.5 1 1.5 2

-0.4
-0.2

0.2
0.4

0.6
0.8

 
 hGraph csh i

 
Q:= NA‡

0

T
Table@S@@iDD∗x, 8i, m<D ÅtE;

 
 Q 
 {0.13997,-0.0297076,-0.0366147,-0.0346723,-
0.0333227,-0.0320294,-0.0304303,-0.0285507,-

4791} 0.0265254,-0.024
 X=Inverse[W].Q 
 {0.0157383,10.6832,56.7837,-1202.18,5067.11,-

000.15,-467.311,-2234.64,879.6} 9110.2,7
 xa=X.S 

 
0.0157383+ 5.3416t + 14.1959t2− 150.272t3+ 316.694t4−

284.694t + 109.377t −
 Plot[{x,xa},{t,0,T}] 

5 6 3.65087t7− 8.72905t8+ 1.71797t9 
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0.5 1 1.5 2

-0.4
-0.2

0.2
0.4
0.6

0.8

 
 hGraphicsh 
 e:=x-xa; 
 Plot[x-xa,{t,0,2}] 

0.5 1 1.5 2

-0.015

-0.01

-0.005

0.005

 
 hGraphicsh 
 
 
Вариант 2. 
 
m:=7;T:=2; 

 
ss@ D Jt_,i_, T_ :=

t
T
N
i−1
;

 
 S=Table[ss[t,i,2],{i,m}] 

 
:1, t

2 ,
t2
4 , t3

8 , t4
16,

t5
32 ,

t6
64>  

 
W:= ‡

0

T
Table@S@@iDD∗S@@jDD, 8i, m<, 8j, m<D Åt;

 
 W 
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::2, 1, 2

3,
1
2 ,

2
5 ,

1
3,

2
7 >,

:1, 2
3 ,

1
2,

2
5 ,

1
3,

2
7 ,

1
4>, :

2
3 ,

1
2 ,

2
5,

1
3 ,

2
7,

1
4 ,

2
9>,

: 12 ,
2
5,

1
3 ,

2
7 ,

1
4 ,

2
9 ,

1
5>, : 25 ,

1
3,

2
7 ,

1
4,

2
9 ,

1
5 ,

2
11>,

: 13 ,
2
7,

1
4 ,

2
9 ,

1
5 ,

2
11 ,

1
6>, : 27 ,

1
4,

2
9 ,

1
5,

2
11 ,

1
6 ,

2
13>>  

 N[%,3]//MatrixForm 

 

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjj

2.00 1.00 0.667 0.500 0.400 0.333 0.286
1.00 0.667 0.500 0.400 0.333 0.286 0.250
0.667 0.500 0.400 0.333 0.286 0.250 0.222
0.500 0.400 0.333 0.286 0.250 0.222 0.200
0.400 0.333 0.286 0.250 0.222 0.200 0.182
0.333 0.286 0.250 0.222 0.200 0.182 0.167
0.286 0.250 0.222 0.200 0.182 0.167 0.154

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzjjj
 

 
xx@t_, a_, b_, c_D :=

1
è!!!!!!!!!!!!!!!!a+b∗tc

∗Sin@2 π ∗tD;
 

 x=xx[t,1,5,2]; 
 Plot[x,{t,0,T}] 

0.5 1 1.5 2

-0.4
-0.2

0.2
0.4

0.6
0.8

 
 hGraph csh i

 
Q:= NA‡

0

T
Table@S@@iDD∗x, 8i, m<D ÅtE;

 
 Q 
 {0.13997,-0.0297076,-0.0366147,-0.0346723,-0.0333227,-0.0320294,-
0.0304303} 
 X=Inverse[W].Q 
100 



 {-0.398397,35.4024,-301.655,953.808,-1388.84,939.6,-237.761} 
 xa=X.S 

 

−0.398397 + 17.7012t −75.4137t2 +

119.226t3− 86.8023t4+ 29.3625t5− 3.71501t6  
 Plot[{x,xa},{t,0,T}] 

0.5 1 1.5 2

-0.4
-0.2

0.2
0.4
0.6
0.8

 
 hGraphicsh 
 e:=x-xa; 
 Plot[x-xa,{t,0,2}] 

0.5 1 1.5 2
-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

 
hGraphicsh 
 
Вариант 3. 
 
m:=5;T:=2; 

 
ss@ D Jt_,i_, T_ :=

t
T
N
i−1
;

 
 S=Table[ss[t,i,2],{i,m}] 

 
:1, t

2 ,
t2
4 , t3

8 , t4
16>  
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W:= ‡

0

T
Table@S@@iDD∗S@@jDD, 8i, m<, 8j, m<D Åt;

 
 W 

 

::2, 1, 2
3,

1
2 ,

2
5 >, :1, 2

3 ,
1
2 ,

2
5 ,

1
3 >,

: 23 ,
1
2,

2
5 ,

1
3 ,

2
7 >, : 12 ,

2
5,

1
3 ,

2
7,

1
4 >, : 25,

1
3 ,

2
7 ,

1
4,

2
9 >>  

 N[%,3]//MatrixForm 

 

i

k

jjjjjjjjjj

2.00 1.00 0.667 0.500 0.400
1.00 0.667 0.500 0.400 0.333
0.667 0.500 0.400 0.333 0.286
0.500 0.400 0.333 0.286 0.250
0.400 0.333 0.286 0.250 0.222

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

jjj

 
xx@t_, a_, b_, c_D :=

1
è!!!!!!!!!!!!!!!!a+b∗tc

∗Sin@2 π ∗tD;
 

 x=xx[t,1,5,2]; 
 Plot[x,{t,0,T}] 

0.5 1 1.5 2

-0.4
-0.2

0.2
0.4

0.6
0.8

 
 hGraph h ics

 
Q:= NA‡

0

T
Table@S@@iDD∗x, 8i, m<D ÅtE;

 
 Q 
 {0.13997,-0.0297076,-0.0366147,-0.0346723,-0.0333227} 
 X=Inverse[W].Q 
 {0.757004,-2.34745,-4.98406,18.5888,-12.4957} 
 xa=X.S 
 0.757004− 1.17372t − 1.24601t2+ 2.3236t3− 0.780982t4  
 Plot[{x,xa},{t,0,T}] 

102 



0.5 1 1.5 2

-0.4
-0.2

0.2
0.4

0.6
0.8

 
 hGraphicsh 
 e:=x-xa; 
 Plot[x-xa,{t,0,2}] 

0.5 1 1.5 2

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

 
 hGraphicsh 
 
Упражнение 2. Аппроксимация непрерывного сигнала с 

помощью блочно-импульсной системы базисных 
функций 

 
Вариант 1. m=100; h=0.04. 
 
x@ Dt_ := Æ−10 Ht−1L 2̂+ Æ−10 Ht+1L 2̂− Æ−30 t̂ 2;  
 Plot[x[t],{t,-2,2}] 
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-2 -1 1 2

-1

-0.5

0.5

1

 
hGraphicsh 
 m=100;h=0.04; 
 v[t_,i_,h_]:=If[-2+(i-1)*h�t<-2+i*h,1,0]; 
 V=Table[v[t,i,0.04],{i,1,m}]; 

 
X:= TableA1

h
∗‡

−2+ i−H 1L∗h

−2+i∗h
x@tD Åt, 8i, 1, m<E

 
 X 

  
 xa=X.V; 
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 Plot[xa,{t,-2,2}] 

-2 -1 1 2

-1

-0.5

0.5

1

 
 hGraphicsh 
 Plot[{x[t]-xa},{t,-2,2}] 

-2 -1 1 2

-0.075

-0.05

-0.025

0.025

0.05

0.075

 
hGraphicsh 
 ListPlot[X,PlotStyle → PointSize[0.015]] 

20 40 60 80 100

-1

-0.5

0.5

1
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 hGraphicsh 
 
 Z:=Table[{-2+(i-1)*h,X[[i]]},{i,100}]; 
 
 ListPlot[Z,PlotStyle → PointSize[0.015]] 
 

-2 -1 1 2

-1

-0.5

0.5

1

 
 hGraphicsh 
 Show[Out[13],Out[2]] 

-2 -1 1 2

-1

-0.5

0.5

1

 
 hGraphicsh 
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Вариант 2. m=50; h=0.08. 
 
x@ Dt_ := Æ−10 Ht−1L 2̂+ Æ−10 Ht+1L 2̂− Æ−30 t̂ 2; 
 Plot[x[t],{t,-2,2}] 

-2 -1 1 2

-1

-0.5

0.5

1

 
 hGraphicsh 
 m=50;h=0.08; 
 v[t_,i_,h_]:=If[-2+(i-1)*h≤t<-2+i*h,1,0]; 
 V=Table[v t,i,0.08],{i,1 m}];[ ,  

 
X:= TableA1

h
∗‡

−2+ i−H 1L∗h

−2+i∗h
x@tD Åt, 8i, 1, m<E

 
 X 

   
xa=X.V; 
 Plot[xa,{t,-2,2}] 
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-2 -1 1 2

-0.5

0.5

1

 
 hGraphicsh 
 Plot[{x[t]-xa},{t,-2,2}] 

-2 -1 1 2

-0.15

-0.1

-0.05

0.05

0.1

0.15

 
 hGraphicsh 
 ListPlot[X,PlotStyle→PointSize[0.015]] 

10 20 30 40 50

-0.5

0.5

1

 
 hGraphicsh 
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 Z:=Table[{-2+(i-1)*h,X[[i]]},{i,50}]; 
 ListPlot[Z,PlotStyle→PointSize[0.015]] 

-2 -1 1 2

-0.5

0.5

1

 
 Graphics  
 Show[Out[13],Out[2]] 

h h

-2 -1 1 2

-1

-0.5

0.5

1

 
 hGraphicsh 
 
Упражнение 3. Аппроксимация фазового портрета непрерыв-

ного сигнала с помощью системы базисных функ-
ций на основе смещенных полиномов Лежандра 

 
yo@ Da_, b_, c_, t_ :=a∗t∗ Æ−b∗t∗Sin@c∗tD; 
 y1=yo[5,1.2,2π,t]; 
 y2=Simplify[D[y1,t]]; 
 y1 

 5 Æ−1.2ttSin 2 π t@ D  
 y2 
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 Æ−1.2tH31.4159tCos@2 π tD + H5.− 6.tL Sin
 p1=ParametricPlot[{y1,y2},{t,0,1}] 

@2 π tDL  

-1.5 -1 -0.5 0.5 1

-7.5
-5

-2.5

2.5

5

7.5

 
 Graphics  
 p2=Plot[{y1,y2},{t,0,1}] 

h h

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-7.5
-5

-2.5

2.5
5

7.5

 
 h
 SL[x_]:=Evaluate[Table[LegendreP[n,x],{n,0,6}]]; 
Graphicsh 

 sl=Simplify[SL[2t-1]]; 
 p3=Plot[Evaluate[sl],{t,0,1}] 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.5

0.5

1

 
 Graphics
 h=0.025; 

h h 
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 yd1:=Table[{k*h,y1/.t→k*h},{k,0,40}]; 
 p4=ListPlot[yd1,PlotStyle→PointSize[0.015]] 
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

 
 hGraphicsh 
 
 
 yd2:=Table[{k*h,y2/.t→k*h},{k,0,40}]; 
 P5=ListPlot[yd2,PlotStyle→PointSize[0.015]] 
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-7.5
-5

-2.5

2.5
5

7.5

 
 hGraphicsh 
 yd1//TableForm 
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 yd2//TableForm 
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 wd:=Table[sl[[i]]/.t→(k-1)*h,{i,7},{k,41}]; 
 qd1:=Table[y1/.t→(k-1)*h,{k,41}]; 
 qd1 

  
 qd2:=Table[y2/.t→(k-1)*h,{k,41}]; 
 qd2 

  
 D1=PseudoInverse[Transpose[wd]].qd1; 
 D1 

  
D2=PseudoInverse[Transpose[wd]].qd2; 
 D2 

  
 fda1=D1.sl; 
 f
 p6=Plot[{fda1,y1},{t,0,1},PlotRange→All] 
da2=D2.sl; 
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

 
 hGraphicsh 
 p7=Plot[{fda2,y2},{t,0,1},PlotRange→All] 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-7.5
-5

-2.5

2.5
5

7.5

 
 hGraphicsh 
 p8=ParametricPlot[{fda1,fda2},{t,0,1}] 
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 hGraphicsh 
 Show[{p1,p8}] 
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 hGraphicsh 
 ParametricPlot[{y1-fda1,y2-fda2},{t,0,1}] 
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Упражнение 4. Аппроксимация фазового портрета непрерыв-

ного сигнала с помощью блочно-импульсной систе-
мы базисных функций 

 
yo@ Da_, b_, c_, t_ :=a∗t∗ Æ−b∗t∗Sin@c∗tD; 
 y1=yo[5,1.2,2π,t]; 
 y2=Simplify[D[y1,t]]; 
 y1 

 5 Æ−1.2ttSin 2 π t@ D  
 y2 

 Æ−1.2tH31.4159tCos@2 π tD + H5.− 6.tL Sin
 p1=ParametricPlot[{y1,y2},{t,0,1}] 

@2 π tDL  
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 hGraphicsh 
 p2=Plot[{y1,y2},{t,0,1}] 
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 Graphics  
 v[t_,m_,h_]:=Table[If[(i-1)*h≤t<i*h,1,0],{i,m}]; 

h h

 V=v[t,50,0.02]; 
 h=0.02;m=50; 

 
sp1:= ChopATableA1

h
∗‡

Hi−1L∗h

i∗h
y1 Åt, 8i, m<EE;

 
 sp1 
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sp2:= ChopATableA1

h
∗‡

Hi−1L∗h

i∗h
y2 Åt, 8i, m<EE;

 
 sp2 

  
 
 ya1:=Evaluate[sp1.V]; 
 ya2:=Evaluate[sp2.V]; 
 p6=Plot[{ya1,y1},{t,0,1},PlotRange→All] 
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 p8=ParametricPlot[{ya1,ya2},{t,0,1}] 
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 Graphics  
 Show[{p1,p8}] 
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 Graphics  
 ParametricPlot[{y1-ya1,y2-ya2},{t,0,1}] 
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Упражнение 5. Аппроксимация пространственной кривой, задан-
ной параметрическими составляющими с помо-
щью блочно-импульсной системы базисных фун-
кций 

 
fx:=Exp[-0.5t]*Sin[4π*t]; 
fy:=Exp[-t]*Cos[4π*t]; 
fz:=t; 
 p1=ParametricPlot3D[{fx, fy, fz}, {t, 0,2}] 
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 hGraphics3Dh 
 p2=Plot[{fx,fy,fz},{t,0,2}] 
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 Graphics  
 v[t_,m_,h_]:=Table[If[(i-1)*h≤t<i*h,1,0],{i,m}]; 

h h

 V=v[t,100,0.02]; 
 h=0.02;m=100; 

 
sp1:= ChopATableA1

h
∗‡

Hi−1L∗h

i∗h
fx Åt, 8i, m<EE;

 
 sp1 

  
 

 
sp2:= ChopATableA1

h
∗‡

Hi−1L∗h

i∗h
fy Åt, 8i, m<EE;

 
 
 sp2 
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sp3:= ChopATableA1

h
∗‡

Hi−1L∗h

i∗h
fz Åt, 8i, m<EE;

 
 sp3 

  
ya1:=Evaluate[sp1.V]; 
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 ya2:=Evaluate[sp2.V]; 
 ya3:=Evaluate[sp3.V]; 
 p3=Plot[{ya1,fx},{t,0,2},PlotRange→All] 
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 Graphics  
 p4=Plot[{ya2,fy},{t,0,2},PlotRange→All] 
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 hGraphicsh 
 p5=Plot[{ya3,fz},{t,0,2},PlotRange→All] 
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 p6=ParametricPlot3D[{ya1,ya2,ya3},{t,0,2}] 
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 Graphics3D  
 p7=Show[{p1,p6}] 
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 hGraphics3Dh 
 p8=ParametricPlot3D[{fx-ya1,fy-ya2,fz-ya3},{t,0,1}] 
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