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ÓÄÊ 532.516

Ñòàòüÿ ñîäåðæèò îáçîð áîëåå 150 ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ òî÷íûì
ðåøåíèÿì óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Áîëåå òðåòè èç íèõ îïóáëèêîâàíî
â ïîñëåäíèå 15 ëåò. Â îòëè÷èå îò ïðåæíèõ îáçîðîâ, èçëîæåíèå
âåäåòñÿ íà îñíîâå ãðóïïîâîãî àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Îáñóæäàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð ðåøåíèé Äæåôôðè�Ãàìåëÿ
è äàþòñÿ èõ îáîáùåíèÿ. Èçó÷àþòñÿ ãðóïïîâûå ñâîéñòâà çàäà÷ ñî
ñâîáîäíîé ãðàíèöåé è ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû èõ òî÷íûõ ðåøåíèé � êàê
ñòàöèîíàðíûõ, òàê è íåñòàöèîíàðíûõ. Ñðåäè íèõ âûäåëÿåòñÿ çàäà÷à
î âðàùàþùåìñÿ êîëüöå êàê ìîäåëü äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèáëèæåííûõ
òåîðèé. Îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Âûÿñíÿåòñÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâàÿ
ïðèðîäà èçâåñòíûõ ðåøåíèé Êàðìàíà, Áþðãåðñà è Àðèñòîâà, è
óêàçûâàþòñÿ èõ îáîáùåíèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì íåëîêàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé âûÿâëÿåòñÿ ñêðûòàÿ ñèììåòðèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�
Ñòîêñà. Èññëåäóþòñÿ äèñêðåòíûå ñèììåòðèè óêàçàííûõ óðàâíåíèé
è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ôîðìóëèðóþòñÿ íîâûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â
äâèæåíèÿõ âÿçêîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé âñå ïðîñòðàíñòâî.
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Â óðàâíåíèÿõ  (1), (2) v(x, t) îáîçíà÷àåò ñêîðîñòü æèäêîñòè â
èñõîäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, p(x, t) � ìîäèôèöèðîâàííîå
äàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ èñòèííûì äàâëåíèåì pi ñîîòíîøåíèåì p = pi - rG,
ãäå G(x, t) � ïîòåíöèàë âíåøíèõ ñèë (ôóíêöèÿ, ñ÷èòàþùàÿñÿ èçâåñòíîé),
r > 0 � ïëîòíîñòü æèäêîñòè. Âåëè÷èíà r ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé,
òàêæå êàê è êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè n > 0. ×åðåç Ñ
îáîçíà÷åí ãðàäèåíò ïî ïåðåìåííûì x1, x2, x3, òàê ÷òî Ñv � ýòî òåíçîð ñ
ýëåìåíòàìè (Ñv)jk = ¶vk/¶xj (j, k = 1, 2, 3), à Ñ × v � äèâåðãåíöèÿ
âåêòîðà v.

Óðàâíåíèÿ (1), (2) áûëè âûâåäåíû À. Íàâüå (1822), èñõîäèâøèì
èç ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé î äâèæåíèè æèäêîñòåé.
Â ðàáîòå Äæ.Ã. Ñòîêñà (1845) ïîíÿòèå âÿçêîé æèäêîñòè (êàê íåñæè-
ìàåìîé, òàê è ñæèìàåìîé) áûëî ñôîðìóëèðîâàíî ñ ïîìîùüþ ïîñòóëàòîâ,
êîòîðûå îòðàæàþò åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà�âðå-
ìåíè è äâèæóùåéñÿ â íåì æèäêîñòè. Ïîýòîìó íå óäèâèòåëüíî, ÷òî óðàâ-
íåíèÿ (1), (2) îáëàäàþò áîãàòûìè ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè. Ýòè ñâîéñòâà
èìåþò ìíîãîîáðàçíûå ïðîÿâëåíèÿ, íî íàèáîëåå âàæíîå èç íèõ � âîçìîæ-
íîñòü ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óêàçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ìåæäó ïîÿâëåíèåì óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è
ïóáëèêàöèåé ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ è íà÷àëüíî-
êðàåâûõ  çàäà÷ äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïðîøëî áîëåå ñòà ëåò. Åùå ïîçæå
ïîÿâèëèñü ìåòîäû è ñðåäñòâà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. Ïîýòîìó
íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðèè ðîëü òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà áûëà îñîáåííî âåëèêà. Íî è ñåãîäíÿ èõ çíà÷åíèå íå
èñ÷åðïàíî, òåì áîëåå ÷òî ñàìî ïîíÿòèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî
ðàñøèðèëîñü ñ ðàçâèòèåì àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäî-
âàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òî÷íûå ðåøåíèÿ íåçàìåíèìû ïðè
òåñòèðîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, àíàëèçå ñèíãóëÿðíîñòåé â ðåøåíèÿõ
óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Íà íèõ àïðîáèðóþòñÿ ïîäõîäû ê îáîñíîâà-
íèþ ïðèáëèæåííûõ ìîäåëåé â äèíàìèêå âÿçêîé æèäêîñòè. Íàêîíåö, îíè
èìåþò è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå � äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü ôîðìóëó Ïóà-
çåéëÿ, âèñêîçèìåòð Êóýòòà èëè òåîðèþ äèñêîâîãî ýëåêòðîäà Ëåâè÷à.

Áîëüøèíñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà îáëàäàåò
ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî òîé èëè èíîé ãðóïïû, äîïóñêà-
åìîé ñèñòåìîé (1), (2). Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè
èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ôèçèêè äîñòàòî÷íî äàâíî, îäíàêî ñòðîãîå îôîðìëåíèå êîíöåïöèÿ
èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ Ñ. Ëè, îïóáëèêîâàííûõ â
ïîñëåäíåé òðåòè 19-ãî ñòîëåòèÿ. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå  ñâîéñòâ ñèì-
ìåòðèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà÷àëîñü âî âòîðîé ïîëî-
âèíå 20-ãî âåêà â òðóäàõ Ë.Â. Îâñÿííèêîâà è åãî ó÷åíèêîâ [1�3]. Èì
æå â 1964 ã. áûëî ââåäåíî âàæíîå ïîíÿòèå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîçâîëèâøåå ñóùåñòâåí-
íî ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî èõ òî÷íûõ ðåøåíèé. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ
ãðóïïîâîãî àíàëèçà îêàçàëîñü îñîáåííî ïëîäîòâîðíûì ïðè èññëåäîâà-
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Ñèììåòðèè â óðàâíåíèÿõ Íàâüå�Ñòîêñà

íèè ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè è ôèçèêè ñïëîøíîé ñðåäû,
ïîñêîëüêó ñâîéñòâà ñèììåòðèè óæå çàêëàäûâàëèñü â ïðîöåññå âûâîäà
ýòèõ óðàâíåíèé.

1. ÃÐÓÏÏÀ,  ÄÎÏÓÑÊÀÅÌÀß
ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌÈ  ÍÀÂÜÅ�ÑÒÎÊÑÀ

Íàèáîëåå øèðîêàÿ ãðóïïà G¥, äîïóñêàåìàÿ ñèñòåìîé (1), (2), áûëà
âû÷èñëåíà Â.Î. Áûòåâûì [4]. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé àëãåáðà Ëè L¥
ïîðîæäåíà ñëåäóþùèìè èíôèíèòåçèìàëüíûìè îïåðàòîðàìè:

3

1
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Çäåñü yi, j � ïðîèçâîëüíûå (êëàññà C ¥) ôóíêöèè âðåìåíè, òî÷êà
îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t. Òàêèì îáðàçîì, äîïóñêàåìàÿ ñèñòå-
ìîé (1), (2) ãðóïïà îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé.

Íàëè÷èå â àëãåáðå L¥ îïåðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ Z îçíà÷àåò ìàñøòàá-
íóþ èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé (1), (2). Ýòî ñâîéñòâî ëåæèò â îñíîâå
ôèçè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè. Ñîâîêóïíîñòü
îïåðàòîðîâ Xjk ïîðîæäàåò ãðóïïó ñîãëàñîâàííûõ âðàùåíèé â ïðîñòðàí-
ñòâå êîîðäèíàò è â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé, äîïóñêàåìóþ ñèñòåìîé (1),
(2), ÷òî îòðàæàåò îòñóòñòâèå âûäåëåííûõ íàïðàâëåíèé â óêàçàííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå îñåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ ïðèñóòñòâèåì â àëãåáðå L¥
îïåðàòîðîâ âðàùåíèÿ, òàê æå êàê è ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
ýòèõ óðàâíåíèé � ñ íàëè÷èåì â  L¥ îïåðàòîðà ïåðåíîñà ïî âðåìåíè X0.

Îïåðàòîðû F, Yi ñïåöèôè÷íû äëÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè. Ïåðâûé èç íèõ ðåàëèçóåò âîçìîæíîñòü ïðèáàâëåíèÿ ê
äàâëåíèþ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè âðåìåíè áåç èçìåíåíèÿ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ. Îïåðàòîðó Yi (i = 1, 2, 3) ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå
ïåðåõîäà â íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, äâèæóùóþñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîä-
íîé âäîëü îñè xi ñî ñêîðîñòüþ ( )i

ty& . Ïðè ýòîì â i-òîì óðàâíåíèè
èìïóëüñà ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí iy&&  (óñêîðåíèå ñèëû èíåð-
öèè), êîòîðûé êîìïåíñèðóåòñÿ ïðèáàâëåíèåì ê äàâëåíèþ ôóíêöèè i ixr y&& .
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Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ Yi áûëî îáíàðóæåíî
À.À. Áó÷íåâûì [5] ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé Ýéëåðà èäåàëüíîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Ïîëàãàÿ â (3) ïîñëåäîâàòåëüíî Yi = 1 è Yi = t, ìû ïîëó÷àåì
îïåðàòîðû

, , ( 1,2, 3) .i i
i i i

X Y t i
x x v
¶ ¶ ¶= = + =¶ ¶ ¶ (4)

Ñîâîêóïíîñòü îïåðàòîðîâ X0, Xi, Yi, Xjk îáðàçóåò 10-ïàðàìåòðè÷åñêóþ
àëãåáðó Ëè L10. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ãðóïïà Ëè G10 íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé
Ãàëèëåÿ. Íàëè÷èå â àëãåáðå L10 îïåðàòîðîâ ïåðåíîñà ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íûì êîîðäèíàòàì xi � ñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ïðèñóò-
ñòâèå â íåé îïåðàòîðîâ ãàëèëååâà ïåðåíîñà Yi îòðàæàåò ôàêò íåçàâèñè-
ìîñòè çàêîíîâ äâèæåíèÿ æèäêîñòè îò âûáîðà èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Ïðèñîåäèíÿÿ ê îïåðàòîðàì L10 îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ Z, ïî-
ëó÷àåì 11-ïàðàìåòðè÷åñêóþ àëãåáðó Ëè L11. Ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ãðóï-
ïó Ëè G11 íàçîâåì ðàñøèðåííîé ãðóïïîé Ãàëèëåÿ. Ãðóïïû G10 è G11
èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè èíâàðèàíòíûõ è ÷àñòè÷íî èíâà-
ðèàíòíûõ ðåøåíèé çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�
Ñòîêñà.

2. ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ  ÐÅØÅÍÈß  ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÍÀÂÜÅ�ÑÒÎÊÑÀ  È  ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×

Ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå ãðóïïû G¥ ïåðåâîäèò êàæäîå ðåøåíèå ñèñ-
òåìû (1), (2) ñíîâà â ðåøåíèå òîé æå ñèñòåìû. Åñëè ñèñòåìà (1), (2)
äîïóñêàåò ãðóïïó G¥, òî îíà äîïóñêàåò è ëþáóþ ïîäãðóïïó H Ì G¥.
Èíâàðèàíòíûì H�ðåøåíèåì  ñèñòåìû (1), (2) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå
v(x, t), p(x, t), êîòîðîå ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïîä äåéñòâèåì ëþáîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ãðóïïû H. Èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû, ñî-
äåðæàùåé ìåíüøåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ÷åì èñõîäíàÿ. Ýòî
÷èñëî r íàçûâàåòñÿ ðàíãîì èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ñèñòåìû (1),
(2) r � 3. Åñëè r = 1, òî ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ñèñòåì äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè õîðîøî ðàçðàáîòàí [1, 2, 6].
Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî ýòàïîâ è áàçèðóåòñÿ íà îñíîâíûõ ïîíÿ-
òèÿõ ãðóïïîâîãî àíàëèçà, òàêèõ êàê áàçèñ èíâàðèàíòîâ ãðóïïû, ôàêòîð-
ñèñòåìà, îïòèìàëüíàÿ ñèñòåìà ïîäàëãåáð äîïóñêàåìîé àëãåáðû Ëè. Â äàííîì
îáçîðå ìû íå èìååì âîçìîæíîñòè äàòü ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿ-
òèé, íî ïîñòàðàåìñÿ ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ èíâàðè-
àíòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íà ðÿäå ñîäåðæàòåëüíûõ
ïðèìåðîâ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êëàññè÷åñêèé ãðóïïîâîé àíàëèç èññëåäóåò ñâîé-
ñòâà èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áåçîòíîñè-
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òåëüíî íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ äëÿ ýòèõ óðàâíå-
íèé. Ïîýòîìó îáû÷íî äåëî îáñòîèò òàê:  ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ èíâàðèàíòíîå
ðåøåíèå (íàïðèìåð, óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè), à çàòåì âûÿñíÿåòñÿ, ê
êàêèì íà÷àëüíûì è (èëè) êðàåâûì óñëîâèÿì åãî ìîæíî ïðèñïîñîáèòü.
Âîçìîæåí è äðóãîé ïóòü � öåëåíàïðàâëåííîå ïîñòðîåíèå èíâàðèàíò-
íûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷. Äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìè-
êè òàêàÿ ðàáîòà áûëà ïðîäåëàíà Â.Ì. Ìåíüùèêîâûì [7, 8]. Àâòîð
îáçîðà âûïîëíèë ñèñòåìàòè÷åñêèé àíàëèç èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé çàäà÷
ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà [9].

Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà òðàäèöèîííî çàíèìàþò
çàìåòíîå ìåñòî â ìîíîãðàôèÿõ è ó÷åáíèêàõ ïî ãèäðîäèíàìèêå [10�13].
Èì ïîñâÿùåíî íåñêîëüêî îáçîðîâ [14�17], ïîñëåäíèé èç êîòîðûõ äàòè-
ðîâàí 1991-ì ãîäîì. Ñ òåõ ïîð áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ ñîâðåìåííûõ
ìåòîäîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà è âîâëå÷åíèÿ â èãðó íîâûõ îáúåêòîâ, òàêèõ
êàê ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûå è äèôôåðåíöèàëüíî èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ,
óäàëîñü ñóùåñòâåííî ïîïîëíèòü êîïèëêó ðåøåíèé ñèñòåìû (1), (2), à
òàêæå ñèñòåìàòèçèðîâàòü óæå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ.

3. ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÜ  ÓÑËÎÂÈÉ
ÍÀ  ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ  ÃÐÀÍÈÖÅ

Ïóñòü F(x, t) = 0 � óðàâíåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû Gt. Óñëîâèÿ íà
ñâîáîäíîé ãðàíèöå èìåþò âèä

0 ïðè 0 ,tF F F+ × Ñ = =v (5)

2 2 ïðè 0 .i
D K Frn s- + × = - =n n np (6)

Çäåñü pi � ãèäðîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, D � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîð-
ìàöèé, 2Dij = ¶vi/¶xj + ¶vj/¶xi (i, j = 1, 2, 3), s � 0 � êîýôôèöèåíò
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, K � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè G t, n �
åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè. Äàëåå ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî s = const (ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ èçîòåðìè-
÷åñêèõ äâèæåíèé ïðè îòñóòñòâèè ïîâåðõíîñòíî-àêòèâíûõ âåùåñòâ). Òàê-
æå äëÿ ïðîñòîòû ïðåíåáðåãàåì âíåøíèìè ñèëàìè, òîãäà pi ñîâïàäàåò ñ
ôóíêöèåé p, âõîäÿùåé â óðàâíåíèå èìïóëüñà (1).

Óñëîâèå (5), íàçûâàåìîå êèíåìàòè÷åñêèì, îçíà÷àåò, ÷òî ñâîáîäíàÿ
ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ. Ñîãëàñíî äèíàìè÷åñêîìó
óñëîâèþ (6), êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå îòñóòñòâóþò,
à íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå ðàâíî êàïèëëÿðíîìó äàâëåíèþ. Íàñ èíòåðå-
ñóþò ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè óñëîâèé (5), (6) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî-
âàíèé, ñîõðàíÿþùèõ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà (1), (2).

Ðàññìîòðèì ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R8, êîîðäèíàòû òî÷åê êîòîðîãî
ñóòü x1, x2, x3, t , v1, v2 , v3, p. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò ãðóïïà Ãàëèëåÿ
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G10 ñ áàçèñíûìè îïåðàòîðàìè X0, Xi, Yi, Xij (i, j = 1, 2, 3; i < j),
îïðåäåëåííûìè ôîðìóëàìè (3), (4). Ãðóïïà G10 äîïóñêàåòñÿ ñèñòåìîé (1),
(2). Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ k�ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó H ãðóïïû
G10. Ïóñòü l � k � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íå ñâÿçàííûõ îïåðàòî-
ðîâ ïîäãðóïïû H. Çàìåòèì, ÷òî l < k ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà k � 3
è H ñîäåðæèò ãðóïïó âðàùåíèé áX12, X13, X23ñ. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
ëèøü èíòðàçèòèâíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G10; â ýòîì ñëó÷àå l < 8.

Ïóñòü Ia (a = 1, ..., 8 - l) � ïîëíûé íàáîð ôóíêöèîíàëüíî íåçàâè-
ñèìûõ èíâàðèàíòîâ H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ðàíã ìàòðèöû (¶Ia/¶vb),
ãäå b = 1, ..., 4 è ïîëîæåíî v4 = p. ßñíî, ÷òî m � min(4, 8 - l); áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ëèøü òàêèå ãðóïïû H, â êîòîðûõ m < 8 - l. Òîãäà
ñóùåñòâóåò n = 8 - l - m èíâàðèàíòîâ H, íå ñîäåðæàùèõ v, p �
èñêîìûõ ôóíêöèé â ñèñòåìå (1), (2). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ýòè èíâàðèàíòû ñóòü Im + 1, ..., Im + n. Ïóñòü óðàâíåíèå F(x, t) = 0
îïðåäåëÿåò íåîñîáîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå ãðóïïû H. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî F ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

1[ ( , ), ..., ( , )]m m n
F Q I x t I x t+ +
=

ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé Q.
Òåîðåìà 1. Åñëè ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà F(x, t) = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì

èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ïîäãðóïïû H Ì G10, òî óñëîâèÿ (5), (6),
âûïîëíåííûå íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, òàêæå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî H.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíî â êíèãå [6]. Òàì æå ïîêà-
çàíî, ÷òî ïðè s ¹ 0 â óñëîâèè òåîðåìû 1 íåëüçÿ çàìåíèòü ãðóïïó G10
áîëåå øèðîêîé ïîäãðóïïîé áåñêîíå÷íîìåðíîé ãðóïïû G¥, äîïóñêàåìîé
ñèñòåìîé (1), (2). Òàêîå ðàñøèðåíèå âîçìîæíî, åñëè s = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè çàìåíèòü G10 íà ðàñ-
øèðåííóþ ãðóïïó Ãàëèëåÿ G11, äîáàâèâ ê ãåíåðàòîðàì ãðóïïû G10 îïåðà-
òîð ðàñòÿæåíèÿ Z [9].

Ïðèìåðû ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 1 è åå àíàëîãà äëÿ ñëó÷àÿ s = 0
ïðèâåäåíû â [6, 9, 18, 19]. Ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ. Ïóñòü ãðóïïà H
ïîðîæäåíà îïåðàòîðàìè X3, Y2 + wX1 (w = const > 0). Çäåñü k = l = 2,
ïîëíûé íàáîð ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ H åñòü
I1 = v1 - wx2, I2 = v2, I3 = v3, I4 = p, I5 = x1 - wtx2, I6 = t; ðàíã ìàòðèöû
¶Ia/¶vb) ðàâåí 4, òàê ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðè-
àíòíîãî ðåøåíèÿ âûïîëíåíî; ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â ðåäóöè-
ðîâàííîé ñèñòåìå (ðàíã èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ) n = 8 - l - m = 2.
Íàçíà÷àÿ I1, ..., I4 ôóíêöèÿìè èíâàðèàíòîâ I5, I6, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ:

1/2 1/2
1 2 2

1/2
3

( ) ( , ) , ( ) ( , ) ,

( ) ( , ) , ( , ) ,

v u x v v

v w q

wn z t w wn z t

wn z t rwn z t

= + =

= =p
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ãäå z = (wn)1/2 (x1 - wtx2), t = wt . Ôóíêöèè u, v, w, q óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå óðàâíåíèé

2

2

2

( ) ( 1) ,

( ) ( 1) ,

( ) ( 1) , ( ) 0 ,

u u v u v q u

v u v v q v

w u v w w u v

t z z zz

t z z zz

t z zz z

t t

t t t

t t t

+ - + = - + +

+ - = + +

+ - = + - =

ñâÿçûâàþùåé òîëüêî èíâàðèàíòû ãðóïïû H. Îòìåòèì, ÷òî âñå ïåðåìåí-
íûå â ñèñòåìå (7) áåçðàçìåðíû.

Îáùèé âèä èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïïû H â ïðîñòðàíñòâå
x, t åñòü Q(z, t) = 0, ïîýòîìó ìû âïðàâå èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû  (1), (2)
â îáëàñòè Wt, îãðàíè÷åííîé ñâîáîäíûìè ïîâåðõíîñòÿìè z = bi(t), i = 1, 2.
Ïðè ýòîì, âñëåäñòâèå òåîðåìû 1, óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå (5), (6)
ïåðåïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ H:

2 2 2

2 1

/ , ( 1)( 1) , 0 ,

2 ( 1) ïðè ( ) , 1,2 , 0 .
i

i

u v db d v w

q b i

-
z z

-

t t t t

t t z t t

- = = - + =

= - + = = >
(8)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è çàìûêàåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå òàêæå
ôîðìóëèðóþòñÿ â èíâàðèàíòíîì âèäå:

0

1 2

( ,0) 0 , ( ,0) ( ) , ( ,0) 0 , 0 ;

(0) 0 , (0) .

u v v w h

b b h

z z z z z= = =

= =

� �
(9)

Îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà èíâàðèàíòíîé çàäà÷è ñî ñâîáîäíîé ãðà-
íèöåé òàêîâà: íàéòè ôóíêöèè b1(t), b2(t) è ðåøåíèå ñèñòåìû (7) â
îáëàñòè b1(t) < z <  b2(t), t > 0 òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü êðàåâûå
óñëîâèÿ (8) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (9).

Çàäà÷à (7)�(9) äîïóñêàåò òî÷íóþ ëèíåàðèçàöèþ è ïîñëåäóþùåå
ðåøåíèå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [18]. Â ýòîì ðåøåíèè
b1 = -ct2, b2 = -ct2 + h, u = t(v - 2c), ãäå 2c � ñðåäíåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè v0 íà èíòåðâàëå (0, h), w = 0. Ìû íå ïðèâîäèì âûðàæåíèÿ äëÿ
v è q ââèäó èõ ãðîìîçäêîñòè, à óêàæåì ëèøü àñèìïòîòèêó v ïðè t ® ¥

2 42 ( /2) ( )v c h O- -t z t= + - +

ðàâíîìåðíî ïî z äëÿ z Î [- ct 2, -ct2 + h].
Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ òàêîâà. Â ìîìåíò

t = 0 æèäêîñòü çàïîëíÿåò ñëîé 0 < x1 < (n/w)1/2 è èìååò ðàñïðåäåëåíèå
ñêîðîñòåé v1 = wx2, v2 = v0[(w/n)1/2x1], v3 = 0, à äàëåå äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè,
òàê ÷òî ãðàíèöû ñëîÿ

1/2
1 2 ( / ) ( ) , 1,2 ,i

x tx b t iw n w w- = =
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îñòàþòñÿ ñâîáîäíûìè ïðè âñåõ t > 0. C òå÷åíèåì âðåìåíè ñëîé ïîâîðà-
÷èâàåòñÿ âîêðóã îñè x3 (ïðåäåëüíûé ïðè t ® ¥ óãîë ïîâîðîòà ðàâåí
-p/2) è îäíîâðåìåííî äâèæåòñÿ âäîëü îñè x2 ñ àñèìïòîòè÷åñêîé ñêîðî-
ñòüþ c(nw)1/2.

4. ÏËÎÑÊÈÅ  ÂÐÀÙÀÒÅËÜÍÎ-
ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÅ  ÄÂÈÆÅÍÈß

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà â öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 2 2 1/2

1 2( )r x x= + , q = arctg(x2/x1), z = x3.
Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç vr, vq, vz ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà
ñêîðîñòè, òî ñèñòåìà (1), (2) â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

2

2 2
1 2 ,r r

r

dv v v v
vdt r r r r

q qnr q

¶æ ö¶- = - + D - -ç ÷¶ ¶è ø
p

(10)

2 2
1 2 ,r rdv v v v v

vdt r r r r
q q q

qn
r q q

¶æ ö¶+ = - + D + -ç ÷¶ ¶è ø
p

1 ,z
z

dv
vdt z nr

¶= - + D¶
p

1 0 .zr r
vv v v

dr r r z
q

q

¶¶ ¶
+ + + =¶ ¶

Çäåñü

,r z

vd v vdt rt r z
q

q
¶ ¶ ¶ ¶= + + +¶ ¶ ¶ ¶

2 2 2

2 2 2 2
1 1 .r rr r zq

¶ ¶ ¶ ¶D = + + +¶¶ ¶ ¶

Ïðèâåäåì åùå âûðàæåíèÿ ýëåìåíòîâ òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé D
â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

1, ,r r
rr

v v v
D D r rr

q
qq q

¶ ¶
= = +¶ ¶

1 1, ,2
z r

zz r

v v v v
D D r rz r

q q
q q

¶ ¶ ¶æ ö
= = + -ç ÷¶ ¶ ¶è ø (11)
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1 1 1, .2 2
z z r

z zr

v vv v
D Drz r z

q
q q

¶ ¶¶ ¶æ ö æ ö
= + = +ç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø

Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå äâèæåíèÿ. Èì ñîîò-
âåòñòâóþò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10), â êîòîðûõ vz = 0, à ôóíêöèè vr , vq, p íå
çàâèñÿò îò z. Ïëîñêèé àíàëîã ñèñòåìû (10) äîïóñêàåò ãðóïïó âðàùåíèé ñ
îïåðàòîðîì ¶/¶q. Ñîîòâåòñòâóþùåå åé èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå èìååò âèä

0

2 2

2 0
0

( , )( ) , ( , ) , ln ( ) ,2

r

r

r

v s tt d rv v v r t ds tr s dt r rq

j j j
r

é ù
ê ú= = = - - +ê ú
ê úë û
òp p

(12)
ãäå j, p0 � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè t , r 0 > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ. Ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

( ) ( )
2

2 2
( ) 1 .tv v v v v v
r r rt r rr r

j
n¶ ¶ ¶ ¶+ + = + -¶ ¶ ¶¶ (13)

Åñëè j = const, óðàâíåíèå (13) äîïóñêàåò ãðóïïó ðàñòÿæåíèé ñ îïåðàòî-
ðîì r¶/¶r + 2t¶/¶t, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ (13).
Îäíî èç íèõ, îòâå÷àþùåå çíà÷åíèþ j = 0, îïèñûâàåò ïðîöåññ ïðîöåññ
äèôôóçèè âèõðÿ â âÿçêîé æèäêîñòè (Îçååí, 1911):

( )
2

1 exp .2 4
rv r tp n

é ùG= - -ê úë û
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðåøåíèå ïî t , ìû ñíîâà ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(13) ñ j = 0,

( )
2

2 exp ,44
Lr rv tt nprn

= -

ãäå îáîçíà÷åíî L = -rG/2 (Òýéëîð, 1908). Ïîñëåäíåå ðåøåíèå ñîîòâåò-
ñòâóåò äâèæåíèþ, âûçâàííîìó âíåñåíèåì â æèäêîñòü ïðè t = 0 ìîìåíòà
èìïóëüñà L, ñêîíöåíòðèðîâàííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ñëó÷àé j ¹ const, ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü äâèæåíèÿ, â êîòîðûõ â
íà÷àëå êîîðäèíàò äåéñòâóåò èñòî÷íèê ñ èíòåíñèâíîñòüþ j(t)/2p. Ñèí-
ãóëÿðíîñòè â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (13) ìîæíî èçáåæàòü, åñëè ðàññìàòðè-
âàòü îáëàñòü ïëîñêîñòè x1, x2, âíåøíþþ ïî îòíîøåíèþ ê îêðóæíîñòè r = a.
Íà ýòîé îêðóæíîñòè çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè vr = a

-1j(t),
v = aw(t), à â íà÷àëüíûé ìîìåíò � ðàñïðåäåëåíèå îêðóæíîé ñêîðîñòè
v(r, 0) = v0(r), r � a. Ðåøåíèå òàêîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ (13) îïèñûâàåò äâèæåíèå æèäêîñòè âíå ïîðèñòîãî öèëèíäðà,
âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ w(t), êîòîðàÿ êàê è
èíòåíñèâíîñòü âäóâà èëè îòñîñà æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà
j(t) ìîãóò áûòü çàäàíû ïðîèçâîëüíî.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j è w ïîñòîÿííû. Òîãäà óðàâíåíèå (13) èìååò
ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé

( )
Re 1

(1 ) ,a av a C Cr r

+

w
é ù

= - +ê úë û
ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, Re = j/n � àíàëîã ÷èñëà Ðåéíîëü-
äñà [20]. Åñëè Re < - 1 (ò.å. èíòåíñèâíîñòü îòñîñà æèäêîñòè ÷åðåç
ïîðèñòóþ ãðàíèöó âðàùàþùåãîñÿ öèëèíäðà äîñòàòî÷íî âåëèêà), òî v ® 0
ïðè r ® ¥, è ìû èìååì ïðèìåð íååäèíñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøå-
íèÿ âíåøíåé ïëîñêîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1), (2) â êëàññå ôóíêöèé v,
èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè Re = 0 ïîëå ñêîðîñòåé vr = 0,
vq = wa2r -1 îêàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì è ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ ïðèëèïàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé ðåäêî-
ñòüþ â äèíàìèêå âÿçêîé æèäêîñòè.

Ïóñòü òåïåðü j = 0, à æèäêîñòü çàïîëíÿåò ïðîñòðàíñòâî ìåæäó
äâóìÿ öèëèíäðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè r = r 1 è r = r 2, âðàùàþùèìèñÿ ñ
ïîñòîÿííûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè w1 è w2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
v = Ar + Br -1, ãäå

2 2 2 2
2 2 1 1 2 1 1 2

2 2 2 2
2 1 2 1

( )
, .

r r r r
A B

r r r r
w w w w- -

= =
- -

Ýòî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå Êóýòòîì (1890), áûëî ïîëîæåíî â îñíîâó
ñîçäàííîãî èì ïðèáîðà äëÿ èçìåðåíèÿ âÿçêîñòè. Èäåÿ âèñêîçèìåòðà
Êóýòòà áàçèðóåòñÿ íà ïðîñòîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó âåëè÷èíîé ìîìåíòà
ñèë M, ïðèëîæåííûõ ê ïîâåðõíîñòè âðàùàþùåãîñÿ öèëèíäðà íà åäèíèöó
åãî äëèíû, è êîýôôèöèåíòîì âÿçêîñòè n : M = -4prnB, ãäå B �
êîýôôèöèåíò ïðè r -1 â ôîðìóëå äëÿ v.

Êàê ïîêàçàë Äæ.È. Òýéëîð [21], â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ (íàïðè-
ìåð, ïðè w2 = 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ w1) òå÷åíèå Êóýòòà
òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, è íà ñìåíó åìó ïðèõîäèò òðåõìåðíîå âðàùàòåëüíî-
ñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå, ïåðèîäè÷åñêîå ïî îñåâîé êîîðäèíàòå z (ò.í. âèõðè
Òýéëîðà). Ïðîáëåìà Êóýòòà�Òýéëîðà ÿâèëàñü òåì îñåëêîì, íà êîòîðîì
îòòà÷èâàëèñü ìåòîäû òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (ñì. ìî-
íîãðàôèþ [22] è öèòèðîâàííóþ â íåé ëèòåðàòóðó).

5. ÇÀÄÀ×À  Î  ÂÐÀÙÀÞÙÅÌÑß  ÊÎËÜÖÅ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàëèñü ïëîñêèå âðàùàòåëüíî-ñèì-
ìåòðè÷íûå äâèæåíèÿ æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé âñå ïðîñòðàíñòâî èëè åãî
÷àñòü, îãðàíè÷åííóþ çàäàííûìè öèëèíäðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè.

Ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ, åñëè ãðàíèöà îáëàñòè òå÷åíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ñâîáîäíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ j(t) â ïðåäñòàâëåíèè (12) óæå
íå ìîæåò áûòü çàäàíà ïðîèçâîëüíî, è çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíîé.
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Òàê âîçíèêàåò çàäà÷à î âðàùàþùåìñÿ êîëüöå, ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà
êîòîðîé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 æèäêîñòü çàïîë-
íÿåò êîëüöî r10 < r < r20 è èìååò ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé vr = j0r

-1,
vq = v0(r). Çäåñü r 10 > 0, r 20, j0 � ïîñòîÿííûå, à v0(r) � ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ. Âñëåäñòâèå âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèè äâèæåíèÿ òàêàÿ çàâèñè-
ìîñòü vr îò r ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êèíåìàòè÷åñêè âîçìîæíîé. Òðåáóåò-
ñÿ íàéòè äâèæåíèå, â êîòîðîì ãðàíèöû êîëüöà r = r1(t), r = r2(t) ÿâëÿþòñÿ
ñâîáîäíûìè ïðè t > 0.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò â îòûñêàíèè ôóíêöèé j,
r 1, r 2 ïåðåìåííîé t è ðåøåíèÿ v(r, t) óðàâíåíèÿ (13) â îáëàñòè r 1 < r < r 2,
t > 0 ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ

, 1, 2 , 0 ,i

i

dr
i tdt r

j= = > (14)

( )
2

1

2 2 2
2 2

1 1 21 2

1 1 1 1 1ln 2 ( , ) , 0,2

r

r

rd drv r t tdt r r r rr r
j

nj j s
æ ö æ ö+ - - + + = >ç ÷ç ÷ è øè ø ò

(15)

0 0, ïðè 0,i i
r r tj j= = = (16)

0 10 20( ) ïðè , 0 ,v v r r r r t= =� � (17)

0 ïðè ( ) , 0 .i
v v r r t trr
¶ - = = >¶ (18)

Ðàâåíñòâà (14) � ñëåäñòâèÿ êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ íà ãðàíèöå (5) è
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè vr (12). Ðàâåíñòâî (18) âûðàæàåò ôàêò îòñóòñòâèÿ
êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå; îíî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ
(6) è âûðàæåíèÿ äëÿ Drq (11). Óðàâíåíèå (15) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
èñêëþ÷åíèÿ äàâëåíèÿ p, îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé (12), èç ñîîòíîøåíèé

12 ( 1) ( ) , 0 .r i
i

v
r r t trr

- srn
¶

- + = - = >¶p

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàþò èç (6), (11).
Âàæíûì ñâîéñòâîì çàäà÷è (13)�(18) ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå çàêîíîâ ñî-

õðàíåíèÿ
2 2 2 2
2 1 20 10( ) ( ) / , 0 ,r t r t r r S tp- = - = >

2 20

1 10

( )

2 2
0

( )

( , ) ( ) /2 , 0 .

r t r

r t r

r v r t dr r v r dr L tpr= = >ò ò
(19)
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Çäåñü S � ïëîùàäü êîëüöà, L � ìîìåíò èìïóëüñà. Ñîîòíîøåíèå (19)
ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ñíèçèòü ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé â èññëåäóåìîé
çàäà÷å, íî è ðåäóöèðîâàòü åå ê çàäà÷å â ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè ïóòåì
ââåäåíèÿ íîâîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x = r 2 - r 1

2 (t) (àíàëîã
ìàññîâîé ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòû, øèðîêî èñïîëüçóåìîé â îäíîìåðíûõ
çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìèêè).

Â ñëó÷àå s > 0 çàäà÷à (13)�(18) èññëåäîâàëàñü Î.Ì. Ëàâðåíòüå-
âîé [23], ñì. òàêæå [6]. Åþ äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
è èññëåäîâàíû êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

1/2 2

5/2
4 ,L

S
pa
rs

=

õàðàêòåðèçóþùèé îòíîøåíèå öåíòðîáåæíûõ è êàïèëëÿðíûõ ñèë â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì äâèæåíèè. Âñëåäñòâèå (19) âåëè÷èíà a íå çàâèñèò îò
âðåìåíè è îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè (16), (17). Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðè a > a * » 5,89 çàäà÷à (13)�(18) èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèõ âðàùåíèå êîëüöà êàê òâåðäîãî òåëà ñ ïîñòîÿííîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ 2 2

20 102 / ( )L S r rw r= + . Åñëè a < a*, ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò.

Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ æèäêîñòè äèññèïèðóåò-
ñÿ, à ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî â ïðåäåëå
t ® ¥ äâèæåíèå ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê ñîñòîÿíèþ òâåðäîòåëüíîãî âðàùå-
íèÿ. Íî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿìè (16), (17) âåëè÷èíàõ L, S, òàêèõ
÷òî a < a*, ýòèì ñîñòîÿíèåì ìîæåò áûòü òîëüêî âðàùåíèå êðóãà. Â ðàáîòå
[23] ýòè ñîîáðàæåíèÿ îáëå÷åíû â ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè t ® ¥ ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ ëèáî ê âðàùåíèþ
êîëüöà êàê òâåðäîãî òåëà, ëèáî ê òâåðäîòåëüíîìó âðàùåíèþ êðóãà.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå òîïîëîãèÿ îáëàñòè òå÷åíèÿ ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì:
ñóùåñòâóåò òàêîå t *, ÷òî ïðè t Z t* âíóòðåííèé ðàäèóñ êîëüöà r 1 ® 0.
Ýòîò ïðîöåññ íîñèò íåîáðàòèìûé õàðàêòåð.

Åñëè ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå îòñóòñòâóåò, òî âåëè÷èíà r 1 � const > 0
ïðè âñåõ t > 0 [24]. Ïðè L > 0, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ,
âîçìîæíû äâà ðåæèìà ðàñøèðåíèÿ êîëüöà: â îäíîì èç íèõ r 1 � C1 t

1/2

ïðè t ® ¥ (òèïè÷íî âÿçêèé ðåæèì), à â äðóãîì r 1 � C2t , ÷òî õàðàêòåðíî
äëÿ âðàùàþùåãîñÿ êîëüöà èäåàëüíîé æèäêîñòè [25]  (çäåñü C1, C2 �
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå). Ýòî ðîäíèò äàííóþ çàäà÷ó ñ èçâåñòíîé
çàäà÷åé Å.È. Çàáàáàõèíà î çàïîëíåíèè ïóçûðüêà â âÿçêîé æèäêî-
ñòè [26].

Çàäà÷à (13)�(18) ñîäåðæèò ìíîãî ïàðàìåòðîâ; ýòèì ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ åå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ìàëî-
ñòè íåêîòîðûõ èç íèõ. Îáîçíà÷èì V = max|v0(r)|, r 10 � r � r20, è
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð e = (n/r 10V)1/2 äîñòàòî÷íî ìàë. Â ïðåäåëå
n ® 0 ìû ïîëó÷èì çàäà÷ó î äâèæåíèè âðàùàþùåãîñÿ êîëüöà èäåàëüíîé
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æèäêîñòè, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ [25]. Ïîñêîëüêó â ýòîì ðåøå-
íèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (18), òî ïðè ìàëûõ n âáëèçè
ñâîáîäíûõ ãðàíèö êîëüöà âîçíèêàþò ïîãðàíè÷íûå ñëîè ñ òîëùèíîé
ïîðÿäêà (n t)1/2. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèé
äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, ñîäåðæàùåé íåñòàöèîíàðíûå ïî-
ãðàíè÷íûå ñëîè âáëèçè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ðàçðàáîòàíà â [27]. Íà
åå îñíîâå ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (13)�(18) ïðè n ® 0,
ñïðàâåäëèâàÿ íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè [28], (ñì. òàêæå [6]).
Òàì æå äàíà îöåíêà áëèçîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ê åå
òî÷íîìó ðåøåíèþ.

Ïóñòü òåïåðü s > 0 è ïàðàìåòð d = sr 10/rn
2 ÿâëÿåòñÿ ìàëûì. Â ýòîì

ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì êâàçèñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå ê
ðåøåíèþ çàäà÷è (13)�(18). Óðàâíåíèÿ êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ â çàäà÷å î äâèæåíèè èçîëèðîâàííîãî æèäêîãî îáúåìà âûâåäåíû â
ðàáîòå [29]. Â.À. Ñîëîííèêîâûì [30] ïîëó÷åíà îöåíêà ðàçíîñòè òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è è ãëàâíîãî ÷ëåíà åå êâàçèñòàöèîíàðíîé
àñèìïòîòèêè. Ïîñòðîåíèå ïîëíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (13)�(18) ïðè d ® 0 è åãî îáîñíîâàíèå âûïîëíåíî â
ðàáîòå [31]. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ôóíêöèè
r 1(t) äàåòñÿ êâàäðàòóðîé, à ôóíêöèÿ v(r, t) íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà d è
áîëüøèõ õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ñëåäóþùåé: v = 2Lr/rS(S + 2p-1r 1

2), ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò êâàçèòâåðäîìó âðàùåíèþ êîëüöà ñ ìãíîâåííîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ïðè çàäàííîì r 1(t) ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ ñîõðà-
íåíèÿ (19). Îòìåòèì åùå, ÷òî â ñèòóàöèè, êîãäà êîëüöî ïðåâðàùàåòñÿ â
êðóã â ìîìåíò âðåìåíè t *, êâàçèñòàöèîíàðíàÿ àñèìïòîòèêà îñòàåòñÿ ñïðà-
âåäëèâîé âïëîòü äî ýòîãî ìîìåíòà.

6. ÒÅ×ÅÍÈß  ÏÓÀÇÅÉËÅÂÑÊÎÃÎ  ÒÈÏÀ

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó H Ì G¥, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðîì
X3 - F º ¶/¶x3 - j(t)¶/¶p. Ïîëíûé íàáîð èíâàðèàíòîâ H äàåòñÿ
ôîðìóëàìè: I1 = x1, I2 = x2 , I3 = t , I4 = v1, I5 = v2, I6 = v3, I7 = p + j(t)x3.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, èíâàðèàíòíîå H � ðåøåíèå èìååò âèä

1 2 3 1 2( , , ) , 1, 2, 3 ; ( ) ( , , ) ,i i
v v x x t i t x q x x tj= = = - +p (20)

à ñèñòåìà (1), (2) ðåäóöèðóåòñÿ ê âèäó

1
2 2 2 2, 0 ,t q-r n+ × Ñ = - Ñ + D Ñ =u u u u u (21)

1
2 2( ) ,t

w w t w-r j n+ × Ñ = + Du (22)

ãäå u = (v1, v2), w = v3; Ñ2 è D2 îáîçíà÷àþò âåêòîð ãðàäèåíòà è
ëàïëàññèàí ïî ïåðåìåííûì x1, x2. Ñèñòåìà (21) îïèñûâàåò ïëîñêèå
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äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Åñëè åå ðåøåíèå u, q èçâåñòíî, òî ôóíêöèÿ w
îïðåäåëÿåòñÿ èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (22).

Ñèñòåìà (21) äîïóñêàåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u = 0, q = const.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (22) óïðîùàåòñÿ äî ñëåäóþùåãî:

2 2

2 2
1 2

1 ( ).w w w tt x x
n jr
æ ö¶ ¶ ¶- + =ç ÷¶ ¶ ¶è ø

(23)

Óðàâíåíèå (23) � ýòî îáû÷íîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ãäå ðîëü
êîýôôèöèåíòà òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè èãðàåò êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè n,
à ôóíêöèÿ j(t) â ïðåäñòàâëåíèè (20) ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè âíå-
øíèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà. Ñôîðìóëèðóåì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ:

0 1 2 1 2( , ) , ( , ) , 0 ,w w x x x x t= ÎW = (24)

1 20 , ( , ) , 0 ,w x x t= ÎS � (25)

ãäå W � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïëîñêîñòè x1, x2 ñ ãðàíèöåé S. Åå ðåøåíèå
îïèñûâàåò äâèæåíèå æèäêîñòè â öèëèíäðå (x1, x2) Î W, x3 Î R, âîçíèêà-
þùåå èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîä äåéñòâèåì çàäàííîãî ãðàäèåíòà äàâ-
ëåíèÿ Ñp = (0, 0, -j(t)). Íà ãðàíèöå öèëèíäðà âûïîëíåíî óñëîâèå
ïðèëèïàíèÿ v = 0. Îáúåìíûé ðàñõîä æèäêîñòè ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷å-
íèå äàåòñÿ ôîðìóëîé

1 2 1 2( ) ( , , ) .Q t w x x t dx dx

W

= ò (26)

Çàäà÷à (23)�(25) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé â òåîðèè ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé. Âìåñòå ñ òåì, íå ìåíüøèé ôèçè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îá-
ðàòíàÿ çàäà÷à: íàéòè ôóíêöèþ j(t) (ò.å. ãðàäèåíò äàâëåíèÿ) è ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (23), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (24), (25) è äîïîëíèòåëüíî-
ìó óñëîâèþ (26), ãäå Q(t) (ðàñõîä) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè.
Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ
ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ íà âõîäíûå äàííûå äîêàçàíà â ðàáîòå [32].
Åñëè ôóíêöèÿ Q ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó
ïðè t ® ¥, òî ñ òîé æå ñêîðîñòüþ ðåøåíèå w, j îáðàòíîé çàäà÷è
ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ïðåäåëó [33].

Ïóñòü j(t) = const = A ¹ 0. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (25) äëÿ
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

2 2

2 2 1 2
1 2

, ( , )w w A x x
x x rn

¶ ¶+ = - ÎW
¶ ¶ (27)
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îïðåäåëÿåò êëàññè÷åñêîå òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ [10, 11]. Íàèáîëåå ïðîñòîå è
âàæíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà W � êðóã
(x1

2 + x2
2)1/2 = r < a, è èìååò âèä w = A(a2 - r 2)/4rn, à ñâÿçü ìåæäó

ðàñõîäîì Q è ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ çäåñü äàåòñÿ ôîðìóëîé Q = pAa4/8rn.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ïîääåðæàíèè ïîñòîÿííîãî ïåðåïàäà äàâëå-
íèÿ dp ìåæäó âõîäíûì è âûõîäíûì ñå÷åíèÿìè êðóãëîé òðóáû äëèíû
l >> a ðåàëèçóåòñÿ òå÷åíèå, áëèçêîå ê òå÷åíèþ Ïóàçåéëÿ, òî ïðèáëèæåííî
A = dp/l, è ñâÿçü ìåæäó ðàñõîäîì è ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

4

.8
aQ l

pd
rn

= p
(28)

Çàâèñèìîñòü (28) âïåðâûå áûëà îáíàðóæåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî Ã. Ãàãå-
íîì (1839) è íåçàâèñèìî Ïóàçåéëåì (1840). Ôîðìóëà (28), óñòàíàâëè-
âàþùàÿ ïîñòîÿíñòâî îòíîøåíèÿ Q/a4 ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ òå÷å-
íèÿ, äàåò óáåäèòåëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ôàêòó îòñóòñòâèÿ ñêîëüæåíèÿ íà
ñòåíêå òðóáû. Ýòà ôîðìóëà ïîëó÷èëà ïîäòâåðæäåíèå â ïîñëåäóþùèõ
ýêñïåðèìåíòàõ ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re = Q/pan íå ïðå-
âîñõîäèò íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ Re* ïîðÿäêà 104 (îíî çàâèñèò îò óñëîâèé
ýêñïåðèìåíòà). Ïðè ïðåâûøåíèè ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà êðèòè÷åñêîãî çíà-
÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè â òðóáå íå ðåàëèçóåòñÿ.

Ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ ïóàçåéëåâñêîãî òèïà âîçíèêàþò è â ñèòóàöèè,
êîãäà ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Ïðîñòåéøåå
èç íèõ � òå÷åíèå Íóññåëüòà â ñëîå æèäêîñòè ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç a óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè ê ãîðèçîíòó è ÷åðåç g �
óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Íàïðàâèì îñü x1 âäîëü ïëîñêîñòè, à îñü x2 � ïî
íîðìàëè ê íåé. Ðåøåíèå Íóññåëüòà (1916) îïèñûâàåò ïëîñêîå òå÷åíèå ñ
ïðÿìîëèíåéíîé ïëîñêîé ãðàíèöåé è ïîëåì ñêîðîñòåé è äàâëåíèé âèäà

2
1 2 2 0 2

sin (2 ) , 0 , cos ( )2
gv x h h v g h xa

r a
n

= - = = + -p p (29)

(çäåñü p0 � àòìîñôåðíîå äàâëåíèå). Ðåøåíèþ (29) ñîîòâåòñòâóåò ðàñ-
õîä æèäêîñòè íà åäèíèöó øèðèíû ñëîÿ Q = gh3sina/3n è ÷èñëî Ðåé-
íîëüäñà Re = Q/n.

Êàê ïîêàçàë Ï.Ë. Êàïèöà [34], ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå (29) âäîëü
âåðòèêàëüíîé ñòåíêè ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Â åãî ýêñïåðèìåíòàõ íåóñ-
òîé÷èâîñòü íàáëþäàëàñü ïðè âåñüìà ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Íà ñìå-
íó ðåæèìó (29) ïðèõîäèò âîëíîâîé ðåæèì äâèæåíèÿ, â êîòîðîì ôóíê-
öèè v, p è òîëùèíà ñëîÿ h çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x1 - ct è x2, ïðè÷åì
çàâèñèìîñòü îò ïåðâîé èç íèõ áëèçêà ê ïåðèîäè÷åñêîé, à ñêîðîñòü áåãó-
ùåé âîëíû c � ê óòðîåííîé ñðåäíåé ñêîðîñòè v1. Êàïèöà ïðåäëîæèë
òàêæå ïåðâóþ ïðèáëèæåííóþ ìîäåëü îïèñàíèÿ âîëíîâûõ äâèæåíèé â
òîíêèõ ñëîÿõ æèäêîñòè. Ñóùåñòâîâàíèå áåãóùèõ âîëí â ñëîå íà âåðòè-
êàëüíîé ñòåíêå ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà Re óñòàíîâ-
ëåíî â ðàáîòå [35], â êîòîðîé äàííàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â òî÷íîé
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ïîñòàíîâêå êàê çàäà÷à ñ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé äëÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé
Íàâüå-Ñòîêñà. Çàìåòèì, ÷òî ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ áåãóùèõ âîëí â
çàäà÷å Êàïèöû èìååò òåîðåòèêî-ãðóïïîâóþ ïðèðîäó: îí ñâÿçàí ñ èíâà-
ðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèé (1), (2) è óñëîâèé (5), (6) îòíîñèòåëüíî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ. Ò.Á. Áåíäæàìèí [36] ïîêàçàë, ÷òî ðåøåíèå (29)
íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê äëèííîâîëíîâûì âîçìóùåíèÿì, åñëè
Re > 5ctga/6. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òåîðèÿ âîëíîâûõ äâèæåíèé æèä-
êèõ ïëåíîê ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë ãèäðîäèíàìèêè, èìåþ-
ùèé ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ (ñì. ìîíîãðàôèþ [37] è èìåþùèåñÿ
â íåé ññûëêè).

Åùå îäèí ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð òå÷åíèÿ ïóàçåéëåâñêîãî òèïà
ïðåäñòàâëÿåò ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå æèäêîñòè â âèäå ðó÷åéêà íà íèæ-
íåé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè íàêëîííîãî öèëèíäðà [38]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a
ðàäèóñ öèëèíäðà, ÷åðåç a óãîë íàêëîíà åãî îáðàçóþùèõ ê ãîðèçîíòó è
ïîìåñòèì íà÷àëà êîîðäèíàò â öåíòð êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öè-
ëèíäðà. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ýòîì ñå÷åíèè îáîçíà÷èì x1, x2, òàê ÷òî
îñü x1 ãîðèçîíòàëüíà, à îñü x2 íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè
öèëèíäðà. Èñêîìîå ðåøåíèå èìååò âèä v1 = v2 = 0, v3 = w(x1, x2), p = p(x2),
ãäå ôóíêöèÿ w óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (27), â êîòîðîì A = rgsina, à
ôóíêöèÿ p � óðàâíåíèþ dp/dx2 = rgcosa.

Îáîçíà÷èì ñå÷åíèå îáëàñòè òå÷åíèÿ ïëîñêîñòüþ x3 = 0 ÷åðåç W.
Ãðàíèöà îáëàñòè W ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: òâåðäîé ïîâåðõíîñòè S, íà
êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ (25), è ñâîáîäíîé ãðàíèöû G, íà
êîòîðîé ñòàâÿòñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ

1 20 , ( , )w x xn
¶ = ÎG¶ (30)

è óñëîâèå ðàâåíñòâà íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ êàïèëëÿðíîìó äàâëåíèþ.
Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ðåøåíèè v1 = v2 = 0, à p = rgx2cosa + const,
òî ïîñëåäíåå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

2 0cos .K g x Ks r a s+ = (31)

Çäåñü K � êðèâèçíà êðèâîé G, K0 � åå çíà÷åíèå â íèæíåé òî÷êå
ðó÷åéêà, ãäå x2 = 0. Ñîîòíîøåíèå (31) � ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè x2 = f(x1), çàäàþùåé ñâî-
áîäíóþ ãðàíèöó G. Åãî ðåøåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
ñèììåòðèè f ¢(0) = 0 è çàäàíèåì ïàðàìåòðîâ K0 è H, ãäå H � ïîëíûé
ïåðåïàä âûñîò â ðó÷åéêå.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àåìàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê îïðåäåëåíèþ ôîðìû
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè G èç óðàâíåíèÿ êàïèëëÿðíîé ãèäðîñòàòèêè (31)
è ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è (25), (30) äëÿ
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (27). Â ðàáîòå [38] íàéäåíî ïîëíîå ñåìåéñòâî
êðèâûõ, îïèñûâàþùèõ ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ðó÷åéêà, è ÷èñ-
ëåííî ðåøåíà çàäà÷à (25), (27), (30) îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè â
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ðó÷åéêîâîì òå÷åíèè. Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò î÷åíü ñëàáîé çàâè-
ñèìîñòè øèðèíû ðó÷åéêà îò ãåîìåòðè÷åñêèõ è ðåæèìíûõ ïàðàìåòðîâ.
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âûñîòû è øèðèíà ðó÷åéêà ñîïîñòàâëÿëèñü ñ äàí-
íûìè ýêñïåðèìåíòîâ [39] è îáíàðóæèëè õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ñ ýòè-
ìè äàííûìè.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ðàññìîòðåííûå â ýòîì ðàçäåëå ðåøåíèÿ îáúåäèíÿåò
îäíî ñâîéñòâî: òðàåêòîðèè æèäêèõ ÷àñòèö â íèõ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè
ëèíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè x3. Îäíàêî èìè íå èñ÷åðïûâàåòñÿ âåñü
êëàññ èíâàðèàíòíûõ H�ðåøåíèé ñèñòåìû (1), (2). Áîëåå ñëîæíûå êàð-
òèíû òå÷åíèé ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû (21). Íàïðèìåð, íà ýòîì ïóòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðåøåíèå
ñëåäóþùåé çàäà÷è. Æèäêîñòü çàïîëíÿåò ïðîñòðàíñòâî ìåæäó äâóìÿ
öèëèíäðè÷åñêèìè òâåðäûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Îñè öèëèíäðîâ ïàðàëëåëü-
íû îñè x3, íî íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü. Âíåøíèé öèëèíäð íåïîäâèæåí, à
âíóòðåííèé âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè ñ çàäàííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Êðîìå
òîãî, çàäàíà ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ¶p/¶x3 = -j(t).

Ìû ïðèõîäèì ê îáîáùåíèþ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î ïîäøèïíèêå íà
ñëó÷àé, êîãäà æèäêîñòü â çàçîðå ìåæäó öèëèíäðàìè ïðîêà÷èâàåòñÿ âäîëü
îñåé öèëèíäðîâ çàäàííûì ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ.

7. ÐÅØÅÍÈÅ  ÄÆÅÔÔÐÈ�ÃÀÌÅËß
È  ÅÃÎ  ÎÁÎÁÙÅÍÈß

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå àâòîìîäåëüíûå ðå-
øåíèÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû (1), (2). Êëàññ òàêèõ ðåøåíèé áûë îòêðûò è
ïåðâîíà÷àëüíî èññëåäîâàí Äæ.Á. Äæåôôðè [40] è Ã. Ãàìåëåì [41].
Ýòîò êëàññ îêàçàëñÿ íàñòîëüêî ñîäåðæàòåëüíûì, ÷òî èññëåäîâàíèå ðåøå-
íèé Äæåôôðè�Ãàìåëÿ è èõ îáîáùåíèé ïðîäîëæàåòñÿ äî ñèõ ïîð (ñì.
ñòàòüè [42, 43] è èìåþùèåñÿ òàì ññûëêè).

Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîå ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå â ñåêòîðå |q| < b,
îãðàíè÷åííîì äâóìÿ òâåðäûìè íåïðîíèöàåìûìè ëèíèÿìè q = ±b. Â íà÷àëå
êîîðäèíàò ïîìåùåí èñòî÷íèê èëè ñòîê æèäêîñòè çàäàííîé ìîùíîñòè Q.
Îáëàñòü òå÷åíèÿ, óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ v = 0 ïðè q = ±b, r > 0 è
äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ðàñõîäà

r
rv d Q

b

-b

q =ò
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Z
(3).  Ýòî ïîçâîëÿåò èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (10) ñ wz = 0 â âèäå

2

2( ), ( ), ( ) .r
v f v g hr r rq

rnn nq q q= = =p (32)
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Ïðè ýòîì óñëîâèå ðàñõîäà ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

( ) Re ,f d

b

-b

q q =ò (33)

ãäå Re = Q/n � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, à óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â
ñèñòåìå (10) âìåñòå ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ ïðèâîäèò ê ñëåäñòâèþ g = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ðàäèàëüíûì.

Ïîäñòàíîâêà (32) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (10) ïðèâîäèò ê
èíòåãðàëó

2 ,f h C- = (34)

ãäå C = const. Èñïîëüçóÿ (34) è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (32) ïðè g = 0
â ïåðâîå óðàâíåíèå (10), ìû ïîëó÷àåì:

24 , | |f f f C q b+ + = <¢¢ (35)

Óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî

( ) ( ) 0 .f fb b= - = (36)

Çàäà÷à Äæåôôðè�Ãàìåëÿ ñîñòîèò â îòûñêàíèè ïîñòîÿííîé C è ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (35), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (33), (36). Ïðè ýòîì
ïàðàìåòðû b Î (0, p] è Re Î R ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè. Ïàðàìåòð Re
ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è Äæåôôðè�Ãàìåëÿ îïèñûâàåò òå÷åíèå
â äèôôóçîðå, à âî âòîðîì � òå÷åíèå â êîíôóçîðå. Êà÷åñòâåííîå ïîâåäå-
íèå ðåøåíèé ðàçëè÷íî äëÿ òå÷åíèé äèôôóçîðíîãî è êîíôóçîðíîãî òè-
ïîâ; îíî òàêæå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû óãëà b.

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (33), (35),
(36) ïðè ìàëûõ |Re| è b ¹ b*, ãäå b* » 2,25 � êîðåíü óðàâíåíèÿ tgb = b,
äîêàçàíà â ðàáîòå [44]. Ñëó÷àé b = b* ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ íåòðèâè-
àëüíûõ ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîé îäíîðîäíîé çàäà÷è (C = 0, Re = 0).
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äæåôôðè�Ãàìåëÿ
ìîæåò íàðóøèòüñÿ äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé |Re|.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé òå÷åíèÿ â êîíôóçîðå (Re < 0).  Ýòîò
ñëó÷àé íàèáîëåå èññëåäîâàí â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå. Êðîìå òîãî, èçó÷åíèå
ñõîäÿùèõñÿ òå÷åíèé â ïëîñêîì êîíôóçîðå âàæíî äëÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ
ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð, äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïëàñòìàññ è ìåòàëëè÷åñêèõ ëè-
ñòîâ. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî b < p/2. Åñëè Re < 0 è |Re| äîñòàòî÷íî
âåëèê, çàäà÷à Äæåôôðè�Ãàìåëÿ èìååò ðåøåíèå, â êîòîðîì âíå ïîãðàíè÷-
íûõ ñëîåâ, ïðèìûêàþùèõ ê ñòåíêàì êîíôóçîðà q = ±b, òå÷åíèå áëèçêî ê
ïîòåíöèàëüíîìó ñ f = const, à âíóòðè ýòèõ çîí ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè
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ïðèáëèæàåòñÿ ê àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
Ïðàíäòëÿ [10]. Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ðåäêèé (è, âîçìîæíî, ïåðâûé)
ïðèìåð ñèòóàöèè, ãäå íå òîëüêî äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ áëèçîñòü ðåøåíèé
óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è Ïðàíäòëÿ ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà, íî
è äàíû ýôôåêòèâíûå îöåíêè ðàçíîñòè äâóõ ðåøåíèé ïðè |Re| ® ¥ [45].
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f çäåñü ïðèíèìàåò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ â
èíòåðâàëå  (-b, b)  è ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé q.

Ñèòóàöèÿ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ, êîãäà b > p/2, ò.å. óãîë ðàñòâîðà
êîíôóçîðà áîëüøå ðàçâåðíóòîãî. Â ðàáîòå [42] ÷èñëåííî àíàëèòè÷åñ-
êèì ìåòîäîì óñòàíîâëåíî íàëè÷èå íåìîíîòîííûõ �òðåõìîäîâûõ� ðåøå-
íèé çàäà÷è (33), (35), (36) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |Re|.
Â ýòèõ ðåøåíèÿõ ôóíêöèÿ f(q) ÷åòíà è îòðèöàòåëüíà âáëèçè ãðàíèö
èíòåðâàëà  (-b, b), à â îêðåñòíîñòè ëèíèè ñèììåòðèè q = 0 îíà ñòàíîâèòñÿ
ïîëîæèòåëüíîé.

Åùå áîëåå íåîæèäàííûì ñâîéñòâîì çàäà÷è Äæåôôðè�Ãàìåëÿ ïðè
Re < 0 ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå íåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé. Ðàíåå [10, 11]
ñ÷èòàëîñü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé � ýòî ïðèâèëåãèÿ äèôôó-
çîðíûõ òå÷åíèé ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà bRe. Â ðàáîòå [46]
÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì ïîñòðîåíû íåñèììåòðè÷íûå ìíîãîìî-
äîâûå (ñ ÷èñëîì n ïåðåìåí çíàêà ôóíêöèè f âíóòðè èíòåðâàëà (-b, b),
ðàâíûì 3 è 5), à òàêæå ñèììåòðè÷íûå ìíîãîìîäîâûå ñ n = 2 è 4
ðåøåíèÿ çàäà÷è (33), (35), (36). Îêàçàëàñü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ïðîÿâëÿåò-
ñÿ è ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëà b, ÷òî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ;
ïðè ýòîì âåëè÷èíà bRe äîëæíà áûòü íå ñëèøêîì ìàëîé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òå÷åíèå â äèôôóçîðå (Re > 0).  Çäåñü íååäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (33), (35), (36) áûëà îáíàðóæåíà äàâíî
[47] (ñì. òàêæå [10, 11]), íî ïîëíûé àíàëèç ñèòóàöèè âûïîëíåí ëèøü
ñåé÷àñ [43, 48]. Äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà çíà÷åíèé Re > 0
óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïðèìûêàþùèõ äðóã ê
äðóãó èíòåðâàëîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñëîæíàÿ áèôóðêà-
öèÿ òå÷åíèé. Âîçðàñòàíèå Re ® ¥ è ñîîòâåòñòâóþùåå óâåëè÷åíèå íîìå-
ðà èíòåðâàëà ïðèâîäèò ê íåîãðàíè÷åííîìó âîçðàñòàíèþ åãî äëèíû è
êîëè÷åñòâà ìîä äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ïåðâûé èíòåðâàë 0 < Re < Re1(b)
ñîîòâåòñòâóåò ÷èñòî ðàñõîäÿùåìóñÿ òå÷åíèþ (f > 0 äëÿ âñåõ q, |q| < b).
Ïðè Re > Re1 â îáëàñòè òå÷åíèÿ âîçíèêàþò çîíû ïðîòèâîòîêà. Çàâèñè-
ìîñòü Re1 îò b âû÷èñëåíà â [48]. Îêàçàëîñü, ÷òî bRe1 ® 3p ïðè b ® 0.
Ôóíêöèÿ bRe1(b) ìîíîòîííî óáûâàåò è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè b = p/2
(ò.å. êîãäà îáëàñòü òå÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ).

Ðåçóëüòàòû ðàáîò [43, 48] ñïîñîáñòâóþò ïîíèìàíèþ ìåõàíèçìà
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äèôôóçîðíûõ òå÷åíèé ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ðåé-
íîëüäñà. Îíè òàêæå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ãåîôèçè÷åñêèõ è òåõíè-
÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ýòè ðåçóëüòàòû, êàê è ðåçóëüòàòû ðàáîò [42, 46],
ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ îðèãèíàëüíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà óñêîðåííîé
ñõîäèìîñòè [49] äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî òèïà. Ìåòîä áûë àïðîáèðîâàí íà
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êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå çàäà÷è Äæåôôðè�Ãàìåëÿ (êîíôóçîðíîå îäíî-
ìîäîâîå òå÷åíèå ñ b < p/2) è ïîêàçàë âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü [50].

Óìåñòíî ïîñòàâèòü âîïðîñû î ôèçè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè è àñèìïòî-
òè÷åñêîì õàðàêòåðå  òå÷åíèÿ  Äæåôôðè�Ãàìåëÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîò-
ðèì òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè D, ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðó ñêîðîñòè
(32), è çàìåòèì, ÷òî îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè â åäèíèöó âðåìåíè ïðè äâèæåíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
åñòü 2rnD : D. Ïîäñ÷èòàåì ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè Ia, b â êðèâî-
ëèíåéíîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå, îãðàíè÷åííîì îòðåçêàìè ëó÷åé q = ±b è
äóãàìè îêðóæíîñòåé r = a, r = b > a. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (11), (32)  áóäåì
èìåòü

( ) ( )3 2 2
2 2,
1 1 12 .4a b

I f f d
a b

b

-b

rn= - + q¢ò
Âèäíî, ÷òî Ia, b ® ¥ ïðè a ® 0; ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè a > 0
ôèêñèðîâàíî, à b ® ¥, òî âåëè÷èíà Ia, b ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ  Äæåôôðè�Ãàìåëÿ  âïëîòü äî
r = 0 ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà äèññèïàöèè ýíåðãèè. Âìåñòå
ñ òåì, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå õîðîøî îïèñûâàåò àñèìïòîòèêó
òå÷åíèÿ æèäêîñòè â îáëàñòÿõ ñ ñåêòîðèàëüíûìè âûõîäàìè íà áåñêîíå÷-
íîñòü. Ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [44, 51].

Ïóñòü îáëàñòü òå÷åíèÿ W Ì R2 ïðåäñòàâèìà â âèäå

0 1 ... ,mW = W È W È È W

ãäå W0 îãðàíè÷åíà, à Wi (i = 1, ..., m) � íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöà W ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ãëàäêèõ êðèâûõ è
íåîãðàíè÷åííûõ ïðÿìûõ ëèíèé è ÷òî Wi ñóòü ïîäîáëàñòè áåñêîíå÷íûõ
ñåêòîðîâ Si ñ óãëàìè ðàñòâîðà qi. Â îáëàñòè W ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèî-
íàðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñ óñëî-
âèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè

0 , x= Î¶Wv (37)

è äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè ðàñõîäîâ

, 1, ..., ,

i

i id F i m

S

× S = =ò v n (38)

ãäå Si � ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ Wi, à Fi � çàäàííûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ
ðàâíà íóëþ.
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Òåîðåìà 2 [44]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãëû ðàñòâîðà q i îáëàñòè Wi
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ qi < p, è ÷òî ðàñõîäû Fi äîñòàòî÷íî ìàëû,

1

1
| | 1 .

m

ii
F-

=
n eS =�

Òîãäà çàäà÷à (1), (37), (38) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå íåïðå-
ðûâíî ïî Ãåëüäåðó â W ñ íåêîòîðûì ïîêàçàòåëåì a Î (0, 1) è äëÿ
áîëüøèõ |x |, x ® Wi, i = 1, ..., m, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

1

1
| ( ) ( ) | | || ( ) ( ) | | | | | ,i

m

i i i ii
x x x x x C x F- -b

=
- + - - S�v V p pP

ãäå C, bi > 0 è ip  � ïîñòîÿííûå, à (Vi(x), Pi(x)) � ñêîðîñòü è äàâëåíèå,
ñîîòâåòñòâóþùèå òå÷åíèþ Äæåôôðè�Ãàìåëÿ â ñåêòîðå Si ñ óãëîì ðà-
ñòâîðà q i è ðàñõîäîì Fi.

Âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2 ñíÿòü óñëîâèå
ìàëîñòè ðàñõîäîâ, îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ýòîò âîïðîñ òðóäåí õîòÿ áû ïîòî-
ìó, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû |Fi |/n ðåøåíèå çàäà÷è Äæåô-
ôðè�Ãàìåëÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íååäèíñòâåííûì.

Âûøå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ðåøåíèå Äæåôôðè�Ãàìåëÿ ÿâëÿåòñÿ èí-
âàðèàíòíûì ðåøåíèåì äâóìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ. Áóäó÷è ñòàöèîíàðíûì, îíî
òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïåðåíîñà ïî âðåìåíè. Îòêàæåìñÿ òå-
ïåðü îò óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ðåøåíèÿ, íî ñîõðàíèì åãî àâòîìîäåëü-
íîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ èìååò âèä

2

2( , ) , ( , ) , ( , ),r
v f v g hr r rq

rnn nq x q x q x= = =% %
% p

ãäå /r tx n=  � èíâàðèàíò ãðóïïû ðàñòÿæåíèé, äîïóñêàåìîé ñèñòåìîé
(1). Ôóíêöèè f% , g% , h%  îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê îäíîìó êâàçèëèíåéíîìó ýëëèïòè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ 4-ãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè òîêà Y(r , q, t ) = Y(q, x), ñâÿçàííîé ñ
êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè ñîîòíîøåíèÿìè vr = nr

-1¶Y/¶q, vq = - n¶Y/¶r .
Ïîñòàíîâêà íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1) òðåáóåò çàäà-

íèÿ íà÷àëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, êîòîðîå äîëæíî áûòü ñîëåíîèäàëüíûì è
ìàñøòàáíî èíâàðèàíòíûì. Ýòî âîçìîæíî â ñëó÷àå, êîãäà

0( ), 0 ïðè 0 .rv f v tr q
n q= = =

Çäåñü f0 � çàäàííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ q Î [-b, b], óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì f0(±b) = 0 (ñëåäñòâèå óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ), à â îñòàëüíîì
ïðîèçâîëüíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé ìîæíî
èçó÷èòü ýâîëþöèþ òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â äèôôóçîðå
ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòåé, íå èìåþùèì òðàíñâåðñàëüíîé
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êîìïîíåíòû. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó â ñåêòîðå äëÿ
óïîìÿíóòîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíê-
öèÿ Y(q, x). Ýòà çàäà÷à ðåøåíà ÷èñëåííî â ðàáîòå [51] äëÿ ðàçëè÷íûõ
âèäîâ ôóíêöèè 0( ) lim ( , )

x®¥
q q xY = Y , ÿâëÿþùåéñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíê-

öèè f0(q). Õàðàêòåð âîçíèêàþùåãî (íåðàäèàëüíîãî!) òå÷åíèÿ âî ìíîãîì
çàâèñèò îò âåëè÷èíû 0 0( ) ( ) Qb bY - Y - = % , ãäå Q%  � ñóììàðíûé áåç-
ðàçìåðíûé ðàñõîä æèäêîñòè ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñåêòîðà (àíàëîã
÷èñëà Ðåéíîëüäñà). Ïðè óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ |Q% | ñ ðîñòîì t (÷òî
ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ /r tx n= ) ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ â ëþáîé
êîíå÷íîé ÷àñòè ñåêòîðà ê òå÷åíèþ Äæåôôðè�Ãàìåëÿ ñ Re = Q% .

Ñëó÷àé Q%  = 0 (íî 0 0f º ) ÿâëÿåòñÿ îñîáûì. Îí âûäåëåí òåì, ÷òî
â ýòîì (è òîëüêî â ýòîì) ñëó÷àå ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè â ñåêòîðå,
çàíÿòîì æèäêîñòüþ, îñòàåòñÿ êîíå÷íîé ïðè âñåõ t > 0. Â [51] áûëè
âûïîëíåíû ðàñ÷åòû äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè Y0 = (q

2 - b2)2/b4, b = p/12.
Ñ ðîñòîì âðåìåíè, áëàãîäàðÿ äåéñòâèþ âÿçêîñòè, ïîÿâëÿåòñÿ òðàíñâåð-
ñàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè; êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ Y òåðÿåò ñâîéñòâî
÷åòíîñòè îòíîñèòåëüíî q êîòîðîå, âïðî÷åì, âîññòàíàâëèâàåòñÿ â ïðåäåëå
x ® 0 (ò.å. t ® ¥). Ïîÿâëåíèå îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âìåñòå
ñ çàòóõàíèåì ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ñèñòåìû
âèõðåé ñ óìåíüøàþùåéñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ïðè x ® 0. Âèõðè ñ îòíîñè-
òåëüíî áîëüøîé èíòåíñèâíîñòüþ íåñèììåòðè÷íû ââèäó äåéñòâèÿ ñèë
èíåðöèè. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê íà÷àëó êîîðäèíàò âèõðè óìåíüøàþò
ðàçìåðû è èíòåíñèâíîñòü è îäíîâðåìåííî ñèììåòðèçóþòñÿ. Åñëè t ® ¥,
òî â ëþáîì êîíå÷íîì ñåêòîðå òå÷åíèå ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê ñèñòåìå ñòàöè-
îíàðíûõ âèõðåé, íàéäåííûõ Õ.Ê. Ìîôôàòòîì [52].

Âåðíåìñÿ ê ñòàöèîíàðíûì àâòîìîäåëüíûì ðåøåíèÿì ñèñòåìû (1) â
ïëîñêîì ñëó÷àå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èõ èíòåðïðåòàöèÿ â âèäå òå÷åíèÿ â
ñåêòîðå, îãðàíè÷åííîì òâåðäûìè ñòåíêàìè, íå åäèíñòâåííî âîçìîæíàÿ.
Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíèöû ñåêòîðà ñóòü ëó÷è q = 0 è q = g. Ýòè
ëèíèè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ãðóïïû ðàñòÿæåíèé.
Åñëè ïðèíÿòü îäíó èç íèõ (íàïðèìåð, q = g) çà ñâîáîäíóþ ãðàíèöó, òî
â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1
èç ðàçäåëà 3 ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå
(5), (6) ïðèâîäÿò ê íåêîòîðûì óñëîâèÿì äëÿ èíâàðèàíòîâ f, g, h ãðóïïû
ñ îïåðàòîðîì Z. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè
è ïðåäñòàâëåíèÿ (32) g = const, à â ñèëó óñëîâèÿ (5), âûïîëíåííîãî íà
ëèíèè q = g, âîçíèêàþùàÿ ïîñòîÿííàÿ ñ íåèçáåæíîñòüþ ðàâíÿåòñÿ íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàþùåå òå÷åíèå, êàê è òå÷åíèå Äæåôôðè-Ãàìåëÿ,
ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíûì.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (11) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ òåíçîðà D â
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (32), ìû ïîëó÷àåì èç
óñëîâèÿ (6) ïðè s = 0 ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

2 0 , 0 .f h f q g- = = =¢ (39)
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Ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (39) âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèåì (34), âûïîëíåííîì ïðè
âñåõ q Î [0, g], ïîêàçûâàåò, ÷òî C = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (35) ïðèíèìàåò
âèä

24 0 , 0 .f f f q g+ + = < <¢¢ (40)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âòîðàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ñåêòîðà q = 0 ÿâëÿåòñÿ òâåðäîé
ñòåíêîé, íà êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ, è èñïîëüçóÿ âòîðîå
èç ðàâåíñòâ (39), ïîëó÷èì êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (40):

(0) ( ) 0 .f f g= =¢ (41)
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ââèäó ïðÿìîëèíåéíîñòè ñâîáîäíîé ãðàíèöû ïðàâàÿ
÷àñòü â óñëîâèè (6) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó ïåðâîå èç ðàâåíñòâ
(39) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä è ïðè s ¹ 0. È õîòÿ òåîðåìà 1 íå ãàðàíòèðóåò
èíâàðèàíòíîñòè ñîîòíîøåíèé íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå â ýòîì ñëó÷àå, ìû
èìååì çäåñü ôàêò óñëîâíîé èíâàðèàíòíîñòè äàííûõ ñîîòíîøåíèé íà
èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ïðèñîåäèíèì ê (41) óñëîâèå ðàñõîäà

0

( ) Re ,f d

g

q q =ò (42)

ãäå Re = Q/n � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, à Q � ðàçìåðíûé ðàñõîä æèäêîñòè
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîëîæèòåëüíîñòü Re îçíà÷àåò íàëè÷èå èñòî÷-
íèêà, à îòðèöàòåëüíîñòü � íàëè÷èå ñòîêà â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñôîðìó-
ëèðóåì çàäà÷ó I: ïðè çàäàííîì Re íàéòè ôóíêöèþ f(q) è ÷èñëî g Î (0, 2p)
òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ (40)�(42). Íàðÿäó ñ ýòîé çàäà-
÷åé, ðàññìîòðèì çàäà÷ó II: íàéòè ôóíêöèþ f(q) è ïàðàìåòð g, ÷òîáû
óäîâëåòâîðÿëèñü óðàâíåíèå (40), óñëîâèå (42) è óñëîâèÿ

(0) ( ) 0 .f f g= =¢ ¢ (43)
Ïåðâîå èç óñëîâèé (43) îçíà÷àåò, ÷òî è âòîðàÿ ñòîðîíà ñåêòîðà ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Îòëè÷èå çàäà÷ I è II îò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äæåô-
ôðè�Ãàìåëÿ ñîñòîèò â îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîé ïîñòîÿííîé C, âõîäÿùåé
â óðàâíåíèå (35). Ïîýòîìó ïðè ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ âåëè÷èíàõ Re è g
çàäà÷è I, II, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìåþò ðåøåíèé. Òî, ÷òî óãîë ðàñòâîðà
ñåêòîðà g ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé âåëè÷èíîé, è îçíà÷àåò �ñâîáîäíîñòü� ãðàíèöû
â ýòèõ îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ.

Çàäà÷è I è II èçó÷àëèñü â ðàáîòå [18]  (ñì. òàêæå [6, 9]). Îêàçà-
ëîñü, ÷òî çàäà÷à II èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå ïðè -8p < Re � 0
è íå èìååò ðåøåíèé ïðè Re > 0, Re � -8p. Ïðè ìàëûõ |Re | ýòà çàäà÷à
èìååò 7 ðåøåíèé, ñ ðîñòîì |Re | åå ðåøåíèÿ èñ÷åçàþò ïàðàìè è ïðè Re,
áëèçêîì ê -8p, îñòàåòñÿ îäíî ðåøåíèå f = -4. Ýòî ðåøåíèå � åäèí-
ñòâåííîå, â êîòîðîì ôóíêöèÿ f(q) íå ìåíÿåò çíàêà íà èíòåðâàëå [0, g].
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×òî êàñàåòñÿ çàäà÷è I, òî îíà èìååò, â çàâèñèìîñòè îò Re, îò îäíîãî äî
4-õ ðåøåíèé, åñëè Re > Re1 » -22,65. Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è II, ñðåäè
íåñêîëüêèõ ðåøåíèé çàäà÷è I ëèøü îäíî ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííûì.
Åñëè Re > Re2 » 1,66, ðåøåíèå çàäà÷è I åäèíñòâåííî, è â ýòîì ðåøåíèè
f > 0 ïðè 0 < q � g. Íåîæèäàííûì ÿâëÿåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è ïðè Re ® ¥:

2

1

1 1 Re ,2 Re
k

kk
C

¥
-

=
g æ ö= + Sè ø

( )2
2 0

1( ) .i
ii

f y
¥

=

qq g gg
= S

Ôóíêöèè yi(j) è ïîñòîÿííûå Ck îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî óãëîâîé ðàçìåð g îáëàñòè òå÷åíèÿ ïðè
áîëüøèõ Re ìíîãî ìåíüøå òàêîãî ïðè òå÷åíèè Äæåôôðè�Ãàìåëÿ â
êîíôóçîðå (òîëùèíà ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ âáëèçè ñòåíîê êîíôóçîðà òàì
èìååò ïîðÿäîê |Re|-1/2 [10, 45]). Ñòðóêòóðà ïîëó÷åííîé àñèìïòîòèêè
ïîêàçûâàåò, ÷òî âîîáùå íå ñóùåñòâóåò óçêèõ çîí, ïðèìûêàþùèõ ê òâåð-
äîé ñòåíêå è ñâîáîäíîé ãðàíèöå, â êîòîðûõ ðåøåíèå îïèñûâàëîñü áû
ôóíêöèÿìè òèïà ïîãðàíñëîÿ, è çàêëþ÷åííîãî ìåæäó íèìè �ÿäðà�, ãäå
âëèÿíèå âÿçêîñòè ïðè Re ® ¥ ïðåíåáðåæèìî ìàëî.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà óïîìÿíåì ðàáîòó [53], â êîòîðîé óáåäè-
òåëüíî ïîêàçàíà ðîëü òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà êàê
ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â îáëàñòÿõ áîëüøîé
ïðîòÿæåííîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î ñòåêà-
íèè òÿæåëîé æèäêîñòè âäîëü áåñêîíå÷íîé íàêëîííîé ñòåíêè â áàññåéí
áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû. Ïóñòü x1 � ãîðèçîíòàëüíàÿ, à x2 � âåðòèêàëüíàÿ
êîîðäèíàòà, a � óãîë íàêëîíà ñòåíêè ê ãîðèçîíòó è óñêîðåíèå ñèëû
òÿæåñòè g íàïðàâëåíî âåðòèêàëüíî âíèç, à óðîâåíü ñâîáîäíîé ãðàíèöû â
áàññåéíå ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëåâîìó ïðè x1 ® ¥. Â ðàáîòå [53] äîêàçà-
íî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåé-
íîëüäñà Re = Q/n, ãäå Q � ðàñõîä æèäêîñòè ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå
ñëîÿ, ïðèìûêàþùåãî ê ñòåíêå. Óñòàíîâëåíî òàêæå, ÷òî ïðè óäàëåíèè
âäîëü ñòåíêè ââåðõ ðåøåíèå çàäà÷è ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ Íóññåëüòà
(29), à ïðè x2 < 0 è (x1

2 + x2
2)1/2 = r ® ¥ ðåøåíèå áëèçêî ê ðåøåíèþ

çàäà÷è (40)�(42); ïðè ýòîì àñèìïòîòè÷åñêàÿ øèðèíà ñëîÿ h ïðè çàäàí-
íûõ a, Re, g è n îïðåäåëÿåòñÿ àïîñòåðèîðè.

8. ÇÀÄÀ×À  ÇÀÁÀÁÀÕÈÍÀ

Â ýòîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ s îáîçíà÷àåò ñôåðè÷åñêèé ðàäèóñ,
2 2 2 1/2
1 2 3( )s x x x= + + .

Íàëè÷èå â ãðóïïå G¥ òðåõìåðíîé ïîäãðóïïû âðàùåíèé ïîçâîëÿåò
èñêàòü ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), (2), â êîòîðûõ
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ôóíêöèè v è p çàâèñÿò òîëüêî îò s è t, ïðè÷åì âåêòîð v èìååò ëèøü
ðàäèàëüíóþ êîìïîíåíòó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç u. Óðàâíåíèÿ (1),
(2) â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî äâèæåíèÿ äîïóñêàþò èíòåãðèðî-
âàíèå ïî s, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

2

2 4
( ) , ,

2
ttu ss s ¥r

Fæ öF F= = - +ç ÷è ø
p p (44)

ãäå F(t) � ôóíêöèÿ, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ, à p¥ � äàâëåíèå íà
áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðîå áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì è ïîëîæèòåëüíûì.

Ðåøåíèå (44) ïîçâîëÿåò îïèñàòü ïðîöåññ çàïîëíåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî
ïóçûðüêà â âÿçêîé æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì çàäàííîãî ïåðåïàäà äàâëå-
íèÿ ìåæäó áåñêîíå÷íîñòüþ è ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ïóçûðüêà ( )s a t= .
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîä÷èíèòü èñêîìûå ôóíêöèè íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

0(0) , (0) 0 , (0) 0ta s a= = F = (45)
è êðàåâûì óñëîâèÿì, âûòåêàþùèì èç óñëîâèé (5), (6) íà ñâîáîäíîé
ãðàíèöå. Ðàâåíñòâà (45) îçíà÷àþò, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò æèäêîñòü
ïîêîèòñÿ, à íà÷àëüíûé ðàäèóñ ïóçûðüêà ðàâåí s0. Ïîñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëå-
íèå (44) â ñîîòíîøåíèÿ (5), (6), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ðàäèóñà ïó-
çûðüêà a(t) è ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè F è à:

2 28 242 3 , .t
tt t t

a
aa a a aa a

¥n s
rr

+ = - - - F =
p

(46)

Ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (45), (46) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Ðýëåÿ î
êîëëàïñå ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè â èäåàëüíîé æèäêîñòè [11]; çäåñü n = 0,
s = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîñòü èñ÷åçàåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ t *, à àñèìïòî-
òèêà ñêîðîñòè ãðàíèöû ïîëîñòè at òàêîâà: a ~ c1a

-3/2, a ® 0, åñëè t ® t *
(êóìóëÿòèâíûé ýôôåêò). Ñëó÷àé n > 0, s = 0 èññëåäîâàë Å.È. Çàáàáà-
õèí [26]. Îí îáíàðóæèë, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðåæèìà çàïîëíåíèÿ ïîëî-
ñòè â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ðåéíîëüäñà 1/2 1

0Re ( / ) s -
¥ r n= p . Åñëè

*Re Re 8, 4> » , ïóçûðåê èñ÷åçàåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ, è àñèìïòîòèêà
ðåøåíèÿ âáëèçè êîëëàïñà òàêàÿ æå, êàê â çàäà÷å Ðýëåÿ, õîòÿ âåëè÷èíû t *
è c 1 çàâèñÿò îò Re. Åñëè æå Re < Re*, òî çàïîëíåíèå ïóçûðüêà ïðîèñ-
õîäèò çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ: êóìóëÿöèÿ ýíåðãèè ïîëíîñòüþ óñòðàíÿåòñÿ
âÿçêîñòüþ. Â ïðîìåæóòî÷íîì ñëó÷àå Re = Re* âðåìÿ çàïîëíåíèÿ êîíå÷íî,
íî at ~ c2a

- 1 ïðè a ® 0. Çàìåòèì, ÷òî äâèæåíèå ñ ïîëåì ñêîðîñòåé (44)
ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, è ïîýòîìó âÿçêèå ñèëû íå âíîñÿò âêëàäà â
óðàâíåíèå èìïóëüñà (1), à ïðîÿâëÿþò ñåáÿ òîëüêî â äèíàìè÷åñêîì óñëî-
âèè íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå (6). Ðåçóëüòàò Çàáàáàõèíà ïîêàçûâàåò, ÷òî
ýòî âëèÿíèå ìîæåò áûòü âåñüìà ñóùåñòâåííûì.

Âêëþ÷åíèå â èãðó êàïèëëÿðíûõ ñèë ïðèâîäèò ê íîâîìó êà÷åñòâåí-
íîìó ýôôåêòó. Çàäà÷à î çàïîëíåíèè ïóçûðüêà â âÿçêîé êàïèëëÿðíîé
æèäêîñòè èññëåäîâàëàñü â äèïëîìíîé ðàáîòå âûïóñêíèêà Êðàñíîÿðñ-
êîãî ãîñóíèâåðñèòåòà (1981 ã.) Â.À. Ãàëüïåðèíà (åå ðåçóëüòàòû îïóá-
ëèêîâàíû â êíèãå [55]). Âñëåäñòâèå (45), (46), â ïðîöåññå äâèæåíèÿ
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âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî at < 0, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê íîâîé íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé a è íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè V:

1 1/2
0Re , ( / ) .ts a a-

¥a V r= = p

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû a è V áåçðàçìåðíû. Ôóíêöèÿ z(a) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

2

2
3 2 8 4 ïðè Re , (Re) 0 ,2

d
d
V aV a V b

a V
a a V

+ + += - < = (47)

ãäå 1 1/2( / )-
¥b sn r= p  � àíàëîã ÷èñëà Âåáåðà.

Óðàâíåíèå (47) èìååò äâå îñîáûå òî÷êè: a = 0, V = -b/2 è a = - 2b,
V = 0. Âòîðàÿ òî÷êà íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, òàê êàê âáëèçè íåå
çíà÷åíèÿ ðàäèóñà a îòðèöàòåëüíû. Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé
âáëèçè îñîáîé òî÷êè a = 0, V = -b/2 ñäåëàåì çàìåíó V = x - b/2.
Ôóíêöèÿ x-1(a) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

1 1 2 2 3 3 2

2 1
12 12 3 8 32 .4 (2 )

d
d

- - - - - -

-
x ax bax b ax ax x
a a bx

- - + + +=
- (48)

Ó óðàâíåíèÿ (48) èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, âõî-
äÿùàÿ â îñîáóþ òî÷êó (0, 0) ñ íåíóëåâûì íàêëîíîì x-1 = -a/8. Îíà
ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàòðèñîé, ïîñêîëüêó ðàçãðàíè÷èâàåò äâà ðàçëè÷íûõ ñåìåé-
ñòâà ðåøåíèé. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå âûøå ñåïàðàòðèñû,
âõîäÿò â óçåë, ãäå x-1 ~ -a 3/2, à íèæå ñåïàðàòðèñû îíè îáðàçóþò ñåäëî,
ïðè÷åì 1 1 2~ 32 (3 8)- -x a b- +  ïðè a ® 0.

Ðåøåíèþ çàäà÷è îòâå÷àåò òà êðèâàÿ, êîòîðàÿ ïðèõîäèò â òî÷êó, ñîîò-
âåòñòâóþùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ a = Re, x-1 = 2/b (ò.å. V = 0). Ïðè
ðàçíûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà Re ðåøåíèÿ ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ê ðàçëè÷-
íûì ñåìåéñòâàì. Â ñëó÷àå ïðèíàäëåæíîñòè ê óçëó îíè ñîîòâåòñòâóþò
íåîãðàíè÷åííîìó âîçðàñòàíèþ ñêîðîñòè a t ãðàíèöû ïóçûðüêà

3/2 1/4 3/2~ ( / )ta a-¥n r p , a ® 0, à â ñëó÷àå ñåäëà � äâèæåíèþ ñ îãðà-
íè÷åííîé ñêîðîñòüþ, /2ta s rn® - , a ® 0. Äëÿ ñåïàðàòðèñû ñêîðîñòü â
îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ðàñòåò ïî çàêîíó at ~ -n/a. Âàæíûìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêîå ÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re*, ñîîò-
âåòñòâóþùåå ñåïàðàòðèñå, è êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ ïóçûðüêà

* 1/2
0 *Re ( / )s ¥n r= p . Âåëè÷èíà Re* îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì ïðîäîëæåíèÿ

ñåïàðàòðèñû îò a = 0 äî çíà÷åíèÿ a = Re*(b), ãäå x = 0. Çíà÷åíèÿ b è
Re*(b) äëÿ ðÿäà æèäêîñòåé ïðè p¥ = 1 àòì ïðèâåäåíû â [55]. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ âîäû b = 7,2 è Re* = 2,66. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå äâóõ ðåæèìîâ
çàïîëíåíèÿ ïóçûðüêà èìååò ìåñòî è ïðè ó÷åòå êàïèëëÿðíûõ ñèë. Åñëè
íà÷àëüíûé ðàäèóñ ïóçûðüêà ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî, òî çàïîëíåíèå äîñòè-
ãàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, è ñêîðîñòü ãðàíèöû ïóçûðüêà â ìîìåíò çàïîë-
íåíèÿ ðàâíà -s/2rn.
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9. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÅ  ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÅ
ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÅ  ÒÅ×ÅÍÈß

Çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû ðåøåíèÿ ðàíãà 1 ñèñòåìû (1), (2), èíâàðè-
àíòíûå îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû HáX0, X12, Zñ. Îíè îïèñûâàþò ñòàöè-
îíàðíûå àâòîìîäåëüíûå âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ. Êëàññ òà-
êèõ ðåøåíèé áûë îòêðûò Í.À. Ñëåçêèíûì [56]. Óäîáíîå ïðåäñòàâëå-
íèå ðåøåíèé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â ñèñòåìå (10) ñ÷èòàòü èñêîìûå ôóíêöèè
íå çàâèñÿùèìè îò ïåðåìåííûõ t è q, à èõ çàâèñèìîñòü îò ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ êîîðäèíàò r è z âçÿòü â ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíîé ôîðìå. Ïåðåõîäÿ
ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì s, j íà ïëîñêîñòè r, z, òàê ÷òî r = ssinj, z = scosj
è îáîçíà÷àÿ U, V, W ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè íà îñè s, j, q ìû ïðèõîäèì
ê ïðåäñòàâëåíèþ èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ â âèäå

( ) ( ) ( ), , ,sin sin
F x F x xU V Ws s sj j

W¢= = = (49)

ãäå x = cosj. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà ðåäóöèðóþòñÿ ê
ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

2 2(1 ) 4 3 2 /(1 ) ,x F xF FF F F xn n- - + + = - WW -¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ ¢ ¢¢ ¢ (50)

2(1 ) 0 .x Fn - W + W =¢¢ ¢ (51)

Ñèñòåìà (50), (51) èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé, â êîòîðûõ W = 0. Èì
ñîîòâåòñòâóþò îñåñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ. Óðàâíåíèå (50) ñ W = 0 äîïóñ-
êàåò òðåõêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå

2 2 2
0 1 2(1 ) 2 /2x F xF F C C x C xn n- + + = + +¢ (52)

(C0, C1, C2 � ïîñòîÿííûå) è ïîñëåäóþùóþ ëèíåàðèçàöèþ ïðåîáðàçîâà-
íèåì Ðèêêàòè, ÷òî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü îáùåå ðåøåíèå (52) â òåðìèíàõ
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé [57]. Íàèáîëåå ïðîñòîå èç íåòðèâèàëü-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (52) áûëî íàéäåíî Ë.Ä. Ëàíäàó [58]. Îíî
èìååò âèä

212 ,xF a xn -= - (53)

ãäå a > 1 � ïîñòîÿííàÿ. Ïîäðîáíûé àíàëèç ðåøåíèÿ Ëàíäàó èìååòñÿ
â ó÷åáíèêàõ [11, 12]. Ñîãëàñíî (49), (53), ïîëå ñêîðîñòåé îïðåäåëåíî è
ðåãóëÿðíî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò.
Èìåþùàÿñÿ òàì ñèíãóëÿðíîñòü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê òî÷å÷íûé èìïóëü-
ñíûé èñòî÷íèê; ïðè ýòîì ðàñõîä æèäêîñòè ÷åðåç ëþáóþ ñôåðó ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàâåí íóëþ. Þ.Á. Ðóìåð [59] ðàññìîòðåë çàäà÷ó î
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çàòîïëåííîé ñòðóå, âûòåêàþùåé èç òîíêîé òðóáû â ïðîñòðàíñòâî, çàïîë-
íåííîå âÿçêîé æèäêîñòüþ, è íàøåë àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ âäàëè îò îòâåð-
ñòèÿ òðóáû. Îêàçàëîñü, ÷òî ðåøåíèå Ëàíäàó äàåò ãëàâíûé ÷ëåí ðàçëî-
æåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ïî ìàëîìó îòíîøåíèþ d/s, ãäå
d � äèàìåòð îòâåðñòèÿ, à s � ðàññòîÿíèå îò ìåñòà èñòå÷åíèÿ ñòðóè.
Ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí ðàñõîäó ÷åðåç ïîïåðå÷íîå
ñå÷åíèå òðóáû.

Ðåøåíèå (53) óðàâíåíèÿ (52) ñ  W = 0 ÿâëÿåòñÿ â èçâåñòíîì ñìûñëå
èñêëþ÷èòåëüíûì, òàê êàê íå ñîäåðæèò îñîáåííîñòåé íà âñåì ïðîìåæóòêå
|x | � 1. Åñëè èñïîëüçîâàòü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, íåîãðàíè÷åííûå â
îäíîé èç òî÷åê x = ±1, òî ìîæíî ñîãëàñîâàòü ðåøåíèÿ êëàññà (49) ñ
óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà ïëîñêîé èëè êîíè÷åñêîé òâåðäîé ïîâåðõíîñòè
(åñëè z > 0 � îñü êîíóñà, òî ýòà ïîâåðõíîñòü åñòü èíâàðèàíòíîå ìíîãî-
îáðàçèå ãðóïïû Í). Íà ýòîì ïóòè áûëè ïîëó÷åíû íåîæèäàííûå ðå-
çóëüòàòû â çàäà÷å î âçàèìîäåéñòâèè ðàñïðåäåëåííîãî èñòî÷íèêà ñ òâåð-
äîé ïëîñêîñòüþ [60, 61].

Èòàê, ïóñòü æèäêîñòü çàïîëíÿåò ïîëóïðîñòðàíñòâî z > 0, ãðàíèöà
êîòîðîãî � òâåðäàÿ íåïîäâèæíàÿ íåïðîíèöàåìàÿ ïëîñêîñòü. Íà ïîëî-
æèòåëüíîé ïîëóîñè z ðàñïðåäåëåíû èñòî÷íèêè èëè ñòîêè ñ ïîñòîÿííîé
ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ Q, èíèöèèðóþùèå ñòàöèîíàðíîå àâòîìîäåëüíîå
îñåñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå. Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ðåøèòü óðàâíå-
íèå (52) ïðè óñëîâèÿõ

(0) 0 , (0) 0 ,F F= =¢ (54)

( ) /2 , îãðàíè÷åíî ïðè 1 .F x Q xn p® ® (55)
Ðàâåíñòâà (54) ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ íà ïëîñ-
êîñòè z = 0. Ïåðâîå èç óñëîâèé (55) çàäàåò îáèëüíîñòü èñòî÷íèêà, à
âòîðîå îáåñïå÷èâàåò îãðàíè÷åííîñòü îñåâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïðè r
® 0, (x ® 1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (52), (54), (55)
çàâèñèò ëèøü îò îäíîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà Re = Q/2pn (÷èñëà
Ðåéíîëüäñà). Ñëó÷àé Re > 0 ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåííîìó èñòî÷íèêó,
à Re < 0 � ñòîêó.

Â ðàáîòå À.À. Ãîëóáèíñêîãî è Â.Â. Ñû÷åâà [60] áûëè ïîñòðîåíû
ðåøåíèÿ çàäà÷è (52), (54), (55), àíàëèòè÷åñêèå â îñîáîé òî÷êå x = 1.
Îêàçàëîñü, ÷òî òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ëèøü â äèàïàçîíå -¥ < Re <
< Re* » 0,847. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî, åñëè Re � 0.
Â èíòåðâàëå 0 < Re < Re* èìååòñÿ äâà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿ ñ
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè êà÷åñòâåííûìè ñâîéñòâàìè. Àâòîðû êíèãè [61]
îòêàçàëèñü îò òðåáîâàíèÿ àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèÿ, ÷òî ïîçâîëèëî óñòàíî-
âèòü ðàçðåøèìîñòü îáñóæäàåìîé çàäà÷è ïðè âñåõ Re > 0. Íåàíàëèòè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ îáëàäàþò êîíòèíóàëüíûì ïðîèçâîëîì. Äëÿ âûäåëåíèÿ
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ïðè Re > 0 ñëåäóåò çàäàòü âåëè-
÷èíó ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè íà îñè ñèììåòðèè. Òàêèì îáðàçîì, àâòîìîäåëü-
íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè ðàñïðåëåííîãî èñòî÷íèêà èëè ñòîêà
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ñ òâåðäîé ïëîñêîñòüþ ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé Re � êàê ïîëîæè-
òåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ. Ïðè ýòîì â èíòåðâàëå (0, Re*) èìååòñÿ òðè
ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïëîñêîñòü z = 0 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðà-
íèöåé [62]. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ïëîñêîñòü åñòü èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðà-
çèå ãðóïïû H. Òåîðåìà 1 (ðàçäåë 3) îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü çàïèñè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5), (6) íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â òåðìèíàõ èíâà-
ðèàíòîâ H (íî, êîíå÷íî, íå ãàðàíòèðóåò ðàçðåøèìîñòü âîçíèêàþùåé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (52)). Âìåñòî (54) ñåé÷àñ áóäåì èìåòü

(0) 0 , (0) 0 ,F F= =¢¢ (56)

à âòîðîå èç óñëîâèé (55) çäåñü ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì: â ñëó÷àå Re � 0 îíî
âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè; åñëè æå Re < 0, òî òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííî-
ñòè F¢ ïðè x ® 1 äåëàåò çàäà÷ó íåðàçðåøèìîé. Â ðàáîòå [62] äîêàçàíî,
÷òî çàäà÷à (52), (56), (55') (ò.å. ïåðâîå óñëîâèå (55)) èìååò, è ïðèòîì
åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå, åñëè Re � -2, è íå èìååò ðåøåíèé, åñëè Re < -2.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (52), óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ (55'), èìååò öåëóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñîáåííîñòåé, ñõîäÿùóþ-
ñÿ ê x ® 1. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ îáñóæäàåìîé çàäà÷è ñóùåñòâóþò
ëèøü ïðè òðåõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, ðàâíûõ ïðèáëèçèòåëüíî
1,07; 3,34; 5,9.

Íåàíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ èìåþò ñèëüíóþ îñîáåííîñòü ïðîäîëüíîé
ñêîðîñòè íà îñè ñèììåòðèè, åñëè Re Î [- 2, 0), è ñëàáóþ � åñëè Re > 0,
ïðè÷åì ñ ðîñòîì Re ýòà îñîáåííîñòü ïåðåìåùàåòñÿ â ñòîðîíó ïðîèçâîä-
íûõ ôóíêöèè F âñå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ñâîéñòâà ãëàäêîñòè íåàíà-
ëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷ (52), (54), (55) è (52), (56), (55') â çàâèñè-
ìîñòè îò ïàðàìåòðà Re âïîëíå àíàëîãè÷íû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååòñÿ
çíà÷èòåëüíîå ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè ðåøåíèé îáåèõ çàäà÷ ïðè Re ® ¥.
Ïîãðàíè÷íûé ñëîé â ïåðâîé çàäà÷å èìååò óãëîâóþ òîëùèíó ïîðÿäêà
Re-2/3 â òî âðåìÿ êàê âî âòîðîé çàäà÷å åãî òîëùèíà ïðîïîðöèîíàëüíà
Re-1 lnRe. Äëÿ îáîèõ ðåøåíèé õàðàêòåðíî, ÷òî â ÿäðå òå÷åíèÿ îáå êîìïî-
íåíòû áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè èìåþò ïîðÿäîê Re ïðè Re ® ¥. Îäíàêî
ïðè ïðèáëèæåíèè ê òâåðäîé ñòåíêå ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü ââèäó óñëîâèÿ
ïðèëèïàíèÿ óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ. Â ñëó÷àå æå ñâîáîäíîé ãðàíèöû
ïðîèñõîäèò ñòðåìèòåëüíûé ðîñò ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè â ïîãðàíè÷íîì
ñëîå. Íà ñàìîé ïîâåðõíîñòè ðàçìåðíàÿ ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü èìååò âèä

( 8 )/16u Q Q rpn pn= + , òàê ÷òî u ® ¥, êîãäà n ® 0. Ïðèìå÷àòåëüíî,
÷òî â ëþáîì êîíóñå ñ îñüþ z > 0 è óãëîì ðàñòâîðà, ìåíüøèì p/2,
çàâèõðåííîñòü w ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê íåíóëåâîìó ïðåäåëó:

2 2 3/2
2 sinlim ïðè 04 (1 cos )

Q
s

j
w n

p j
= × ®+

ðàâíîìåðíî ïî j, 0 � j � d < p/2.
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Â çàäà÷å (52), (54), (55), ãäå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ Re,
èíòåðåñíî ñðàâíèòü åãî àñèìïòîòèêè ïðè Re ® -¥ è Re ® ¥. Â ïåðâîì
ñëó÷àå âáëèçè ñòåíêè ôîðìèðóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé
Ïðàíäòëÿ, óãëîâîé ðàçìåð êîòîðîãî èìååò ïîðÿäîê |Re-1/2|, êîãäà Re ® -¥
[60, 61].  Âî âòîðîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ áîëåå ñëîæíàÿ, ÷òî ñâÿçàíî
ñ íåðàâíîìåðíûì õàðàêòåðîì ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ. Äàâëåíèå íà
ñòåíêå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé 2 2 2/(8 )Q r¥ p= +p p , â òî âðåìÿ êàê
âäàëè îò ïëîñêîñòè, ãäå òå÷åíèå áëèçêî ê ïîòåíöèàëüíîìó,

2 2 2/(8 )Q r¥ p® -p p . Áëàãîïðèÿòíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ íà ñòåíêå
ïðåäîòâðàùàåò îòðûâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ñïîñîáñòâóåò îáðàçîâàíèþ
ïðèñòåííîé ñòðóè, ñòðóêòóðà êîòîðîé èçó÷åíà â [61].

Ìû îñòàâëÿåì â ñòîðîíå äðóãèå ïðèìåðû îñåñèììåòðè÷íûõ àâòîìî-
äåëüíûõ òå÷åíèé (î íèõ ñì. â [16, 61]) è ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ äâèæåíèé
ñ âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèåé. Çäåñü ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñèñòåìîé
êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé øåñòîãî ïîðÿäêà (50), (51) ñ îñîáåííîñòÿìè â
êîýôôèöèåíòàõ ïðè x = ±1. Ïîä÷èíèì ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû êðàåâûì
óñëîâèÿì

(0) 0 , (0) 0 , (0) 0 ,F F= = W =¢ (57)

( ) /2 ïðè 1 .x xn pW ® G ® (58)

Ðåøåíèå çàäà÷è (50), (51), (57), (58) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âçàèìîäåé-
ñòâèå ïîëóáåñêîíå÷íîé âèõðåâîé íèòè z > 0 ñ òâåðäîé ïëîñêîñòüþ z = 0.
Ïàðàìåòð G çàäàåò èíòåíñèâíîñòü âèõðÿ, à âåëè÷èíà Re = G/2pn (÷èñëî
Ðåéíîëüäñà) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îïðåäåëÿþùèì ïàðàìåòðîì çàäà÷è.
Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G > 0. Äàííàÿ çàäà÷à âïåðâûå
ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå Ì.À. Ãîëüäøòèêà [63]. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
ýòîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè îñåâîé
ñêîðîñòè w íà îñè ñèììåòðèè ðåøåíèå çàäà÷è (50), (51), (57), (58)
ñóùåñòâóåò ëèøü â äèàïàçîíå ÷èñåë Ðåéíîëüäñà 0 � Re � Re* » 5,53.

Ïàðàäîêñ Ãîëüäøòèêà ñòèìóëèðîâàë äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ çà-
äà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ âèõðÿ ñ ïëîñêîñòüþ [61, 64�67]. Â [65] áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàñøèðèòü êëàññ ðåøåíèé çàäà÷è, äîïóñòèâ ëîãàðèô-
ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü ôóíêöèè w ïðè r ® 0, òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ
ðàçðåøèìîé ïðè ëþáîì çíà÷åíèè Re > 0. Îäíàêî êîýôôèöèåíò ïðè
ýòîé îñîáåííîñòè îñòàâàëñÿ íåîïðåäåëåííûì. Ïðèíöèïèàëüíûé øàã â
ðàñêðûòèè ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè áûë ñäåëàí â ðàáîòå [67], ãäå çàäà÷à
âçàèìîäåéñòâèÿ èññëåäîâàëàñü â ïðåäåëå Re ® ¥. Àñèìïòîòè÷åñêîå
ðåøåíèå çàäà÷è (50), (51), (57), (58) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñðàùèâàå-
ìûõ ðàçëîæåíèé, îïðåäåëåííûõ â ÷åòûðåõ îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ r/z = tgj
ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà Re-1, Re-3/4, Re-2/3, 1. Âÿç-
êèå ÷ëåíû îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè â êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåé. Ïðè
ýòîì â îñíîâíîé îáëàñòè, ãäå r/z ~ 1, òå÷åíèå õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ
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ðåøåíèåì çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ ëèíåéíîãî ñòîêà ñ òâåðäîé ïëîñêîñòüþ
[60], íà êîòîðîå íàêëàäûâàåòñÿ ñëàáàÿ çàêðóòêà. Â ïðèîñåâîé îáëàñòè
(r/z ~ Re-1) îêðóæíàÿ è îñåâàÿ ñêîðîñòè äîñòèãàþò ñâîèõ ýêñòðåìàëü-
íûõ çíà÷åíèé, à ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ìàëà. Àñèìïòîòèêà
îñåâîé ñêîðîñòè âáëèçè âèõðåâîé íèòè òàêîâà:

1Re [ln(Re / ) (1)] ïðè / 0 .w z r z O r z-= G + ®

Ïîëîæèòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî
òå÷åíèå âáëèçè îñè ñèììåòðèè íàïðàâëåíî â ñòîðîíó ïëîñêîñòè.

Åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î âçà-
èìîäåéñòâèè ëèíåéíîãî âèõðÿ ñ êîíè÷åñêîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ.
Èíâàðèàíòíîñòü óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå (6) çäåñü âîçìîæíà
ëèøü ïðè íóëåâîì ïîâåðõíîñòíîì íàòÿæåíèè, s = 0. Â ðàáîòå [68]
äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðè ëþáûõ
Re = G/2pn > 0 è èçó÷åíû åãî êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà. Õàðàêòåðíîé
îñîáåííîñòüþ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ëîãàðèôìè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñ-
òè îñåâîé ñêîðîñòè ïðè r/z ® 0. Äðóãîå åãî ñõîäñòâî ñ ðåøåíèåì
ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî äâèæåíèå  âáëèçè âèõðåâîé íèòè
íàïðàâëåíî â ñòîðîíó ãðàíèöû îáëàñòè òå÷åíèÿ. Åñëè Re ® ¥, îêîëî
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îáðàçóåòñÿ ïîãðàíè÷íûé ñëîé òîëùèíû ïîðÿäêà
Re-1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðåøåíèè [68] óãîë ðàñòâîðà êîíè÷åñêîé
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè a ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç èíòåðâà-
ëà [p/2, p) ÷òî âíîñèò ýëåìåíò íåîïðåäåëåííîñòè â ðåøåíèå çàäà÷è.
Åñëè âûáðàòü a = p (êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïðåâðàùàåòñÿ â ïëîñêîñòü),
òî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò è ïðè s > 0; êðîìå òîãî, äîïóñêà-
åòñÿ íàëè÷èå ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé ïî íîðìàëè ê ñâîáîäíîé ïîâåð-
õíîñòè æèäêîñòè. Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ ôåíîìåíîì óñëîâíîé èíâàðè-
àíòíîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1), (2), î êîòîðîì øëà
ðå÷ü â ðàçäåëå 7.

Ñòàöèîíàðíûå âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà èññëåäîâàëèñü è â äðóãèõ ðàáîòàõ, êîòîðûå
óïîìèíàþòñÿ â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè îáçîðà [16] è â ïàðàãðàôå 3
ãëàâû 2 ìîíîãðàôèè [61]. Èíòåðåñ ê íèì âûçâàí òåì, ÷òî îíè ìîãóò
ñëóæèòü îòíîñèòåëüíî ïðîñòûìè è â òî æå âðåìÿ ñîäåðæàòåëüíûìè
ìîäåëÿìè òå÷åíèé, âîçíèêàþùèõ â àòìîñôåðå è îêåàíå, à òàêæå â òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ àïïàðàòàõ. Âìåñòå ñ òåì, îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ îá àñèì-
ïòîòè÷åñêîì õàðàêòåðå ýòèõ ðåøåíèé êàê ïðåäåëîâ ðåøåíèé çàäà÷ âçà-
èìîäåéñòâèÿ èíòåíñèâíî çàêðó÷åííûõ ïîòîêîâ âÿçêîé æèäêîñòè ñ òâåð-
äûìè ãðàíèöàìè êîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè.

Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà îá àâòîìîäåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ
ñèñòåìû (1), (2), ðåäóöèðóåìûõ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Îòêàç îò ïðåäïîëîæåíèÿ î âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèè
ðåøåíèÿ ðàäèêàëüíî óñëîæíÿåò çàäà÷ó. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-
íèÿ ñóùåñòâåííî òðåõìåðíûõ  êîíè÷åñêèõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè ïðè-
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íàäëåæàò Ñ.Í. Àðèñòîâó [69, 70]. Îíè îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè
àâòîìîäåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (1), (2) â âèäå

2

, ,sin

, ,sin

S
vU Vs s s

W s s s

n n
j q j

rnn n
jj q

¶Y ¶F= D F = -¶ ¶
¶Y ¶F= - - =¶ ¶ p P

ãäå U, V, W � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè íà îñè s, j, q ñôåðè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, à DS � îïåðàòîð Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè íà åäèíè÷íîé
ñôåðå,

2

2 2
1 1sin .sin sinS j
j j j j q

¶ ¶ ¶æ öD = +è ø¶ ¶ ¶

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ôóíê-
öèè F, Y, P óäîâëåòâîðÿþò âåñüìà ñëîæíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, êîòîðàÿ
çäåñü íå âûïèñûâàåòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ [69], ÷òî ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò äâà
ñåìåéñòâà òî÷íûõ ðåøåíèé. Îäíî èç íèõ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè Y = ±F,
P = -ÑSF × ÑSF (ÑS � ïîâåðõíîñòíûé ãðàäèåíò), à ôóíêöèÿ F
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ DSF = Aexp(-F), A � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ. Â ðåøåíèÿõ âòîðîãî ñåìåéñòâà Y = 0, à äëÿ F ïîëó÷àåòñÿ
óðàâíåíèå

( 2) [ln( 2) ] ,S S S S qÑ D F + × Ñ D F + + F = (59)
ãäå q � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ðàáîòå [70] ïîêàçàíî, ÷òî â
ñëó÷àå q = 0 îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (59) ñ óñëîâèåì 2p-ïåðèîäè÷íî-
ñòè ïî ïåðåìåííîé q äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé íà ïëîñêîñòè. Ñðåäè ðåøåíèé (59) ñîäåðæèòñÿ ðåøåíèå Ëàí-
äàó [58] (ïî-âèäèìîìó, ýòî åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå äàí-
íîãî óðàâíåíèÿ, íå èìåþùåå îñîáåííîñòåé íà åäèíè÷íîé ñôåðå), âðàùà-
òåëüíî ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ, èçó÷åííûå â [71], à òàêæå ðÿä íîâûõ
ðåøåíèé. Îäíî èç íèõ îïèñûâàåò òå÷åíèå, ãåíåðèðóåìîå ñèñòåìîé ïðîèç-
âîëüíîãî ÷èñëà ëèíåéíûõ èñòî÷íèêîâ ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñ-
òüþ. Äëÿ íåíóëåâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà q íàéäåíî ñåìåéñòâî ÷àñòíûõ
ðåøåíèé âèäà F = mlnsinj + L(q), ãäå m = const, à L ïîä÷èíÿåòñÿ
óðàâíåíèþ 4-ãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåìó äâóêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå.
Ïîäðîáíûé àíàëèç è ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ ðåøåíèé ñîäåð-
æàòñÿ â [70].

10. ÄÂÈÆÅÍÈß  ÑÎ  ÑÏÈÐÀËÜÍÎÉ  ÑÈÌÌÅÒÐÈÅÉ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, çàïèñàííóþ â öè-
ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (10). Îíà äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðå-
íîñà ïî ïåðåìåííûì q, z, p, à ñëåäîâàòåëüíî, è èõ êîìáèíàöèè. Îáîçíà÷èì
X = a¶/¶q - ¶/¶z, Y = A¶/¶p - ¶/¶z ãäå a è A � ïîñòîÿííûå, è
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áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10), èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû HáX, Yñ. Îáùèé âèä òàêèõ ðåøåíèé äàåòñÿ ôîðìóëàìè

( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , ) ,r zv u r t v v r t v w r t q r t Azqx x x x= = = = -p (60)

ãäå x = q + a z � èíâàðèàíò ãðóïïû H. Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (60)
â óðàâíåíèÿ (10) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå, ñîäåðæàùåé äâå ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ. Ëèíèè r, x = const îáðàçóþò ñåìåéñòâî ñïèðàëåé, ïîýòîìó
ðåøåíèÿ âèäà (60) íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè ñî ñïèðàëüíîé ñèììåòðèåé
(èëè ïðîñòî �ñïèðàëüíûìè� ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà). Äëÿ
òîãî, ÷òîáû òàêèå ðåøåíèÿ áûëè ñîâìåñòèìû ñ óñëîâèÿìè ïðèëèïàíèÿ íà
òâåðäûõ ïîâåðõíîñòÿõ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòè ïîâåðõíîñòè áûëè èíâàðè-
àíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ãðóïïû H. Åñëè ïðåäïîëîæèòü åùå, ÷òî îá-
ëàñòü ñïèðàëüíîãî òå÷åíèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî óðàâíåíèå åå ãðàíè-
öû S çàïèñûâàåòñÿ â âèäå f(x, r) = 0 ãäå f � 2p-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x. Ôóíêöèÿ f ìîæåò íå çàâèñåòü îò ýòîé ïåðåìåí-
íîé, è òîãäà óäàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñïèðàëüíûå äâèæåíèÿ â áåñêîíå÷íîé
êðóãëîé òðóáå èëè â çàçîðå ìåæäó ñîîñíûìè öèëèíäðàìè. Â áîëåå
îáùåì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü S èìååò ôîðìó çìååâèêà � óñòðîéñòâà, êîòî-
ðîå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ óñòàíîâêàõ.

Ñïèðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñîäåðæàò ïîäêëàññ
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Òàêèå ðåøåíèÿ âïåðâûå ðàññìîòðåë Â.Î. Áû-
òåâ [72]. Â ÷àñòíîñòè, èì äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ �â öåëîì� äëÿ
çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîì ñïèðàëüíîì òå÷åíèè â çìååâèêå ïîä äåéñòâèåì
çàäàííîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ïî îñè z. Ñïèðàëüíûå äâèæåíèÿ èìåþò
ìíîãî îáùåãî ñ äðóãèìè èíâàðèàíòíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Íàâüå�
Ñòîêñà � ïëîñêèìè è âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûìè. Îáà ýòèõ ïîñëå-
äíèõ êëàññà îáúåäèíÿåò âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ ôóíêöèè òîêà. Äëÿ äâè-
æåíèé ñ âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèåé ôóíêöèÿ òîêà y ââîäèòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè

1 1, ,r z
v vr rz r

¶Y ¶Y= = -¶ ¶ (61)

ïîñëå ÷åãî ñèñòåìà (10) ñâîäèòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿìè äëÿ ôóíêöèè òîêà
è îêðóæíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè vq (ñì., íàïðèìåð, [73]). Ýòî ïîçâîëÿåò
ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ âðàùà-
òåëüíîé ñèììåòðèåé, èìåþùèõ âàæíûå ïðèëîæåíèÿ, íàïðèìåð, â òåõíîëî-
ãèè ïîëó÷åíèÿ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ìàòåðèàëîâ ìåòîäîì ×îõðàëüñêîãî
èëè áåñòèãåëüíîé çîííîé ïëàâêè [73]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèþ òîêà
ìîæíî ââåñòè è äëÿ äâèæåíèé ñî ñïèðàëüíîé ñèììåòðèåé [74]. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ (60) â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
ñèñòåìû (10), òî ìû ïîëó÷èì

( ) ( ) 0 .r zru v rwa+ + =
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Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Y òàêîé, ÷òî

1 1, .u v wr rz ra¶Y ¶Y= + = -¶ ¶
Ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé Y, v, ðàâíîñèëüíàÿ óðàâíåíèÿì
Íàâüå�Ñòîêñà â ñëó÷àå ñïèðàëüíûõ äâèæåíèé, âûâåäåíà â [74].

Êàê èçâåñòíî, äëÿ ýôôåêòèâíî äâóìåðíûõ (ïëîñêèõ, îñåñèììåòðè÷-
íûõ è âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûõ) äâèæåíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè äîêàçàíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè �â öåëîì�
ïî âðåìåíè åñòåñòâåííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ áåç îãðàíè÷åíèé ìà-
ëîñòè íà íîðìó íà÷àëüíûõ äàííûõ [75, 76] (÷òî äî ñèõ ïîð íå óäàåòñÿ
ñäåëàòü â îáùåì òðåõìåðíîì ñëó÷àå). Â ðàáîòå [77] àíàëîãè÷íûå ðå-
çóëüòàòû áûëè óñòàíîâëåíû äëÿ çàäà÷ î ñïèðàëüíîì äâèæåíèè âî âðà-
ùàþùåéñÿ êðóãëîé òðóáå è â çàçîðå ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ ñîîñíûìè
öèëèíäðàìè. Îäíîçíà÷íàÿ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà ñäâèãà ïî òðàåê-
òîðèÿì, ïîðîæäåííîãî ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñïèðàëüíûõ äâèæåíèé, ïîçâî-
ëÿåò ðàññìàòðèâàòü åå êàê áåñêîíå÷íîìåðíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà
ïîëóîñè t > 0. Â [77] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà
[78] äëÿ ýòîé ñèñòåìû; ïîêàçàíî, ÷òî àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
êîíå÷íîìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, è äàíà âåðõíÿÿ îöåíêà åãî ðàçìåðíîñòè.
Óêàçàííûé êëàññ äâèæåíèé èíòåðåñåí åùå è òåì, ÷òî äàåò ñîäåðæàòåëü-
íûé ïðèìåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêî-
ñòè çà ñ÷åò íàðóøåíèÿ åãî ñâîéñòâ ñèììåòðèè. Äëÿ òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ â
êðóãëîé âðàùàþùåéñÿ òðóáå ýòîò ôàêò áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòå [79].
Îêàçàëîñü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà Ðåéíîëüäñà Re = a/Wn è áåçðàçìåð-
íîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ òðóáû W = wa/W ïåðâàÿ ïîòåðÿ óñòîé-
÷èâîñòè òå÷åíèÿ ïðîèñõîäèò èìåííî ïî îòíîøåíèþ ê ñïèðàëüíûì âîçìó-
ùåíèÿì ñ àçèìóòàëüíûì âîëíîâûì ÷èñëîì n = 1 (çäåñü a � ðàäèóñ
òðóáû, w � óãëîâàÿ ñêîðîñòü åå âðàùåíèÿ, W = Aa2/4rn � ñêîðîñòü íà
îñè òðóáû, A � ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ). Êðèòè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû, ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèè îñíîâíîãî òå÷åíèÿ, òàêîâû: Re* = 81,
W* = 415, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå îñåâîãî âîëíîâîãî ÷èñëà a = 0,1. Îòìåòèì,
÷òî åùå äî ïîÿâëåíèÿ öèòèðîâàííûõ âûøå òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò óñòîé÷è-
âûå ñïèðàëüíûå äâèæåíèÿ áûëè îáíàðóæåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî êàê âòî-
ðè÷íûå òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ
ñ âðàùåíèåì â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ñîîñíûìè öèëèíäðàìè [80].

11. ÏÐÈÌÅÐ  ×ÀÑÒÈ×ÍÎ  ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÃÎ
ÐÅØÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1), (2) â ïëîñêîì ñëó÷àå. Îíà äîïóñêàåò òðåõ-
ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó G3 , ãåíåðèðóåìóþ îïåðàòîðàìè X2 = ¶/¶x2,
Y2 = t¶/¶x2 + ¶/¶v2 è P = ¶/¶

p
. Ïîëíûé íàáîð èíâàðèàíòîâ G3 åñòü t,

x = x1, u = v1. Ýòîò íàáîð ñëèøêîì áåäåí äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàí-
òíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), (2) îòíîñèòåëüíî äàííîé ãðóïïû. Îäíàêî
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ìû ìîæåì èñêàòü åå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ [1] îòíîñèòåëüíî
G3, íàçíà÷àÿ åäèíñòâåííóþ èíâàðèàíòíóþ çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ u ôóí-
êöèåé èíâàðèàíòîâ x, t è íàõîäÿ îñòàëüíûå èñêîìûå ôóíêöèè â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðîöåäóðîé, îïèñàííîé â [1]. Âñÿêîå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîå
ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ðàíãîì r (÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ïåðå-
ìåííûõ â ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìå, ñâÿçûâàþùåé òîëüêî èíâàðèàíòû
ïîðîæäàþùåé åãî ãðóïïû) è äåôåêòîì d (÷èñëîì íåèíâàðèàíòíûõ
èñêîìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòå-
ìû, ïðèâåäåííîé â èíâîëþöèþ). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå r = d = 2.
Îáîçíà÷èì y = x2, v = v2 è ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ âìåñòå ñ v1 = u(x, t)
â óðàâíåíèå (2). Ìû íàéäåì, ÷òî

( , ) .xv yu x tj= - + (62)

Òåì ñàìûì ïåðâàÿ èç íåèíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé v âûðàçèëàñü ÷åðåç
èíâàðèàíòíûå, u è j. Òåïåðü ñëåäóåò ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå (62) â
óðàâíåíèÿ (1), êîòîðûå îáðàçóþò ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó äëÿ îñòàâ-
øåéñÿ íåèíâàðèàíòíîé ôóíêöèè p(x, y, t)

2

( ) ,

[ ( ) ] .
x xx t x

y xxx xt xx x xx t x x

u u uu

y u u uu u u u

r n

r n nj j j j

= - -

= - - + + - - +

p

p

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì äëÿ
ôóíêöèé u è j

2 ( ), ( ) ,xxx xt x xx xx t x xu u u uu t u u tn c nj j j j y- + - = - - + = (63)

Åñëè ñèñòåìà (63) ðåøåíà, ôóíêöèÿ p äàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé

2 2

0

1 1( ) ( ) ( , ) ( )2 2

x

x t
y t y t u u u z t dz tr c y n w

é ù
ê ú= + + - - +
ê ú
ë û

òp (64)

(çäåñü c, y, w � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè t).
Ïîä÷èíèì ôóíêöèþ u óñëîâèþ u = 0 ïðè x = 0 è ïîëîæèì

c = y = 0. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå (63) äîïóñêàåò ðåøåíèå j = 0, à
ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

0

2

0

( , ) , ( , ) ,

1 ( , ) ( ) ,2

x

x

x t

u f z t dz v yf x t

u u u z t dz tr n w

= - =

é ù
ê ú= - - +
ê ú
ë û

ò

òp

(65)
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ãäå ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

2

0

( , ) .

x

t x xx
f f f f z t dz fn+ - =ò (66)

Â ðàáîòå [81] áûëè ðàññìîòðåíû çàäà÷è ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé äëÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ. Èõ ôîðìóëèðîâêà òàêîâà: íàéòè ôóíêöèþ s(t) è ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (66) â îáëàñòè ST = {x, t : 0 < x < s(t), 0 < t < T} òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

0(0) 0 , ( , 0) ( ) , [0, ] ,s a f x f x x a= > = Î

óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå

( )

0

( ( ), ) 0 , ( , )

s t

x
dsf s t t f x t dxdt= = -ò

è îäíî èç óñëîâèé íà ëèíèè x = 0:

(0, ) 0 (çàäà÷à À) èëè (0, ) 0 (çàäà÷à Á).xf t f t= =

Ðåøåíèå çàäà÷è À îïèñûâàåò ñèììåòðè÷íóþ äåôîðìàöèþ ïîëîñû âÿç-
êîé æèäêîñòè ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè x = ±s(t), â òî âðåìÿ êàê
ðåøåíèå çàäà÷è Á ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ëèíèÿ x = 0 ÿâëÿåòñÿ òâåðäîé
ñòåíêîé. Óñëîâèå fx = 0 ïðè x = s(t) ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå êàñàòåëüíûõ
íàïðÿæåíèé íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå, à óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íóëü íîðìàëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ ìîæíî îáåñïå÷èòü ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ôóíêöèè w(t) â ïðåä-
ñòàâëåíèè (65). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f0(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ãëàäêîñòè f0 Î C2 + a[0, a], 0 < a < 1, è óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ
0 0(0) ( ) 0f f a= =¢ ¢  äëÿ çàäà÷è À è 0 0 0(0) (0) 0 , ( ) 0f f f a= = =¢¢ ¢  äëÿ

çàäà÷è Á. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êàæäîé èç ýòèõ
çàäà÷ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññàõ Ãåëüäåðà ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ T.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ëîêàëüíûì ñâîéñòâàì, ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ýòèõ
çàäà÷ â öåëîì ïî âðåìåíè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
çàäà÷ó À. Îíà èìååò ñåìåéñòâî �ïëîñêèõ ðåøåíèé� f = fc(t) º (t + c)

-1,
ãäå c = const. Â ñëó÷àå c > 0 òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì t > 0;
åñëè æå c < 0, ïëîñêèå ðåøåíèÿ fc ðàçðóøàþòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ -1/c.
Ïðè ýòîì ñâîáîäíûå ãðàíèöû æèäêîñòè óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü, è â
ìîìåíò âðåìåíè -1/c æèäêîñòü îêêóïèðóåò âñå ïðîñòðàíñòâî. Ðåøåíèå
(62) îïèñûâàåò ïîòåíöèàëüíîå äâèæåíèå æèäêîñòè ñ òåì æå ïîëåì
ñêîðîñòåé, ÷òî è â èçâåñòíîì ðåøåíèè Ë.Â. Îâñÿííèêîâà çàäà÷è î
äåôîðìàöèè ïîëîñû èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè
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[82]. Äëÿ îïèñàíèÿ áîëåå îáùåé ñèòóàöèè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ( )f t  �
ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x, t) íà èíòåðâàëå (0, s(t)), 0 (0)f f= ,
g f f= - . Ôóíêöèè f  è g ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

( )

2 2

0

2 ,

s t

df f g dxdt s= - - ò
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèè 0f <  âðåìÿ æèçíè ðåøåíèÿ
çàäà÷è À ìåíüøå èëè ðàâíî, ÷åì 01/ f- .

Ïóñòü òåïåðü f0(x) � d > 0 äëÿ x Î [0, a]. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà ñíèçó f (x, t) � d(1 + dt)-1 â îáëàñòè ST ïðè âñåõ T > 0. Îíà
ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è À ñ ïëîñêèì ðåøåíèåì f c(t),
ãäå c = 1/d. Âìåñòå ñ àíàëîãè÷íîé âåðõíåé îöåíêîé ýòî îáåñïå÷èâàåò
ãëîáàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è è íàëè÷èå óíèâåðñàëüíîé àñèìïòîòèêè

1 1( , ) [1 ( )] ïðè , 0 ( ) .f x t t O t t t s t- -= + ® ¥ � �
Ïîõîæàÿ àñèìïòîòèêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ôóíêöèè s, s(t) = Kt -1[1 +
+ O(t -1)]),  íî çäåñü óæå ïîñòîÿííàÿ K > 0 çàâèñèò îò f0. Ýòîò ðåçóëüòàò
óñèëåí â ðàáîòå [83], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à À ðàçðåøèìà â öåëîì, åñëè

0 0f >  è �îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü� ôóíêöèè f0 äîñòàòî÷íî ìàëà. Îòìåòèì,
÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì áëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòè-
êè ôóíêöèé f è s ïðè t ® 0 íå çàâèñÿò îò âÿçêîñòè.

Îáå âîçìîæíîñòè ýâîëþöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è À ñ ðîñòîì âðåìåíè
õîðîøî èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå òî÷íûõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è

( ) ( ) cos[ / ( )] ,f l t m t nx s tp= +

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ôóíêöèè l, m, s îáðàçóþò ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè

2 2 2

0 0

, [2 ( / ) ] , ïðè 0 ,
(0) , (0) , (0) ,

l l m m l n s m s ls t

l l m m s a

n p= - - = - + = - >¢ ¢ ¢
= = = (67)

ãäå l0, m0 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Åñëè l0 > 0 òî ðåøåíèå çàäà÷è
(67) ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ t > 0. Åñëè æå l0 < 0 èëè l0 = 0 íî m0 ¹ 0
òî íàéäåòñÿ òàêîå t *(0 < t * < ¥), ÷òî s ® ¥, l ® -¥ ïðè t ® t *.
Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (67) èìååò âèä l ~ -1/2(t * - t),
m ~ sgnm0/2(t 0 - t), s ~ p/q(t * - t)

1/2, êîãäà t ® t * ñ íåêîòîðûì q > 0.
Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäÿò ê àñèìïòîòèêå ôóíêöèè f (x, t) âáëèçè ìîìåí-
òà êîëëàïñà âèäà f = -(t * - t)

-1/2{1 - sgnm0cos[nqx(t * - t)
1/2]}/2 + O(1).

Â.À. Ãàëàêòèîíîâ è Õ.Ë. Âàñêåñ [84] äîêàçàëè, ÷òî ïðè n = 1 è m0 < 0
óêàçàííàÿ àñèìïòîòèêà ïðàâèëüíî îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ðàçðóøàþùèõñÿ
ðåøåíèé çàäà÷è (À), åñëè ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f 0(x) ìîíîòîííî óáûâàåò è
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óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, âêëþ÷àÿ óñëîâèå
�êðóòîñòè�.

Çàäà÷à À èìååò òðåõìåðíûé àíàëîã, â êîòîðîì u = u(x, y, t),
v = v(x, y, t), p = p(x, y, t), w = -z(ux + vy). Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî
èíâàðèàíòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1), (2) ðàíãà 3 è äåôåêòà 1 îòíîñè-
òåëüíî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïåðåíîñîâ è ãàëèëååâûõ ïåðåíîñîâ
ïî îñè z = x3. Â ðàáîòå [83] ïîêàçàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé
óêàçàííîãî âèäà ìîæíî îïèñàòü íåóñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå æèäêîñòè
ñ öèëèíäðè÷åñêîé (íå îáÿçàòåëüíî êðóãîâîé) ñâîáîäíîé ãðàíèöåé.
Çäåñü òàêæå íàéäåíû óñëîâèÿ ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ,
ïðè÷åì ýòîìó ïðîöåññó íå ìîæåò ïîìåøàòü äåéñòâèå âÿçêîñòè è êàïèë-
ëÿðíûõ ñèë.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å Á è ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî
0( ) 0f x >¢  äëÿ 0 � x < a. Òîãäà ôóíêöèè f, fx áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè â

ST âñëåäñòâèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü
çàäà÷ó À, ââîäÿ íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ b è
íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ h ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

1/2( , ) , ( , ) [ ( , )] .x
f x t t f x tb h b= = (68)

Âñëåäñòâèå (66), (68), ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

2 2/2 2 0 .t bb b bh nhh h b h bh- + - + = (69)

Ôàêòè÷åñêè ìû ïîíèçèëè ïîðÿäîê èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ 3-ãî ïîðÿäêà
äëÿ ôóíêöèè u (63). Ýòîò ðåçóëüòàò íå ñëó÷àåí: îí ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì
áåñêîíå÷íîìåðíîé ïñåâäîãðóïïû Ëè, ïîðîæäàåìîé îïåðàòîðîì

( ) ( )x u
t ty yY = ¶ - ¶&  (y � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ t êëàññà C ¥) è äî-

ïóñêàåìîé ýêâèâàëåíòíîé ïåðâîìó èç óðàâíåíèé (63) ñèñòåìîé
f t - ufx + f

2 = nfxx, ux = - f. Óêàçàííàÿ âûøå ðåäóêöèÿ åñòü ðåçóëüòàò
ò.í. ãðóïïîâîãî ðàññëîåíèÿ [1] ïîñëåäíåé ñèñòåìû íà áàçå áåñêîíå÷íî-
ìåðíîé ïñåâäîãðóïïû Ëè. Ïðåîáðàçîâàíèå (68) àíàëîãè÷íî èçâåñòíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ Êðîêêî [85] â òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ãðóïïîâàÿ
ïðèðîäà ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âñêðûòà â ðàáîòå [86].

Îáîçíà÷èì b0 = f 0(a) è îïðåäåëèì ôóíêöèþ h0(b) íà îòðåçêå
[0, b0] ñîîòíîøåíèÿìè 1/2

0 0( ) [ ( )]f xh b = ¢ , b = f 0(x) à çàòåì ïðîäîëæèì
åå íóëåì äëÿ çíà÷åíèé b = b0. Ïðèñîåäèíÿÿ ê óðàâíåíèþ (69) íà÷àëü-
íîå è êðàåâîå óñëîâèÿ

0( , 0) ( ) , åñëè 0 , (0, ) 0 , åñëè 0t tbh b h b b h= =� � (70)
ìû ïðèõîäèì ê íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (69) â ïîëóïîëîñå b � 0, 0 < t < T. Åå ðåøåíèå
èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü: ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ g(t) ÷òî h(b, t) = 0,
åñëè b � g(t). Îáðàç ãðàíèöû íîñèòåëÿ íà ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè x, t
îïðåäåëÿåò ñâîáîäíóþ ãðàíèöó x = s(t) â çàäà÷å Á. Â ðàáîòå [81]
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ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè åñòåñòâåííûõ óñëîâèé ãëàäêîñòè è ñîãëà-
ñîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèè f0(x) çàäà÷à (69), (70) èìååò, è ïðèòîì åäèíñòâåí-
íîå, ðåøåíèå ïðè âñåõ T > 0.

Ìû ïðåäïîëàãàåì. ÷òî òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè â öåëîì èìååò ìåñòî
äëÿ çàäà÷è Á è â ñëó÷àå 0( ) 0f x <¢  ïðè 0 � x < a. Îñíîâàíèåì ê
ýòîìó ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåå ñåìåéñòâà àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé
f = (t + c)-1F[x/(t + c)1/2], ãäå c > 0 � ïîñòîÿííàÿ [81]. Îíè îïèñûâàþò
íåîãðàíè÷åííîå ðàñøèðåíèå ïîëîñû ïðè t ® ¥, ïðè÷åì ñêîðîñòü ðàñøè-
ðåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âñëåäñòâèå òîðìîçÿùåãî äåéñòâèÿ òâåðäîé ñòåí-
êè. Ýòè ðåøåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü áàðüåðàìè ïðè ïîëó÷åíèè àïðèîðíûõ
îöåíîê ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Ëþáîïûòíûì ÿâëÿåòñÿ òîò
ôàêò, ÷òî àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Á îòñóòñòâóþò â ñëó÷àå 0( ) 0f x >¢ ,
ñîîòâåòñòâóþùåì ñæàòèþ ïîëîñû. ×òî êàñàåòñÿ çàäà÷è À, òî îíà èìååò
ëèøü òðèâèàëüíûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ñ F = 1.

Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê ñèñòåìå (63) è çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì
c > 0 è y = 0 îíà èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñ j = 0. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ïîëå ñêîðîñòåé äàåòñÿ ôîðìóëàìè

( ), ( ) ,u kh v kyhx x= - = ¢ (71)

ãäå x = (k/n)1/2x, k = c1/2. Ôóíêöèÿ h(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

2 1 0 .h hh h+ - + =¢¢¢ ¢¢ ¢

Ðåøåíèå (71) áûëî ïîëó÷åíî Ê. Õèìåíöîì (1911), åãî àíàëèç ìîæíî
íàéòè â êíèãàõ [11, 13]. Åñëè ôóíêöèÿ h ïîä÷èíÿåòñÿ êðàåâûì óñëîâèÿì

0 ïðè 0 , 1 ïðè ,h h hx x= = = ® ® ¥¢ ¢
òî ðåøåíèå (71) îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè â ïîëóïëîñ-
êîñòè x > 0 ñ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé x = y = 0. Â îòñóòñòâèå âÿçêîñòè ïîëå
ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, u = -kx, v = ky. Äåéñòâèå âÿçêîñòè
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè ñòåíêè, ýôôåêòèâíàÿ
øèðèíà êîòîðîãî (ò.å. çíà÷åíèå x, ïðè êîòîðîì v = 0,99ky) íå çàâèñèò
îò y è ðàâíà d = 2,4(n/k)1/2. Åñëè ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå âäàëè îò
ñòåíêè ìåíÿåò íàïðàâëåíèå, u = kx, v = -ky (÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ
h¢ ® -1 ïðè x ® ¥), òî òàêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ.
Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçè ñòåíêè x = 0 ïðè íàëè÷èè íåáëàãîïðèÿòíîãî
ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ íà âñåì åå ïðîòÿæåíèè. Òå÷åíèå Õèìåíöà èìååò
öåëûé ðÿä îñåñèììåòðè÷íûõ è òðåõìåðíûõ àíàëîãîâ (ñì. îáçîð [16] è
èìåþùèåñÿ â íåì ññûëêè).

Ïóñòü òåïåðü â ñèñòåìå (63) c = 0, òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè h â
ïðåäñòàâëåíèè (71) ïðèíèìàåò âèä

2 0 .h hh h+ - =¢¢¢ ¢¢ ¢ (72)
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Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

(0) (0) 0 , (0) 1 ,h h h= = =¢¢ ¢

òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (71) áóäåò îïèñûâàòü òå÷åíèå âáëèçè êðèòè÷åñêîé
òî÷êè íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå x = 0 [87]. Åñëè êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò
âèä

0 , 1 ïðè 0 , 0 ïðè ,h h hx x= = = ® ® ¥¢ ¢

òî óðàâíåíèå (72) äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå [88]

1 exp( ) .h x= - -

Ýòî ðåøåíèå ìîäåëèðóåò ïðîöåññ ýêñòðóçèè ïðè ïðîèçâîäñòâå ëèñòîâûõ
èçäåëèé. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ îáîèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (72)
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîå ðàñòÿæåíèå ãðàíèöû îáëàñòè òå÷åíèÿ, v = ky ïðè
x = 0. Êðîìå òîãî, ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé
ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü åãî ðåäóêöèè ê óðàâíå-
íèþ 1-ãî ïîðÿäêà è ïîëíîå êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ñåìåéñòâà òðàåê-
òîðèé [87].

12. ÃÐÓÏÏÎÂÀß  ÏÐÈÐÎÄÀ  ÐÅØÅÍÈß
ÊÀÐÌÀÍÀ  È  ÅÃÎ  ÎÁÎÁÙÅÍÈß

Â 1921 ã. Ò. Êàðìàí [89] íàøåë òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ñòàöè-
îíàðíîãî âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè, â êîòîðîì

1/2( ) , ( ) , ( ) ( ) ,u r F v r G w Hz z n z= W = W = W (73)

1/2( ) , ãäå ( / ) ,zrn z z n= - W = Wp P

W � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à u, v, w � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè
íà îñè öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîäñòàíîâêà (73) â óðàâíå-
íèÿ (10) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé äëÿ ôóíêöèé F, G, H, P,

2 2 , 2 ,F G F H F FG G H G- + = + =¢ ¢¢ ¢ ¢¢ (74)

, 2 0 ,HH H F H= + + =¢ ¢¢ ¢¢P

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî z. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
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ðåøåíèÿ ñèñòåìû (74) íà âñåé ïîëóîñè z > 0 è ïîä÷èíèì èõ ñëåäóþùèì
êðàåâûì óñëîâèÿì:

0 , 1 , 0 ïðè 0 ,F G H z= = = = (75)

0 , 0 ïðè .F G z® ® ® ¥

Òîãäà ðåøåíèå (73) áóäåò îïèñûâàòü äâèæåíèå æèäêîñòè â ïîëóïðîñ-
òðàíñòâå z > 0, èíäóöèðîâàííîå ðàâíîìåðíûì âðàùåíèåì îãðàíè÷èâàþ-
ùåé åå ïëîñêîñòè âîêðóã îñè ñèììåòðèè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ W.

Çàäà÷à (74), (75) áûëà ÷èñëåííî ðåøåíà â 1934 ã. Ó.Äæ. Êîêðà-
íîì [90]. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, âûïîëíåííûå ñ
ïðèìåíåíèåì ÝÂÌ, ïðèâåëè ê ïîïðàâêàì òîëüêî â òðåòüåì çíàêå ïîñëå
çàïÿòîé. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ïðåäåë ôóíê-
öèè H ïðè z ® ¥, H(¥) = -0,883. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âäàëè îò
ïëîñêîñòè äâèæåíèå ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó ïîòîêó, u = v = 0,
w = -0,883(nW)1/2. Äðóãîé âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ðåøåíèÿ çàäà÷è
(74), (75) ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà G ¢(0) = -0,616. Ñ åå ïîìîùüþ ïî ôîð-
ìóëàì (11), (73) âû÷èñëÿåòñÿ êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà ïëîñêîñòè,
2rnDqz = rn

1/2W3/2rG ¢(0). Íàêîíåö, ìîæíî âû÷èñëèòü óñëîâíóþ òîëùè-
íó ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ò.å. ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì v/Wr = 0,01;
îíà íå çàâèñèò îò r è ðàâíà d = 5,4(n/W)1/2. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî
äåëàåò ïðàâäîïîäîáíîé ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ Êàðìàíà
ìîæíî ïðèáëèæåííî îïèñàòü äâèæåíèå æèäêîñòè â íåïîñðåäñòâåííîé
îêðåñòíîñòè âðàùàþùåãîñÿ äèñêà ðàäèóñà a ïðè óñëîâèè, ÷òî d/a << 1,
ïðåíåáðåãàÿ ïðè ýòîì êðàåâûì ýôôåêòîì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ãèïîòåçû
ïðåäñòàâëÿåò âåñüìà ñëîæíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó. Îäíàêî â åå
ïîëüçó ãîâîðèò ñðàâíåíèå âåëè÷èíû

2 4 1/2 3/2

0

4 2 (0),

a

zM D r dr a Gqp rn p rn= = W ¢ò
âûðàæàþùåé âû÷èñëåííûé íà îñíîâå ðåøåíèÿ Êàðìàíà ìîìåíò èìïóëü-
ñà, äåéñòâóþùåãî ñî ñòîðîíû æèäêîñòè íà îáå ñòîðîíû äèñêà, ñ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ìîìåíòà èìïóëüñà. Îêàçàëîñü, ÷òî îáå âåëè÷è-
íû íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè, åñëè 1 << a2W/n < 105, à ïðè ïðåâûøåíèè
óêàçàííîãî ïîðîãà ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü [11].
Îòìåòèì åùå, ÷òî ðåøåíèå Êàðìàíà ëåæèò â îñíîâå òåîðèè âðàùàþùåãîñÿ
äèñêîâîãî ýëåêòðîäà (÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà, ïîçâîëÿþùåãî èçó÷àòü
ñâîéñòâà ýëåêòðîëèòîâ), ðàçðàáîòàííîé Â.Ã. Ëåâè÷åì [91].

Ñóùåñòâóåò çàáëóæäåíèå (ñì., íàïðèìåð, [16] ), ÷òî ðåøåíèå Êàðìà-
íà ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíûì. Îäíàêî åäèíñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ðàñ-
òÿæåíèÿ, äîïóñêàåìîå óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà, çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì
Z (3) è îïðåäåëÿåò îäíîðîäíîå ðàñòÿæåíèå êàê ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-
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äèíàò, òàê è êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå (73)
ýòîìó óñëîâèþ íå óäîâëåòâîðÿåò. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå
Êàðìàíà èç òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ñîîáðàæåíèé. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîò-
ðèì 5-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó H ãðóïïû G¥, ïîðîæäåííóþ îïåðà-
òîðàìè X1, X2, Y1, Y2 , X12. Ýòîé ïîäãðóïïå ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòè÷íî èíâàðè-
àíòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), (2) ðàíãà 2 è äåôåêòà 2. Ïðåäñòàâëåíèå
èíâàðèàíòíîé ÷àñòè ðåøåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä
w = h(z, t), p = q(z, t). Â ñèëó óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ðàäèàëüíàÿ è
îñåâàÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u è w ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
ur + u/r + wz = 0. Ïîä÷èíèâ ôóíêöèþ u óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè ïðè
r ® 0, áóäåì èìåòü u = rf(z, t), ãäå f = -hz/2. Ïîäñòàâèâ òåïåðü
âûðàæåíèÿ äëÿ u, w, p â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (11), ìû ïðèäåì ê
ïðåäñòàâëåíèþ îêðóæíîé ñêîðîñòè v â âèäå v = rg(z, t) ãäå g âûðàæàåòñÿ
â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè h(z, t). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åí-
íûõ âûðàæåíèé âî âòîðîå óðàâíåíèå (10) è ñîêðàùåíèÿ ðåçóëüòèðóþ-
ùåãî ðàâåíñòâà íà r ïîëó÷àåòñÿ åùå îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó g è h.
Èòàê, îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(1), (2) îòíîñèòåëüíî ãðóïïû H, ðåãóëÿðíîãî íà îñè ñèììåòðèè, èìååò âèä

( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) .u rf z t v rg z t w h z t q z t= = = =p (76)

Ôóíêöèè f, g, h, q óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

22
2 2

2 2

2

2

, 2 ,

1 , 2 0 .

g g gf f fh f g h fg
t z t zz z

qh h h hh ft z z zz

n n

nr

¶ ¶ ¶¶ ¶ ¶+ + - = + + =¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶
¶¶ ¶ ¶ ¶+ = - + + =¶ ¶ ¶ ¶¶

(77)

Ñèñòåìà (77) íàñëåäóåò  ÷àñòü ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ èñõîäíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåíîñà ïî âðå-
ìåíè. Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (77) ñ òî÷-
íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì Êàðìàíà. Ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ðåøåíèå Êàðìàíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ðåøåíèåì íåêîòîðîé ÷àñ-
òè÷íî èíâàðèàíòíîé ïîäìîäåëè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Ðåøåíèå æå
âèäà (76) ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì àíàëîãîì ðåøåíèÿ Êàðìàíà. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî îïèñàòü ïðîöåññ ðàñòåêàíèÿ ñëîÿ íà
âðàùàþùåéñÿ ïëîñêîñòè [92] (ñì. òàêæå [6]).

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû íà èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè z = s(t) ãðóïïû
H äëÿ  ðåøåíèÿ (76) âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (5), (6). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî ïîä÷èíèòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè f, g, h, q, s ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

0 , 0 , 2 0 ïðè ( ), 0;

[ ( ), ] ïðè 0 .

gf hh q z s t t
z z z

ds h s t t tdt

rn
¶¶ ¶= = = - = = >¶ ¶ ¶

= >
(78)
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Êðîìå òîãî, ïîñòàâèì êðàåâûå óñëîâèÿ

0 , ( ) , 0 ïðè 0 , 0 .f g t h z t= = W = = > (79)

Çäåñü W(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, W(0) = 0, W¢(0) = 0. Íàêîíåö,
çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

00 , 0, 0 ïðè 0 .f g h s s t= = = = > > (80)

Ìû ïðèøëè ê ñëåäóþùåé çàäà÷å ñ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé: íàéòè ôóíê-
öèþ s(t) è ðåøåíèå ñèñòåìû (77) â îáëàñòè ST = {z, t : 0 = z < s(t),
0 < t < T} òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (78)�(80). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ôóíêöèÿ W(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ãåëüäåðà C 1 + a/2 [0, T], ãäå
0 < a < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå çàäà÷è (77)�(80) ïðè ëþáîì T > 0 [93].

Èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ òàêîâà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ïîêîÿùàÿñÿ æèäêîñòü çàïîëíÿåò áåñêîíå÷íûé ñëîé 0 < z < s0, íèæíÿÿ
ãðàíèöà êîòîðîãî � òâåðäàÿ ïëîñêîñòü, à âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñâîáîäíà.
Çàòåì ïëîñêîñòü íà÷èíàåò ïëàâíî âðàùàòüñÿ âîêðóã îñè ñèììåòðèè ñ
óãëîâîé ñêîðîñòüþ W(t), óâëåêàÿ çà ñîáîé æèäêîñòü. Õàðàêòåðíàÿ îñî-
áåííîñòü çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà îñòàåòñÿ ïëîñêîé
ïðè âñåõ t > 0. Äàííîå ñâîéñòâî áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè ðàçðàáîòêå
òåõíîëîãèè íàíåñåíèÿ ïîêðûòèé íà ïëîñêèå ýêðàíû (ñì. [94] è öèòèðî-
âàííóþ òàì ëèòåðàòóðó). Ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è íåîãðàíè÷åííî ïðî-
äîëæèìî ïî âðåìåíè, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷èòü åãî ïîâåäåíèå ïðè
t ® ¥. Ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [95], ãäå íàéäåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ
â ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ W = At n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî t = t (A è n �
ïîñòîÿííûå). Â ýòîé æå ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (77)�(80) äëÿ íåñêîëüêèõ òèïè÷íûõ çàâèñèìîñòåé W(t).

Âûøå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ñèñòåìà (77) íàñëåäóåò ÷àñòü ãðóïïîâûõ
ñâîéñòâ ñèñòåìû (1), (2). Îäíî èç íèõ � íàëè÷èå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ðàñòÿæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èçó÷àòü àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (77)�
(80). Èì îòâå÷àåò çàâèñèìîñòü W = wW0(1 + nW0t)

-1 ãäå W0 > 0 �
ïîñòîÿííàÿ ðàçìåðíîñòè 1/t , à w è n � áåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå. Íå
òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî w > 0, à n ïðèíèìàåò îäíî èç òðåõ
çíà÷åíèé: -1, 0, 1. Ïîäðîáíûé àíàëèç àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé îáñóæäà-
åìîé çàäà÷è âûïîëíåí â ðàáîòå Î.Ì. Ëàâðåíòüåâîé [94]. Â àâòîìî-
äåëüíûõ ðåøåíèÿõ òîëùèíà ñëîÿ èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó
s = d[n(1 + W0t)/W0]

1/2 ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ d ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ
âìåñòå ñ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Âàæíîé õàðàêòåðèñ-
òèêîé ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà óòîëùåíèÿ ñëîÿ d îò
êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïëîñêîñòè w. Ïóòåì
êîìáèíàöèè ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â [94] áûëè îáíàðó-
æåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé. Äëÿ n = 1 (÷òî
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ñîîòâåòñòâóåò  óòîëùåíèþ ñëîÿ) èìååòñÿ îäíî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå.
Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ d(w) îêàçûâàåòñÿ íåìîíîòîííîé: îíà âîçðàñòàåò îò
âåëè÷èíû d(0) = 1,32 äî ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ d(w0) = 2,5,
ïðèíèìàåìîãî ïðè w = 1,53, è óáûâàåò ïðè w > w0. Äëÿ áîëüøèõ w èìååò
ìåñòî àñèìïòîòèêà d = cw-1/2 + O(w-3/2). Íåìîíîòîííûé õàðàêòåð ôóí-
êöèè d(w) ñâÿçàí ñ èçìåíåíèåì õàðàêòåðà òå÷åíèÿ. Ïðè ìàëûõ w îñåâàÿ
êîìïîíåíòà ñêîðîñòè âñþäó ïîëîæèòåëüíà, ðàäèàëüíàÿ � îòðèöàòåëüíà, à
îêðóæíàÿ ìåíÿåò çíàê. Ïðè áîëüøèõ w, âáëèçè òâåðäîé ïëîñêîñòè âîç-
íèêàåò çîíà, ãäå îñåâàÿ ñêîðîñòü îòðèöàòåëüíà, à ðàäèàëüíàÿ ïîëîæèòåëü-
íà.  Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ w, íåñìîòðÿ íà çàìåäëåíèå âðàùåíèÿ
ïëîñêîñòè ñî âðåìåíåì, æèäêîñòü âáëèçè íåå îòáðàñûâàåòñÿ îò îñè âðà-
ùåíèÿ, ÷åãî íå íàáëþäàåòñÿ ïðè ìàëûõ w.

Ïóñòü òåïåðü n = -1. Â ýòîì ñëó÷àå òîëùèíà ñëîÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü
çà êîíå÷íîå âðåìÿ 1

0
-W . Îêàçàëîñü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå àâòîìîäåëüíûå

ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ëèøü ïðè w > w* = 30,68, ïðè÷åì çàâèñèìîñòü d(w)
äâóçíà÷íà. Íèæíÿÿ âåòâü ôóíêöèè d(w) èìååò òó æå àñèìïòîòèêó, ÷òî è
â ñëó÷àå n = 1. Êà÷åñòâåííûå êàðòèíû òå÷åíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîâïàäà-
þò. Ïðåäåëüíûé ðåæèì òå÷åíèÿ ïðè w ® ¥ äëÿ íèæíåé âåòâè  õàðàê-
òåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ âáëèçè òâåðäîé ïëîñêîñòè è
ñâîáîäíîé ãðàíèöû, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âçàèìîïðîíèêàþùèì âëèÿíèåì îáå-
èõ ãðàíèö íà èíòåðâàëå äëèíû d = O(w-1/2). Â ýòîì ñìûñëå ðàññìàòðè-
âàåìîå äâèæåíèå ïîäîáíî àâòîìîäåëüíîìó ñòàöèîíàðíîìó òå÷åíèþ â
óãëå, îãðàíè÷åííîì ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ è òâåðäîé ñòåíêîé ïðè áîëü-
øèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà [9] (ñì. ðàçäåë 7).

Ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå âåðõíåé âåòâè äâóçíà÷íîé ôóíêöèè d(w) îá-
íàðóæèâàþò ñîâñåì èíîå ïîâåäåíèå ïðè w ® ¥. Ïðè áîëüøèõ w
îáëàñòü òå÷åíèÿ ñîñòîèò èç ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ïðèìûêàþùåãî ê âðàùà-
þùåéñÿ ïëîñêîñòè, è íåâÿçêîãî ÿäðà, êîòîðîå ïðîñòèðàåòñÿ âïëîòü äî
ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Çàâèñèìîñòü d(w) çäåñü àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíà,
êàê è çàâèñèìîñòü îñåâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè îò àâòîìîäåëüíîé êîîð-
äèíàòû â îñíîâíîé îáëàñòè òå÷åíèÿ. Äâå äðóãèå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè  â
ýòîé îáëàñòè â ïðåäåëå w ® ¥ îò ýòîé êîîðäèíàòû íå çàâèñÿò.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé n = 0, W = const. Åìó îòâå÷àþò ñòàöèî-
íàðíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè ñëîÿ, îãðàíè÷åííîãî âðàùàþùåéñÿ
ïëîñêîñòüþ è ïàðàëëåëüíîé åé ïëîñêîé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Òàêèå
ðåøåíèÿ îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî, ïàðàìåòðèçóåìîå òîë-
ùèíîé ñëîÿ b. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ÷èñëî Ðåé-
íîëüäñà Re = Wb2/n îäèíàêîâî è ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 53,73. Äàííûé
ôàêò åñòü ñëåäñòâèå ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû (77).

Î äðóãèõ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (77), îïèñûâàþùèõ äâè-
æåíèÿ â îáëàñòÿõ ñ òâåðäûìè ãðàíèöàìè, ñì. îáçîð [15] è èìåþùèåñÿ â
íåì ññûëêè. Òðåáîâàíèå ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è îãðàíè÷èâàåò ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåì, êîãäà îáëàñòü òå÷åíèÿ �
ïîëóïðîñòðàíñòâî èëè ñëîé 0 < z < l(1 + bt)1/2, ãäå l > 0 è b �
ïîñòîÿííûå. Îãðàíè÷èâàþùèå åãî ïëîñêîñòè ìîãóò âðàùàòüñÿ ñ óãëîâûìè
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ñêîðîñòÿìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè (1 + bt)-1. Îòìåòèì ðàáîòó [96], â êîòî-
ðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à â ïîëóïðîñòðàíñòâå. Äâèæåíèå èíäóöèðóåòñÿ
ïëîñêîñòüþ, óãëîâàÿ ñêîðîñòü êîòîðîé åñòü W(1 + bt)-1; ïðè z ® ¥
äâèæåíèå ñòðåìèòñÿ ê ïîêîþ. Äàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûäåëÿþò åäèí-
ñòâåííóþ êîìáèíàöèþ b/W = 1,607, ïðè êîòîðîé àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåøåíèÿ àâòîðû [96] îïèñûâàþò ôèíàëü-
íóþ ñòàäèþ ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ  äèñêà íóëåâîé ìàññû â áåçãðàíè÷íîé
âÿçêîé æèäêîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü 4-ïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ñ áàçèñíûìè îïåðà-
òîðàìè X1, X2, Y1, Y2 (4). Îíà òîæå ïîðîæäàåò êëàññ ÷àñòè÷íî èíâàðèàí-
òíûõ ðåøåíèé ðàíãà äâà è äåôåêòà äâà, â êîòîðîì èíâàðèàíòíàÿ ÷àñòü
ñíîâà èìååò âèä v3 = w = f(z, t), p = q(z, t), à íåèíâàðèàíòíàÿ ÷àñòü
v1 = U(x, y, z, t), v2 = V(x, y, z, t) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå [97]

,f fU x V yy y x z
y y¶ ¶¶ ¶= - = - -¶ ¶ ¶ ¶

(çäåñü x = x1, y = x2,  z = x3 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, à v1, v2, v3 �
ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè). Ôóíêöèÿ y(x, y, z, t)
óäîâëåòâîðÿåò ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, êîòîðàÿ çäåñü íå
âûïèñûâàåòñÿ. Ñëåäñòâèåì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ìîíæà�
Àìïåðà

( )
2 22 2 2 2 2 3

2 2 2 32 .f f f ff
x y z t zx y z z
y y y

n
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ ö - = + - -è ø¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶ ¶ ¶ (81)

Â ýòîì óðàâíåíèè ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò x è y, ïîýòîìó îíî
ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê ñëó÷àþ, êîãäà
ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñòîÿííà. Ïóñòü îíà íåîòðèöàòåëüíà:

( )
22 2 3

2
2 32 ,f f f ffz t zz z

n a¶ ¶ ¶ ¶+ - - =¶ ¶ ¶¶ ¶ (82)

ãäå a = a(z, t). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (81) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì
è ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ãóðñà ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Ýòî ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü èññëåäîâàíèå ñîâìåñòíîñòè óïîìÿíó-
òîé ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû äî êîíöà [97]. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ åå â
èíâîëþöèþ èñïîëüçîâàëàñü ïðîãðàììà àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé
REDUCE. Ïî õîäó äåëà âîçíèêàåò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ, îáúåäè-
íåííûõ ñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì: ôóíêöèÿ y âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òðè
ôóíêöèè f, a, l ïåðåìåííûõ z, t è ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ m(x + ky, z, t),
ãäå k = const. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé f è a  îáðàçóþò
çàìêíóòóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèÿ (82) è

2

22 2 0 .fft z z z
a a aa n¶ ¶ ¶ ¶+ - - =¶ ¶ ¶ ¶ (83)
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Óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé l è m ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è ðåøàþòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíî.

Ñèñòåìà (82), (83) äîïóñêàåò îïåðàòîðû

2 ( ) ( ) , 2 2z f t t z f
Z t t T R t z fg ag g a¢= ¶ + ¶ = ¶ = ¶ + ¶ - ¶ - ¶

ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé g(t). Â ðàáîòå [97] ïåðå÷èñëåíû âñå ñóùå-
ñòâåííî ðàçëè÷íûå êëàññû èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû è äàíà èõ
èíòåðïðåòàöèÿ. Êðîìå òîãî, ñäåëàíî ãðóïïîâîå ðàññëîåíèå ýòîé ñèñòåìû
íà îñíîâå îïåðàòîðà Zg, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíà ñâîäèòñÿ ê äâóì êâàçèëè-
íåéíûì ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèÿì 2-ãî ïîðÿäêà è îäíîé êâàäðàòóðå.

Ïóñòü òåïåðü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (81) íåïîëîæèòåëüíà. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå Áåðíøòåéíà îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ìîíæà�Àìïåðà â òåðìèíàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî. Â ïðèíöèïå ýòî äàåò êëþ÷ ê àíàëèçó ñîâìåñòíîñòè ïåðåîïðå-
äåëåííîé ñèñòåìû äëÿ y, îäíàêî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü âåùå-
ñòâåííîñòü ðåøåíèé ïîñëå ïðèâåäåíèÿ åå â èíâîëþöèþ. Â ïîëíîì îáúåìå
ýòà çàäà÷à ïîêà íå ðåøåíà, îäíàêî çàâåäîìî èçâåñòíî, ÷òî óêàçàííàÿ
ñèñòåìà èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé, â êîòîðîì y êâàäðàòè÷íî çàâèñèò îò x
è y. Ñðåäè ðåøåíèé ýòîãî ñåìåéñòâà èìåþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå àíàëîãè
ðåøåíèÿ Êàðìàíà. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçàöèÿ îïèñàííîãî âûøå äâóõ-
øàãîâîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íîâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Íàâüå�Ñòîêñà êàê èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ÷àñòè÷íî
èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäåëåé ýòîé ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå Êàðìàíà è åãî íåñòàöèîíàðíûå àíàëîãè, çàïè-
ñàííûå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, òàê æå êàê è ðåøåíèå Õèìåíöà, è
ðåøåíèÿ, ðàññìîòðåííûå â [83, 98, 99], îáúåäèíÿåò îäíî îáñòîÿòåëüñòâî:
ïîëå ñêîðîñòåé â ýòèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ëèíåéíî
çàâèñèò îò îäíîé èëè äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîäîáíûå
ðåøåíèÿ õàðàêòåðíû äëÿ ìíîãèõ ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû (íå
òîëüêî ãèäðîäèíàìèêè, íî òàêæå è òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, ãäå àíàëîãè÷íûì
ñâîéñòâîì îáëàäàåò èçâåñòíîå ðåøåíèå Ïðàíäòëÿ î äåôîðìàöèè ïîëî-
ñû). Äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ðåøåíèÿ, ëèíåéíûå ïî ÷àñòè
ïåðåìåííûõ, èçó÷àëèñü â [100], äëÿ óðàâíåíèé òåïëîâîé ãðàâèòàöèîííîé
êîíâåêöèè � â [101], äëÿ óðàâíåíèé òåðìîêàïèëëÿðíîãî äâèæåíèÿ � â
[102�104]. Âñå îíè èìåþò òó èëè èíóþ òåîðåòèêî-ãðóïïîâóþ ïðèðîäó.

Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå (1), (2) è çàìåòèì, ÷òî îíà äîïóñêàåò 6-ïàðàìåò-
ðè÷åñêóþ ãðóïïó G6 ñ îïåðàòîðàìè X1, X2, Y1, Y2, X12, P, ãäå P = ¶/¶p.
Ãðóïïå G6 ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû
ðàíãà 2 è äåôåêòà 3 � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî äåôåêòà äëÿ óðàâíåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà. Îáùèé âèä ýòîãî ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ
äàåòñÿ ôîðìóëàìè

2( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) ,u rf z t v rg z t w h z t q z t Cr= = = = +p (84)
ãäå C = const. Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé f, g, h è q, à îòìåòèì ëèøü, ÷òî îíà îáëàäàåò ñòàöèîíàðíûìè
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ðåøåíèÿìè. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ôóíêöèé f, q è ïîñòîÿííîé C ïîëó÷àåòñÿ
ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé h è g:

4 ,hh gg h hg gh gn n+ = - =¢¢¢ ¢ ¢¢¢¢ ¢ ¢ ¢¢ (85)

(øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî z). Äëÿ ñèñòåìû (84) åñòåñòâåííîé
ÿâëÿåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

( ) , ( ) , ( ) ( ) 0 ,
( ) , ( ) ,

h a h a h a h a

g a g a
- +

- +

l l- = = - = =¢ ¢
- = W = W (86)

ãäå l-, l+, W-, W+ è a � çàäàííûå ïîñòîÿííûå. Ðåøåíèå çàäà÷è (85),
(86) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè â ñëîå |z| < a,
ãðàíèöû êîòîðîãî òâåðäûå (âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîíèöàåìûå) ïëîñêîñòè
z = -a è z = a, âðàùàþùèåñÿ âîêðóã îñè z ñîîòâåòñòâåííî ñ óãëîâûìè
ñêîðîñòÿìè W- è W+. Åñëè l- = l+ = 0 òî óñëîâèÿ (86) ïåðåõîäÿò â
óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ. Ñëó÷àé íåíóëåâûõ l- è l+ ñîîòâåòñòâóåò íàëè-
÷èþ ðàâíîìåðíîãî âäóâà èëè îòñîñà æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöû îáëàñòè
òå÷åíèÿ.

Îñòàâëÿÿ â ñòîðîíå ìàëîñîäåðæàòåëüíûé ñëó÷àé W- = W+ = 0
ïðåäïîëîæèì, ÷òî W+ > 0 è |W-| < W+ (î÷åâèäíî, ýòî íå óìàëÿåò îáùíî-
ñòè). Òîãäà â êà÷åñòâå ÷åòûðåõ áåçðàçìåðíûõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ çàäà÷è ìîæíî âûáðàòü Re = a2 W+/n (÷èñëî Ðåéíîëüäñà),
w = W-/W+(|w| < 1), a+ = l+/aW+ è a- = l-/aW-. Â ñëó÷àå l- = l+ = 0
(ò.å â îòñóòñòâèå âäóâà èëè îòñîñà) ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ñíèæàåòñÿ äî äâóõ,
îäíàêî çàäà÷à âñå ðàâíî îñòàåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé. Îäíèìè èç ïåðâûõ åå
èññëåäîâàëè Äæ.Ê. Áýò÷åëîð [105] è Ê. Ñòþàðòñîí [106]. Èìè áûëè
âûñêàçàíû ðàçëè÷íûå ïðåäïîëîæåíèÿ î õàðàêòåðå òå÷åíèÿ ïðè áîëüøèõ
÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Ñîãëàñíî [105], òå÷åíèå èìååò äâà ïîãðàíè÷íûõ ñëîÿ,
ïðèìûêàþùèõ ê ïëîñêîñòÿì, à â ÿäðå ìåæäó íèìè æèäêîñòü âðàùàåòñÿ
êàê òâåðäîå òåëî ñ íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó W- è W+ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ. Â ðàáîòå [106] ïðèâåäåíû äîâîäû â ïîëüçó ñóùåñòâîâàíèÿ
äðóãîãî òèïà òå÷åíèÿ, õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìåäëåí-
íîå, èñ÷åçàþùåå â ïðåäåëå Re ® ¥, âðàùåíèå æèäêîñòè âíå ïîãðàíè÷-
íûõ ñëîåâ. Äàëåå ýòè ðåøåíèÿ áóäóò íàçûâàòüñÿ ðåøåíèÿìè òèïà Â è S
ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî íå-
ïðåðûâíûõ âåòâåé ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îò Re. Íàèáîëåå ïîäðîáíî èçó-
÷åí ñëó÷àé, êîãäà W- = 0 (íèæíèé äèñê íåïîäâèæåí, à âåðõíèé âðàùà-
åòñÿ). Òîãäà â çàäà÷å (85), (86) îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé îïðåäåëÿþùèé
ïàðàìåòð Re. Ñîãëàñíî [107], òîëüêî îäíà èç âåòâåé ðåøåíèé ñóùåñòâóåò
ïðè âñåõ Re > 0 ïðè áîëüøèõ Re � ýòî ðåøåíèÿ òèïà Â. Äðóãàÿ
íåïðåðûâíàÿ âåòâü, ñîäåðæàùàÿ ïðè áîëüøèõ Re ðåøåíèÿ òèïà S, ñóùå-
ñòâóåò ëèøü ïðè Re > Re1 » 868. Íàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòàõ ïðè
Re < 8000 ïðîôèëè ñêîðîñòåé ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ ìåæäó äèñêàìè,
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äèàìåòð êîòîðûõ âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè, ñîãëà-
ñóþòñÿ ñ ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè Â-âåòâè [107, 108].
Â ðàáîòàõ [109, 110] çàäà÷à (85), (86) ñ l- = l+ = 0 èññëåäîâàëàñü
÷èñëåííûì ìåòîäîì ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ Re âî âñåì äèàïàçîíå
èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè w Î [-1, 1]. Äëÿ Re = 2500
íàéäåíî 20 ñåìåéñòâ ðåøåíèé, ïðè÷åì àâòîðû íå óâåðåíû, ÷òî ýòî êîëè-
÷åñòâî ðåøåíèé îêîí÷àòåëüíîå. Íàéäåííûå ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíû, ñðå-
äè íèõ èìåþòñÿ è òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ g(z) íåñêîëüêî ðàç ìåíÿåò
çíàê íà îòðåçêå [- 1, 1]. Âûáðàííûé àâòîðàìè ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è
÷óâñòâèòåëåí ê âåëè÷èíå øàãà ñåòêè ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè
ñèñòåìû (85), (86): íåäîñòàòî÷íîå ÷èñëî òî÷åê ñåòêè ìîæåò ïðèâåñòè ê
ïîÿâëåíèþ ïàðàçèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïîëó÷åííàÿ â [109, 110] èíôîðìà-
öèÿ íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî ïðè Re ® ¥ ÷èñëî ðåøåíèé îáñóæäà-
åìîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Çäåñü íàáëþäàåòñÿ
àíàëîãèÿ ñ çàäà÷åé Äæåôôðè�Ãàìåëÿ (ñì. ðàçäåë 7), ãäå ôàêò ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðîèçâîëüíî áîëüøîãî ÷èñëà ðåøåíèé ïðè Re ® ¥ ìîæíî
ñ÷èòàòü äîêàçàííûì.

Íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (85), (86), èìåþùàÿ ìåñòî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Re, äåëàåò àêòóàëüíîé ïðîáëåìó èçó÷åíèÿ èõ óñòîé-
÷èâîñòè. Ýòà ïðîáëåìà âåñüìà äàëåêà îò ðåøåíèÿ. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ðàññìîòðåíèè âîçìóùåíèé ñòà-
öèîíàðíûõ ðåøåíèé èç êëàññà ðåøåíèé (84) óðàâíåíèé (1), (2). Åñëè
÷èñëî Re ìàëî, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ìåòîäîì, îäíàêî åãî ïðèìåíåíèå íàêëàäûâàåò
æåñòêèå óñëîâèÿ íà ïîâåäåíèå âîçìóùåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ïðè r ® ¥
Ðàññìîòðåíèå îáùåãî ñëó÷àÿ òðåáóåò ðàçâèòèÿ ñïåöèàëüíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ èçó÷åíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â
îáëàñòÿõ òèïà ñëîÿ ñ ëèíåéíûì ðîñòîì ñêîðîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòà
çàäà÷à åùå æäåò ñâîèõ èññëåäîâàòåëåé.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å (85), (86) ïðè W- = 0, l+ = 0 (ýòî îçíà÷àåò,
÷òî æèäêîñòü âäóâàåòñÿ ÷åðåç íèæíèé íåïîäâèæíûé äèñê ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ l-). Ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ çíà÷åíèé Re < 400 â
ðàáîòàõ [111, 108]. Íàèáîëåå ïîäðîáíûé åå àíàëèç âûïîëíåí â [112], ãäå
èíòåðâàë ÷èñåë Ðåéíîëüäñà ðàñøèðåí äî Re = 2800. Â ýòîé çàäà÷å
âîçíèêàåò åùå îäíî ÷èñëî Ðåéíîëüäñà L = l-a/n, õàðàêòåðèçóþùåå
èíòåíñèâíîñòü âäóâà. Ïîñêîëüêó ïðè L = 0 è ìàëûõ Re ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òèïà Â, òî åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïðî-
äîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
Re è L. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì Re > Re* » 680 äëÿ
íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (L1, L2) çíà÷åíèé L ñóùåñòâóåò òðè ðåøåíèÿ,
ïðèíàäëåæàùèå îäíîé íåïðåðûâíîé âåòâè. Íà ãðàíèöàõ ýòîãî èíòåðâà-
ëà ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå: íà îäíîì èç êîíöîâ ïàðà ðåøåíèé âîçíèêàåò, íà
äðóãîì èñ÷åçàåò. Êðèâûå çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ îò ïàðà-
ìåòðà âäóâà L èìåþò S-îáðàçíóþ ôîðìó. Ïî èçâåñòíûì ñîîáðàæåíèÿì
òåîðèè áèôóðêàöèé âåðõíèå è íèæíåé ÷àñòè êðèâîé ñîîòâåòñòâóþò ðå-
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øåíèÿ, óñòîé÷èâûå, ïî êðàéíåé ìåðå, â êëàññå âîçìóùåíèé âèäà (84), à
ñðåäíåé � íåóñòîé÷èâûå. Êîãäà L, âîçðàñòàÿ, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó L2,
ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíàÿ ïåðåñòðîéêà òå÷åíèÿ. Ïðè ýòîì èñ÷åçàåò
ïîãðàíè÷íûé ñëîé, ïðèìûêàþùèé ê íåïîäâèæíîìó äèñêó, è òå÷åíèå âíå
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê ÷èñòî îñåâîìó. Àíàëîãè÷íîå ÿâëåíèå
íàáëþäàåòñÿ, êîãäà L óáûâàåò, ïðîõîäÿ ÷åðåç çíà÷åíèå L1. Åñëè L > L1
ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì íà âðàùàþ-
ùåìñÿ äèñêå. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó L1 ñêà÷êîì âîçíèêàåò ïîãðàíè÷-
íûé ñëîé íà íåïîäâèæíîì äèñêå è âðàùåíèå â ÿäðå òå÷åíèÿ.

Â îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à (85), (86) èññëåäîâàëàñü Ï.È. Çàíä-
áåðãåíîì è Ä. Äèéêñòðîé ñ ïîìîùüþ âûñîêîòî÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
Èõ ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â îáçîðå [17], êîòîðûé ñîäåðæèò òàêæå îá-
øèðíóþ èíôîðìàöèþ ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò ïî çàäà÷å Êàðìàíà è åå
îáîáùåíèÿì (ñïèñîê ëèòåðàòóðû â [17] íàñ÷èòûâàåò 79 íàèìåíîâàíèé).
Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè ïîäðîáíî îïèñûâàòü ðåçóëüòàòû àíàëèçà çàäà÷è
(85), (86), îòìåòèì ëèøü, ÷òî õàðàêòåðíûì åå ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ íåñâÿç-
íîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Ñðåäè ðàáîò, ïîñâÿùåííûì ðåøåíèÿì êàðìàíîâñêîãî òèïà, ñëåäóåò
îòìåòèòü ñòàòüè Ð. Áåðêåðà [113, 114]. Â íèõ ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîì äâèæåíèè âÿç-
êîé æèäêîñòè ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, âðàùàþùèìèñÿ ñ îäè-
íàêîâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ W âîêðóã îáùåé îñè x3 = z. Ïîëå ñêîðîñòåé
ýòèõ äâèæåíèé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

1 2 3 2 1 3 3[ ( )] , [ ( )] , 0 .v x g x v x f x v= -W - = W - = (87)

Ôóíêöèè f è g äàþòñÿ ÿâíûìè ôîðìóëàìè

( ) 1 ( ) ( )[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ,f z a az a z al
j c

j j c c
-= - - -D D

1( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ,g z a az a z al
c - j

j j c c= - + -D D

ãäå l � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, 2a � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè,

1/2 2

( ) ch( ) cos( ) , ( ) sh( ) sin( ) ,

( /2 ) , [ch( ) cos( )] .

z mz mz z mz mz

m ma ma

j c

n

= =

= W D = -

Òðàåêòîðèè ÷àñòèö â äâèæåíèè ñ ïîëåì ñêîðîñòåé (87) ÿâëÿþòñÿ îê-
ðóæíîñòÿìè. Êàæäàÿ èç íèõ ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé
ïëîñêîñòè z = 0, à öåíòðû îêðóæíîñòåé îáðàçóþò êðèâóþ x = f(z),
y = g(z). Ïàðàìåòð l èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: îí ðàâåí
ìàêñèìàëüíîìó óäàëåíèþ öåíòðà óêàçàííûõ îêðóæíîñòåé îò îñè z. Ýòî
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ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ðåøåíèå (87) â êà÷åñòâå âèõðÿ ñ êðèâîëè-
íåéíîé îñüþ. Â [114] ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ðåøåíèÿ (87) íà ñëó÷àé,
êîãäà  ïëîñêîñòè âðàùàþòñÿ ñ îäíîé è òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ, íî
âîêðóã ðàçíûõ îñåé, ïàðàëëåëüíûõ îñè z è îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà
ðàññòîÿíèè b. Òàêîå ðåøåíèå õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò òå÷åíèå â ò.í.
îðòîãîíàëüíîì ðåîìåòðå. Ýòîò ïðèáîð áûë ñêîíñòðóèðîâàí è èñïîëüçî-
âàí Á. Ìàêñâåëëîì è Ð.Ï. ×àðòîôôîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåîëîãè÷åñêèõ
ñâîéñòâ âÿçêîóïðóãèõ ñðåä [115]. Â [114] íà îñíîâå ýíåðãåòè÷åñêîãî
ìåòîäà [116] áûë âûïîëíåí àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ (87) è åãî
îáîáùåíèÿ â êëàññå âîçìóùåíèé êîíå÷íîé àìïëèòóäû, áûñòðî óáûâàþ-
ùèõ ïðè 2 2 1/2

1 2( )r x x= + ® ¥ . Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå b = 0 (îñè âðàùå-
íèÿ ïëîñêîñòåé ñîâïàäàþò) äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè èìååò âèä

2 1/2

3/2
th(Re/2) ,2 Re

l
a

p< (88)

ãäå Re = a2W/n � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà.
Òîò ôàêò, ÷òî óñëîâèå (88) íå âûäåëÿåò åäèíñòâåííîå èëè õîòÿ áû

íåñêîëüêî ðåøåíèé èç îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà (87), òðåáóåò
îñìûñëåíèÿ. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îí ñâÿçàí ñ �ýôôåêòîì áåñêîíå÷-
íîñòè�, à ñåìåéñòâî ðåøåíèé (87) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (88) îáðà-
çóåò óñòîé÷èâîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå â ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå
ðåøåíèé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Äàòü áîëåå òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè
çàòðóäíèòåëüíî, ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), (2), îïðåäåëåííûå â
áåñêîíå÷íîì ñëîå |z| < a è èìåþùèå ëèíåéíûé ðîñò ñêîðîñòåé ïðè r ® ¥,
äî ñèõ ïîð íå ïîäâåðãàëèñü ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ.

13. ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÅ  ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß,  ÑÊÐÛÒÀß
ÑÈÌÌÅÒÐÈß  È  ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ

ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ  ÐÅØÅÍÈß

Êàê èçâåñòíî [1], òî÷å÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñèñòåìå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé íå ìåíÿþò ñòðóêòóðó äîïóñêàåìîé åþ ãðóïïû Ëè.
Èíà÷å îáñòîèò äåëî, åñëè ýòà ñèñòåìà ïîäâåðãàåòñÿ íåëîêàëüíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå�
Ñòîêñà (1), (2) â ïëîñêîì ñëó÷àå. Ââåäåì ôóíêöèþ òîêà y(x1, x2, t)
ïëîñêîãî äâèæåíèÿ ñîîòíîøåíèÿìè

1 2
2 1

, .v vx x
y y¶ ¶= = -¶ ¶

Ôóíêöèÿ y óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

1 2

( , )
.( , )t x x

y yy
n y

¶ D¶D + = DD¶ ¶ (89)



56 Óñïåõè ìåõàíèêè

Ñèììåòðèè â óðàâíåíèÿõ Íàâüå�Ñòîêñà

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ãðóïïó G2, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðàìè ãàëè-
ëååâà ïåðåíîñà Y1, Y2 ïî îñÿì x1, x2. Îíà äîïóñêàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1), (2).
Ïðåîáðàçîâàíèÿ ãàëèëååâà ïåðåíîñà èíäóöèðóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, t  è èñêîìîé ôóíêöèè y â
óðàâíåíèè (89). Ñîîòâåòñòâóþùèå èì èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû
èìåþò âèä

1 2 2 1
1 2

, .t x t x
x xy y
¶ ¶ ¶ ¶= + = -¶ ¶ ¶ ¶P P

Ïîñêîëüêó êîììóòàòîð ýòèõ îïåðàòîðîâ [P1, P2] = -2¶/¶y íå ïðèíàä-
ëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå P1, P2 , òî äàííîé ïàðå îïåðàòîðîâ íå îòâå÷àåò
íèêàêàÿ ãðóïïà Ëè.

Ïîïðîáóåì òåïåðü ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1),
(2) îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G2. Îáùèé âèä òàêîãî ðåøåíèÿ äàåòñÿ ôîðìó-
ëàìè v1 = t

-1x1 + c1(t ), v2 = t
-1x2 + c2(t ), p = c3(t). Ïîäñòàíîâêà ýòèõ

âûðàæåíèé â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äàåò ïðîòèâîðå÷èå, 2t -1 = 0.
Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ (ñì. [1, 6]) åùå íå ãàðàíòèðóåò ðàç-
ðåøèìîñòü ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû ñ ìåíüøèì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ. Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ñëó÷àéíîé èëè çàêîíîìåðíîé
ñâÿçü ìåæäó îòñóòñòâèåì èíâàðèàíòíûõ G2-ðåøåíèé ñèñòåìû (1), (2) è
òåì ôàêòîì, ÷òî îïåðàòîðû P1, P2 íå îáðàçóþò àëãåáðó Ëè, îñòàåòñÿ
îòêðûòûì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1),
(2). Óðàâíåíèÿ äëÿ èõ îïèñàíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç (10), åñëè ñ÷èòàòü èñêîìûå
ôóíêöèè â ýòîé ñèñòåìå íå çàâèñÿùèìè îò óãëà q. Ñ ïîìîùüþ íåëîêàëü-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (61) óðàâíåíèÿ âðàùàòåëüíî ñèììåòðè÷íûõ äâèæå-
íèé ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå

2
2 2( , )

2 ,( , )t z

r E
E r r JJ Er z

-
-y y

y n y
¶

- - =¶ (90)

1 ( , )
.( , )t

J
J r EJr z

- y
n

¶
- =¶ (91)

Çäåñü J = rvq, E = ¶2/¶r 2 - r -1¶/¶ r + ¶ 2/¶z2 � îïåðàòîð Ñòîêñà.
Îñíîâíàÿ àëãåáðà Ëè ñèñòåìû (90), (91) âû÷èñëåíà â ðàáîòå [117]. Òàì
æå ïåðå÷èñëåíû âñå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå êëàññû èíâàðèàíòíûõ ðå-
øåíèé äàííîé ñèñòåìû, íàéäåíû åå íîâûå ðåøåíèÿ. Äðóãèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîãî äâèæåíèÿ ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ
[118�123]. Èì ïîñâÿùåí òàêæå ðÿä ïàðàãðàôîâ â ìîíîãðàôèÿõ [6, 61, 93,
124, 125]. Êðîìå òîãî, îòäåëüíûå ðåøåíèÿ ñ óêàçàííîé ñèììåòðèåé ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü â ðàçäåëàõ 9, 12 íàñòîÿùåãî îáçîðà. Ìû íå áóäåì îñòà-
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íàâëèâàòüñÿ íà èçëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ óïîìÿíóòûõ ñòàòåé, à ñîñðåäîòî-
÷èì ñâîå âíèìàíèå íà íîâîì íåëîêàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèé
âðàùàòåëüíî-ñèììåòðè÷íîãî äâèæåíèÿ [118].

Ââåäåì âìåñòî äàâëåíèÿ p íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ F ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ

2
2
1 1 .r rrr
y= - + Fp

Òîãäà äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé y, J, F ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç
óðàâíåíèÿ (91) è åùå äâóõ óðàâíåíèé

1 ,t r z z
Ery y y n y- + F = (92)

2 2
2
1 2( ) .z r

E J Err
y y yF = + + (93)

Óðàâíåíèÿ (91)�(93) îáëàäàþò áîãàòûìè ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè. Íàè-
áîëåå øèðîêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, äîïóñêàåìàÿ ýòèìè óðàâíåíèÿìè,
âû÷èñëåíà Ñ.Â. Ãîëîâèíûì. Áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè îáðà-
çîâàí ñëåäóþùèìè îïåðàòîðàìè:

1 2

2 2
3

2
4 5 6

, 2 ,

2 (4 ) ,

, , .

t t r z

t

T T t r z

T r r z

T z T T r

y

y F

y F F F

y

a a a a

b b g d

= ¶ = ¶ + ¶ + ¶ + ¶

= ¶ + ¶ + - ¶

= ¶ - ¶ = ¶ = ¶

& & &&

&

Çäåñü a, b, g, d � ïðîèçâîëüíûå (êëàññà C ¥) ôóíêöèè t ; òî÷êà îçíà÷àåò
ïðîèçâîäíóþ ïî t . Ñ ñîãëàñèÿ Ñ.Â. Ãîëîâèíà è ñ óêàçàíèåì åãî àâòîð-
ñòâà ýòîò ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå îïóáëèêîâàí â ðàáîòå [118].

Çàìåòèì, ÷òî áàçèñ îñíîâíîé àëãåáðû Ëè ñèñòåìû (90), (91) ñîñòîèò èç
îïåðàòîðîâ T1, T2 , 

2
7 2 zT r ya a= ¶ + ¶& , T8 = b¶y. Òàêèì îáðàçîì, íàëèöî

ðàñøèðåíèå îñíîâíîé ãðóïïû ïðè ïåðåõîäå ê íîâûì èñêîìûì ôóíêöèÿì â
ñèñòåìå (90), (91).

Íàëè÷èå â ãðóïïå ñèììåòðèé ñèñòåìû (91)�(93) ïðåîáðàçîâàíèé,
çàâèñÿùèõ îò ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé âðåìåíè, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èíâà-
ðèàíòíûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, àïðèîðè îáëàäàþùèå ôóíêöèîíàëü-
íûì ïðîèçâîëîì. Ðàññìîòðèì ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðîì T3 + T4.
Îáùèé âèä èíâàðèàíòíîãî ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî äàííîé ãðóïïû
òàêîâ:

( )

2

2
2 2

2

( 2 ) ( , ) , ( , ),2
22 ( , ).22

z r f r t J g r t

z zr f h r t

y a b
a

aaaa ab ab aa

= + + =

é ùF = - + - + +ê úë û

&

&&&
&& &
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Ôóíêöèè f, g, h óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
[118]. Äàííîå ðåøåíèå â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ îáîáùàåò èçâåñòíûé âèõðü
Áþðãåðñà [120]. Âî-ïåðâûõ, îïèñûâàåìîå èì äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåñòà-
öèîíàðíûì, à âî-âòîðûõ, ïðè b ¹ 0 ïîëå ñêîðîñòåé èìååò îñîáåííîñòü íà
îñè ñèììåòðèè, ïîðîæäåííóþ ðàñïðåäåëåííûì èñòî÷íèêîì ñ ëèíåéíîé
ïëîòíîñòüþ b/4pa, ïðîèçâîëüíî çàâèñÿùåé îò âðåìåíè.

Çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå Áþðãåðñà,

( )
2

, 2 , 1 exp ,2r z
b arv ar v az v rq np

é ù= - = = - -ê úë û

(a > 0 è b � ïîñòîÿííûå) èìååò íåòðèâèàëüíóþ òåîðåòèêî-ãðóïïîâóþ
ïðèðîäó: îíî íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1), (2), íî
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå íåêîòîðîé ÷àñòè÷íî
èíâàðèàíòíîé ïîäìîäåëè ýòîé ñèñòåìû. Ìåæäó òåì, èñïîëüçîâàíèå óðàâ-
íåíèé (91)�(93) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå Áþðãåðñà è åãî îáîáùå-
íèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì ñïîñîáîì.

Ìíîæåñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (91)�(93) íå èñ÷åðïûâàåòñÿ
åå èíâàðèàíòíûìè ðåøåíèÿìè. Îäíî èç íèõ (ñòàöèîíàðíûé öèëèíäðè-
÷åñêèé âèõðü) ïîñòðîåíî â ðàáîòå Ñ.Í. Àðèñòîâà [119]:

2( ) , ( ) , ( ) .zU r J zV r z W ry = = F = (94)

Ôóíêöèè U, V, W îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ ñèñòåìû 6-ãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ äåòàëüíî èññëåäîâàíà â [119]. Ðåøå-
íèå (94) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îãðàíè÷åííîñòè íà îñè ñèììåòðèè è
óñëîâèÿì ïðèëèïàíèÿ íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïîëóáåñêîíå÷íîãî öèëèí-
äðà 0 < r < R, z > 0. Íà îñíîâàíèè öèëèíäðà (z = 0) óñëîâèÿ
ïðèëèïàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ÷àñòè÷íî: vz = vq = 0 íî vr ¹ 0. Ðåøåíèå
Àðèñòîâà õîðîøî îïèñûâàåò âèõðåâîå òå÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè ðàçìå-
øèâàíèè ÷àÿ â ñòàêàíå. Èçâåñòíî, ÷òî âðàùåíèå æèäêîñòè âáëèçè ñâî-
áîäíîé ïîâåðõíîñòè ñòàêàíà âûçûâàåò èíòåíñèâíîå äâèæåíèå â âåðòè-
êàëüíîì íàïðàâëåíèè, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ÷àñòè÷êè ÷àÿ  äâèæóòñÿ ââåðõ.
Óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ íèñõîäÿùåãî
ïîòîêà âáëèçè îñè âðàùåíèÿ. Àíàëîãè÷íîå ÿâëåíèå õàðàêòåðíî äëÿ
ìîùíûõ àòìîñôåðíûõ âèõðåé.

Òåîðåòèêî-ãðóïïîâóþ ïîäîïëåêó ðåøåíèÿ (94) ìû îáñóäèì íèæå, à
ñåé÷àñ çàìåòèì, ÷òî ýòî ðåøåíèå èìååò íåñòàöèîíàðíûå àíàëîãè, ñðåäè
êîòîðûõ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ

1/2 1 2( ) , ( ) , ( ) ,zA J t zB t z F- -y x x x= = F =

ãäå x = r (nt)-1/2. Ýòè ðåøåíèÿ åùå ïîäðîáíî íå èññëåäîâàëèñü.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (91)�(93) îïðåäåëåíî â îáëà-

ñòè 2 (0, )T R T+P = ´  è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì áûñòðîãî óáûâàíèÿ
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ïðè r 2 + z2 ® ¥ (òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè ñì. â [118]). Òîãäà èíòåãðèðî-
âàíèå ðàâåíñòâà (93) ïî r > 0 ïîëóïëîñêîñòè  ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

2 2 2

0

( 2 ) 0 , 0 .r z

r

v v v rdrdz t Tq

>

+ - = < <ò (95)

Òîæäåñòâî (95) âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïðè äâèæåíèè âÿçêîé æèä-
êîñòè, çàïîëíÿþùåé âñå ïðîñòðàíñòâî. Îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
òîæäåñòâ, ïîëó÷åííûõ â [126] äëÿ îáùåãî òðåõìåðíîãî äâèæåíèÿ. Äðóãîå
èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (92) è èìååò âèä

2

0 0

.r z

r r

d r drdz r v v drdzdt
> >

y = -ò ò
Î äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â ýòîì íàïðàâëåíèè ñì. [127] è öèòèðî-
âàííóþ òàì ëèòåðàòóðó.

Íîâûå âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé äàåò àïïàðàò äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ãðóïïû Ëè [1]. Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå ýâ-
êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ X è m-ìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî U ôóíêöèé u(x). Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ýòè ôóíê-
öèè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Z = X ´ U
äåéñòâóåò ãðóïïà Ëè G òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé T : Z ® Z. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åé àëãåáðà Ëè L ïîðîæäàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûìè îïåðàòî-
ðàìè i

i
x u

Y a
ax h= ¶ + ¶  (çäåñü è íèæå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ âåðõíåìó è

íèæíåìó èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå).
Ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèé u(x), îñóùåñòâëÿåìûå äåéñòâèåì ãðóïïû

G èíäóöèðóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ äî ëþáîãî ïîðÿäêà k.
Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò ïîíÿòèå ïðîäîëæåííîé ãðóïïû Ëè, äåéñòâóþ-
ùåé â ïðîñòðàíñòâå 

1
...

k k
Z X U U U= ´ ´ ´ ´  ãäå 

s
U  åñòü ïðîñòðàíñòâî

âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò u l âåêòîð-ôóíêöèè u ïîðÿäêà
s = i1 + ... + in:

1 ...
1

.
...l nn

s l
l

i ii i
n

uu
x x
¶=

¶ ¶
Eé îòâå÷àåò ïðîäîëæåííàÿ àëãåáðà Ëè 

k
L , ãåíåðèðóåìàÿ îïåðàòîðàìè

1 ...1
...... .i

ki i ik

i
i i ix u u uk

Y a a a
a a ax h z z= ¶ + ¶ + ¶ + + ¶ (96)

Êîîðäèíàòû ïðîäîëæåííîãî îïåðàòîðà (96) âû÷èñëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì
ôîðìóëàì [1]

1 1 1... ...... ( ) ,
s s s

j j
i i i i j j i iD D u ua a a az h x x= - +

ãäå Di � îïåðàòîð ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé xi.



60 Óñïåõè ìåõàíèêè

Ñèììåòðèè â óðàâíåíèÿõ Íàâüå�Ñòîêñà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dju è ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè u è ïîðÿäêà j. Äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì k-òîãî ïîðÿä-
êà ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ 1( , , , ... )k

k
J D Dx u u u , ÷òî äëÿ

ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T Î G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1 1

1
( , , , ..., ) ( , , , ..., ) .k k

kk k
J T T T D T D J D D=x u u u x u u u

Îïåðàòîð d = l iDi íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ, åñëè  è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èíâàðè-
àíòà 

k
J  ôóíêöèÿ ( )i

i
k k
J D Jd l=  òàêæå áóäåò äèôôåðåíöèàëüíûì èíâà-

ðèàíòîì. Âàæíûì ñâîéñòâîì îïåðàòîðîâ èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè îáðàçóþò àëãåáðó Ëè íàä ïîëåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ãðóïïû. Ëþáîé îïåðàòîð, êîììóòèðó-
þùèé ñî âñåìè îïåðàòîðàìè Y L

¥ ¥
Î , åñòü îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ.
Â ðàáîòå [128] äîêàçàíî, ÷òî àëãåáðà îïåðàòîðîâ èíâàðèàíòíîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âñåãäà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â êîììóòàòèâ-
íóþ àëãåáðó. Öåíòðàëüíûì ôàêòîì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðè-
àíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ò.å. òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñêàëÿðíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ÷òî ëþáîé äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðè-
àíò ãðóïïû G ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîìîùüþ
êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàöèé è îïåðàöèé èíâàðèàíòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Â ðàáîòå Ñ.Â. Ãîëîâèíà [129] ïîñòðîåíû áàçèñû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï Ëè, äîïóñêàåìûõ ñèñòå-
ìîé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è äâóõ ñèñòåì,
îïèñûâàþùèõ ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Äëÿ ãðóïïû G¥,
ñîõðàíÿþùåé ñèñòåìó (1), (2), ýòîò áàçèñ ñîñòîèò èç 13 èíâàðèàíòîâ:

3

1

1, , ( , 1,2, 3) .i i i
k

j k i

v v v
t v i j

x t x xr
¶ ¶ ¶ ¶+ S + =¶ ¶ ¶ ¶

p

Äëÿ ãðóïïû, äîïóñêàåìîé óðàâíåíèÿìè (90), (91) âðàùàòåëüíî-ñèììåò-
ðè÷íîãî äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ y, J, áàçèñ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðè-
àíòîâ èìååò âèä

1, , , .z rr rt r r-y y y- (97)

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé âî
ìíîãîì ñõîæ ñ òåì, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îòûñêàíèè èíâàðèàíòíûõ è
÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì åãî íà ïðèìåðå ñè-
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ñòåìû (90), (91). Ðàññìîòðèì äâà èíâàðèàíòà íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿä-
êîâ, r è yz, èç áàçèñà (94) è ñâÿæåì èõ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ,

( ) .z U ry = (98)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ y ëèíåéíî çàâèñèò îò z. Èññëåäîâàíèå ñîâìå-
ñòíîñòè ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (90), (91), (98) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
Jz = V(r), êîòîðîå âìåñòå ñ (98) îïðåäåëÿåò ðåøåíèå Àðèñòîâà. Ñèñòåìà
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ U è V ïîëó÷àåòñÿ
ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé y = zU(r), J = zV(r) â óðàâíåíèÿ (90),
(91). Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ t   òîæå âõîäèò â áàçèñ (97).
Ðàñøèðÿÿ çàâèñèìîñòü (98) äî yz = Q(r, t), ìû ïðèõîäèì ê íåñòàöèîíàð-
íûì àíàëîãàì ðåøåíèÿ (97).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé òèïà Êàðìàíà ñëåäóåò ñâÿçàòü ôóíêöèî-
íàëüíîé çàâèñèìîñòüþ èíâàðèàíòû íóëåâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ,

1 ( , ) .rr rr R r t-y y- =

Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äàåò ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè òîêà â
âèäå

2 ( , ) ( , ) ( , ) .r f z t g z t h r ty = + + (99)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (99) â óðàâíåíèÿ (90), (91) ïðèâîäèò ê ïåðå-
îïðåäåëåííîé ñèñòåìå äëÿ ôóíêöèé f, g è h. Ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò
ðåøåíèÿ ñ g = h = 0. Èì ñîîòâåòñòâóþò íåñòàöèîíàðíûå àíàëîãè ðåøå-
íèÿ Êàðìàíà. Ñàìî ðåøåíèå Êàðìàíà ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ôóíê-
öèÿ f íå çàâèñèò îò t . Â ïîëíîì îáúåìå çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ñîâìåñòíî-
ñòè ñîîòíîøåíèé (90), (91), (99) åùå íå ðåøåíà. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî åå
ðåøåíèå ïðèâåäåò ê íîâûì òî÷íûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèé âðàùàòåëüíî
ñèììåòðè÷íîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè.

Ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ðàçäåëîâ äàþò îñíîâàíèå ãîâî-
ðèòü î ñêðûòîé ñèììåòðèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Îíà ïðîÿâëÿåòñÿ
â íàëè÷èè òàêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1), (2), êîòîðûå íå âèäíû íåâîîðó-
æåííûì ãëàçîì, íî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå äâóõøàãîâîãî
àëãîðèòìà (ñì. ðàçäåë 12), èëè ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî èíâàðèàíò-
íûìè ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû, èëè îáíàðóæèâàþòñÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
ê íåé íåëîêàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíîñòü äàëåêî íå
èñ÷åðïàíà ïåðåõîäîì ê ôóíêöèè òîêà äëÿ ýôôåêòèâíî äâóìåðíûõ òå÷å-
íèé èëè ïðåîáðàçîâàíèåì, îïèñàííûì â íà÷àëå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà.
Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì íåëîêàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé ãèä-
ðîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä â íèõ ê ëàãðàíæåâûì êîîðäèíàòàì.
Â.Ê. Àíäðååâ è À.À. Ðîäèîíîâ èññëåäîâàëè ãðóïïîâûå ñâîéñòâà óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (â òîì ÷èñëå è
íåîäíîðîäíîé) â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ è ïîëó÷èëè öåëûé ðÿä èõ
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íîâûõ òî÷íûõ ðåøåíèé (ñì. [130�132], à òàêæå [6], [93]). Ãðóïïîâîé
àíàëèç óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà äî ñèõ ïîð
íå ïðîâîäèëñÿ. Íå ïðèõîäèòñÿ ñîìíåâàòüñÿ, ÷òî íà ýòîì ïóòè áóäóò
ïîëó÷åíû íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû.

14. ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÅ  ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ
È  ÐÅØÅÍÈß  ÁÎÃÎßÂËÅÍÑÊÎÃÎ

Íàðÿäó ñ íåïðåðûâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, îáðàçóþùèìè ãðóïïó G¥
(ñì. ðàçäåë 1), óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà äîïóñêàþò äèñêðåòíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ âèäà

, , , , , ,i i j j i i j jt t x x x x v v v v ¢= = = - = = - =¢ ¢ ¢ ¢ ¢ p p (100)

ãäå i, j = 1, 2, 3 è i ¹ j. Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû (1), (2)
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (100) èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Â ÷àñòíîñòè, âèõðè Òýéëîðà, âîçíèêàþùèå ïîñëå
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ Êóýòòà ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè
[21, 22], îáëàäàþò äâîÿêîé ñèììåòðèåé: îíè ñòàöèîíàðíû è èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã îñè z (íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé)
è äîïóñêàþò ñîãëàñîâàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îòðàæåíèé îòíîñèòåëüíî
ïëîñêîñòåé z = 0 â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå è vz = 0 â ïðîñòðàíñòâå
ãîäîãðàôà (äèñêðåòíàÿ ñèììåòðèÿ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðóïïà G¥ ñîäåðæèò øåñòèìåðíóþ ïîäãðóïïó
äâèæåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé, è ìîæíî ðàññìîòðåòü
äèñêðåòíûå ïîäãðóïïû ýòîé ãðóïïû (êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèå ñèììåòðèè).
Â ñåðèè ðàáîò Î.È. Áîãîÿâëåíñêîãî [133�137] (ïîñëåäíÿÿ èç íèõ
íàïèñàíà ñ Á. Ôóõñøòàéíåðîì) ïîñòðîåíû áåñêîíå÷íûå ñåìåéñòâà òî÷-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Â ðàáîòàõ [133�135] íàéäåíû
ðåøåíèÿ, ïðîòîòèïîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûå òå÷åíèÿ Áåëüòðàìè
[15]. Ðàáîòû [136, 137] ïîñâÿùåíû ðåøåíèÿì, èíâàðèàíòíûì îòíîñè-
òåëüíî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ãðóïï ñèììåòðèé.

Åùå â 1919 ã. Â. Òðêàë ïîêàçàë, ÷òî óðàâíåíèÿ (1), (2) äîïóñêàþò
òî÷íûå ðåøåíèÿ ñ ïîëåì ñêîðîñòåé

2( , ) exp( ) ( ) ,x t t xn= -av u
ãäå a = const, à êîìïîíåíòû âåêòîðà u óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå Áåëüòðàìè

rot .a=u u (101)

Ñðåäè ðåøåíèé ñèñòåìû (101) èìåþòñÿ ò.í. ÀÂÑ-ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ

1 3 2 2 1 3 3 2 1sin cos , sin cos , sin cosu A x C x u B x A x u C x B x= + = + = +
(A, Â, C � ïîñòîÿííûå). Â ðàáîòå [133] íàéäåí îáøèðíûé êëàññ
ðåøåíèé ñèñòåìû (101), äàëåêî îáîáùàþùèé ÀÂÑ-ðåøåíèÿ, è íà åãî
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îñíîâå ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà,
îáëàäàþùèõ ôóíêöèîíàëüíûì ïðîèçâîëîì:

2

2( , ) exp( ) (sin( ) ( ) cos( ) ( )) ,

( , ) /2 .
S

t t k d

t K

a n a a

r

= - × + × ´ s

= - ×

ò òv x k x T k k x T k

x v vp (102)
Çäåñü èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ëþáîé ìåðå ds íà äâóìåðíîé åäèíè÷íîé
ñôåðå S2 : k × k = 1, T(k) � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå,
êàñàòåëüíîå ê åäèíè÷íîé ñôåðå, Ò(k) × k = 0 è a ¹ 0 � ïðîèçâîëüíûé
ïàðàìåòð. Äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà âåêòîðíûõ ïîëåé Ò(k) è ýâêëèäîâîé
ìåðû ds, ðåøåíèÿ (102) èìåþò ñîëèòîíîïîäîáíûå ñâîéñòâà è íàçûâàþò-
ñÿ �âèñêîíàìè� [134, 135].

Åñëè ìåðà ds èìååò âèä ds = d(k1) + ... + d(kP
), ãäå d � ìåðà

Äèðàêà, ôîðìóëà (102) äàåò òî÷íûå ðåøåíèÿ

2

1
( , ) exp( ) (sin( ) ( ) cos( ) ( )).i i i i ii

t t
=

a n a a= - S × + × ´v x k x T k k x k T k
P

(103)
Çäåñü k i × k i = 1 è T(k i) × k i = 0. Êàê ðåøåíèÿ (102), òàê è ðåøåíèÿ
(103) îïðåäåëåíû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè âåêòîðû k i ïðîèçâîëüíû,
ðåøåíèå (103) ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò. Îíî
ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïî x1, x2, x3 ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå âåêòîðîâ
è ìîæåò èìåòü ïðÿìîóãîëüíóþ èëè êîñîóãîëüðóþ ðåøåòêó ïåðèîäîâ
[134].

Â ðàáîòå [136] èçó÷åíû ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (1), (2) ñ êóáè÷åñêîé ðåøåòêîé ïåðèîäîâ:

( 2 , ) ( , ) , ( 2 , ) ( , ) ,j j
t t t tp p+ = + =v x e v x x e xp p

ãäå å j (j = 1, 2, 3) � åäèíè÷íûå áàçèñíûå âåêòîðû. Òàêèå ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâèìû ðÿäîì Ôóðüå

( , ) exp( ) ( ) .k
k

t t= S ×v x k x V (104)

Ââèäó âåùåñòâåííîñòè v, àìïëèòóäíûå ôóíêöèè Vk è V-k äîëæíû áûòü
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè. Âîëíîâûå âåêòîðû k èìåþò ïðîèçâîëüíûå
öåëî÷èñëåííûå êîìïîíåíòû k1, k2, k3. Ïîäñòàíîâêà (104) âìåñòå ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ äàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿ (1), (2) ïðèâî-
äèò ê ñ÷åòíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ôóíêöèé Vk(t). Ýòà ñèñòåìà îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ìîä, îòâå÷àþùèõ
ðàçëè÷íûì âîëíîâûì âåêòîðàì k. Ðàññìîòðèì äâå ìîäû ñ âåêòîðàìè k
è m. Îêàçûâàåòñÿ [136], ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå äâå ìîäû íå âçàèìî-
äåéñòâóþò, åñëè èõ âîëíîâûå âåêòîðà êîëëèíåàðíû. Åñëè äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ k è m ñîîòâåòñòâóþùèå àìïëèòóäíûå ôóíêöèè
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ïðîïîðöèîíàëüíû, Vk(t) = l(t)Vm(t), òî ýòè ìîäû òàêæå íå âçàèìîäåé-
ñòâóþò. Ðàññìîòðèì äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà. Â ýòîì ñëó÷àå
äâå ìîäû íå âçàèìîäåéñòâóþò, åñëè è òîëüêî åñëè k × k = m × m èëè
k = lm.

Â ðàáîòå [136] äàíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñ ïîïàðíî íå
âçàèìîäåéñòâóþùèìè ìîäàìè Ôóðüå. Âîëíîâûå âåêòîðû k Î Z3 äëÿ
òàêèõ ðåøåíèé ïðèíàäëåæàò ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñåìåéñòâ
ìíîæåñòâ:

(A) ïðÿìûå ëèíèè k = ln,
(Â) ïëîñêîñòè k × e = 0,
(C) îêðóæíîñòè k × e = 0, k × k = N,
(D) ñôåðû k × k = N.

Çäåñü äîïóñòèìû ëþáûå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ N ¹ 4 l(8k + 7) ãäå k è
l � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðè-
îäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ïðåäñòàâèìû â âèäå ñõî-
äÿùèõñÿ ðÿäîâ Ôóðüå (104) ñ êîýôôèöèåíòàìè

( ) exp( ) (0).k k
t tn= - ×V k k V

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (D) îçíà÷àåò ïðåäñòàâèìîñòü íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà N â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ òðåõ öåëûõ ÷èñåë. Ïîñêîëüêó ÷èñëî
ïîäîáíûõ ïðåäñòàâëåíèé r (N) ® ¥ ïðè N ® ¥ òî è ñåìåéñòâî
ïîñòðîåííûõ òî÷íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1), (2) áåñêîíå÷íî. Âñå ðåøåíèÿ
ýòîãî ñåìåéñòâà îáúåäèíÿåò çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî: â íèõ îòñóòñòâóåò
ïåðåäà÷à ýíåðãèè ïî ñïåêòðó.

Ðåçóëüòàòû ñòàòüè [136] ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòå
[137]. Â íåé, â ÷àñòíîñòè,  èçó÷åíû  ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêèå  ðå-
øåíèÿ  óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñ ïðîèçâîëüíûìè âåêòîðàìè ïåðèîäîâ
p1, p2, p3  Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà íà æèäêîñòü äåéñòâóåò
ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêîå ïîëå ìàññîâûõ ñèë.

Åùå îäíî èíòåðåñíîå ïðèëîæåíèå äèñêðåòíûå ñèììåòðèè íàõîäÿò
â çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Ïóñòü æèäêîñòü çàïîë-
íÿåò âñå ïðîñòðàíñòâî è â íà÷àëüíûé ìîìåíò èìååò ðàñïðåäåëåíèå
ñêîðîñòè

0( , 0) ( ),=v x v x (105)
ãäå v0 � ñîëåíîèäàëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà-
÷è (1), (2), (105) ìîæíî íàéòè â êíèãå [75]. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, áûñòðî óáûâàþùèå ïðè x ® ¥,

3| ( , ) | (1 | |) , , [0, ] ,t C t T-g+ Î Î� Rv x x x (106)
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ãäå g è C � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå (äîïóñêàåòñÿ òàêæå çàâèñèìîñòü
C îò t). Åñëè íåðàâåíñòâî (106) âûïîëíåíî ïðè t = 0, ýòî åùå íå
ãàðàíòèðóåò åãî ñïðàâåäëèâîñòü ïðè t > 0. Â ðàáîòå [139] âûäåëåí
èíòåðâàë çíà÷åíèé g, 4 < g � 5 è êëàññ ôóíêöèé v0(x), äëÿ êîòîðûõ
àñèìïòîòèêà (106) âîñïðîèçâîäèòñÿ ñî âðåìåíåì. Óêàçàííûé êëàññ ôóí-
êöèé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùåé äèñêðåòíîé ñèììåòðèåé:

ôóíêöèÿ v0, j ÷åòíà ïî ïåðåìåííîé xj è íå÷åòíà ïî îñòàëüíûì ïåðå-
ìåííûì (j = 1, 2, 3);

0,1 1 2 3 0,2 3 1 2 0,3 2 3 1( , , ) ( , , ) ( , , ) .v x x x v x x x v x x x= =

Êðîìå òîãî, ïîäõîäÿùàÿ íîðìà âåêòîð-ôóíêöèè v0(x) äîëæíà áûòü äîñ-
òàòî÷íî ìàëîé. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ òàêèìè íà÷àëü-
íûìè äàííûìè ïðè g Î (4, 5] ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà Äîáðîõîòîâà�
Øàôàðåâè÷à [126].

Âûñøàÿ ñòåïåíü ñèììåòðèè íà÷àëüíûõ äàííûõ, àññîöèèðîâàííàÿ ñ
ãðóïïîé îäíîãî èç ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â R3, äàñò âîçìîæíîñòü
óâåëè÷èòü êðèòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü g, íî äàæå â ñàìîé áëàãîïðèÿòíîé
ñèòóàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå èêîñàýäðà, åãî çíà÷åíèå íå ïðåâçîéäåò
7 (ãèïîòåçà Ë. Áðàíäîëåçå).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Çíàíèå ãðóïïû G¥, äîïóñêàåìîé ñèñòåìîé (1), (2), ïîçâîëÿåò íàéòè
âñå åå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ. Îäíàêî íåò íåîáõîäèìîñòè ïåðå÷èñëÿòü
èõ ïîëíóþ ñîâîêóïíîñòü, ïîñêîëüêó îäíî ðåøåíèå ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ èç
äðóãîãî êàêèì-ëèáî ïðåîáðàçîâàíèåì ãðóïïû G¥. (Íàïðèìåð, ðåøåíèå,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ñ îïåðàòîðîì X1, ïåðåõîäèò â
èíâàðèàíòíîå X2 � ðåøåíèå ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäãðóïïû
X12 � ïîâîðîòà íà óãîë p/2 â ïëîñêîñòÿõ x1, x2 è v1, v2). Äâà òàêèõ
ðåøåíèÿ åñòåñòâåííî íàçâàòü íåñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè. Çàäà÷à îïè-
ñàíèÿ âñåõ êëàññîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé èçó-
÷àåìîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ äî-
ïóñêàåìîé åþ àëãåáðû Ëè è èññëåäîâàíèÿ åå ñòðóêòóðû [1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L¥ àëãåáðó Ëè, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïå G¥ è
÷åðåç IntL¥ ãðóïïó åå âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ. Äâå ïîäàëãåáðû M
è N àëãåáðû L¥ íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âíóòðåííèé
àâòîìîðôèçì A Î IntL¥ òàêîé ÷òî A(N) = M. Òåì ñàìûì âñå ïîäàëãåá-
ðû äàííîé àëãåáðû Ëè ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû íåïîäîáíûõ ïîäàëãåáð.
Ñîâîêóïíîñòü ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ íåïîäîáíûõ ïîäàëãåáð äàííîé
ðàçìåðíîñòè s íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé ñèñòåìîé ïîðÿäêà s è îáîçíà÷à-
åòñÿ ñèìâîëîì qs. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ìîæíî
íàéòè â êíèãàõ [1, 6]. Åãî ïðèìåíåíèþ ê çàäà÷àì ãðóïïîâîãî àíàëèçà
ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìåõàíèêè ñïëîø-
íîé ñðåäû ïîñâÿùåíû ðàáîòû [2, 140�142].
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Êàê óæå íå ðàç îòìå÷àëîñü âûøå, íàèáîëåå øèðîêàÿ ãðóïïà G¥,
äîïóñêàåìàÿ óðàâíåíèÿìè (1), (20), ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé, òàê æå êàê
ãðóïïà G¥

%  äîïóñêàåìàÿ óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
(ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé àëãåáðà L¥

%  ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñøèðåíèÿ
àëãåáðû L¥ ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ ê åå áàçèñíûì îïåðàòîðàì îïåðàòîðà
ðàñòÿæåíèÿ 

1 2 31 2 3t x x x
Z t x x x= ¶ + ¶ + ¶ + ¶% ). Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ õàðàê-

òåðíà äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíîé
ñðåäû: óðàâíåíèÿ äâóìåðíîãî ñòàöèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â íå-
ñæèìàåìîé æèäêîñòè [143]; óðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ Ìàðàíãîíè [144]; óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ
�ðàçäåëåííûì� óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ p = f(S)g(r), ãäå S � óäåëüíàÿ
ýíòðîïèÿ, r � ïëîòíîñòü, p � äàâëåíèå ãàçà [145]; óðàâíåíèå Êàðìàíà�
Ãóäåðëåÿ, îïèñûâàþùåå òðåõìåðíûå ñòàöèîíàðíûå òðàíñçâóêîâûå òå÷å-
íèÿ ãàçà [129]; óðàâíåíèå Ëèíÿ�Ðåéñíåðà�Öÿíÿ, âîçíèêàþùåå â òåî-
ðèè íåñòàöèîíàðíûõ îêîëîçâóêîâûõ äâèæåíèé [146]; óðàâíåíèÿ êîðîò-
êèõ âîëí [147].

Èçó÷åíèå ìíîæåñòâà ïîäàëãåáð áåñêîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè ïðåä-
ñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ðåøåíà ëèøü â îòäåëüíûõ
ñëó÷àÿõ. Þ.Â. Øàíüêî ïðîâåë èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû àëãåáðû L¥

%

äîïóñêàåìîé óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.
Èì ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ñèñòåìû q1 è q2 àëãåáðû L¥

% . Ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû â êíèãå [6]. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëü-
íûõ ñèñòåì q1, q2  è q3 àëãåáðû L¥ äîïóñêàåìîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà, ðåøåíà â ñåðèè ðàáîò Ð.Î. Ïîïîâè÷à è Â.È. Ôóùè÷à
[148�150]. Â ýòèõ ðàáîòàõ òàêæå âûïèñàíû ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ òðåìÿ,
äâóìÿ è îäíîé íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ê êîòîðûì ñâîäèòñÿ îòûñêà-
íèå èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ðàíãà òðè, äâà è îäèí ñèñòåìû (1), (2).
Íàéäåí ðÿä íîâûõ ðåøåíèé ðàíãà òðè è äâà, îáëàäàþùèõ ôóíêöèîíàëü-
íûì ïðîèçâîëîì. Ñðåäè íèõ èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ðåøåíèé, óäîâëåò-
âîðÿþùèõ ïðèíöèïó ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè. Äëÿ ðåäóöèðîâàííûõ
ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàéäåíû îáùèå
èëè ÷àñòíûå òî÷íûå ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, â [148�150] èçó÷åíû ãðóï-
ïîâûå ñâîéñòâà ðÿäà ðåäóöèðîâàííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ýòî ïîçâîëè-
ëî îáíàðóæèòü íîâûå ñêðûòûå ñèììåòðèè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà.
Íàêîíåö, äëÿ îòäåëüíûõ ðåäóöèðîâàííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé èññëåäîâàíû
ò.í. íåêëàññè÷åñêèå ñèììåòðèè [151] è óñëîâíûå ñèììåòðèè [152].

Èñïîëüçîâàíèå ïîäàëãåáð àëãåáðû L¥, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîðû F,
Y i (i = 1, 2, 3), âåäåò ê èíâàðèàíòíûì ðåøåíèÿì, àïðèîðè îáëàäàþùèì
ôóíêöèîíàëüíûì ïðîèçâîëîì. Îäíî èç ïðîñòåéøèõ ðåøåíèé ïîëó÷àåòñÿ,
åñëè ðàññìîòðåòü ïîäãðóïïó ñ îïåðàòîðàìè Y1, Y2 (3) è ïîä÷èíèòü
âõîäÿùèå â èõ êîýôôèöèåíòû ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè y1(t),
y2(t) ðàâåíñòâó y1y2 = 1. Ïîëå ñêîðîñòåé â ýòîì ðåøåíèè èìååò âèä

1 1
1 1 1 1 2 2 2 2 3, , 0 ,v x v x v- -y y y y= = =& & (107)
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à äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé x1, x2. Ïóñòü (0) 0y =& ,
òîãäà v1 = v2 = v3 = 0 ïðè t = 0 è ìû ïîëó÷àåì ïðèìåð íååäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1), (2), (105) â êëàññå ôóíêöèé c ëèíåéíûì
ðîñòîì ñêîðîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Êðîìå òîãî, íàëè÷èå â êîîðäèíàòàõ îïåðàòîðîâ Yi, F ÷åòûðåõ ïðîèç-
âîëüíûõ ôóíêöèé âðåìåíè ñîçäàåò ïðåäïîñûëêè äëÿ ãðóïïîâîãî ðàññëî-
åíèÿ ñèñòåìû (1), (2). Ýòà çàäà÷à ñòîèò íà ïîâåñòêå äíÿ.

Ñðåäè äðóãèõ àêòóàëüíûõ çàäà÷ ãðóïïîâîãî àíàëèçà óðàâíåíèé
Íàâüå�Ñòîêñà ìîæíî îòìåòèòü ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå èõ èíâàðèàí-
òíûõ ðåøåíèé ðàíãà äâà. Òàêèå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû ñ
äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî îáî-
çðèìûìè, ïîääàþùèìèñÿ àíàëèòè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ.
Ðåøåíèÿ ýòîãî êëàññà îïèñûâàþò, â ÷àñòíîñòè, ýôôåêòèâíî îäíîìåðíûå
íåñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ [19, 23, 81, 104], à òàêæå óñòàíîâèâøèåñÿ
ïëîñêèå è îñåñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ (ñì. îáçîð [153] è öèòèðîâàííóþ â
íåì ëèòåðàòóðó). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êîìáèíàöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ ïîçâîëèëà àâòîðàì îïèñàòü íîâûå âèõðåâûå ñòðóêòóðû
â òå÷åíèÿõ âÿçêîé æèäêîñòè. Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè çäåñü ñêîëü-íèáóäü
ïîäðîáíî ïðåäñòàâèòü èçëîæåííûå â [153] ðåçóëüòàòû, îòìåòèì ëèøü
äâà èç íèõ. Äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (90) ïðè
J = 0 ñ äàííûìè íà îñè ñèììåòðèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñîáîé ëèíèåé äëÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ,  è äàíà îöåíêà ðàçìåðà îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè. Äëÿ
ïëîñêèõ òå÷åíèé ïðè íàëè÷èè êðèòè÷åñêîé òî÷êè íà ïðÿìîëèíåéíîé
òâåðäîé ãðàíèöå óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü ïîäõîäà ðàçäåëÿþùåé ëèíèè
òîêà ê ãðàíèöå ïîä ëþáûìè óãëàìè, à òàêæå âîçìîæíîñòü ïðèõîäà
íåñêîëüêèõ ëèíèé òîêà â îäíó òî÷êó ãðàíèöû.

Íàêîíåö, íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü çàïàñ ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûõ ðå-
øåíèé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Âñå ïîñòðîåííûå ðàíåå ðåøåíèÿ ýòîãî
êëàññà áàçèðîâàëèñü íà ïîäãðóïïàõ, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîðû ïåðåíîñà è
ãàëèëååâà ïåðåíîñà, è ÿâëÿëèñü ðåãóëÿðíûìè ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûìè
ðåøåíèÿìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî â [1]. Ìåæäó òåì, óðàâíåíèÿ
ãàçîâîé äèíàìèêè îáëàäàþò òàêæå è íåðåãóëÿðíûìè ðåøåíèÿìè äàííî-
ãî êëàññà � òàêîâû, íàïðèìåð, äâîéíûå è òðîéíûå âîëíû (ñì. ðàáîòó
[100] è èìåþùèåñÿ â íåé ññûëêè). Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî áûëî îáíà-
ðóæåíî, ÷òî íåðåãóëÿðíûå ÷àñòè÷íî èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ èìåþòñÿ ó
óðàâíåíèé äâóìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [154] è óðàâ-
íåíèé êîíöåíòðàöèîííîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [155]. Áûëî áû âåñüìà
èíòåðåñíî íàéòè òàêèå ðåøåíèÿ è ó óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà.

Â çàêëþ÷åíèå ÿ âûðàæàþ èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü àêàäåìèêó
Ë.Â. Îâñÿííèêîâó, ó êîòîðîãî ÿ ó÷èëñÿ òåîðèè è ïðèëîæåíèÿì ãðóïïî-
âîãî àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è àêàäåìèêó Ã.Ã. ×åðíîìó,
âäîõíîâèâøåìó ìåíÿ íà íàïèñàíèå íàñòîÿùåãî îáçîðà. ß áëàãîäàðåí
Ñ.Í. Àðèñòîâó, Ì.Â. Áàøåâîé, Î.È. Áîãîÿâëåíñêîìó, Ã.Á. Âîëêîâîé,
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Ñèììåòðèè â óðàâíåíèÿõ Íàâüå�Ñòîêñà

Ñ.Â. Ãîëîâèíó, Å.Â. Ìàìîíòîâó, Ñ.Â. Ìåëåøêî, Å.Þ. Ìåùåðÿêîâîé,
Í.Â. Ïåòðîâñêîé, Ð.Î. Ïîïîâè÷ó çà áîëüøóþ ïîìîùü â ðàáîòå íàä
ðóêîïèñüþ. ß ïðèçíàòåëåí òàêæå ïðîôåññîðó À. Êàäèðó çà ïðèãëàøå-
íèå â Öåíòð ïåðñïåêòèâíîé ìàòåìàòèêè è ôèçèêè ïðè Íàöèîíàëüíîì
óíèâåðñèòåòå íàóê è òåõíîëîãèè Ïàêèñòàíà, ãäå áûëà íàïèñàíà çíà÷è-
òåëüíàÿ ÷àñòü ðóêîïèñè.
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