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Рассматриваются системы гидродинамиче�
ского типа, которые выводятся из уравнений На�
вье–Стокса и уравнений пограничного слоя.
Описаны новые классы точных решений. Приве�
дено преобразование типа Крокко, понижающее
порядок уравнения для продольной компоненты
скорости. Исследованы вопросы о нелинейной
устойчивости полученных решений. Обнаруже�
но, что характерной чертой многих решений
уравнений Навье–Стокса является неустойчи�
вость. Для доказательства нелинейной неустой�
чивости решений в сообщении применен новый
точный метод, который может быть полезен для
анализа других нелинейных физических моделей
и явлений. 

Автомодельные, инвариантные, частично ин�
вариантные, с обобщенным разделением пере�
менных и некоторые другие точные решения
уравнений Навье–Стокса рассматривались, на�
пример, в [1–11]. 

СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ТИПА 

Р а с с м а т р и в а е м ы е  с и с т е м ы  у р а в �
н е н и й. Будем исследовать системы уравнений
следующего вида:

(1)

(2)

При m =  и m = 1 одно уравнение (1) и система

уравнений (1), (2) при k = 1 встречались в работах
[5, 8, 10, 11], где рассматривались точные реше�
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ния уравнений Навье–Стокса и уравнений по�
граничного слоя (F – одна из компонент скорости
жидкости, G – вспомогательная функция, ν – ки�
нематическая вязкость жидкости). Отметим, что
при m = 1 функции p(t) и q(t) в (1) могут выбираться
произвольно [11]. Далее будет описан новый класс
точных решений уравнений Навье–Стокса, кото�

рый описывается системой (1), (2) при m = k = ,

q(t) = 0. 
Нелинейное уравнение (1) может рассматри�

ваться независимо, а уравнение (2) линейно отно�
сительно искомой функции G. 

Общее свойство уравнения (1) [8, 11]: если

(z, t) – некоторое его решение, то функция 

(3)

где ψ(t) – произвольная функция, также будет ре�
шением уравнения (1). Кроме того, решением бу�

дет и функция F = – (–z, t). 
О д и н  к л а с с  т о ч н ы х  р е ш е н и й

у р а в н е н и й  Н а в ь е–С т о к с а. Трехмерные
нестационарные движения вязкой несжимаемой
жидкости описываются уравнениями Навье–
Стокса и неразрывности: 

(4)

Здесь x, y, z – декартовы координаты, t – время, V1,
V2,V3 – компоненты скорости жидкости, P – давле�

ние, ρ – плотность жидкости; ∇1P = , ∇2P = ,

∇3P = . При записи уравнений (4) считалось,

что массовые силы потенциальны и включены в
давление. 
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Уравнения движения вязкой несжимаемой
жидкости (1) допускают точные решения вида 

где p0(t), α(t), s(t) – произвольные функции вре�
мени t, а функции F, G зависят от z и t и удовлетво�
ряют уравнениям 

(5)

(6)

Система (5), (6) является частным случаем систе�

мы (1), (2) при m = k = , q(t) = 0. 

ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА УРАВНЕНИЯ (1)
И ЕГО ОБОБЩЕНИЙ С ПОМОЩЬЮ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ТИПА КРОККО 

П о н и ж е н и е  п о р я д к а  у р а в н е н и я  (1).
Обозначим 

(7)

Перенесем член m  (здесь и далее используется
также сокращенная запись производных) в пра�
вую часть уравнения (1), затем поделим обе части
полученного выражения на Fzz = Φ и продиффе�
ренцируем по z. Учитывая (7), имеем 

(8)

Перейдем в (8) от старых переменных t, x, F =
= F(x, t) к новым переменным t, η,Φ = Φ(t, η), где
η и Φ определяются по формулам (7). Производ�
ные при переходе от старых к новым переменным
преобразуются так: 

В результате (8) сводится к уравнению второго
порядка 
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или 

(9)

Здесь и далее для краткости аргументы функций
p(t), q(t), s(t) часто будем опускать. 

Отметим, что в вырожденном случае (невязкая
жидкость, ν = 0) исходное нелинейное уравнение
второго порядка (1) сводится к линейному урав�
нению первого порядка (9), которое можно пол�
ностью проинтегрировать методом характери�
стик. 

Если известно решение исходного уравнения
(1), то формулы (7) дают параметрическую форму
решения уравнения (9). 

Пусть Φ = Φ(η, t) – некоторое решение уравне�
ния (9). Тогда соответствующее решение исход�
ного уравнения (1) также можно представить в
параметрической форме 

где ψ(t) – произвольная функция (при интегри�
ровании t рассматривается как параметр). 

П р е о б р а з о в а н и е  с и с т е м ы  (1), (2).
Считая Fzz ≠ 0, перейдем в системе (1), (2) от пере�
менных t, z, F к новым переменным t, η, Φ соглас�
но (7). Уравнение (1) преобразуется в уравнение
(9), а уравнение (2) – в уравнение 

(10)

При выводе этого уравнения использовалось пред�
ставление для смешанной производной, получен�
ное из уравнения (1). 

При m = k уравнение (10) имеет точные реше�
ния вида 

(11)

где A = A(t), B = B(t), C = C(t) искомые функции,
которые описываются соответствующей систе�
мой обыкновенных дифференциальных уравне�
ний (при m = k ≠ 1 имеем B = 0). Для доказатель�
ства данного факта надо выражение (11) подста�
вить в (10) и учесть (9). Формула (11) будет
использована далее для представления решений
уравнения (2) через решения уравнения (1). 

Н е к о т о р ы е  о б о б щ е н и я. Рассмотрим
нелинейное уравнение n�го порядка 

(12)
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которое обобщает уравнение (1) и также допуска�
ет понижение порядка. Переходя в (12) от пере�
менных t, x, F = F(x, t) к новым переменным t, η,
Φ = Φ(t, η), где η и Φ определяются по формулам
(7), получим уравнение (n – 1)�го порядка 

(13)

где старшие производные вычисляются по фор�
мулам 

В частном случае уравнения второго порядка
при n = 1, a(t) = – 1, b(t) = 0, H = H(Fz) уравнение
(12) переходит в уравнение Калоджеро, которое
рассматривалось в [8, 12, 13]. Видно, что более об�
щее уравнение (12) при n = 1, H = H(t, Fz), где a(t),
b(t) – произвольные функции (логично его назы�
вать обобщенным уравнением Калоджеро), пре�
образованием типа Крокко преобразуется в урав�
нение первого порядка (13), которое становится

линейным после подстановки Φ = . 

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ (2) 
ЧЕРЕЗ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ (1) 

С л у ч а й  m = k = 1. Пусть F = F(z, t) – решение
уравнения (1). Тогда в силу (11), (7) уравнение (2)
имеет решение 

(14)

где функции A = A(t) и B = B(t) удовлетворяют
обыкновенным дифференциальным уравнениям 

(15)

(16)

Доказательство проводится путем исключения
функции G из (2) и (14) с последующим сопостав�
лением полученного выражения как с уравнени�
ем (1), так и с уравнением, возникающим в ре�
зультате дифференцирования (1) по z. 

Общее решение уравнения (16) имеет вид B =

= Cexp(– dt), где C – произвольная постоянная. 

С л у ч а й  m = k ≠ 1. В этом случае в силу (11),
(7) уравнение (2) имеет решение 

(17)
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где функция A = A(t) удовлетворяет обыкновен�
ному дифференциальному уравнению 

(18)

Точные решения уравнения (1) можно найти в
[5, 8, 10, 11]. Формулы (14)–(16) и (17), (18) поз�
воляют получать соответствующие точные реше�
ния уравнения (2). 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЛИНЕЙНЫХ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ 

ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ (1) 

Линейное преобразование относительно иско�
мой функции 

(19)

где a = a(t), b = b(t), c = c(t), λ = λ(t), σ = σ(t) – про�
извольные функции, приводит уравнение (1) к
виду

(20)

где приняты следующие обозначения: 

(21)

Аргумент функций в левых частях равенств τ, а в
правых частях равенств t; переменные τ и t связа�
ны последним соотношением в (19). 

Наличие в (1) и (19) большого числа (от пяти
до семи) произвольных функций позволяет стро�
ить различные точные решения уравнения (1). 

П р и м е р  1. Полагая последовательно в (19), (20)

f = ξ–1, f = Aeξ + Be–ξ, f = Asinξ + Bcosξ, f =  при
m = 1, можно путем подбора произвольных функ�
ций получить решения, приведенные в [8, 11].
Уравнению (20) удовлетворяют также функции

f = (1 ± eξ)–1 и f = ξ + A), что дает новые реше�
ния. 

П р и м е р  2. Полагая 

(22)

где Cn – произвольные постоянные, получаем из
(20) обыкновенное дифференциальное уравне�
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ние для функции f = f (ξ). В этом случае соотно�
шения (21) при условии (22) представляют собой
систему обыкновенных дифференциальных урав�
нений для функциональных коэффициентов пре�
образования (19). При m = 1 в уравнении (1) и
преобразовании (19) при ограничениях (21), (22)
две функции можно задать произвольно (напом�
ним, что p и q – произвольные функции). Стаци�
онарное решение f = f (ξ) уравнения (20) порож�
дает нестационарное решение типа обобщенной
бегущей волны (19) исходного уравнения (1). 

П р и м е р  3. Положим теперь 

(23)

где k, Cn – произвольные постоянные. В этом слу�
чае уравнение (20) допускает автомодельное ре�
шение вида 

где функция h = h(ζ) удовлетворяет обыкновен�
ному дифференциальному уравнению 

(24)

Подставив (23) в (21), получим систему интегро�
дифференциальных уравнений для определения
функциональных параметров исходного уравнения
(1) и преобразования (19). Отметим, что замена λ =

=  позволяет с учетом равенства τ = ϕ(t) + C0 пе�
рейти к стандартной системе обыкновенных диф�
ференциальных уравнений. В результате получим
неавтомодельное решение вида (19). 

НЕЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ 
УСТОЙЧИВОСТИ/НЕУСТОЙЧИВОСТИ 

РЕШЕНИЙ 

А н а л и з  у с т о й ч и в о с т и/н е у с т о й ч и �
в о с т и  р е ш е н и й, о с н о в а н н ы й  н а
у р а в н е н и и  (2). Рассмотрим систему (1), (2)
при m = k = 1, s = 0, которая была получена в [11].
Для анализа устойчивости/неустойчивости реше�
ний используем формулу (14) и уравнения (15),
(16), которые связывают решения уравнений (1),
(2). Важно отметить, что во многих случаях нет
необходимости знать явный вид функции F. 

Исследуем сначала задачи со стационарной
продольной компонентой скорости, что соответ�
ствует F = F(z), p = const, q = const. В этом случае
решение уравнения (15) зависит от знака дискри�
минанта ∆ = q2 – 4p:

ã C1τ k 1+( )/2–
, b̃ C2τ 1–

, c̃ C3τ 1/2–
,= = =

q̃ C4τ 1–
, p̃ C5τ k 3–( )/2

, τ λ2 t( ) td∫ C0,+= = =

f τk/2h ζ( ), ζ ξτ 1/2 –
,= =

k 1–
2

��������� C4–⎝ ⎠
⎛ ⎞ hζ

' C1h C2
1
2
��–⎝ ⎠

⎛ ⎞ ζ C3+ + hζζ
''  –+

– mC1 hζ
'( )

2
νhζζζ

''' C5. +=

ϕt'

(25)

где C1, C2 – произвольные постоянные. Далее для
простоты в (14) и (16) полагаем B = 0. При анализе
будем различать два случая. 

1°. Н е в ы р о ж д е н н ы й  с л у ч а й  Fz  0.
При q < 0 (p – любое) или p < 0 (q – любое) реше�
ния (14) и (25) (при C1 ≠ 0) экспоненциально рас�
тут при t  ∞. Поэтому указанные значения па�
раметров p и q определяют область нелинейной
неустойчивости системы (1), (2) для любого огра�
ниченного стационарного профиля продольной
компоненты скорости F(z) (отличного от кон�
станты). Точка p = q = 0 также относится к обла�
сти неустойчивости системы (1), (2). 

Действительно, за счет выбора постоянных C1
и C2 в силу (14), (25) можно сделать начальную ве�
личину |G|t = 0 (которая трактуется как начальное
возмущение относительно тривиального реше�
ния G = 0 уравнения (2)) меньше любого наперед
заданного ε. Однако при q < 0 (p – любое) или p < 0
(q – любое) имеем |G|  ∞ при t  ∞. Это озна�
чает, что произвольно малые начальные возмуще�
ния решений системы (1), (2) с увеличением вре�
мени неограниченно возрастают. 

З а м е ч а н и е. Если F  F1 при z  –∞ и
F  F2 при z  +∞ (F1, F2 = const), то решение
(14) при A = 0, B ≠ 0 стремится к нулю при z  ±∞. 

При q = 0, p > 0 решение (25), а следовательно,
и решение (14) являются периодическими. Сов�
местное выполнение неравенств q ≥ 0, p ≥ 0 (|p| +
+ |q| � 0) определяет область условной устойчи�
вости рассматриваемых решений. 

Важно подчеркнуть, что здесь речь идет о н е �
л и н е й н о й  н е у с т о й ч и в о с т и, причем все
полученные выше результаты и решения являют�
ся точными (а не линеаризованными, как это
имеет место в теории линейной устойчивости;
здесь не использованы также различные допуще�
ния, разложения и аппроксимации, характерные
для многих нелинейных теорий [2, 14, 15]). 

П р и м е р  1. Стационарное пространственно�
периодическое решение 

системы (1), (2) является неустойчивым при лю�
бых значениях a, b, σ (a ≠ 0, σ ≠ 0). 

A t( ) = 

qt
2
���–⎝ ⎠

⎛ ⎞ C1
t ∆

2
��������⎝ ⎠

⎛ ⎞exp C2
t ∆

2
��������–⎝ ⎠

⎛ ⎞exp+exp

при ∆ 0,>

qt
2
���–⎝ ⎠

⎛ ⎞ C1
t ∆

2
����������⎝ ⎠

⎛ ⎞sin C2
t ∆

2
����������⎝ ⎠

⎛ ⎞cos+exp

при ∆ 0,<

qt
2
���–⎝ ⎠

⎛ ⎞ C1t C2+( ) при ∆exp 0, =
⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

≡

F a σz b+( ), Gsin 0  p a2σ2–= q, νσ2=( )= =
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П р и м е р  2. Стационарное монотонное огра�
ниченное решение 

системы (1), (2) является устойчивым. 
Все приведенные выше выводы по устойчиво�

сти и неустойчивости, а также формулы (14), (25)
остаются справедливыми для любых нестацио�
нарных решений F = F(z, t), G = G(z, t) (при усло�
вии ограниченности производной Fz  0) системы
(1), (2) при p = const, q = const. 

В силу вышеизложенного три четверти плос�
кости параметров p, q соответствует неустойчи�
вым решениям. Важно отметить, что описанная
выше неустойчивость течений не связана с кон�
кретным профилем скорости и реализуется за
счет уравнения (2), отвечающего за поперечные
компоненты скорости жидкости. Поскольку в
уравнение (15) и формулы (25) не входит вязкость
жидкости ν, то указанные результаты не зависят
от числа Рейнольдса, т. е. свойство неустойчиво�
сти решений имеет место не только при достаточ�
но больших, но и при малых числах Рейнольдса
(0 < Re < ∞). 

З а м е ч а н и е. Аналогичным образом с помо�
щью уравнений (14), (15) можно исследовать на
устойчивость нестационарные решения уравне�
ний (1), (2) при переменных p = p(t), q = q(t). 

2°. В ы р о ж д е н н ы й  с л у ч а й  Fz  0 . Пусть 

(26)
Тогда любое решение уравнения (2), которое при
переходе от z, t к новым переменным t, ξ = z – at
сводится к классическому уравнению теплопро�
водности, является устойчивым при любых зна�
чениях параметров a и q. 

А н а л и з  у с т о й ч и в о с т и  р е ш е н и й  F =
= const у р а в н е н и я  (1) п р и  p = 0.

1°. Сначала исследуем на устойчивость триви�
альное решение F = 0 уравнения (1) при p = 0 для
различных значений параметра q = const. Уравне�
ние (1) допускает точное решение

(27)
где ε, k, λ – действительные числа. Это решение
является также решением линеаризованного
уравнения (1), в котором отброшены квадратич�
ные члены. Модуль разности между решением
(27) и тривиальным решением в начальный мо�
мент времени равен |ε| (за счет выбора ε эту раз�
ность можно сделать сколь угодно малой). 

При q – νk2 > 0 тривиальное решение будет не�
устойчивым, а при q – νk2 < 0 –устойчивым. Гра�
ница устойчивости представляет собой параболу
q = νk2 в плоскости k,q. При уменьшении вязко�
сти жидкости ν  0 (что соответствует увеличе�
нию чисел Рейнольдса) ветви параболы стремят�
ся к линии q = 0, а область неустойчивости рас�
ширяется и в пределе распространяется на всю

F 6νσ σz b+( ), Gth– 0 p 0= q 8νσ2=,( )= =

≡

≡
F a const   при p 0=( ).= =

F εeikz λt+
, λ q νk2

,–= =

верхнюю полуплоскость q > 0. Увеличение ν или k
приводит к расширению области устойчивости. 

Поскольку параметром k можно свободно рас�
поряжаться, то при любом q > 0 за счет выбора k
можно добиться неустойчивости тривиального
решения. 

2°. Рассмотрим теперь произвольное стацио�
нарное решение уравнения (26). Вместо (27) возь�
мем теперь функцию 

(28)

которая в силу свойства (3) при ψ(t) = – at также
является решением уравнения (1). Модуль разно�
сти между решениями (26) и (28) в начальный мо�
мент времени можно сделать сколь угодно малым
за счет выбора ε. Все критерии устойчивости и не�
устойчивости решения (26) в зависимости от па�
раметров k, q остаются теми же самыми, что и для
тривиального решения. 

З а м е ч а н и е. Из приведенных результатов
следует, что при p = 0, q ≤ 0 устойчивым является
только постоянный профиль продольной компо�
ненты скорости F = const. 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЙ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ 

Нестационарные уравнения плоского погра�
ничного слоя в терминах функции тока w сводят�
ся к одному уравнению третьего порядка [8]: 

Перейдем от t, x, y, w к новым переменным t, x,
η, Φ, где η, Φ – обобщенные переменные Крокко: 

В результате получим уравнение второго порядка 

которое заменой Φ =  сводится к нелинейному

уравнению теплопроводности 

1°. Рассмотрим специальный случай f (x, t) = f (t).
Ищем решения специального вида 

F εeik z at–( ) λt+ a, λ+ q νk2
,–= =

∂2w
∂t∂y
��������� ∂w

∂y
����� ∂2w

∂x∂y
���������� ∂w

∂x
�����∂2w

∂y2
�������–+ ν∂3w

∂y3
������� f x t,( ).+=

η ∂w
∂y
�����, Φ x t η, ,( ) ∂2w

∂y2
�������.= =

∂Φ
∂t

������ η∂Φ
∂x
������ f x t,( )∂Φ

∂η
������+ + νΦ2∂2Φ

∂η2
��������,=

1
Ψ
���

∂Ψ
∂t

������ η∂Ψ
∂x
������ f x t,( )∂Ψ

∂η
������+ + ν ∂

∂η
����� 1

Ψ2
�����∂Ψ

∂η
������⎝ ⎠

⎛ ⎞ .=

Ψ Z ξ τ,( ), ξ x ηt– tf t( ) t,d∫+= =

τ 1
3
��t3

.=
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Имеем разрешимое уравнение 

(29)

которое можно свести к линейному уравнению
теплопроводности [8]. 

2° Рассмотрим более общий случай f (x, t) =
= f (t)x + g(t). Ищем решения специального вида 

где функции ϕ = ϕ(t), ψ = ψ(t), θ = θ(t) описыва�
ются линейной системой обыкновенных диффе�
ренциальных уравнений 

В результате приходим к разрешимому уравне�
нию (29). 

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова�
ний (проекты 08�01�00553, 08�08�00530, 07�01�
96003�р_урал_а и 09�01�00343). 
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